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Exercice 1.
1. L’espace {(z,y) € R? | zy = 0} est-il homéomorphe & un CW-complexe ?
2. L’espace {(r,y) € R? | 2y = 0} est-il une variété topologique ?
3. Donner un exemple d’espace topologique pointé z € X tel que 7 (X, z) = (Z/2Z)?.

4. Soient z et y deux points distincts de St x St. Calculer w1 ((St x St)\ {y},z).

Exercice 2 (Espaces de configurations).

Soit R* I’ensemble des suites (z;);>1 de nombres réels telles que z; = 0 pour ¢ assez grand. On identifie
{(zs)i>1 € R®|x; =0 pour ¢ > n + 1} avec R” et on munit R* = U, >1R™ de la topologie limite inductive.
On définit ¢ : R — R* par ¢(x1, 2, x3,24,...) = (0,21,22,23,...).

1. Justifier que ¢ est continue.

2. Soit a € R. Vérifier que F, : [0,1] x R>® — R définie par F,(t,p) = (1 — t)é(p) + (ta,0,0,0,...) est
une homotopie entre ¢ et application constante de valeur (a,0,0,0,...).

3. Counstruire une homotopie G : [0,1] x R*® — R* telle que, pour tout p € R*®, G(0,p) = p et
G(1,p) = ¢(p), et pour tout ¢ € [0, 1], application p — G(¢,p) est injective.

On fixe k > 0. On note Ej, = {(p1,...,pr) € (R®)* | p; # p; pour i # j}. Soit o € Ej, un point base.

4. Soient aq, .. .a des réels distincts, et soit ¢; = (a;,0,0,0,...) € R*>. Utiliser G et les F}, pour construire
une homotopie H : [0,1] x E; — Ej, telle que H(0,e) = e et H(1,e) = (qi,...,qx) pour tout e € E.

5. En déduire que Ej est connexe par arcs et que m;(Ey,0) = 0 pour ¢ > 1.

On fait agir le groupe symétrique &y, sur Ey par o - (p1,...,0k) = (Po-1(1),---»Po-1(k)) POUr o € Gy.
On note By = Ei /6y, lespace quotient et fi : Ex — By application quotient.

Montrer que fi : Fr — By est un revétement.
Moutrer que 71 (By, fr(0)) ~ S.

Montrer que m;(By, fi(0)) = 0 pour ¢ > 2.
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Soit G un groupe fini. Construire un espace connexe par arcs X tel que m1(X,z) ~ G et m(X,2z) =0
pour:>2etx e X.

Exercice 3 page suivante



Exercice 3 (Rationalisation du cercle).
Soit S' = {z € C | |z| = 1} le cercle unité. Pour n > 1, on note f, : S — S! I'application f,(z) = 2".
1. Quelle est Vimage de f,, . : m1(S, 1) — 71 (S, 1) ?

Soit ~,, la relation d’équivalence sur [0, 1] x S' définie par (,z) ~,, (', 2’) si et seulement si (¢, z) = (¢, 2’)
ou (t=t =1et fo(2) = fu(2')). Soit p, : [0,1] x St — C,, = ([0,1] x S')/ ~,, I'application quotient.

2. Construire des rétractions par déformation forte de [0,1] x St sur {1} x St et de C,, sur p, ({1} x S!).
3. Soit x,, = pr(0,1) € C,,. Calculer 71 (Cy,, ).
4. Définissons i, : St — C), par i,,(2) = p,(0, 2). Calculer 'image de i, : 71 (S!, 1) = m1(Cy, x0).

Pour 1 < m < n, on note T}, , 'espace obtenu en quotientant 'union disjointe C,, U --- U (), par la
relation d’équivalence engendrée par pi (1, 2) ~ pry1(0, fr(2)) pour m <k <n—1let z € S..

5. Construire une rétraction par déformation forte de T}, , sur p, ({1} x S!).

6. Soit iy ST — T, définie par iy, ,(2) = pm(0,2). Caleuler m (T 0, Tm). Quelle est Vimage de
im,”y* T (Slv 1) — T (Tm,n7$m) ?

Soit T espace obtenu en quotientant Lly>1C) par la relation d’équivalence engendrée par pi(1,z) ~
pe+1(0, fr(2)) pour k > 1 et z € S'. On note j, : T4 ,, < T linclusion naturelle. On a 7' = Uy>15n (71 ,2)-

7. Soit K un compact et soit g : K — T une application continue. Montrer qu’il existe n > 1 tel que
9(K) C jn(T1n).

8. Soit 4 > 1. Montrer que m;(T, z1) est union des images des jy, . : 7 (T1 p, 21) = (T, 21).
9. Soit ¢ > 2. Montrer que 7;(T,z1) = 0.

10. Soit n > 1. Montrer que jy, . : T1(Th,n, 1) = m1 (T, 1) est injective.

11. Montrer que m1 (7T, z1) ~ Q.

12. Montrer que T n’a pas le type d’homotopie d’'un CW-complexe fini.



