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§ 0 Einleitung

Wir fixieren einen reell-abgeschlossenen Grundkorper R.
Unter einer R-Varietdt V verstehen wir immer ein R-Schema
von endlichem Typ, d.h. V ist eine endliche Vereinigung
von offenen Unterschemata der Form Spec A mit einer endlich
erzeugten R-Algebra A. V(R) bezeichne die Menge der
R-rationalen Punkte von V, d.h. die Menge der abgeschlos~
senen Punkte von V mit Restklassenkdrper R. Jeder abge-
schlossene Punkt x von V besitzt als Restklassenkorper

]
K(x) = XAWX ja entweder R oder R(W=1). Die Punkte in

AT T

V(R) heiBlen diek§éé11en Punkte von V.
R kann auf genau eine Weise angeordnet werden, die posi-
tiven Elemente sind gerade die Quadrate. Diese Anordnung

induziert eine Topologie auf R, eine Basis der offenen

Mengen wird durch die offenen Intervalle

3

gegeben.
Die Topologie von R induziert auf der llenge V(R) der

reellen Punkte jeder R-Varietdat V auf natiirliche Weise

eine Topologie, die wir die starke Topologie nennen wol-

1en. Eine Subbasis wird gegeben durch die Mengen

1(JapD) = { x €U | 260 € layvl ]
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wobel U die Zariski-offenen Teilmengen von V und f den
Koordinatenring T(U,@U) von U durchlguft. Ist V als lokal-
abgeschlossenes Unterschema in einen affinen Standardmﬁaum
AE = Spec ﬁ [Xq"°"Xn] eingebettet, sokist V(R) & AE(R) = RP
und die starke Topologie von V(R) w;rd durch die Produkt-
topologie auf R® induziert.

Die starke Topologie von V(R) hat im allgemeinen schlechte
Eigenschaften. Ist R nicht der Korper R der reellen Zzghlen,
so sind die topologischen Rdume V(R) total unzusammenhingend,
d.n., die Zusammenhangskomponenten sind einpunktig. Ande-
rerseits ist wohlbekannt ([W]), daB fiir jede Varietdt V
iiber den reellen Zahlen V(R) nur endlich viele Zusammen-
hangskomponenten besitzt.
Un in verniinftiger Weise eine Homélogie— und Kohomologie-
theorie der R#ume V(R) erkldren zu konnen, mufl die starke
Topologie ersetzt werden. Wir betrachten stattdessen die
semialgebraische Topologie, eine verallgemeinerte Topologie
im Sinne von Grothendieck: Die offenen Teilmengen von V(R)
sind die in der starken Topologie offenen und semialgebra-
ischen Teilmengen von V(R). AuBerdem lassen wir nur end-
liche Uberdeckungen zu. Semialgebraische Mengen lassen
sich Zariski-lokal durch Systeme ”polﬁnomialer" Gleichun-

gen und Ungleichungen beschreiben ( siehe § 1, [IK 1] ).
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Auch G.W. Brumfiel schligt in seinem Buch ([B]) die Ein-
fihrung dieser Topologie vor. M.F. Cbste—Roy und M. Coste
betrachten allgeméiner das reelle Spektrum eines kommuta-
tiven Rings ([CRC]). Semialgebraische Mengen {iber einem
reegi%abgeschlossenén Korper ordnen sich hier ein.

In dieser Arbeit werden nicht nur R-Varietdten V, sondern

allgemeiner semialgebraische Riume betrachtet ( § 1;E§ﬁ7*i’

SO R o e R

Mein Ziel ist es, die Topologie dieser Raume zu unter-
suchen und zu zeigen, daB es eine ”vgrnﬁnftige” Homologie~-
und Kohomologietheorie (zumindest im affinen Fall) fiir

sie gibt. Etliche der dabei verwendeten Hilfsmittel sind
iningK II];’behandelt. Einige der dort erzielten Ergeb-
nisse, wie z.B. die Tatsache, daB semialgebraische R&ume
nur endlich viele Komponenten besitzen, werden auch hier,
allerdings auf anderem Weg, abgeleitet. Bemerkenswert ist,
daB wir nie das Tarski~Prinzip benlitzen, um "elementare
Aussagen" vom Kérper der reellen Zahlen auf beliebige
reell-abgeschlossene Korper zu iibertragen.

Im § 2 wird gezeigt, daB sich jede affine semialgebraische
Menge triangulieren 18Bt. Dies wenden wir im § 3 bei der
Untersuchung der Topologie affiner semialgebraischer

~an. Diese hat 8hnliche Eigenschaften wie die eines

parakompakten topologischen Raums. Im §§§%folgern wir
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daraus, daB sich die Kohomologie mit Werten in einer be-
liebigen abelschen Garbe als Gech-Kohomologie berechnen
158t und die kohomologische Dimension die topologische
Dimension nicht iibersteigt. Schwierigkeiten bereiten die
unendtich kleinen Elemente in einem nichtarchimedischen
Kbrper beim Beweis, daB die Kohomologie mit konstanten
Koeffizienten homotopieinvariant ist. Den Schliissel zu
ihré?yﬁberwindung liefert die Alexander-Spanier-Kohomolo-
gie, die im § %;pehandelt wird. Mit ihrer Hilfe wird im
§ 2} wenn auch etwas mithsam, das Homotopieaxiom bewiesen.
Dieses, zusammen mit der Triangulierung, gestattet es
uns, die Kohomologie mit konstanten Koeffizienten als

simpliziale Kohomologie zu interprefieren und die Homolo-

% zu definieren
(§§é). Im §“§Jwird untersucht, was beim Ubergang zu einem
anderen Grundkdrper passiert, und gezeigt, daf sich fur

R = R die klassische Theorie ergibt. SchlieBlich wenden

;;unsere Kenntnisse an, um zu erliutern, daB die
klassischen Dualitdtssdtze lber einem beliebigen reell-
abgeschlossenen Korper richtig bleiben, und erhalten als
Anwendung den Jorddanschen Kurvensatz. Offen bleibt zu-

nichst die Frage, ob sich diese Ergebnisse auf separierte

nicht-affine semialgebraische Riume ausdehnen lassen.
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Unsere Kenntnisse der semialgebraischen Topologie gestat=
ten es uns, die Garbentheorie auf der semialgebraischen
Topologie von R-Variet&ten vollstandig zu algebraisieren,
d.h., insbesondere lassen sich die Kohomologiegruppen
"9(V(R),G) ohne die Verwendung von semialgebraischen
Objekten erkldren. Dies geschieht mit Hilfe der reell-
etalen Topologie von V. Der entsprechende Vergleichssatz
wurde in sehr allgemeiner Form von M.F{gCoste~Roy und

M. Coste (ECRC]) bewiesen, ist hier aber eine einfache
Konsequenz der vorangehenden Uberlegungen (8§ Tg). Im § fé
wird schlieBlich kurz die Garbe der Nashfunktionen auf
V(R) behandelt, die in kanonischer Weise der "Struktur-

garbe" @ﬁ ret auf dem reell-etalen Situs von V entspricht.



Einige Bezeichnungen :

fﬁ) R sei immer ein reell abgeschlosseher Korper.

2) AE ist der n-dimensonale affine Raum Spec R[Xq,...,Xn],

RP® der n~dimensionale projektive Raum Proj REXO""Xn]'

R

2) Fir eine R-Varietit V bezeichne ®Vﬁdie Strukturgarbe
Te— .

von V.

x fir x>0
4) TFiir x € R seil x| = der Betrag von x .
: -x flirx<O '

5) Fir x = (X,0eeesX.) € BR® sei [x| die euklidische
\ 1 n :

Norm von x : “X”2 = X% + aea Xi -

6) Pir x € R und ¢ € R, ¢ > 0, seil
Ba(X) = { v € R" | Iy ”,Xu <f§‘} und
5.0 -{ver | ly-xl<e} .

' 7) Ist § eine gbelsche Garbe, so sei T(U,3) die abelsche

Gruppe der Schnitte von § Uber U.

~

8) Fir die Restriktion ( von Funktionen, Schnitten einer

Garbe etc. ) verwenden wir das ibliche Zeichen l .

9) Mit O kennzeichnen wir das Ende eines Beweises.

]

10) TFiir a, b € R sei [a,b] {X ¢Rla<x <D} das ab-

i

geschlossene , J a,b L { X € R ‘ a<x ﬁéb;} das

offene Intervall von a_nach b .
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§ 1 Semialgebraische Réume

In diesem einleitenden Abschnitt sollen semialgebraische
Raume und Abbi}dungen definiert und einige grundlegende
Tatsachen zusammengestellt werden. Alle Begriffsbildungen

und Beweise der zitierten Satze finden sich in [DK IT].

Definition 1 : Sei V eine affine R-Varietdt mit Struktur-

garbezév . Eine Teilmenge M von V(R) heift semialgebraische

Teilmenge von V ( oder semialgebraisch in V ), wenn I

eine endliche Vereinigung von lMengen
{X € V(R) | £3(x) = 0,1 = 1he0eny ™ gj(X) 20, J="1,00058;

hk(x) >0, k= Tyeanst

. . - o @' .
mit globalen Schnitten £, 85, By € P(V,WV) ist.

Ist V in einen affinen Raum AE eingebettet, so sind die
semialgebraischen Teilmengen von V semialgebraische lMen-
gen im klassischen Sinn, d.h. durch polynomiale Gleichungen
und Ungleichungen definierte Teilmengen von R™.

Jede semialgebraische Teilmenge M einer affinen R-Varietat

V 188t sich auch als endliche Vereinigung von lMengen
{xeT@®) | £G) = 0, g5(x) >0, T = TyuuesT {
et 1 o

mit £, &; € P(V}@V) schreiben.

Etwas allgemeiner definieren wir

J



Definition 2 : Sei V eine R~Varietat. Eine Teilmenge M

von V(R) heiBt semialgebraische Teilmenge von V ( oder

Semialgebraisch in V ), wenn fiir jeden Zariski-offenen
affinen Teil U von V die Einschrénkung M N U(R) eine

semialgebraische Teilmenge von U ist.

Eine Teilmenge M einer R-Variet&t V ist genau dann semi-
algebraisch, wenn es g;gg Uberdeckung von V durch offene
affine Teilmengen Vi gibt, so daBR M N Vi(R) in Vi semial-
gebraisch ist.

Jede semialgebraische Teilmenge einer R=Varietidt tragt die

durch die Anordnung von R induzierte starke Topologie.

Definition % : Seien V, W R-VarietZten und M bzw. N semi-

algebraische Teilmengen von V bzw. W. Eine Abbildung

f : M - N heilt semialgebraisch begzgliglich V und W, wenn
inr Graph G(f) € V XRW(R) eine semialgebraische Teilmenge
von V XRW und f stetig in der starken Topologie ist.

Die semialgebraischen Abbildungen von M nach R bezliglich
V und A% heiBen semialgebraische Funktionen auf M (be-

ziiglich V).

Beispiel: Sei £ : V =» W ein Morphismus zwischen R-Varieta-

ten. Dann induziert f eine semialgebraische Abbildung
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£

L ¢ V(R) »W(R) (beziiglich V und W).

Definition 4 : Ein eingeschrankter tovpologischer Raum IM ist

eine Menge M zusammen mit einer Familie (M) von Teilmengen

von M, genannt die offenen Teilmengen von M, so daB gilt

i) o EQ(M) , M €{§<M>

ii) Wenn U, und U, in;é(M) sind, so sind auch Uqf?iUZ und

I

U, U U, in EQ(M), *

Wir betrachten jeden eingeschrinkten topologischen Raum ..

i
L

im folgenden Sinn als einen Situs

Die Kategorie des Situs hat als Objekte die offenen Teilmen-
gen von M und als Morphismen die Inklusionsabbildunggn.

Die Uberdeckungen {Ui}iEI einer offenen Menge U sind die
endlichen Systeme offener Teilmengen von U mit 'gl Ui =U.
- i€

Beigpiel : V sei eine R-Varietat und M eine semialgebraische

Teilmenge von V. &(M) sei die Familie der Teilmengen von M,
die in V semialgebraisch und in der starken Topologie in M

(relativ) offen sind. Dann ist (M1,8(M)) ein eingeschrénkter

topologischer Raum. Diese Topologie heiBt die semialgebraische

Topologie von M. Wir bezeichnén diesen Situs mitMSa .
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Definition 5 : Ein geringter Raum Uber R ist ein Paar
(Msém) R bestehendAaus einem eingeschrinkten topologischen
Raum M und einer Garbe @% von R-Algebren auf M. Ein
Morphismus (f,8) : (M;QM) = (N,@N) zwischen geringten
Riumen tiber R bestenht aus einer stetigen Abbildung

f : M >N (3d.h., das Urbild einer offenen Menge ist offen)
und einer Familie (8V)VE@(&) von R-Algebrenhomomorphismen

by 0 8D s ey,

die mit Restriktion vertraglich sind.

Beispiel : Sei M eine semialgebraische Teilmenge der
R~Variefét V, versehen mit der semialgebraischen Topologie.
Fiir jede offene Teilmenge U von M seil @M(U) die R~-Algebra
der semialgebraischen Funktionen auf U beziiglich V. Dann
ist (M,éﬁ) ein geringter Raum iiber R. Wir nennen so einen

geringten Raum einen semialgebraischen Teilraum der Varie-

tat V.

Definition 6

i) Ein affiner semialgebraischer Raum iiber R ist ein ge-

Con e

f%ﬁ}iﬁgter Raum (M,@ﬁ) iiber R, der isomorph zu einem

»fwéemialgebraischen Teilraum einer affinen R-Varietdt V

ist.
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ii) Ein semialgebraischer Raum iiber R ist ein geringter

Raum (M,@M) iiber R, der eine offene (endliche) Uber-

ﬁﬁungf{gﬁ}iEI besitzt, so daB (Mi’éﬁ?ik

1 € I ein affiner semialgebraischer Raum ist.
iii) Ein Morphismus zwischen semialgebraischen RZumen ist

ein Morphismus in der Kategorie der geringten Riume.

Wie in [DK IT1], § 7, gezeigt wird, ist ein Morphismus
(f,é) : (M,@M) » (N,8,) zwischen semialgebraischen Réumen
schon durch f bestimmt. Fir V Ej%KN) und é E‘§N(V) ist
Gv(g) = gof. Wir schreiben deshalb immer kurz f statt

(£,9), ebenso wie M statt (NL@%). Morphismen in der Kate-

gorie der semialgebraischené£§ ;ghnen wir meist

als semialgebraische Abbildungen.

Beispiel : DPie Morphismen f : M -» N zwischen semialgebrai-

schen Teilrdumen M und N der R-Varietaten V bzw. W sind
gerade die semialgebraischen Abbildungen von M nach N
beztiglich V und W (vgl. Definition 3%).

Einzelheiten findet man in [DK II], §7 .

Definition 7

i) Sei M ein affiner semialgebraischer Raum iiber R und

f : M -+ N ein Isomorphismus von M auf eine semialge-
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braische Teilmenge N einer R-Varietdt V.
Eine Teilmenge A von M heiBt semialgebraisch, wenn
f(A) eine semialgebraische Teilmenge von V ist.

ii) Sei M ein semialgebraischer Raum. Eine Teilmenge A

von M heiB3t semialgebraisch, wenn fiir Jeden affinen

“offenen Teilraum M' von M die Einschrinkung M' N A

eine semialgebraische Teilmenge von M' ist.

Definition 7 i) hingt nicht von der Wahl des Isomorphisg-
mus f ab. Eine Teilmenge A des semialgebraischen Raums
M ist genau dann semialgebraisch, wenn es eihe;ﬁberdeckung

-3 .
{Mi}EVOn M durch offene affine Teilrdume gibt, so dal

Mi I A semialgebraische Teilmenge von Mi iste.

Jeder semialgebraische Raum M tridgt die durch die Anord-
nung von R induzierte starke Topologie. Eine Basis offener
Mengen (im Sinne der Theorie gewohnlicher topologischer
Riume) ist die Mengeié}M) der offenen semialgebraischen
Teilmengen von M.

Ab jetzt bezeichnen wir mit offener Teilmenge von M die

in der starken Topologie offenen Teilmengen von M. Die

in dér semialgebraischen Topologie offenen Mengen, d.h.

- 4,a‘ - . -
die Mengen aus.®(M), nennen wir offene semialgebraische

Teilmengen voﬁ M.(Man beachte, daB diese Teilmengen tat-
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sdchlich semialgebraisch im Sinne von Definition 7 sind).

Ist R nicht der Korper der reellen Zahlen, so ist jeder
semialgebraische Raum M iiber R in der starken Topologie
total unzusammenhingend. Unter Verwendung der folgenden
Definitionen 148t sich aber auch im allgemeinen Fall
zeigen, daB ein semialgebraischer Raum nur endlich viele
Komponenten besitzt ( siehe [DK II] bzw. [W] fiir R = R ).
Wir werden dieses Resultat auf anderem Wege auch in dieser

Arbeit gewinnen ( § 2 ).

Definition 8 : Sei M ein semialgebraischer Raum. Ein

semialgebraischer Weg-in M ist eine semialgebraische

Abbildung o : [0,1] = 1M vom Einheitsintervall in R nach

M. Zwei Punkte P, @ in M heifBlen verbindbar, wenn es eiﬁ%i

semialgebraischen Weg o 4n I mit a(0) = P und a(1) = Q

gibt.

Wir lassen kunftig den Zusatz semialgebraisch weg und re-
den einfach von Wegen.

Die Aquivalenzklassen, in die ein semialgebraischer Raum
M unter der Aquivalenwrelation "verbindbar" zerfdllt, hei-
Ren die Wegekomponenten von M. Besitzt M nur eine Wege-

komponente, so heiRt M wegezusammenhidngend.
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Definition 9 : Ein semialgebréiScher Raum M heift zusammen-

hingend, wenn sich M nicht als disjunkte Vereinigung zweler
offener nichtleerer semialgebraischer Teilmengen darstellen

laBt [ ]

Offenbar sind die Bilder (wege-)zusammenhingender semialge~
braischer Riume unter semialgebraischen Abbildungen wieder
(wege-)zusammenhingend. Da das Einheitsintervall [O,ﬂ] zZu-
sammenhingend ist, folgt, daB ein wegezusammenhéngender
semialgebraischer Raum auch zusammenhdngend ist. Wir werden

spadter noch sehen, daB auch die Umkehrung richtig ist.

Im Laufe dieser Arbeit wird h&ufiger die Dimension eines
semialgebraischen Raums benilitzt. Man findet die Definition
und eine ausfiihrliche Diskussion dieses Begriffs in

[DK ITI], § 8 . Ist M eine semialgebraiscue Teilmenge einer
R-Varietat V, so ist dim M gerade die Dimension des Zariski-

Abschlusses von M in V.

Temma 1.4 : Sei V eine quasiprojektive R-Varietat. Dann

138t sich ein Zariski~offener Teil U von V, der alle reellen

Punkte von V enth8lt, so in einen affinen Raums§R$

daB die reellen Punkte in den Einheitswiirfel [0,17" von

RM abgebildet werden. Insbesondere ist jede semialgebrai-
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sche Teilmenge M von V vermdge algebraischer Morphismen

isomorph zu einer beschrinkten semialgebraischen Teil~

menge von R".

Beweis : Wir konnen annehmen, daf V in RP™ eingebettet ist.

U entstehe aus V durch Berausnahme der Hyperfldcnhe

o 2 oy

sich vermoge

Xiﬁxj
(XO:-Q-:Xm) g (3;::2 o 2 >i<j
Xo+e . -Eka

nach Aﬁg einbetten. Offenbar wé?den die reellen

Punkte U(R) in den Einheitswiirfel abgebildetjl

Wir benotigen die folgenden wohlbekannten Tatsachen :

Theorem 4.2,§X[CO], § 1) :

Séi f(X{,...,Xn,T) € REX&,...,Xh,T] ein Polynom. Der Grad
von £ in T sei € d . Dann gibt es d+1 R-wertige Funktionen
k, n&, cees T auf R™ mit den folgenden ﬁigegschaften

i) k nimmt seine Werte in der Menge {—1,0,4,...,d} an.

ii) Ist k(x)

1

-1, so ist f(x,T) = O.

iii) Ist k(x)

i

O, so besitzt £f(x,T) keine reellen Wurzeln.

iv) Ist k(x) 520, so ist nq(x)s<“n2(x)%< el < ﬂk(x)(X)

und nq(x),...,ﬂk(x>(x) sind alle reellen Wurzeln von
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f(x,T).
v) Die Funktionen Xk, nﬂ""’nd besitzen semialgebraische

Graphen.

Theorem 1.3 (Tarski, [SE]) :

'Sei M eine semialgebraische Tellmenge von Rn+1. Dann ist

die llenge {'XWE R" | 3¢ € R mit (x,t) € M } semialgebraisch.:

Unmittelbar aus Theorem 1.% folgt (vgl. [DK II], § 7):

Korollar 1.4 : Seilen M und N semialgebraische Raume und

f : M » N eine semialgebraische Abbildung. Dann ist f(IM)

eine semialgebraische Teilmenge von N.
Ebenfalls aus Theorem % 1aBt sich ableiten :

Theorem 1.5 (Tarski, vgl. [DK II],§ 7) :

Sei L ein semialgebraischer Raum und M eine semialgebrai-
sche Teilmenge von L. Dann ist der AbschluB M von M in L
und der offene Kern M von M in T beziiglich der starken

Topologie semialgebraisch in L .

Bezeichnung : Ist M eine Teilmenge des semialgebraischen

Raums L, so sei M immer der AbschluB von M in L beziliglich
der starken Topologie. Konnen MiBverstdndnisse, den Raum

L betreffend, auftreten, so wird der Raum L, in dem der
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AbschluB gebildet wird, ausdriicklich angegeben.

Theorem 1.6 (Implizites Funktionentheorem fiir Polynome):

Seien f (X,I,..«.,Xn,T,T,...,T IR ¢ SN S SN

r r

€ R[Xﬁ,...,X T T. ] Polynome und ein Punkt (xo,to)

A4remeo
€ RMRT mit folgenden Eigenschaften gegeben:
j_) f(X t ) = k:‘,], . e 8 ,r L3

ii) Die Matrix (6T (Xo’to)>ﬁ S, r hat vollen Rang r.

Dann gibt es Konstanten e, & > O und eine semialgebraische
Abbildung g : Be(xo> = E%(to) , so daB fiir alle (x,t) €
Be(xo) X Bé(to) gllt‘:

fk(x,t) =0 fir kx = 1,...,r genau dann, wenn t = g(x)

Definition 10 : Ein semialgebraischer Raum M heiflt voll-

stindig, wenn flir alle semialgebraischen Riume N die Abbil=-
dung M x N » N abgeschlossen ist Qd.h., abgeschlossene
semialgebraische Teilmengen von M X N werden auf abge-

schlossene semialgebraische Teilmengen von N abgebildet).

Theorem 1.7 : M sei eine abgeschlossene und beschrankte

semialgebraische Teilmenge von R®. Dann ist M vollstindig.
Insbesondere nimmt jede semialgebraische Funktion f auf U

ein Maximum an.

Beweise von Theorem 1.6 und Theorem 1.7 finden sich in
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[DK II]. Die Aussagen sind iiber dem Koérper der reellen
Zahlen wohlbekannt und lassen sich mit dem Tarski-Prinzip
auf beliebige reell-abgeschlossene Korper ibertragen.

Die Beweise in [DK 11 ] sind jedoch nicht transzendent,
d.h. sie werden ohne Verwendung des Tarski-Prinzips ge-
fihrt. Auch in dieser Arbeit wird das Tarski~Prinzip nie
benlitzt, um "elementare Aussagen" vom Kdrper der reellen

Zahlen auf beliebige reell abgeschlossene Korper zu iber-

tragen.
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§ 2 Triangulierung

Wir werden zeigen, daR sich jeder affine semialgebraische

Raum triangulieren 1iRt.

Definition 1

i) Ein abgeschlossener geometrischer n-Simplex S ({iber R)
ist die konvexe Hiille von n+1 affin unabhingigen
Punkten Cgreesr€y in einem affinen Raum R™ :

T

i§oti -1 k.

frn
S =1£§§d t.oees | t. €R, t; >0,
ii) Ein offener geometrischer n-Simplex S (iiber R) ist
das Innere der konvexen Hiille von n+1 affin unabhingi-

en Punkten € ,...,e. in einem affinen Raum RT :
g o’ 9 ‘

n
n n 5
S = {ifo ts ey l t, € R, t, >0, iEO t; = n }.

In beiden Fillen heiBt die Menge E(S) = {eo,...,en} bzw.

E(8) = {eo,...,en} die Menge der Ecken von §%%zw. S .

Begriffe wie Seite, iterierte Seite usw. haben ihre iibliche

Bedeutung.

Offenbar sind n-Simplizes semialgebraische Mengen. Ein
n-Simplex hat, da wir nur nichtausgeartete Simplizes be=

trachten, die Dimension n.

Definition 2 : BEin geometrischer simplizialer Komplex ist
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. T
ein Paar ( X, X = U Si), bestehend aus einer Teilmenge X
i=1

T
eines affinen Raums R" und einer Zerlegung X = U Si von
a i=1

X in disjunkte offene geometrische Simplizes Si mit folgen-

der Eigenschafti =
Der Durchschnitt §i N §j der Abschliisse (in R™) je zweier

Simplizes Si, Sj ist entweder leer oder eine iterierte

Seite sowohl wvon §i als auch von §j .

. r
Ein simplizialer Komplex ( X, X = U 8. ) heiBt abgeschlos-
ioq i

sen (oder vollstindig), wenn X eine abgeschlossene Teilmenge

n .
von R ist.

lizi

Wir schreiben flir einen &im

r
U 8

=1

‘Komplex (X, X =

. e

haufig kurz X = U Si oder auch nur X.(Auch im letzteren
i="1

Fall nehmen wir an, dal X mit einer festen simplizialen

Struktur versehen ist.)

Geometrische simpliziale Komplexe sind offenbar affine

semialgebraische Raume.

Definition 3 : ZEin abstrakter simplizialer Komplex K

( = simplizialer Komplex in [S] = simpliziales Schema

in EG] ) ist ein Paar (E(K),S(K)), bestehend aus einer
MengevE(K), genannt die Ecken von K, und einer Menge

S(K) von endlichen nichtleeren Teilmengen von E(K), genannt

(abstrakte) Simplizes von K, sofdaB gilt
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i) Fir alle e € E(K) ist {e} € S(K).

ii) Jede nichtleere Teilmenge eines Simplex ist wieder ein
Simplex.

K heiflt endlich, wenn E(K) endlich ist. Abstrakte Simplizes,

die genau n+1 Elemente enthaften, heifen n-Simplizes.

Wir werden die Zusitze "abstrakt" und "geometrisch" , wenn
keine MiRverstéandnisse mdglich sind, haufig weglassen

(, was wir ja weiter oben schon getan haben).

Wir konnen jedem geometrischen simplizialen Komplex

T
X = U Si in der folgenden Weise einen endlichen abstrak-
i="1
ten simplizialen Komplex K(X) zuordnmen
T
E(R(X)) := U E(Si) sei die Eckenmenge von K(X). Eine
i=1

Teilmenge S von E(K(X)) sei genau dann ein abstrakter
Simplex, wenn S in der MengeNﬁ@Si) der Ecken eines geo-

metrischen Simplex Si enthalten ist.

Definition 4 : Sei K ein endlicher abstrakter simplizialer

Komplex. Ein abgeschlossener geometrischer simplizialer

Komplex X iiber R heiBt Realisierting von K iiber R, wenn

K(X) = K ist.

Je zwei Realisierungen X, X' eines endlichen abstrakten
Komplexes sind in kanonischer Weise simplizial isomorph,

d.h., es gibt einen semialgebraischen Isomorphismus
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ﬁ : X 5 X', der n-Simplizes affin auf n-Simplizes abbildet.
Wir sprechen deshalb von ggziﬁealisierung'jﬁT = lK[R von

K und wollen dabei annehmen, dall wir eine bestimmte Reali-
sierung ausgewdhlt haben. Jeder abgeschlossene simpliziale
Komplex X ist eine Realisierung von K(X). Wir ideéﬁifizieren
deshalb meist X mit |K(X)]| , d;ﬁ., wir schreiben abge-

schlossene simpliziale Komplexe in der Form K| .

Lemma 2.7 : Sei K ein endlicher abstrakter simplizialer

Komplex. Dann gibt es eine Realisierung von K uber R.

Beweis : E(K) bestehe aus m+1 Elementen. Sei e,= 0 und
i '
e; = (0542+,0,1,0,...,0):€ R", 1 € i g« m. Identifiziert

man die Ecken E(K) auf irgendeine Weise mit €yrrees® SO

m’
erhidlt man eine Realisierung von K als abgeschlossenen

Unterkomplex des Standard-n-Simplex

oI m
{ifoti°ei | t5 20, R S b

Definition 5 : M sei ein semialgebraischer Raum. Eine

r © .
Triangulierung von M ist ein Paar (X = U SH ¥), beste-
i=1
hend aus einem geometrischen simplizialen Komplex X und
einem semialgebraischen Isomorphismus ¥ : X 5 M. Ein

semialgebraischer Raum, der eine Triangulierung besitzt,

heilt triangulierbar.

Iriangulierbare semialgebraische R8ume sind also iﬁ@be—
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sondere affin. Wir werden nun umgekehrt zeigen, daR sich
jeder affine semialgebraische Raum iliber R auch triangulie-
ren 1dRt. Flir den klassischen Fall der reellen Zahlen

wurde dies z.B. von Hironaka ([H]) bewiesen.

Theorem 2.2 : Seiﬂ{Mj}jeJ eine endliche Familie semial-

gebraischer beschrinkter Teilmengen von R". Damn gibt es

einen konvexen abgeschlossenen simplizialen Komplex

K| = _Ez 8, in R® und einen semialgebraischen Automor-
i=

phismus Kk von R" mit folgenden Eigenschafteg;:

i) K ist auRernald von |K| die Identitdt.

ii) Jede der Mengen Mj’ j € J, ist eine Vereinigung gewis-—

ser "Simplizes™ K(Si).

Insbesondere folgt aus diesem Resultat

o s

r affine semialgebraische Raum ist

oo

Theorem 2.3 : i‘

triangulierbar.

Beweis : Nach Lemma 1.1 ist jeder affine semialgebraische
Raum isomorph zu einer beschrinkten semialgebraischen
Teilmenge eines Rn, die nach Theorem 2.2 triangulierbar

ist O

Da Simplizes offenbar wegezusammenhdngend sind und Jjeder

semialgebraische Raum durch endlich viele affine semial-
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gebraische Riume iiberdeckt werden kann, gewinnen wir eine

weitere Folgerung.

Theorem 2.4 : Jeder semialgebraische Raum besitzt nur’

endlich viele Wegekompoﬁenten. Diese Wegekomponenten sind

semialgebraische Teilmengen von M.

Beim Beweis von Theorem 2.2 bendtigen wir

Lemma 2.5 : Seien Polynome P,,...,P. € R[X,I,...,Xn,T]

und eine endliche Familie {Nj}jEJ von semialgebraischen
Teilmengen einer semialgebraischen Menge M in

£y : -
R® = R % {QJ c Rn+1 sowie E@nstanten Cq, 02, - 0 <;01 <

02 <+ ® , gegeben.

Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung I = U Bi von M in
’ i€l
endlich viele semialgebraische lMengen und semialgebraische

Funktionen §i (1 €I, k="100., Ty ) auf Bi mit folgen-
den Eigenschaften :
i) Fir alle (i,j) € I x J ist entweder B; < Nj oder

Bi N Nj = ¢ o .
ii) Jede Ableitung k , als Polynom in T betrachtet,

. 1
o T
verschwindet entweder identisch auf Bi oder besitzt

fir alle x € Bi genau Tipq Veréchledene reelle
Nullstellen (rikl unabhingig von x)

i1 il i1
Hl\(X) < pE(x) < ... < g (x
1 2k 1l“rik1k )
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iii) Fir alle x € B; ist

iv)

i
n

1
&

W

2,
im

v)

vi)

i
<
<nm see < Mg
die mit einer Wurzel H

ik *

et (x) < EN(x) < ... < gi (x) .
/I T‘: 2 . s i
Ist Cq < gi(x)‘<>c2 fiir ein x € B, so gilt dies fir
alle x € B. .
i
. . . . 1,011 il' .
Zu jedem arithmetischen Mittel §(H, + M ) zweier
Jk J'k'
. .4y .
Wurzeln Mll R ut 1" jber Bi gibt es eine Funktion §l
Jk J'k! m
. A R .
mit g(x) = g (Wl(x) # w1 (x)) fir alle x € B; .
: St 1
m Jk J'k _
Insbesondere sind alle Wurzeln ull semialgebraische
Jk
Funktionen auf Bi’ die inhrer GrdBe nach geordnet wer-

den konnen.

i i . P .
seien diejenigen Funktionen unter den

2 i

il .. . . . .
{ibereinstimmen. Weiter sel

: . Jm .
{(X’gi(x)) | x E\Bi } (1 é}k < Ty ) und

i= {CxomT () | x € By } ( 'i <m < s;).
R \,,—“ m l

Ist B, N Bj #@ , so ist B, < Bj .

Ist W, n th £ ¢ , so ist Wis;§ th .

vii) Ist Bi = ﬁj , so gibt es zu Jjeder lMenge Wis eine Menge

W

5t mit-WiS (S th und zu Jeder lenge Zil eine Menge

ij mit Zil < ij .

Beweis : Die reellen Wurzeln eines ?olynoms und ihre Anzghl

gind Funktionen der Koeffizienten mit semialgebraischem

Graph (Theorem 1.2). Da Bilder semialgebraischer Mengen
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unter Projektionen wieder semialgebraisch sind (Theorem 1.3),
158t sich offenbar eine Zerlegung M=U Bi von M in endlich

viele disjunkte semialgebraische Mengen mit den Eigenschaf-

ten i) und ii) finden, so daB zus&tzlich gilt

a 1
Fiir je zwel arithmetische Mlttel (H + 4T 1 ) und
Jk jlk'
% (Hlu + Hl u' ) von WUrzeln iUber B gilt entweder
st s't!
1 @ileo + 0t M) = 3 e+ wE Y Go) st alle
Jk J 'k' st s't!

x € B, oder & (W1(x) + ul L) £ 3 e+ w0
o Jk st s't'

fir alle x € Bi .

Wir finden dann Funktionen gl y ses 9 E; mit semialgebrai-
‘1 i

schem Graph auf B., so daB, falls J # k ist, gt (x) # gl(x)
J k-
fiir alle x € B. ist und es zu jedem.arithmetischen Mittel

%1(p§1 l = ) ein § mit g (X) g-(ull( ) + Hl 1'(X>)
<3k j'k' m ik ik

fiir alle x € B. giﬁt.
Da B. die disjunkte Vereinigung der lMengen

[xes, | & o < £, () < -ee < ey (9 b,
i
E {1,...,r } my # my fliir k¥ # 1, ist, konnen wir nach

weiterem Unterteilen der lMengen B.l annehmen, daf

w1 i i . i i i . .
€ < E7o< see < iste nmm <1 < ... < n, sSelen die=-
1 T2 'gfi T 2 Si
Jjenigen Funktionen §l , die mit einer Wurzel ull liberein~-
! ‘ ik
, - i

stimmen. Jede Funktlon n ist eine einfache Nullstelle
1 m N '
o P

eines der Polynome und wir folgern aus dem impliziten

o T
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Funktionentheorem (Theorem 1.6), daB n* stetig in der
_ m

starken Topologie ist, d.h., ni ist eine semialgebraische
m

Funktion. Da sich jede Funktion gi in der Form % (n™ +
; m

ni') schreiben 18Bt, sind alle gi semialgebraische Funktio-

m

nen auf Bi'

Nach nochmaligem Unterteilen der Bi konnen wir auch an-

nehmen, daB C% < §;(X) < Cglentweder fiir alle x € Bi oder

fiir kein x € B, ist. Die Zerlegung M = U B. und die

Funktionen §i besitzen dann schon die Eigenschaften i) - iv).

Diese Eigenschaftenigehen bei weiterem Unterteilen der Bi’

das wir vornehmen mussen, um v) - vii) zu erreichen, nich?t

verloren.

Zundchst konnen wir annehmen, daB entweder IntM(Bi) = Bi

oder IntM(Bi) = ¢ ist fiir alle i. Daﬁei sei IntM(Bi) der

offene Kern von B, in M ( in der stérken Topologie ), der

nach Theorem 1.5 wieder semialgebraisch ist.

Wir konstruieren jetzt induktiv nach k endlich viele

semialgebraische Mengen Ekj’ Ek . Jede Menge Ekj wird in

einer Menge Ba(k,j) enthalten’sein.(Man beachte, daB

a(k,j) eindeutig bestimmt ist.)

ks= 0. Wir wghlen als lMengen Ebj die Mengen B; m%t IntM(Bi)

= B, und setzen EbA:=;M,“ (e Ebj>f Eb ist abgeschlossen

dJ ,
in M. Aus der Dimensionstheorie ([DK II], § 8) folgt, daB
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dim EO < dim M ist.

Sei nun k > O und seien Elj’ El fiir 1 < k schon konstruiert.
Man kann eine Zerlegung B, 4 = U D, von Er_1 in endlich
viele disjunkte semialgebraische Teilmengen mit folgenden
Eigenschaften fin den :

a) Jede Menge DS ist in einer lMenge Bi enthalten.

b) Ist 1 <k und D N Elj # @, so ist D < Elj‘

o . ph+l n ( ‘ ’ g

m: R - R, (Xq,...,Xn+1) - (Xq,..g,Xn) sei die Pro-
jektion auf die ersten n Koordinaten.

c) Ist D, € B, neE

= : = :
(wit n (DS)) N (W&(l,j 4 # @, so ist

(W, N (D)) € (g1, 5yu " n""(Elj)) i

d) Entweder ist Int (D) = D_ oder Int '(ﬁi) = .
B ® s By ™8

Wir wihlen als Mengen Ekj die Mengen D  mit IntEk_q(DS) = D
und setzen E_ := E 4 - (g Ekj)'

Ek ist abgeschlossen in El fiir 1 < k¥ und dim Ek < dim Ekuﬂ'
Desha%%tmuB nach endlich vielen Schritten &  leer sein.

Wir ersetzen die urspringlich gewdhlte Zerlegung I = U Bi
durch die Verfeinerung M =£JjEkj ( und nennen diese wieder
M=U B. ). Dann sind,{was‘;ich unmittelbar aus der
Konstruktion der‘Zerlegung, d.h. aus den Eigenschaften

a) —=§J,ergibt, V) und_vi) erfiillt.

Wie bereits weiter, oben bemerkt, ist jede Wurzel ni eine
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5P
einfache Wurzel eines Polynoms N g , so dal wir mit dem

impliziten Funktionentheorem und Eigenschaft vi) schlie=
Ben kénnen, dal es fiir B, Q‘Fj‘éﬁ?j@der Menge Z.  eine

| : = : i . i
Menge Zjl mit Zim c Zjl gibt. Da gk das arithmetische
Mittel zweier Wurzeln ist, folgt auch Eigenschaft vii).

Lemma 2.5 ist damit bewiesen D

Wir merken noch an,‘daﬁ wir, wenn der Triangulierungssatz
und damit Theorem 2.4 erst einmal bewiesen ist, die Mengen
Bi sogar wegzusammenhdngend wihlen koOnnen.

In seiner vollen Allgemeinheit bendtigen wir Lemma 2.5
beim Bewels des Hoﬁotopieaxioms im §§il Beim Beweis von
Theorem 2.2 geniigt es, nur die Wurzeln ni und nicht alle

arithmetischen Mittel zu betrachten.

Beweis von Theorem 2.2

Wir beniitzen Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial,
da jeqes Mj nur eine endlicpe Vereinigung von beschrankten
Intervallen und Punkten ;st.

Seil alsovdie Behauptung ;ﬁr n’> 41 schon gezeigt. Wir wollen
beweisen, daB sie auch_fﬁr n+"1 rightig ist. Sel eine
endliche Familie {Mi}:von beschrénkten semialgebraischen

Rn+’l

Teilmengen von gegeben. Zundchst durfen wir annehmen,
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daB fiir alle J € J Mj abgeschlossen ist, denn sonst er-

setzen wir Mj durch die wie folgt definierte Familfé

{Mjk} :

e T 5 - 3 ] .
qu i= hj 5 Mj kel G M@;k+1 mit qu 1= Mj und

o M' s M' - \1“

1
e S -

Da dim Mj - < dim Mjk ist, gibt es eine natiirliche Zahl

rj, so daR fur k > rj Mjk leer ist.

Dariiberhinaus kdnnen wir annehmen, daB dim Mj < n ist, d.h.,
daB Mj keine inneren Punkte enthdlt. Ist dies nimlich nicht

der Fall, so ersetzen wir Mj durch seinen Rand Rd Mj in

Rn""/l der nach Theorem 1.5 semialgebraisch ist. Mj -~ Rd M.

J

?

ist eine Vereinigung von Wegekomponenten von Rn+4~ Rd Mj'

Sei |K| =.648i ein abgeschlossener konvexer simplizialer

i=
Komplex in J'RIH'/l und K ein semialgebraischer Automorphismus
von Rm'/I mit folgenden Eigenschaften : Rd Mj ist die Verei~
nigung gewisser K(Si),und k ist auBerhalb |K| die Identi-

tat. Dann ist Rd Mj und damit, da |X| konvex ist, Mj in

, IKI = U Si = |J K(Si) enthalten. Fir Si, 1<<igr, ist

CE ‘
entweder K(Si) ExRa\Mj oder K(Si)‘ﬂ Rd'Mj = . Da K(Si)

wegezusammenhingend ist, muB dann auch entweder K(Si) < Mj

oder K(Si) n Mj = ¢ sein. Diese Uberlegungen zeigen, daB

wir tatsichlich ohne Einschrinkung Mj durch R4 Mj ersetzen

konnen.
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Die Mengen Mj seien mit Hilfe der Polynome P,, «eo , Pr
€ R[XA,...,Xn,T] definiert, d.n., fiir alle j sei Mj eine
endliche Vereinigung von Mengen der Form

{4x e g2+ | P.(x) = O, ij(x)‘> 0, kK = Tyeus,s8 } .
Durch eine geeignete Koordinatentransformation der Form

X, = X3 o agTe, Xp = Ky agTo, e, X=X s a:T

T = .T" mnit Elementen a; € R 188t sich erreichen, daB

= - oAl

die Polynome Pq, ces 3 Pf in der letzten Variablen T normiert

Sind. Sei T = Rn'l'q - Rn ) (X/‘,..o ,Xn?.t> s (X,],'-.. ,Xn),

die Projektion. Identifiziere R? mit RY % {o} c gt

BR® = U Bi sei eine endliche disjunkte semialgebraische
i€l . ‘
Zerlegung von RY uwnd g8 (1 €I,mn= ﬂ,...,ri) seien
m
semialgebraische Funktionen, wie sie oben in Lemma 2.5

konstruiert worden sind. Dabei seil Nj = n(Mj) und Cq = =%,

02 = + © gesetzt. Wir verwenden die Bezeilchnungen aus

Temma 2.5.

Sei T > 0 so gewahlt, daB alle llengen ﬁ(Mj), j € J, in
P 3 >‘n‘

i S
konvexen simplizialen Komplex lKl = U AU in R® und einen
, , : - o .

semialgebraischen Automorphismus K von R™ mit folgenden
Eigenschaften :

i) Die Mengen B; N B,.(0) und By N B,.(0), i € I, sind die
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Vereinigung von gewissen "Simplizes” K(AU).

ii) k ist auBerhalb |K| die Identitat.

Insbesondere ist dann Eér(o) c |K|. Sei Ag i= { v | K(AU)

c Br(O) } und A, 3= { v K(Au) < BEr<O> } .
Die semialgebraischen Funktionen\ﬁ?:< nu < eee < n:
17

2 v

auf K(A ) seien alle verschiedenen reellen Wurzeln iber
= ) amPk
K(A ) aller nicht verschw1ndenden Ableitungen S

3 T
( Lemma 2.5, iii),iv) ). Sei ZU' 1= {(X nU(X)) | x € k(A )}

m
Da alle nicht verschwindenden Polynome &P E in T normiert
3 o
sind, folgt aus einer wohlbekannten Abschitzung, daf es eine
Konstante C > O gibt, so daB fir alle v, 1< v s, alle
i, 1 <1 €8, und alle x € K(Au) gilt
=) < ¢ .
i
Fir alle j € J ist Mj die Vereinigung gewisser lMengen

Z v € bqs denn einerseits muB in jedem Punkt von Mj

vi’
mindestens eins der definierenden Polynome Pk verschwinden
(dim Mj < n ), andererseits besitzen alle Pk auf Zui kon~-
stantes Vorzeichen. Durch baryzeptrisghe Unterteilung der
Simplizes AU kénnen wiriéiieichen, daB fir alle Paare
(u,i) # (v,§) gilt :cggzuin Zuj) ist entweder leer oder

im Bild_K(Ep? einer echtenﬂ(abgeschlossenen) Seite Eﬁ von

K; enthalten. ( Diese Eigenschaft beniitzen wir weiter

unten).



- 3% -

Hilfssatz 1 : Seien v, B , 1 <V, B <8, mit AH Q'KU

und 1 € N, 1 €1 < SH,Séiiéigﬁjfi¢>fgegeben. Dann existiert

TLEYS
w7

eine offene Umgebung U von X in Rn, eine semialgebraische
Funktion f : U = R und eine natirliche Zahl m, 1 € m < Sy
mit folgenden Eigenschaften :

a) U n K<AH> und U N K(AU) sind wegezusammenhdngend.

) £l N k(A = n’i]u nok(a), TN KA = ﬂilu n k(a,).

c) 201 & %m .

3

Bewéis von Hilfssatz 71

abp

ng\ist einfache Wurzel eines Polynoms % . Nach dem

4 d T
impliziten Punktionentheorem (Theorem 1.6) existiert eine

of fene semialgebraische Umgebung U von x in R™ und eine

semialgebraische Funktion £ : U = R mit f(x) = nH(X) und
t 1
3

P
—=£ (y,£(y))= 0 fir alle y € U. Da 4 und AC Simplizes
> T u v

sind, 1858t sich U immer soO wihlen, daB a) erfiillt ist.

Dann ist aber auch b) richtig, da ﬂ?lund alle nu semial-
1= i

gebraische Funktioéén sind. ( Man beachte, daBi%EQQ;jéa

o V

Un Ay = U {X eunwa) | £ = nYéx) } ~(dd s junk-
L v i

te;ﬂéieinigung) ist ). ¢) folgt aus Lemma 2.5 vi).HD

Hilfssatz 2 : Sei 1 €y €8s und 1 < i=s sU .

Dann ist ﬂ(Zui) = K(Aui = K<Ku> und fir alle d mit

A, € Ku,gibt es ein § , 1 €J <8, 50 daf 74 =

e oy . :
,szuiﬂﬂn <K<AM)) ist,d.h., insbesondere liegt iiber jedem
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Punkt von K(Ku) genau ein Punkt von zui'
Beweis von Hilfssatz 2 :
T . ist eine beschrinkte und abgeschlossene semialgebrai-

Vvl

sche Teilmenge von Rn+1. Deshalb ist ﬂ(Zui) abgeschlossen

(Theorem 1.7). Da K(AU) c n(zui) i~ KZAU5'= K(Eb) ist, ist
ﬂ(fui) = K(IU). Die zweite Aussage ist klar fir M = VL .
Sei nun x € K(AM>’ Au c Kb - &,. Da die Polynome P in T
normiert sind, ist jeder Punkt in Zui Uber x von der

Gestalt (X,n“(x)). Wegen Lemma 2.5 vi) genligt es zu zeigen,
J
daB iiber x hochstens ein Punkt von Zui liegt.
Angenommen, (X,ﬂ%(X)) und (X,ﬂ%(X)), j < k, liegen in Z ;.
J  aSp k ,
Ist ijurzel von L , so sind auch n“ und n“ Wurzeln
s 3 T° J k
. Es muB deshalb zwischen nlul und nu eine Wurzel

von

o 541 o3
) i n -
nu von I@f*geben : n“ < ﬂu < n“ . Seli U eine offene
1 3 g+ J 1 k

Ungebung von x, £ : U = R eine semialgebraische Funktion
und m € NN mit den Eigenschaften aus Hilfssatz 1. Es muB

in U N K(AuigPunkte v und z geben mit f£(y) = nUQ§§ < nUCj3
7 m i

und £(z) = nu(z) > n?(z),und wir erhalten einen Wider-
m i i

spruch U

Wir fahren fort im Bewels von Theorem 2.2 :

K o= K X idR ist ein semialgebraischer Automorphismus von

R Es ist ﬂ(ﬁnﬂ(z .)) = A .. Die "Ecken" von 1z )
Lt e EE S Vi v° ‘ wi’’

d.h., die nach Hilfssatz 2 eindeutig bestimmten, Uber den
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Ecken von AO liegenden Punkte von,ﬁ—q(iui) spannen einen
offenen Simplex Sui auf. Ist (v,i) # (4,3), so ist
81 N Suj =@ . Fir 4 # v ist dies klar, ist M = U, SO

. # §, daB die Bilder der gemeinsamen

folgt aus SUi N SHJ

Ecken von 8. und SMJ unber 1 nicht in einer echten abge-
schlossenen Seite von Iu enthalten sind. Dies ist aber
nicht mdglich, da ﬂ(?uin 793) entweder leer oder in einer
_lecnten Seite K(Ip) von K(KU) enthalten ist.

.= o~ . . . K
Ty ¢ &(Sui) sei das Bild von SUl unter K.
Wir merken an,daB nach Konstruktion fur <X’Xn+1) € 8,5 und

{ N T3 i
<X’Xn+4) € 8,141 bzw. fUr (X,§g+4) € T,; und (X,Xn+1)

» - ' e : »s

€ Tui+1 g}lt. X4 < X1 * AuBerdem ist fur alle

(x,%,,4) € Tz U Sy U2y lxn+,]l <C.

Wir definieren nun einen semialgebraischen Automorphismus
éb von K(Au) X [-C,G] , eine semialgebraische "Verschie-
bung" ¢

Dabei setzen wir ZuO = TUO = K(AU) x1{30} 5

= K(Au) % {+C} ,

WQ(X) =,-‘Q y Qgiﬁq(xg = f.C fir x € K(AU).

Sei nun (x,t) € K(Au) X DC,+C] und liege zwischen Tui
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und T d.h., ist (X,%&) der eindeutig bestimmte Punkt

wi+1?

von T, Uber x und (X,ti+1) der eindeutig bestimmte Punkt

von T iiber x, so gebe es ( ein dann eindeutig bestimm-

vwi+l

tes) u € [0,1] mit t = (1-w)t; + uby 4 -

Wir definieven g,((x,8)) i= (x, (I-wn () +un? ().
1 1+

8, ist offenbar ein semialgebraischer Automorphismus von

k(4,) X [-C,C], der T ; auf %,; abbildet.

Durch élK(AU> e [-C,C] i= g, 2V € Aoy wird eine bijektive
Abbildung g mit semialgebraischeg,Graph von Egr(o) X [—C,C]
auf sich mit ﬁ%é}= m gegeben.(Man beachte : Egr(o) =

U k) ).
weA, v

Seien v, W€ A o und AH = IU . Nach Hilfssatz 2 gibt es zu

. . . . R e
Z,; eine (eindeutig bestimmte) Menge Zuj mit Zuiﬂ T <K<%@2)

e

= ZHJ . Ungekehrt folgt aus Lemma 2.5, vii), daﬁzﬁé§§§

ZHJ im Abschluf ZUi einer Menge 7 enthalten 48t .. Aus

diesen Uberlegungen und dem folgenden Hilfssatz 3 folgert

man mithelos, daB g stetig iét. Als semialgebraische bijek-
tive Abbildung eines vollstandigen semialgebraischen Raums
auf sich ist g dann ein semialgebraischer Automorphismus

([DK II], § 9)-
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Hilfssatz % : Seien v, M, 1 < u;¥p £s, und i, 1 €1 € s

()

sowie j, 1 €] g.s“, gegeben mit A[_L < Iu und ZH' €7 . .

J W1l
Dann ist 4
ﬂ%§X> fiir x € K(AH>
£k U KA OB, TG =4 P
nY(x) fir x € k(4 )
i v

eine semialgebraische Funktion.

Beweis von Hilfssatz % :
Es ist nur die Stetigkeit von f in den Punkten von K(AH)

zu zeigen. Sei x € K(Au)yund e > 0. Es seil

B := {3% ¢ g% Igﬁy - x|l ¢ } und B' := { y € g+ |
by - (x, £ < ¢ } A “;bezeichne dabei die euklidische
ﬁorm von B® bzw. Rp+q.

L := (B x [-C,CIN\B') N (Ebiu ij) ist eine abgeschlossene
und beschrankte, d.h. vollsténdige, semialgebraische Teil-
menge von Rp+q. W(L)\ist deshalb eine abgeschlossene
semialgebraische Teilmenge von R™. Da nacn Hilfssatz 2
(X,f(X)j der einzige Punkt von 7Ui iiber x ist, ist

% € m(L). Wiahle eine offene Umgebung Vv ¢ B von x in R%

mit V0O mL) = ¢ . Denn ist fiir alley € V.0 fk(Ag§fu

k(A

#%?) (y,£(y)) € B'. £ ist also stetig in x O
Wir #ndern nun g so ab, daB wir am Rand von Eér(o) X [—C,C]

die Identitéat erhalten und sich auf 3&(0) % [-C,C]
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nichts #ndert. Dazu sei g' wie folgt erklart :

g((x,%)) fiir x € B,(0)
g'((x,%)) - .
(1-8)g((x,t)) + s(x,t) fir x € ?ér(o) - Br(o),
Il = ¢ + sor,
s € [0,1]

g' ist eine semialgebraische Abbildung. Man sieht leicht,
daB auch g' ein Automorphismus von Eér(o) x [-C,c] ist.
Offenbar induziert g' auf dem Rand von Egr(o) x [-C,C] die
Identitat.

Da ﬂ(Mj) = E&(O) fiir alle j € J ist, ist Jedes Mj die
Vereinigung gewisser lengen g'(Tuk) , v € A%. Nach Fort-
setzen durch die Identitdt konnen wir g' als semialgebrais
schen Automorphismus von Rn+1 betrachten. Den gesuchten
Automorphismus von Rn'*’/l gewinnen wir wie folgt

g'e ¥ bildet k| x [-C,C] auf sich ab und ist auf

(Rand |Ki)x [-C,C] die Identitét. Sei t >,C gewshlt.

Q, sei der Kegel von F_ := (0,t ) nach |K| X {C} und Q_

der Kegel von P_ := (O,—t ) nach |K| X {»C} a.1
» 9 im0

Q

i

+ XE‘Kl { (4 t)’P + to(x,0) | Q <t < ﬂ }

{ (1-£)+P_ + t4(x,-C) | 0 €t <1 }:°

oo

XélKl

Sei T := (|K| x [-C,c]) u@Q UQ . T ist offenbar eine

konvexe, abgeschlossene und beschrinkte semialgebraische

Teilmenge von RmfI
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Wir setzen

[Y
¢ @) i ] g'e K(y) fir y € [E[ x [-C,C]
(1=t) P, + t0R((x,C)) fiir y = (1=t)P_+ t+(x,C)
. : € Q
(1-6) 22+ $F((x,-0)) fiir y = (1-8)B_ + £+(x,~C)
\ € Q_

K!' ist ein semialgebraischer Automorphismus von Rn+4’

was aus der Definition unmittelbar folgt. &K' ist auBerhalb
von L die Identitst und bildet die Simplizes 8;, V € Aqs
auf ZUi ab. Der aus den Simplizes Sui’ v € A2, bestehenge
simpliziale Komplex 18Rt sich, wie man leicht sienht, zu
einer simplizialen Zerlegung von L erganzen.

Damit ist Theorem 2.2 gezeigt U

Aus dem Triangulierungssatz wollen wir noch einige Folge=-

rungen ziehen.

Theorem 2.5 (Kurvenauswahléétz) :

Sei M eine semialgebraische Teilmenge eines semialgebraischen
Raums I und P ein Punkt im AbschluB ﬁ“von M in L. Dann
gibt es einen_Weg o : tO,ﬂ] = L, der von P nach M lauft,

d.n. a(0) = P, a(lo,1]) & M.

Beweis : Da die Aussage lokaler Natur ist, kOnnen wir

aufgrund von Theorem 2.2 annehmen, danﬁ&éin abgeschlos~
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sener Simplex ist. Hier ist die Behauptung trivial O

Der Kurvenauswahlsatz impliziert

Theorem 2.6 : Die endlich vielen Wegekomponenten Mq,...,
Mr eines semialgebraischen Raums M sind abgeschlossene

und damit offene semialgebraische Tellmengen von M.

Korollar 2.7 : Ein semialgebraischer Raum M ist genau

dann zusammenhdngend, wenn er wegezusammenhdngend ist.

Dies folgt unmittelbar aus Theorem 2.6.

Ein Beweis von Theorem 2.4 und Theorem 2.5 ohne Triangu-
lierung findet sich in EDK I1] . L

Es sei noch angemerkt, daB im—klassischen Fall der reellen
7ahlen die hier definierten Komponenten mit den Komponen-—
ten in der starken Topologie itibereinstimmen, was sich

unmittelbar aus den hier dargestellten Ergebnissen ablesen

1aBt.

T 51
Definition 6 : Sei X = U Si 53 M die Triangulierung eines
i="1

semialgebraischen Raums M und Y eine Teilmenge von M. Dann

nheilt St(Y) := U W(Si)’ die Sternumgebung von Y in M
i mmF g
(beziiglich ¥).

St(Y) ist die kleinste offene Umgebung von Y in M, die

eine Vereinigung von "Simplizes" Y(Si) ist.
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Theorem 2.8 : Sei M € L ein Paar semialgebraischer

Riume iiber R. Dann wird die Topologie %on M durch die
Topologie von L induziert, d.h., eine Teilmenge U von M
ist genau dann offen und semialgebraisch in M, wenn es
eine offene und semialgebraische Teilmenge V von L mit

VAM=TU gibt.

Beweis : Wir konnen annehmen, daB L und M affin sind.
Sei U eine offene und semialgebraische Teilmenge von M.
Nach dem Triangulierungssatz 2.2 gibt es eine Triangulie-

T - i
rung ¥ : X = U Si 5> L von L, so daB sowohl I als auch U
i=1 ’

" die Vereinigung gewisser "Simplizes" Y(Si) ist. Seil

V = St(U) die Sternumgebung von U in L beziiglich ¥. Da

U offen in M ist, ist VN M = T O
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§ 3 Die Topologie eines affinen semialgebraischen Raums

In diesem Abschnitt soll die semialgebraische Topologie
Msa eines affinen semialgebraischen Raums M etwas genauer
untersucht werden. Zundchst wollen wir die offenen und
abgeschlossenen Tellmengen von M beschreiben. Da sich M in
einen affinen Standagdraum einbetten 18Bt, kdnnen wir an-

nehmen, daB M eine semialgebraische Tellmenge von R" ist.

Temma 3.1 : Sei P(X,Y) € R[X,Y] ein nichtverschwindendes

Polynom in zwei Variablen. Dann gibt es Konstanten C, € € R,
¢ >0, ¢ >0, und eine natiirliche Zahl m, SO daB fir alle
(x,y) € R® nit |x| < e, vy £ 0 und P(x,y) = O gilt

lyl > celxl™ .

Beweis : Es gibt ein nichttriviales Polynom Q(x,T) € Rf{X,T],

so daB fiir alle (x,y) € R® mit v £ 0, P(x,y) = 0 gilt

Q(x,?;) L0 . Sei QD) = a (X) 1% +-a,(X)

sTr“1+ e +i§r(X)’

aO(X) £ 0. Wir konnen annehmen, dafB aO(X) die Gestalt
p/ullitt b1°XmH1+ ees + b mit by € R hat. Sei € > 0 so gewdhlt,
dal alle von O_versqhiedenen Wurzeln von aO(X) dem Betrage

2

nach gréBer als € sind. Sei (x,t) € RT mit O < x| < e,

t 0, Q%,%) = 0. Dann-ist
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woraus
r | a.(x)ex"
lt]elx|™ < <™ + & B folgt.
i=1 | a_(x)
n o
S ) ist eine semialgebraische Funktion auf [_e,e]. Nach
a (X
¢

Theorem 1.7 ist die rechte Seite der Ungleichung fir
lxl < ¢ durch eine Konstante C > O beschrankt. Dann gilt
aber fiir alle (x,y) € R2 mit |x|l < e, ¥y Lo, P(x,y) = O

O S —

| .
lyl > =¢ |x|™ -
A I
Temma 3.2 : Sei M eine beschrénkte abgeschlossene semial-

gebraische Teilmenge von R®. f und g seien semialgebraiséie

Funktionen auf M. Fiir alle x € M gelte : Ist f(x) = 0, so

~ist auch g(x) = O.

Dann gibt es eine Konstante ¢ €R, C>0, und eine natir-
liche Zahl m, so daB fiir alle x € IM gilt

l£(x)| = e g™ .

Beweis : Betrachte die semialgebraische Abbildung

¥ i M = R® , ¥=(g,f) . N := y(M) ist eine abgeschlos-
sene beschrankte semialgebraische Teilmenge von R2

(Theorem 1.7), fiir die gilt : Ist (x,y) € N und y = O, so
ist auch x = O.

Wir miissen zeigen, daB es eine Ungleichung lYl 2 C-lxlm

fiir alle (x,y) € N gibt. Offenbar geniigt es, die Existenz
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solch einer Ungleichung fiir alle (x,y) € Rd N, dem Rand
von N, mit x £ 0 zu zeigen. Rd N ist eine vollstandige
semialgebraische Menge von Dimension < 1. Insbesondere

éibt es ein nichttriviales Polynom P € R[X,I], das auf

Rd N verschwindet. Mit Temma %.71 schlieBen wir deshalb

Es gibt Konstanten C, eVE%R, C >0, € >0, und eine natiir-
1ich§ Zehl m , so daB fir alle (x,y) € Rd N nit 0 < |x| < e
gilt: |y| = Co|x|™. Da die semiaigebraische Funktion
i%;lauf RA N N {(x,y) | x| ?‘e} ein von O verschiedenes

Minimum annimmt (Theorem 1.7), folgt die Behauptung U

Wir benilitzen diese allgemeine !Ungleichung von Lojasciewicz”

beim Beweis von

Theorem %.% : Sei M eine semialgebraische Teilmenge von

R™ und U eine in M offene semialgebraische Menge. Dann
gibt es Polynome fij € R[Xﬁ,...,Xh] , 1= 1,00,
J = Tyeeey 85 so.daB

U

i

r -
i:z { x € M | fij(x} >0, 3 =1, -ee 85 }

ist.

Dual erhalten wir
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Theorem 3.4 : Sei M eine semialgebraische Teilmenge von

R" und A eine in M abgeschlossene semialgebraische Menge.,
Dann gibt es Polynome f; g € Rtxq,...,Xn], =1, ., T,

j =’] * .09 Si 9 SO daB

u
(S

A | {XGleij(X)>}O,j=1,...,si}

i=1
ist.
Wir flihren einen dZhnlichen Beweis wie Bochnak und
Efroymson fiir den Fall, dal M eine algebraische Varietat
Uber dem Korper der reellen Zahlen ist (EBE]). Dabei

bendtigen wir

Lemma 3.5 : Sei M eine abgeschlossene und beschrankte

semialgebraische Teilmenge von R™ und U eine in M offene

semialgebraische Teilmenge von M. fq, cos fk, g seien

semialgebraische Funktionen auf M, ¥ { x € M | fi(x) > 0,

(o
i=1, «e. 1 k } und 7 := { x € U | g(x) =0 } . 7 sei
in U enthalten. Dann gibt es eine Konstante C € R, C > O,
und eine natirliche Zahl m, so dal3

Z % { x € Uo ! iS(XQJV;< Celf,‘lgfzo._.,fk(xﬂm } .

ist.

Beweis : U  sel der AbschluB von U  in R™. U, ist semial-

gebraisch und in M enthalten. Die Menge K := U

schrankt, abgeschlossen und semialgebraisch in RR. Ist
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x € K und g(x) = 0, so ist x € ﬁb“ U, , also ist
£44fpeeen £y (x) = 0. Nach Lemma 3.2 gibt es eine Konstante
C >0, C € R, und eine natilirliche Zahl m, so daB fiir alle

x € K |lgx) = Cslfqbfeo...-fk(x)lm ist. Dann ist

{X € UO | lg(x)] < C‘]f;]‘feo...°fk(x)lm } c Uy 0O

Beweis von Theorem 3.3 :
Eine einfache Uberlegung zeigt, daB wir ohne Einsghrénkung
annehmen konnen, daB M eine beschrankte Teilmenge von RY
ist.(Zerlege entweder M oder verwende Lemma 1.1). Da die
semialgebraische Topologie von M durch die von M induziert
wird (Theorem 2.8), ist dariiberhinaus OE M auch abgeschlos-
sen in R™.

T,
U = i&% { x € M | gij(x) >0, J= 1, eee , Ty hi(x) = 0 }

mit Polynomen g ., h; € REX1’°'°’Xn] . Nach Lemma 3.5

j’

gibt es Konstanten Ci > 0 und natiirliche Zahlen m, (i = 1,

ee.e ,*),s0daB ,j_ﬂ_-ﬂ,/w——«« S N
fonl oo on. o
gij vd = 1’-°ari5 'hi(X)] < Ci.ljl_l,]gij(x)l l}

in U enthalten ist. Dann ist aber

r =
U = ' ] =
itu { x €M | gij(x) > g; j= 1,.é.,ri ;2
Coo( Mg, () * -
lg(qugla(x))* n,(x) >0 } .

und Theorem 3.5 ist bewiesen [

Theorem 3.3 wird auf ganz andere Weise unter Benutzung ei-

,??S Separationslemmas und des Tarski~-Prinzips auch von

M.F. Coste-Roy bewiesen ([C], Teil I).
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Theorem 3.3 erlaubt es uns, die semialgebraische Topologie
eines affinen semialgebraischen Raums und damit die semi-
algebraischen Riume ohne Verwendung der starken Topologie

zu definieren. Die offenen Teilmengen einer semialgebrai-

schen Teilmengeﬁgweiner affinen R-Varietit V sind die endli-

]

chen Vereinigungen von lMengen’

fi(x}-> 0, i =1,
I } mit Schnitten fi € P(V,@V). Eine PFunktion f‘auf

M ist semialgebraisch, wenn ihr Graph eine semialgebrai-
sche Menge und sie stetig in der semialgebraischen Topolo~

gie ist.

Die Topologie affiner semialgebraischer Raume besitzt eine
Reihe dhnlicher Eigenschaften wie die eines gewohnlichen
parakompakten Raums. Dies ist, obwohl die semialgebraische
Topologie noethersch ist, nicht selbstverstandlich, weil
viele Argumente aus der Topologie hier versagen. Die Ver-
einigung von unendlich vielen semialgebraischen Mengen ist

ja im allgemeinen nicht semialgebraisch.

Satz %.6 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raum und A

eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge von M. Dann
existiert eine semialgebraische Funktion f auf M, so daB

A = { x €M | f(x) =0 } ist.

Beweis : Ohne Einschrénkung dliirfen wir annehmen, daB M = R™
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ist. Nach Theorem 4 ist

A

i

T
& n s
igq{~x € R® | gij(x) 20, §J =1, cevy 84 }

mit Polynomen 8 € REXq,...,Xh]. Wir setzen

S.
1

f. := ¥ (lg

T
- g. . und f := @I f£. . £ ist ed
5 = gla) n N ist eine

15! 1=

Funktion mit den gewlinschten Eigenschaften U

Korollar %.7 : Sel M ein affiner semialgebraischer Raum.

A, B seien semialgebraische Teilmengen von M, A, B ihre
Abschliisse in M und es sei sowohl A fI B als auch B 1 A
leer. Dann gibt es eine semialgebraische Funktion f auf
M mit f(x) > O fiir alle x € A und f(x) < 0 fiir alle x € B.
Insbesondere gibt es offene semialgebraische Umgebungen

U bzw. V von A bzw. Bmit UNV = ¢.

Beweis : Nach:Sf- gf{6§§ibt es semialgebraische Funktionen

g und h auf M, so déB g(x) = 0, h(x) > 0 fir alle x € A
und g(x) > 0, h(x) = O fiir alle x € B ist. f :=h - g
hat die gewlinschten Eigenschaften. Wir kdnnen

U := { x € M.l f(x) >0 } und V := { x €M | f(x) <0 }

wiahlen U

Satz 3.8 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raum.

{ﬁ.}‘_ sei eine Uberdeckung von M durch offene
iJi=T,e0e,n. SR

semialgebraische Teilmengen.

Dann gibt es eine Verfeinerung {Vi} der Uber-

i=’|,..o,n
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deckung {U }1 1, ne,n’ so‘daB der AbschluB Vi;%on Vi in M

in U; enthalten ist (i = 1, ..., n).

Beweis : Wir definieren Vi induktiv nach i. Formal setzen
wir V  := @-und nehmen an, daB Vj fir j <i, 1 € i < n,

schon definiert ist und gilﬁ‘:
i-1

(UV)U(UU) .
J=0 J=1

Der Rand Rd Ui von Ui in M ist eine abgeschlossene semial-

gebraische Teilmenge von M, ebenso die Menge

-]
A, M-=<<lu v>u<u u.)) .
1 - J=1 J=1i+1 J

Der Durchschnitt Aiﬂ Rd Ui ist leer. Nach Korollar 3.7

gibt es deshalb offene semialgebraische Umgebungen Ti von

Ai und Wi von Rd Ui mit Ti N Wi = . Wir setzen Vi = Ui N Ti'

Dann ist V} = ﬁi und V} NW, = ¢, also ist Vi € U;. AuBer-
dem ist offensichtlich

(U V)U(U UJ))—M ,
j=0 J=1i+1

und Satz 3.8 ist bewiesen.U

Satz 3.9 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raum und

{U.}.~ eine Uberdeckung von M durch offene semial-
ll""l,ooo,n .

gebraische Teilmengen.

Dann gibt es eine der Uberdeckung untergeordnete Partition

der 1, d.h., es gibt semialgebraische Funktionen fi auf

M, deren Triger supp £, in Ui enthalten ist, mit fiég) =0
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n '
und & fi(x) = 1 fiir alle x € M .
i=1

Beweis : Sei {Vi}i=1,...,n eine Verfeinerung von

{U;}iq, ... o mit T = U; (Satz 3.8). Nach Satz 3.6 gibt
es semialgebraische Funktionen 8y ¢ M = R mit gi(x) = 0
fiir alle x € M - Vi und gi(x) > 0 fir alle x € Vi' Setze

T, = 1 0l

g/l + LS + gn

Eine weitere Anwendung des Triangulierungssatzes ist

Theorem 3.710 : Sel M ein vollstandiger affiner semialge-

braischer Raum und A eine abgeschlossene semialgebraische
Teilmenge von M. f sei eine semialgebraische Funktion auf
A, U sei eine offene semialgébraische Umgebung von A in M.
Dann gibt es eine semialgebraische Funktion g auf M, die
auBerhalb U verschwindet, mit glA = fl.

Beweis : Sei ¥ : |K| =_Ez S: =+ M eine Triangulierung von

i=
M, so daB A und U die Vereinigung von "Simplizes" Y(Si)
sind (Theorem 2.2). Wir identifizieren M vermdge ¥ mit IK[.
Sei 8; < St(4) (vgl. Def. 6, 8 2). Dann ist S; in U enthal~
ten.'NachwﬁbergangWZurwbaryzentrischen Unterteilung von
|K| diirfen wir/annehmen, daB fﬁr alle Si c St(4A)
g& NA = Ti ein abgeschlossener Simplex Ti von |K| ist.

Seien nun S und T offene Simplizes von |K| mit T € § .
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€, -€ Selen die Ecken von T, eo,...,el,el+,l,...,em

m
die Ecken von S. Dann sei S(T) := { X t; el €T |
i=0

L A

'foti 9-5 } und
1= 1 1
t.%. » (& t.*e.)/( £ t.)
i=0 * * i=0 * * i=0 *

Ps|p S(T) » T

W MB

die Projektion von S(T) nach T .

p: B : S.(T.) = A, definiert durcn

i sig st(a) * 1
p|S, (1) n s, := PSilTiksi(Ti) ns; »
ist eine Abbildung mit semialgebraischem Graph. B ist in
U enthalten, ist abgeschlossen in M und enthdlt eine offene
Umgebung von A.
Seien 8., sj € St(A) und 8; < §j. Dann ist Ti = Tj ns;,
§;(Ty) = 85(T,) N8; wnd pg g = PsalT.l§i<£i> .

i'Ti g d
Wir sehen, daB p auch stetig ist. Leicht ist zu erkennen,
daB sich B wie folgt disjunkt zerlegen 1afBt :

B=AU( { tex + (1-t)p(x) | ¢ € Jo;1] } )

U.
*€Rd(B)
Rd B sei dabei der Rand von B in M. Ist y = tx + (1-t)+p(x),

x € Rd B, so ist p(y) = p(x). Durch

£(y) fiir y € A

s(y) := o '
(A=) sf(p(y)) fiir y = t*x + (1=t) p(x) € B - A

wird eine semialgebraische Funktion g auf B gegeben, die
am Rand von B verschwindet. Setzen wir g durch O auf ganz

M fort, so erhalten wir die gewlinschte Funktion O
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§ 4 Garben auf semialgebraischen Riumen

Zundachst sei kurz an die Definition von Pragarbe und Garbe
erinnert. |

M sei ein semialgebraischer Raum. Eine (abelsche) Prigarbe
$ auf M ordnet Jjeder offenen semialgebraischen Teilmenge
U von M eine abelsche Gruppe $(U) und jedem Paar V & U
eipen Restriktionshomomorphismus pUlV : 3(U) =» g(V) so zu,
daB fiir W € V ¢ U gilt : pUIW = pV!W°pUlV . Mit anderen
Worten : § ist ein kontravarianter Funktor auf der zur
semialgebraischen Topologie Msa gehorenden Kategorie mit
Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen.

Eine Pragarbe § auf M ist eine Garbe , wenn das Garben~
axiom erfiillt ist

Ist U EVM offen und semialgebraisch, {ﬁi}iél eine Uber—
deckung von U‘?n der semialgebraischen Topologie und sind
Schnitte s, € é(Ui) gegeben mit si]Uiﬂ Uj,z sj[Uiﬂ Uj’ S0

gibt es genau einen Schnitt s € $(U) mit SIUi = 8.

Jeder Prigarbe § auf M kOnnen wir wie folgt in funktoriel-
ler Weise eine andere Prdgarbe %% zuordnen :

Ist U & M offen und semialgebraisch und {Ui}iEI eine Uber-

deckung von U in der semialgebraischen Topologie, so sei

3({Ui}) 1= {;?Si)il s; € 3(U;), silUiﬁ Uj = slein Uj }
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die abelsche Gruppe der Familien vertriglicher Schnitte.
Wir setzen |
EACOEERETE QLA I
wobeil der_induktive Limes ﬁbep alle Uberdeckungen von U
gebildet wird. Of;enbar hat man einen kanonischen Prigar-
benhomomorphismus § = gt , dieser ist ein Isomorphismus,
wenn $ eine Garbe;ist.
Im allgemeinen ist auch 8% kxeine Garbe, nur fiir separierte
Prigarben § ist dies immer richtig. ( Eine Pr#garbe 3
heiBt separiert, wenn fir alle ﬁberdeckungén {Ui}iél elim
ner offenen semialgebraischen Teilmenge U von IM der kano-
nische Homomorphismus S(U) = ? 3(U;) injektiv ist.)
Da 37 aber immer separiert ist, ist 8#':= (§)* eine
Garbe. 8# heiBt die zu ¢ assoziierte Garbe.

(Man “\47'gi.L ET],152; [AJ,I°2,II.4).

Satz 4.1 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raum und
3 eine Prigarbe auf M. Dann ist a* eine Garbe, d.h., &

ist die zu § assoziierte Garbe 5# .

Beweis : Sei U £ M offen und semialgebraisch und,{Ui}
, L - S . ) i€l
eine Uberdeckung von !N in der semialgebraischen Topologie.

Ist s € 3T (U) und s[Ui = O fir alle i, so ist offenbar

s = 0. Also ist nur zu zeigen, daB es zu einer Familie
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(si)iEI von Schnitten s, € SﬁﬁUiD mit SiiUin'Uj = leUiﬂ.Uj
einen Schnitt s € §T(U) nit SlUi‘= N gibt. Wir konnen ohne
Einschrankung annehmen, dall I = {1,2} ist.
o o - + ’ + . . ’ _ =

Seien s € § (Uq) und t € 8’(U2) mit slU,lflU2 = tquﬂ U,
gegeben. Es gibt Uberdeckungen {Uﬂi}iélq und {U2j}3612
von Uq bzw. U2, so.’daB s durch eine Familie (si) € 8({qu})
und t durch eine Familie (tj) € 5({U2j}) reprisentiert

wird. Da slU,]ﬂU2 = tquﬁ U, ist, gibt es Uberdeckungen

{wijk}kEK(i,j) von UpsN Upy mit sy W 5 = £5lW; 5 in
s(wijk)‘ A

{V{,Vz} sei eine Verfeinerung von .U%,Uz} mit V& < U,

1 = 1,2 (S8atz %.8). Wir erhalten eine offene Uberdeckung
% von U, bestehend aus den lMengen Wijk’ i € Iq, J € 12,
k € E(i,j), und den Mengen Si = U NV, , 1€ Iﬁ,

Tj = Uzj\\v » J € Iy

D}e Schnitte Silwijk € E(Wijk),

silsi € 3(8;), tlej €
8(Tj) definieren eine vertrdgliche Familie r € J(B), fir
die I'IU',I = s und r|U2 = t ist, was leicht nachzupriifen

ist. Also ist {7 eine Garbe O

Definition 1 : & sei:eine Préigarbe auf dem semialgebrai-

schen Raum M und x ein Punkt in M.
Der Halm 8X von ¢ in x sei wie folgt definiert

= 1lim  3(U)

X
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Der induktive Limes wird gebildet iber die induktiv ge-

ordnete Menge der offenen semialgebraischen Umgebungen

Der Ubergang zum Halm ist in der semialgebraischen To-
pologie, anders als bei gewdhnlichen topologischen Riumen
oder in der Etaltopologie, im allgemeinen nicht gutartig.

Es gibt nichttriviale Garben mit iiberall verschwindenden

Halmen.

Beispiel : Sei R ein nichtarchimedischer reell-abgeschlos-
sener Korper und M = ]O,ﬂ[ das offene Einheitsintervail in
R. Wir definieren auf M die folgende Prigarbe §

Tir O €£a <b €1 sei G(la,b[) = 0, falls Ja,b[ hdchstens
einen Punkt aus ® enthidlt, und sonst Q(]a,b[) = 2722 .

S sei die zu G assoziierte Garbe. & ist nicht die Null-

garbe, wdhrend der Halm §X fliir alle x € M gleich O ist.

Satz 4.2 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raum mit
Strukturgarbe @M' Dann sind alle ®M—Modulgarben M "fein",

d.n., zu jeder Uberdeckung {U.}.__ von M gibt es
. PR N . l l-"/],.,.n,n

eine Verfeinerung {Vi} von {Ui} mlf,vi Ekyi und

i‘:,‘,....,n e

>

eine Familie ‘{ei}i__,1 von Endomorphismen von M, so
- ,.-.,

daB fiir alle offenen semialgebraischen Teilmengen U von Il
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und alle Schnitte s € WU) gilt

n.
i) s = £ e.(s)

. i

i=1
ii) ei(s) IU\§7i =0 .
Beweis : Wir wihlen eine der Uberdeckung {Ui} unterge-
ordnete semialgebraische Partition {fi} der 1 (Satz 3.9),
setzen Vi t= { x € Uy | fi(x) >0 }Jund definieren

fiir s € WU) ei(s) 1= ilg(fi|U)° s O

i

Wir werden Satz 4.2 im nichsten Abschnitt verwenden, um zu
zeigen, daB die Kohomologie eines affinen semialgebraischen
Raums M mit Koeffizienten in einer @M—Modulgarbe trivial

ist.

Sei nun £ : M » N ein Morphismus zwischen semialgebrai-
schen Riumen. Einer Garbe & auf M kann man dann das direk-
te Bild fu8 auf N zuordnen:

£.3(7) 1= e~
fir jede foene semialgebraische Menge V in N. fuf ist
wieder eine Garbe. Zu einer Garbe G auf N kodnnen wir das

%
Urbild £ G bilden : £°G sei folgende Prdgarbe auf I :

jeder offenen semialgebraischen Teilmenge U von
M lim G(V) zu, wobei der induktive Limes iliber die offenen
semialgebraischen Umgebungen von,ka) .gebildet wird.

3
f G ist dann die zu f£°G assoziierte Garbe. £°G ist sepa-
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5
riert. Damit ist f G gleicn (£°G)™.
fy ist ein linksexakter Funkbtor auf der Kategorie der abel-

#
schen Garben auf M, f ist exakt und zu f, linksadjungiert

(f7],I.3.6; [A], II.4.14).

Sei nun U eine offene und semialgebraische Teilmenge des
semialgebraischen Raums M. ;‘: M~U>NM und‘j : U > M
seien die Inklusionen. § seili eine Garbe auf U. In der

5 auf

iiblichen Weise kOnnen wir  durch O zu einer Garbefj}

30 sel die folgende Pridgarbe auf M :

(V) fiir VeU
g (V) := ,
Y 0 fir V £ U )

j|8 sei die zu 3, assoziierte Garbe.

Da iﬁo separiert ist, ist 3,38 s¢h6ﬁig%§%ph 38 .

2%
Fiir eine Garbe G auf M ist j G einfach die Restriktion

GlU von G auf U.

Satz 4.% : Sei M ein semialgebraischer Raum und U eine

offene semiglgebraische Teilmenge,von M. & sel eine
Garbe auf M. j : U = Mund i : ﬂ - U » M seien die Inklusio-
nen; Dann ist d;e kanonische Sequenz

0 > §,(3IU) » 8 » 1,8"5 » 0

abelscher Garben auf M exakt.
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(Dabei wird j!(ﬁlU) = ¢ durch die Inklusion (SlU)O 5 5

#
induziert und § = iu i & ist der Adjunktionsmorphismus).

Beweis : Die Folge ist ein Komplex, da der Prdgarben=-
homomorphismus (SIU)O = 5 i*i%G der Nullmorphismus

ist. (ﬁlU)O » ¢ ist trivialerweise injektiv. Da der Uber-
gang zur assozilerten Garbe exakt ist, ist demnach

j!(ﬁlU) = § injektiv. Sei V € M offen und semialgebraisch
und s € i,i S(V) = i §(V N (M-U)). Da die semialgebraische
Tépologie auf (M=U) durch die von M induziert wird
(Theorem 2.8), gibt es offene semialgebraische Teilmengen
Vo k =1,..., r, von V, die V N (M-U) iiberdecken und
Schnitte s € SCVk), so daB s|Vkﬂ (M~U) schon in

Lo lim (W)
(Vkﬁ.(MmU))g W
W & M offen, semialgebraisch

ist und durch s, Teprisentiert wird. sle € i*i*ﬁ(vk)

. #
von ' » i,1 8. Andererseits ist

liegt also iﬁf
s|vn U=0.3 = i*i*% ist deshalb surjektiv.

Sei nun s € S(V) ein Schnitt, der auf O abgebildet wird.‘
Dann gibt es offene semialgeb;aische Teilmengen Wk, k=11,
essy S, von V, die V h;(M"U> Uiberdecken, so daB die
Restriktionen 51W£“51¢i9h Q sind.l{ W. ’,kfj?f"?s’ vNnNu }
ist eine Uberdeckung von V. slw. , k=1,00., 8, und

slV N U sind Schnitte der Prigarbe (SIU)O, die selbst-
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verstidndlich miteinander vertriglich sind. s ist also
schon ein Schnitt von j|(3lU). Die Behauptung ist ge-

zeigt U

Satz 4.4 : A sei eine abgeschlossene semialgebraische

Teilmenge eines semialgebraischen Raums M. i : 4 » M sei

die Inklusion. Dann ist i, exakt.

Beweis : Sei 0 =» g = Q’§;$ = 0 eine exakte Sequenz abel-

scher Garben auf A. 14 ist immer linksexakt, also ist zu

zeigen, daB i4G = 1i4% surjektiv ist. Sei U offen und semi-

algebraisch in M und s € i,2(U) = (U N A) gegeben. Die

Topologie von A wird durch die von M induziert. Deshalb

gibt es offene sem
von U , die U nMA Uberdecken, so daf s]Vk im Bild von
igG(V) = G(V, N A) » 1,%(V) = (VN 4) liegt. Da s|UNA
= 0 und {U\\A, V., k="T,00., r} eine Uberdeckung von U

ist, folgt die Behauptung O

‘7;\; g é Teilmengen v Y k = 1 yeee ,r,
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§ 5 Semialgebraische Kohomologie

Wie immer betrachten wir einen semialgebraischen Rsum M.
Sowohl die Kategorie P der abelschen Prigarben auf M als
auch die Kategorie S der abelschen Garben auf M ist eine
Kategorie mit geniigend vielen injektiven Objekten
([r] 1.2.1,3.2; [A] I.2.7, II.1.8). Ich will kurz an die
Definition der Kohomologie von M mit Koeffizienten in
einer abelschen Garbe & erinnern :
Man erhilt Hq(M,ﬁ), indem man die g-~te Rechtsableitung
R@TM des linksexakten Schnittfunktors FM auf S, der einer
Garbe G die abelsche Gruppe G(M) = F(M,§) zuordnet, auf
3 anwendet

B0, 8) = RIL(E).
RqPM(S) gewinnt man folgendermafBen :
Man wdhle eine Aufl&sung
O =3 - mb - mq = mé -3 M% b aae
von & durch injektive abelsche Garbgn ﬂ%,,wende den
Schnittfunktor IM an und nehme die g-te Kohomologiegruppe
Qes Komplexes
0 = 3(M) = WB(M) = M%(M) - m@(m) -» MB(M) P eue .
Ist § eine abelsche Prégarbe auf M, so kbnnen wir 3 zu

von Midurch offene semi~-

jeder Uberdeckung {U;}; yevesDd
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algebraische Teilmengen in der iiblichen Weise die
éech-thomologiegruppen Hq({Ui},S) zu dieser Uberdeckung
und dann die éech=Kohomologie‘ﬁq(M,8) von M mit Werten in
§, die als induktiver Limes H2(M,8) = lim Hq({U.},%)

. . — 1
(iiber alle Uberdeckungen) definiert ist, zuordnen-(vgl.
(7] 1.2.2; [A] 1I.3).

oy

Wir werden sehen, daB fir jede abelsche Garbe J auf einem%
affinen semialgebraischen Raum die oben definierte
(Grothendieck-)Kohomologie wie bei parakompakten Riumen

mit der 6ecthdhomologie.ﬁbereinstimmt.

Temma 5.1 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raum und

{Ui}iEI eine Uberdeckung von M in der semialgebraischen
Topologie. {Vi}iél sei eine Verfeinerung von {ﬁi}iél‘ééﬁy
Viﬁ Ui fiir alle 1 € I. § sei eine abelsche Prdgarbe auf
M, deren assoziierte Garbe 5# gleich O ist. a sel eine

qméech~Kokette von ¢ zur Uberdeckung {Ui}ﬂgwdagr?
@ = (o g ect{uhm -1 s
° ar. (i geeeyi ) 2
o} .
¢ Iq+1

Dann gibt es eine Uberdegkung {wj}jeJ von M, die {Vi}iEI
verfeinert, mit folgenden Eigenschaften :
i) Ist Wj nicht in U, enthalten, so ist Wj NV. =¢ .

ii) Ist W, € U. A ... NU, , so ist a. . |w, =0 .
J 1 1 1 easl

0 q 0 q
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Beweis : Da M affin ist, stimmen 5# und §° iiberein. Fiir

alle (ig,e--rig) € 121 gibt es deshalb eine Uberdeckung

WL (L e, ‘} . . U..N ... NU,

{ G s D N = K(lée--e,l,) von i ig SO

daB oy 5 lW’(l ,...,1 ) = 0 ist. Wir erhalten eine
O... q

Uberdeckung {Sl}léA von M, bestehend aus den Mengen

V. n ( n T, ) , i €1, T € { U , M -V, }
-jel J

\“\f

Ersichtlich ist Sl c Uj oder Sl ﬂ'Vj = (J flir jedes J €. T.

Wir betrachten nun das System der Mengen

Sl n ( N Alo"'iq) y 1 € A und
(lo,ﬁva,l )
¢ 19+
Aio-..iqe {M? Wk<io,---,lq> 5 k € K(io,...,iq> }

Diese Mengen sind offen und semialgebraisch und tberdecken
M. Die Uberdeckung {wj}jEJ , bestehend aus den irreduzib-
len Mengen dieses Systems, d.h., aus denjenigen Mengen,
die sich nicht als echte Vereinigung von anderen Mengen
des Systems darstellen lassen, hat die gewiinschten Eigen-
schaften :

Offensichtlich ist {Wj}_’eine Verfeinerung von {Vi} .

Ist Wj nicht in U; enthalten, so ist Wjﬂ V} = @ , da dies
ja schon fur alle Sl gilt.

Sei Wj < Ui n... N U . Wj ist von der Gestalt

o} qr.
5, N ( N A o__d“) , wobei 1 € A und
(ao,---,a ) q V
b e M Wi K € G gyennnig) | e
Ol.. q
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Es gibt ein k € K(;;;'O,..,,{;q), S0 daB Wy © wk(;,_olq)

ist, denn sonst widre Ai 5
- ) O., Y q e = S -
Wj N Wk(io,,..,iq)4fﬁrvglle k € K(io,..;,iq) eine Menge

des Systems, die echt in Wj enthalten ist. Dies kann nicht

sein, da W, irreduzibel und

W. = U - (W, DWW (i ,eee,i))
J kGK(iO,...,iq) J gligre==rlg

tets

Sei Wi & W (ijseensiy) -

ist, ist.erst-recnt &y
o 3 o

Sei nun M ein beliebiger semialgebraischer Raum und §

eine abelsche Garbe auf M. Ordnen wir Jjeder offenen semi-
algebraischen Teilmenge U von M die g-~te Kohomologie=-
gruppe BY(U,3) zu, so ist dies eine Pri#garbe 93(3) auf M.
Die Restriktionshomomorphismen werden durch die Reélféé,;t‘
striktionsh%ﬁ%ﬁéiphismen der bei der Definition von

Hq(M,S) verwendeten Agilasung

0= Wg - ﬂ% 5> Wy oL

gegeben.

Es gibt eine in § funktorielle Spektralsequenz ([T] I.%2.4.4;
[A] II.3.5)

B - WL 0 P D)

Der Eckenmorphismus E%Q s EP liefert einen in & funktoriel-
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len Homomorphismus

P(M,3) - BP(,3) .

Da die Kohomologiegruppen von 3 aus einer (exakten) Auf-
18sung von & entstehen, ist jeder Kozykel von & lokal ein
Xorand, d.h., ist U € M offen und semialgebraisch, so gibt
es zu jeder Kohomologieklasse Ea] € Hq(U,ﬁ) eine Uber-
deckung {Ui}iEI von U, so daB alUi ein Korand, die Kohomo-
logieklasge von alUi also O ist. Dies bedeutet, daB

4HF = 0 ist, insbesondere verschwindet die zu @qu>

assoziierte Garbe (fiir q > 0).

Theorem 5.2 ¢ Sei M ein affiner semialgebraischer Raum

und & eine abelsche Garbe auf M. Dann ist der kanonische

Homomorphismus

P (11,8) » EP(M,3)

flir alle p 2 0 ein Isomorphismus.

Beweis : 1Ist qu = Q0 flir alle p= 0, g > 0, so zerfallt
die Spektralsequenz und die Eckenmorphismen %go = EP sind
Isomorphismen. Da die zu Eg(&) assoziierte Garbe fir g >0

gleich O ist, folgt die Behauptung deshalb aus

Temma 5.% : .Seli M ein affiner semialgebraischer Raum

und §¢ eine abelsche Prigarbe auf M, deren assoziierte

Garbe verschwindet. Dann ist ﬁg(M,@) = 0 fir alle g = 0.
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Beweis : BSeil {Ui}iEI eine Uberdeckung von M (wie immer in

) €
q

Cq({Ui},Q) ein Kozykel. {Vi}iEI sei eine Verfeinerung von

der semialgebraischen Topologie) und o = (ai 5
N O..‘.

{Ui}iGI’ so daB der AbschluB V} von Vi ;n M ganz in U;

enthalten ist (Satz 3.8). Nach Lemma 5.1 gibt es eine

52; Verfeinerung {wj}jEJ von {Vi} mit folgenden Eigenschaften:

i) Ist Wj £ U;, so ist Wjﬁ v, = 4.

ii) Ist W, = U, n... N U ,so0 ist a; 5 W, =0 .
J o q . O... q J

M : J = I sei eine Verfeinerungsabbildung, d.h., es sei

W. & N ST .y - 0 = . . i i & i

I VH(J) HH(J) (630"'3q) sei das Bild von & in

cq({wj} G), das man durch Restriktion beziiglich W erhdlt.
s ,

Wjoﬂ eee N qu ist in V“(jo)?ﬁéjif%é;vu(jq) enthalten. Ist

W. N ... NW., nicht leer, so ist insbesondere W. N V (i)
JO Jq . JO = Jk

nicht leer fiir k = 0,..., @ und aus i) folgt, daB

wjo = Up(jo) N ... N UH(jq) ist. Nach ii) ist deshalb

(3D MG | My e MW 0 DR by g T

RTIGCIORPNE M | Y5 Mo W, ist, ist 6 = O. Damit ist
q

auch die von & in ﬁq(M,Q) reprasentierte Kohomologieklasse

gleich O O

Die Beschreibung der Grothendieck- als éech—Kohomologie
beniitzen wir beim Nachweis, daB @M—Modulgarben azyklisch

sind.
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Satz 5.4 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raum mit

Strukturgarbe @M. {Ui}iEI sel eine ﬁberdeckung von M. Dann
ist Hq({ﬁi},m) = 0 flr jede @MfModulgarbe M und fir alle

q > 0.

Beweis : Da M feln ist (Satz 4.2), gibt es eine Verfeine-
rung {V }161 von {U }161 mit V & U und Endomorphismen

e; , 1 €I, von M, so daB fiir alle s € MU), U € M offen
und semialgebraisch, gilt

i) s = £ e.(s)
i€er 7

ii) e;(s) l UNY, =0 .
Sei a = (a. ) € Cq({U } M ein g-~Cech-Kozykel, q > O.

lo. . l
Die Schnitte e. (a . ) € M(U.n U, N ... NTU, )
ll .‘.lq—a’I )vu‘v %—O lq_/l

lassen sich durch O z@ Schnitten 51 i " {iber
« & & q-q

U, N ... N U, - fortsetzen (nach 11)). Setzen wir
0 q=-"1 _
;= % 67T p T

i a..lq“q i€ :Lo...:Lq_,I T

so- erhalten wir eine {g~1)-Kokette & = (61 i 9, defen
i "~

Korand, wie eine einfache Rechnung zeigt, gleich o ist.

Also ist Hq({Ui},ﬁ) =0 fir g >00U

Korollar 5.57: Sei M ein affiner’semialgebraischer Raum
mit Strukturgarbe GM‘ Dann sind alle @MnModulgarben m

azyklisch, d.h. HI(M,M) = O fiir alle ¢ > O .

Beweis : Die Behauptung folgt unmittelbar aus Theorem 5.2
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Einige Bezeichnungen :

M sei ein affiner semialgebraischer Raum und ¥ : X =iyﬁ Si
3 M eine Triahgulierung von M. X sei in R™ enthalten. Wir
identifizieren |K(X)| =: |K| und den AbschluB X von X in
R2. A sei eine semialgebraische Teilmenge von M. E(K) sei
die Menge der Ecken von l§%, E(Si) die Menge der Ecken von

5,. B(X) = { e € B(K) | e € X}, BUD = ¥(E(X)),

E(A) = E(M) N A heiBe dann die Eckenmenge von X.bzw. M bzw.

A.

Definition 1

¥ induziert eine gute Triangulierung von A , wenn gilt

a) A ist die Vereinigung gewisser "Simplizes" Y(Si) .
b) Ist ¥(8,) =4, so ist ¥ (E(A)) N 5. # ¢, d.n., min-
/ ﬁfdéstens eine Ecke von 8, liegt in X und wird durch ¥

nach A abgebildet.

c¢) Ist 8 ein éffenerASiﬁpleX von iK]fﬁﬁd die Eckenmenge
E(S) in Y”q(A) enthalten, so liegt 8 in Y"q(A), d.n.
S ist in X enthalten und wird durch ¥ nach A abgebildet.
Ist A = M und sind ad,b),c) erfiillt, so heiBt Y eine gute

Triangulierung von M.

Das folgende Lemma ist einfach zu zeigen.

Lemma 5.6 : M sei ein affiner semialgebraischer Raum

und A € M eine semialgebraische Teilmenge.
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¥ @ X =.LI‘J/1 Ss 5 M sei eine Triangulierung von M, so daB
i=

A die Vereinigung gewisser "Simplizes" Y(Si) ist.

|K(X)'| sei die baryzentrische Unterteilung von |K(X)|.

Dann induziert die Trigngglierunghw' :_IK(X)'l nXx % M

eine gute Triangulierung von A. Ig@uziert ¥ schon eine

gute Triangulierung von A, so ist A € U St(e), wobei

e€E(A)
St(e) die Sternumgebung von e in M bzgl. Y bezeichne.

Aus Temma 5.6 folgt insbesondere, daB fir eine gute

r ) A ,
Triangulierung ¥ : U Si = M von M durch {St(e)}eeE(M)
i=1 .

eine Uberdeckung von M, die "Sterniiberdeckung" von M
(bzgl. Y), gegeben wird.

r . e
Temma 5.7 ¢+ Sei ¥ : X = U S, » M eine gute Triangulierung
i=1

von M, und seien Ecken €pree18y € E(M) von M gegeben.

Dann ist St(eo) n...n"n St(eé) genau dann nicht leer, wenn
Y“q({eo,...,eq}) die Eckenmenge eines offenen Simplex S
von |K(X)| ist (m.a.W.: wenn ?'q({eo,...,eq}) ein Simplex
von K(X) ist). Ist dies der Fall, so liegt ¥(8) in

St(e ) N wue N St(eé).

Bewels : Sei J := £@i | 1 <i <0, qu(ek) € g; fir k o=

U ¥(s.) .
i€J (51

Ist J nicht leer, so spannen die Ecken an(ek) eine

Oyeas,d }. Dann ist St(eo) N ese N St(eq),=

iterierte Seite eines Jjeden Simplex Si’ i€ J, auf. Sind
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ungekehrt Y”q(eo), ene s Y"q(eq) die Ecken eines offenen
Simplex S von IK(X)|, so ist 8, da ¥ eine gute Triangulie-~
rung ist, in X. Er wird durch ¥ nach St(ed) n...n St(eq)

abgebildet [

Lemma 5.8 : Sei M einf"“f

y lL!Sl f M eine gute Triangulierung. {St(e)}eEE(M)
sei die zugehdrige Sterniiberdeckung von M. Dann ist fur

alle abelschen Prigarben 3 auf M Hq({St(e)},ﬁ)Ez 0 fiur

alle q > dinm M.

Beweis : Die Cech~Kohomologie von § zur Uberdeckung

{St<e)}eEE(M) laBt sich berechnen als die Kohomologle des

Kokettenkomplexes Cq( St(e) ,5) der alternierenden
gz 0

Cech-Koketten. Es ist

¢({sue)},® = om §( St(e ) N ... N 8t(e))
(eo,...,eq)EE(M)q+q
% e flir 1 # 37

([G] I.3.8). Da St(e ) N .oa N St(e ) nur dann nicht leer
ist, wenn y=l (eo), cee Y”q(eq) die Ecken eines Simplex
von K| sind (Lemma 5.7), und andererseits alle Simplizes
von X hochstens dimrM f_qimensional sind, iét
éq({Stﬁe)},g) = 0 und damit Hq({St(e)},S) = O fiir

q > dim M O

Theorem 5.9 : Sei M ein  affiner semialgebraischer Raum.

Dann ist die kohomologische Dimension von M < dim M, d.h.,
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fir alle abelschen Garben & auf M ist Hq(M,ﬁ) = 0 fir

q > dim M.

Beweis : Nach Theorem 5.2'ist_ﬁq(M,3) = Hq(M,E). Aus
dem Triangulierungssatz 2.2 und Lemma 1.1 folgt, daB es
zu jeder Uberdeckung Y von M eine gute Triangulierung

¥ X = 6' 8. % 1 gibt, so daB die zugehdrige Sterni

i=1
t%ﬂng {St(e)}eEE(M) eine Verfeinerung von U ist. Nach

Lemma 5.8 ist Hq({St(e)},ﬁ) = 0 fiir alle g > dim M, also

ist aucn HE(M,S) = O fiir ¢ > dim M O
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§ 6 Die AlexandéreSpanier-Kohomologie in der semialgebrai-

schen Topologie

M sei’zunéchst immer ein affingr semialgebraischer Raum.
Speziﬁlle Garben auf M sind die konstanten Garben GM zu
abelschen Gruppen G. GM ist die assoziierte Garbe zu der
Prigarbe, die Jjeder offenen semialgebraischen Teilmenge
U von M die abelsche Gruppe G zuordnet. Es ist

| (0 = ﬁb?U)G ,
wobel ﬁ6(U) die endliche Menge der Komponenten von U ist.
Wir wollen in diesem Abschnitt die Kohomologie Hq(M,GM)
mit Koeffizienten in GM als Alexander-Spanier~Kohomologie
beschreiben. Die Definition dieser Kohomologie erfolgt
analog zu der im klassischen Fall topologischer Riume
(vgl. [S] 6.4 ).
Sgi U eine offene semialgebraische Teilmenge von M.
¢%(U,6) sei die Menge aller Abbildungen ga+t G, die
qnter punktweiser Addition eine Gruppe bilden (g € N ,

g 2 0). Durch

5 ¢ ¢2(u,&) » e, , e L

q# ; Y
i= Z (‘/I) ] X‘(XO’.’.-’AX:.L,.T‘.’X

\ )
éx(xoa.,.,XQ+1( = B q+4)

wird ein Korandhomomorphismus definiert, und wir erhalten
einen Kokettenkomplex C (U,G) = {Cq(U,G)}q> o *

Eine Abbildung X € Cq(U,G) "verschwindet Tokal', wenn es
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eine Uberdeckung {Ui}iél von U (natiirlich in der semialge-

1 .
U%+ verschwin-

braischen Topologie) gibt, so daB X auf U
. B w . - ‘ . iEI
det. Die Untergruppe der lokal verschwindenden Abbildungen

. . . q 4 __{q } .
bezeichnen wir mit CO(U,G)._CO(U,G) = Co(U’G>,q? o ist
ein Unterkokettenkomplex von C*(U,G).

3
Der Quotient 5*(U,G) = C"‘”(U’G)/ 3t der beiden ist
CL(U,G)

der Komplex der Alexander-Spanier-Kokettén auf U mit

aq
Koeffizienten in G. Es ist Eq(U,G) = © (U’G)/ q .
in & cd(u,6)
Die Kohomologiegruppen H2(U,G) dieses Kokettenkomplexes

heiBen die Alexander-Spanier-~Kohomologie von U mit

Koeffizienten in G.

Ordnen wir Jjeder offenen semialgebraischen Teilmenge U
von M die Gruppe C3(U,6) (c(U,6)) zu, so erhalten wir

& g
offenbar eine Prigarbe Cﬁ;G (CbM,G) auf M .

9 o q
L w . = - . .

Lemma 6.1 : CH}G : U,H C (U,G) ist die zu CM,G
assoziierte Garbe.
Beweis : Seil U»eine offene semialgebraische Teilmenge von
M. Nach Satz 4.1 ist

a # . q
o (Cy, )" (U) = lim CM,G({Ui}). ’
wobel Cy ¢ U = {C

le Uiﬁ Uj } ist und der induktive Limes iiber alle Uber-

i q ‘ _
I x; € ¢3(u;,6), x;lU3n Uy =

deckungen {Ui} von U gebildet wird. Aus dieser Beschrei-
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bung der assoziierten Garbe erkennt man, daB der Kern des

kanonischen Prigarbenhomomorphismus o : CﬁAG = (Cﬁ‘G)#
- ' Ly oAy

q

gleich Cd M.g ist. Andererseits ist o surjektiv, denn ist
R Je EEEsEEEESEE SR P

q ‘ , .
(xi) € QM,G({Ui}),gegebep und setzen wir
xi(xo,...,xq) 31 Xy € U, , k=0,...5q

X(XO, oﬂ\e‘- ,Xq) o=
W o) sonst R
_a
so ist x € ¢X(U,E) und a(x) = (%;) - Also ist Ty . die
b
qQ

AV CM,G assoziierte Garbe U

Definition : Eine Garbe M auf einem beliebigen semialgebrad-_

S%hen Raum M heift welk, wenn sich Jjeder Schnitt liber ei-
ner offenen semialgebraischen Teilmenge U von M zu einem
globalen Schnitt von M fortsetzen 1aBt, d.h., wenn

M(M) » M(U) fir alle offenen semialgebraischen Teilmengen

U von M surjektiv ist.

Sel nun M wieder eln affiner Raum und U € M offen und

semialgebraisch. Da das Diagramm

cq(pg,G) — s cY(u,0)

1 J’
s -
) e

39, 6) — T, 6)

a+1 = G durch

kommutativ ist uhd sich jede Abbildung X : U
O zu einer Abbildung von M(H/l nach G fortsetzen 1aBt, ist

_Qq
die Garbe CM,G welk.
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Wir merken noch an, daBl die Korandhomomorphismen der

3 a5 _a+1
Komplexe C (U,G) Garbenhomomorphismen Cy.g @ Cy. g indu-
. 9 ?

zieren.

Lemma 6.2 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raums.
4
Dann bilden die Garben CM G der Alexander-Spanier-Koketten
9

eine welke Aufldsung der konstanten Garbe GM' Ist
0

J QM s'ﬁM G der kanonische Homomorphismus, so ist also
v ,G

die Garbensequensz

0 = QM = M,G = CM,G = CM,G = CM,G S .ee

exakt.

Bewels : Wir milissen nur noch zeigen, daBl die Garbensequenz
exakt ist. Ist U € M offen, semialgebraisch und zusammen-
hingend und g € GM(U) = G, so ist j(g) die durch g defi%
nierte auf U konstante Abbildung. Offensichtlich ist j
injektiv. Sei nun ¥ € CO(U,G) = ﬁo(U,G), und das Bild von
X unter & sei O. Dann gibt es eine Uberdeckung {Ui}iEI,
von U, so daB fiir alle u,v € U, , 1¢€1I, ¥(u) - x(v) =0
ist. Bei u € U beliebig gewdhlt. Die Menge U(x,u) :=

{v €U | X(u) = x(v)} ist eine Vereinigung von Mengen

U, dér.ﬂbgpaeckung,»also}offen undVsemialgebraischf<U(x,u)
ist abef{audh abgegchlossen,{damU eine»endliche disjunkte
Vereinigung(von Mengen dieses Typs ist.‘Da U Zusammen—

hingend ist, ist deshalb U = U(¥%,u). Also ist ¥ konstant

und liegt im Bild von j.
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Sei nun @ 2 1 und X € ¢4(v,6) gegeben. Die Klasse [x]

¢ TY(U,G) werde auf O abgebildet. Es gibt eine Uber-

deckung {U-}~- von U, so daf 6% € Cq+1(U,G)‘auf U ui+e
, iJiel : . i€ 1

verschwindet. Wir definieren Koketten YiGquq(Ui,G) mit

6Yi = XIUi‘ Dann ist Ex]lUi = 5(E?i]), damit ist EX] im
=] q '

Bild von QM,G -» CM,G und die Behauptung ist gezeigt.

Wir wghlen Punkte y. € U; und setzen

Yi(xo,...,xq_q) 1= x(yi,xo,...,xqmq) fir (xo,...,xq_q) €

Qe e . g+1
Un Dann ist fur alle (XO,...,xq) € Uz

3 k
kio(uq) V(g sByrensxy) =

q
= kEO (—1>k X(yi’xo"'e’ﬁk’."xq) = X(XO,.-mﬁxq).

Das letzte Gleichheitszeichen ist richtig, da 9% auf

6Yi(XO,.T.,Xq) =

U%+2 verschwindet O

Wir wollen nun kurz die Kohomologie welker Garben aufl

einem beliebigen semialgebraischen Raum untersuchen.

Satz 6.3 : Sei M ein semialgebraischer Raum und

0 -»m S m g M*: -» O eine kurze exakte Folge abelscher
Garben auf M. M sei welk. Dann ist fﬁr jede offene semi-

algebraische Teilmenge U von M die Folge

0 = (W) v Bar (v) 50
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nur zu zeigen, daB M(U) = MW" (U) surjektiv ist. Sei

s € M (U)., ¥ sei das Pragarbenbild von M unter ¢,d.n.
BIM(V) = Im(M(V) - W (V)). &M ist eine separierte Pri-
garbe, deshalb ist schon (@@D+ die zu ihr assoziierte Gar-
be. Nach Voraussetzung ist (SM)+ = " .. Es gibt deshalb

Uberdeckungen {Ui} von U mit folgender Eigenschaft:

i=1,..40
Es gibt Schnitte t, € M(U,) mit #(t,) = slU;, 1 <1 <n.
Da alle Uberdeckungen endlich sind, gibt es in der Menge
dieser Uberdeckungen ein Element kleinster ILinge. Wir
miissen zeigen, daB dieses minimale Element die nur aus U
selbst bestehende Uberdeckung von U ist. Sei dazu
{Ui}i=%,...;h eine Uberdeckung von U und seien s € W(Ui)
Schnitte mit 9(t;) = s|U,. Es ist -S(t;IlU;IF‘ii;TUi - t;lun uy)

= 0, 1 €1 € n. Nach Voraussetzung gibt es Schnitte

2 TR ‘ jL; 5 il = - V !
r; €W (UzAU Imit o(r;) t, 0N U - 6,00, DU Dam
welk ist, 1aRt sich r; zu einem Schnitt q; iber Ui fort-
setzen. Wir nehmen nun an, dal n > 1 ist. Da

ti + a(qi) | Uqﬂ Ui = t, | Uqﬂ Ui ist, gibt es Schnitte

P ) . o 2 j% / Py | ! =
ti von m'uber Vi = U, U U, mit tiJUﬂ t, und tilUi Ty

+ a(qi), 2 < i < n. Offenbar ist G(ti) = slVi. Die Uber-

deckung {Vi} besteht nur noch aus n~1 Mengen. Das mini-

male Element kann deshalb nur aus U selbst bestehenlif
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Korollar 6.4 : Sei M ein semialgebraischer Raum und

0 =M 3 ﬂ;g " » O eine exakte Folge abelscher Garben
auf M.

Sind M' und M welk, so ist auch W' welk.

Beweis : Sei U € M offen und semialgebraisch,undé%éé:,

s € M (U). Nach Satz 6.3 gibt es ein t € MU) mit 8(t) = s.
Da M welk ist, 1&B8t sich t zu einem Schnitt r € I(11)
fortsetzen. Dann ist #(r) € M (M) und s = 8(r)|U. Also

ist MW" welk O

Satz 6.5 : Sei M ein semialgebraischer Raum und

PRI - B

eine exakte Folge welker abelscher Garben auf M. Dann ist
fiir jede offene seﬁialgebraisdhe Teilmenge U von M die
Folge.

0 » W) » @ (V) » BPU) » W) » ...

exakt.

RBeweis.: Seil m? der Kern des Garbenhomomorphismus
ﬂp»g mPf“ . Da o0 4'mP - 9P a%@?%q » O fir allep 20
exakt\undrmp‘= O ist, folgt induktiv mit Korollar 6.4,
dag RP fiir alle p = 0 welk. ist. Nacb Satz‘675 is£ des=
ﬁalb 0 % ?P(U) = 9P (U) ai§?+q(U) = 0 exakt, was zu

zeigen war U
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s

Um aus Satz 6.5 eine wichtige Folgerung ziehen zu koOnnen,
bendtigen wir

Temma 6.6 : Sei M ein semialgebraischer Raum, U eine of-

féne semialgebraische Teilmenge von M und § eine Garbe
auf M. j : U » M sei.@ie Inklusion.
Dann sind die Homomorphismen

Hom (Zy,8) ~» 301

Sy e () 1= (1,00.,1) € 1 Z
o m (1)
0
und
Hom(j!ZU,E) = 3(U)

Yo wy(1) 1= (1,...,1) € 12
- ™ (1)

Isomorphismen.

Beweis : Die erste Aussage ist trivial. Die zweite Aus-
sage ist richtig, da j* der zufg‘ linksadjungierte Funk-
tor ist, d.h. die Abbildung

Hom(J,2y,8) » Hom(Zy,Sfgh ¥ » ¥[U

ist ein Isomorphismus. Dies folgt leicht aus der Definition

von Jj, wie im Fall gewShnlicher topologischer R&ume O
Ebenfalls wohlbekannt im Fall topologischer Riume ist

Lemma 6.7 : Sei M ein semialgebraischer Raum. Dann ist

jede injektive abelsche Garbe auf M welk.

Beweis : Sei i} gine njektive abelsche Garbe auf M und
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U € M offen und semialgebraisch. j: U=»Mund i : M =-U » M

seien die Inklusionen. Nach Satz 4.3 haben wir eine
exakte Sequenz

0 = j!ZU - ZM - i*ZVeU =0 .
Da M injektiv ist, ist dann die Sequenz

O - Hom(iuZ

M'_U,QR) = Hom(ZM,fm) > Hom(j!ZU,m) e

exakt.”iﬁdererseits ist das Diagramm

X Hom(ZM,mD S Hom(j!Zt,MD ¥
x(1) o) — W) 2(1)

kommutativ, und die vertikalen Pfeile sind Isomorphismen

(Lemma 6.6)., M ist also welk O

Wir konnen nun aus Satz 6.5 eine wichtige Folgerung zie-

hen.

Korollar 6.8 : M seil ein semialgebraischer Raum. Dann

ist jede welke Garbe M auf M azyklisch,d.h. HL(M, M) = 0

fur alle g > 0 .
Beweis : Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 6.5,
Iemma 6.7 undvder Definition der Kohomologiegruppen U

Da man allgemein zur Bestimmung der Kohomologie mit

.
Koeffizienten in einer abelschen Garbe § azyklische Auf-
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16sungen verwenden kann (vgl. [T] I.3.5; [GR]), folgt ins-
besondere, daB wir die Kohomologie mit welken Auflosungen
berechnen konnen.

Ist M ein affiner semialgebraischer Raum, S0 wird nach
Lemma 6.2 durch die Garben ﬁﬁ,G der Alexander-Spanier-
Koketten eine welke Aufldsung der konstanten Garbe GM

gegeben. Wir erhalten also

Theorem 6.9 : Sei M ein affiner semialgebraischer Raum.

Dann ist die Grothendieck-Kohomologie von I mit Koeffizien-
teén in einer konstanten Garbe GM gleich der Alexander-
Spanier-Kohomologie von 11 mit Koeffizienten in G, d.h.

fiir alle q & O.

Wir verwenden im folgenden die Terminologie des Buches
von Spanier ([S]).

Fiir spitere Anwendungen sollen auch noch die relativen
Kohomologiegruppen erklart werdenﬂ

M sei‘wie immer eipraffiner semiglgebraischer Raum und A
eine semialgebraische Teilmenge ¥on I.

Wir haben‘einen‘kanonischen und offenbar surjektiven
Homomorphismus von Kokettenkomplexen G*(M,G)‘a ﬁ*(A,G),
der duych die Restriktion gegeben ist. Den Kern

5*(M,A,G) dieses Homomorphismus bezeichnen wir als den
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Komplex der relativen Alexander-Spanier-Koketten von I V

mod A mit Koeffizgienten in G, seine Kohomologiegruppen

T4(M,A,G) als die relative Kohomologie von M mod A.

T "
Ist G (11,A,G) der Unterkokettenkomplex von C (M,G) der

Funktionen, die lokal auf A verschwinden, so ist

%

Sei B &€ N ein weiteres Paar affiner semialgebraischer
Riume (,d.h., B ist eine semialgebraische Teilmenge von N)
und £ : (M,A) - (N,B) eine semialgebraische Abbildung
(,d.h., f ist eine semialgebraische Abbildung M -» N mit
f(A) & B). f induziert einen kanonischen Homomorphismus
- —# c - .

¢ (N,B,G) » T (1M,A,G) und damit Homomorphismen

;%(M,A,G) in der Kohomologie. All diese

Homomorphismen sind in G funktoriell.

Zu jedem Paar A & M, erh#lt man, funktoriell in (M,4),
eine lange exaktbte Sequenz

s T, A,G) - TOM,E) - B3(4,6) - BT M,A,0) - ...

Derselbe Beweis wie in [S] (6.4.4) liefert

Satz 6.10 : 8ei U eine semialgebraische Teilmenge von

A € M. U habe eine offene semialgebraische Umgebung W in

M, deren AbschluB W im Innern Int, A von A enthalten ist.

M

Dann induziert die Inklusion i: (M=U,A-U) = (M,4) einen
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e e .
Isomorphismus E*(M,A,G) » C (M-U,A-U,G). Insbesondere ist

s « % __ 7 o R
fiir alle @ £0 i : HY(M-U,A-U,Q) - Hq(M’A’@ ein Isomor.

phismus.

Man kann in der Alexander-Spanier-Kochomologie also aus-
schneiden. Im ndchsten Abschnitt werden wir das Homotopie-
axiom beweisen. Die Alexander-Spanier-Kohomologie ist
demnach eine "thomologietheorie" auf der Kategorie der

Paare dffiner semialgebraischer Riume.

Wir wollen nun die relativen Kohomologiegruppen noch etwas
anders beschreiben.

Sei A eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge eines

affinen semialgebraischen Raums M. i : A » M und

j: M - A > M seien die Inklusionen. Dann ist i%ﬁM = GA
. . . .. W . .

und der Adjunktionsmorphismus Gy = izl Gy = 1,G, ist

surjektiv. Der Kern Gy 4 von Gy = 1xG, ist j!GﬁiA, die

durch O fortgesetzte konstante Garbe GM_A (Satz 4.3).

Es ist Gy ,(V) = i G , wobel ﬂO(V,AﬁV) die Menge der
JANYY

WO(E,AHV)
Komponenten von V ist, die A nicht treffen.

Wir erhalten égi, olgend e~ von Garben, in dem
alle Rechtecke kommutieren.(Die Koeffizientengruppe G

lassen wir bel unseren Bezeichnungen ; jetzt meist weg).



@) o) @)
0 — GM,AT“*_—$ EM «————a:iEQA-m-Q 0
0 ] '—O -(-}-O) . '(—}-O 0
T G Oy — 1,8 —
N
O Lo
O —> cM,Aéf“_—9 QM —_— TECA~—*6»O
_a ' aq a

CM,A sel dabei als Kern von @ﬁ -5 i*ﬁg'definiert. (Die oben

definierte Gruppe Eq(M,A,G) ist die Gruppe der globalen

Schnitte von CM.é}'

Dann sind alle“iéilen exakt, ebenso die mittlere und die
rechte Spalte (Lemma 6.2, Satz 4.3). Hieraus fblgt, daR

auch die linke Spalte exakt ist.(Ist A in If nicht abge-

schlossen, so wissen wir i.a. nicht, ob Gy = 1sG, surjek-

tiv und die rechte Spalte exakt ist. Nur dann ist aber

" die linke Spalte eine Aufldsung.)

Hilfssatz : CM A ist azyklisch.
9
Bewelis : Die | Zeilen des Diagramms sind exakt. Wir erhalten

deshalb eineilange exakte Kohomologiesequenz,

; . 4 X 1 —,g |

0 »TUM,4) 5T »TYA) » E'(LT, ) » B LT » ...
?
el ol ' 4
Il--’] I . n e n I b
e s B(M,1,8,) s H (M,CM,A) 5 H (M,C») S oee
v a

Da TU(M) = TY(A) surjektiv ist und sowonl Cy als auch

-4 ;
i*CA welk ist, folgt die Behauptung O
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Wir erhalten folgende Verallgemeinerung von Theorem 6.9

Theorem 6.11 : ©Sei A eine abgeschlossene semialgebraische

Teilmenge des affinen semialgebraischen Raums M. Dann ist

die GrothendiéckuKohomologie Hq(M,GM A) gleich der rela-
2

tiven Alexander-Spanier-Kohomologie ﬁq(M,A,G) (fir alle

q £0).

Seien nun M und N beliebige semialgebraische Riume und
f : M =2 N eine semialgebraische Abbildung. G sei eine
abelsche Garbe auf N. Die Leraysche Spektralsequenz zu
£ ([T) 1.3.7.6; [A] 11.4.11)

29 = BP(W,RAp, (£74) = EP*Y - #PYAGn,r )

liefert die in G fﬁnktoriellen Eckenmorphismen
HP(N,f*f*Q) - HP(M,f*Q). Der Adjunktionsmorphismus

G @dg*f*q induziert funktorielle Homomorphismen
HP(W,G) - HP(N,f*fﬁQ). Durch Komposition erhalten wir

, *
die Homomorphismen HP(N,G) = HP(M,f G)

Seien A € M und B € N wieder Paare affiner semialgebrai-
scher Riume. A und B seien abgeschlossen in M bzw. N.

f : (M,A) =» (N,B) sel eine semialgebraische Abbildung.

e T T s PR . . . - _
éwGN,Bw_%SE,,ﬁEQ.:ZET . FPrégarbe f GN,B assoziierte Gar

be-(vgl. § 4). Ist U € M offen, semialgebraisch und zu-

samménhéngend, so ist f‘GN B(U) = G, falls eine Umgebung
, s ,B :

V von f(U) in N existiert mit V N B = ¢, sonst ist
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f'GN,B(U) = 0. Insbesondere ist fiir U N A # & auch £(U) N B

£ g und damit £*Gy 5(U) = 0.

Wir erhalten deshalb einen Garbenhomomorphismus

f*GN B = Gy o der Homomorphismen HP(M,f*GN B) % HP(M,GM A)
> ) R >

induziert.

Die Hombmorphismen o TP (N,B,G) -» BP(M,A,G) ergeben sich

nun;xauch folgendermallen :

B (W, Gy ) - HP(M,f*GN’B) -+ BP(, Gy )

Un dies einzusehen, muR man sich die explizite Gestalt der

Eckenmorphismen in

i) der Lerayschen Spektralsequenz zu f,

ii) der Spektralsequenz, die die Alexander-Spanier-Kohomo-
logie ﬁq(M,A,G) mit der Grothendieck-Kochomologie
Hq(M,GM’A) verkniipft,

verschaffen (man vgl._[G], II, 4.5 - 4.7, 4.17).

Da ich diese Interpretation der Morphismen f* nicht weiter

bendtige, flihre ich dies nicht ndher aus.

SchlieBlich sei noch angemerkt, daB wir die Alexander-
Spanier-Kohomologie auf diesselbe Weise auch fiir nicht-
affine semialgebraische Riume M hitten definieren konnen.

Allerdings wissen wir, in-diesem Fall nicht, ob Cy . eine
. . . . R e 9

Garbe auf M ist, d.h., wir konnen i”iéieﬁgtﬁén@iéck_KOhomo_

logie mit Koeffizienten in einer konstanten Garbe nicht so
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einfach als Alexander-Spanier-Kohomologie interpretierén.
Die Alexander-Spanizer-Kohomologie dient uns als wesentli-
ches Hilfsmittel beim Beweis der Homotopieinvarianz der
Kohomologie im nachsten Abschnitt. Dieser gelingt uns auch
nur im affinen Fall. Ich habe mich deshalb bei der Definit-

ion auf affine semialgebraische Riaume beéeschrinkt.

Beim Beweis des Homotopieaxioms benotigen wir eine weitere
Interpretation der relativen Konomologiegruppen |
ﬁq(M,A,G) eines Paares A € M affiner semialgebraischer
Riume. Wir betrachten Paare (U,U') , wobei U = {Ui}iel
eine Uberdeckung von M in der semialgebraischen Topologie
und U' = {Ui}iEJ , Jd € I, eine Teilfamilie von U ist, die
A iiberdeckt (,d.h., es #st A & ‘%J Ui). So ein gaéii(ﬁ;u')
i
heiBe eine Uberdeckung von (M,A). M(U) sei der abstrakte
simpliziale Komplex (§ 2 , [S] 3%.1), dessen Ecken die
Punkte von M und dessen Simplizes alle endlichen Teilmen-
gen von M, die in einer lMenge Ui’der Uberdeckung U enthal-
ten sin@, sinﬁ. A(U') sei der abstrakte simpliziale
Komplex,tdessan Ecken die Pgnkﬁngqn A und dessen Simpli-
zes dielin eine;”Menge von Ut itegenden endlichen Teil-
mengen von A sind. ACU') ist offenbar ein Unterkomplex von
M(W).

Ce (U) und G (U') seien die zu M(U) bzw. A(U') gehdrenden
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geordneten Kettenkomplexe, d.h., Cq(u) bzw. Cé(u') sei die
von den geordpeten q—Simplizesyerzeugte freie abelsche
Gruppe ([S8], 4.3).

c¥(u,U') sei der zu dem Paar (C*(u)sé#(u')) gendrende
Kokettenkomplex mit Koeffizienten in G, d.h.

c%(u,ur) = { x € Bom(c (1),6) | x | o4 =0} .

Ist (8,8') eine Verfeinerung von (U,U'), d.nh., ist B eine
Verfeinerung von U im {iblichen Sinn und Jjede llenge aus

%' in einer von U' enthalten, so erhalten wif durch
Restriktion eine Kokettemabbildung C (U,U4') = ¢*(8,3').

Die Kokettenkomplexe C*(u,u'j bilden, wenn (U,U') die Uber-
deckungen von (M,A) durchlduft, ein induktives Systemn,

dessen induktiver Limes wieder ein Kokettenkomplex ist.

o0, 0 e & = fdier 9
Ist x € ¢ci(u,ur), U = Ui 1€T" ur = Ui i€ J &I, so
ist X insbesondere eine Abbildung U U%+q = G, die wir
i€l
durch O auf ganz M zu einer Alexander=Span1er—Kokette

x' € ¢4(M) fortsetzen kénnen. Da X' [ gJ(ﬁ n v, )q+1_ O ist, 1st
, | i

%' sogar ein Element in C;(M,A).

Sei umgekehrt Y € Cq(M,A). ¥ verschwindet lokal auf A. Da

die semialgebraische Topologie auf A durch die auf I

induziert wird (Theorem 2.8), gibt es eine Uberdeckung

von A durch offene semialgebraische Teilmengen Ui’ i€ d,
q+1 q+1. -

von I, so daB ¥ | (YU, dna =0 ist. Sei
i€d
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u = { M, U;, ied } und U' = {‘Ui’ i€ed } . Dann definiert
¥ ein Element ¥' von cl(uun).

Wir erhalten auf diese Weise flir alle q # 0 einen Homo-

morphismus

T

e o: ¢%(M,A) - 1im  cQu,u) .
u (u,ur)
Diese Homomorphismen vertauschen mit den Korandabbildungen.

Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen ( man vgl. auch

[s] 6.5.1 )

Lemma 6.711 : ¢ induziert einen Isomorphismus von Koketten-

komplexen

C*(M,A,G)/

F: T (M,4,G) =

b :
¢ (M,6)

“Diefer ist in-

Da der Kohomologiefunktor auf der Kategorie der Koketten-
komplexe mit induktiven Limites vertauscht ([S] 4.1.7),

erhalten wir

Korollar 6.12 : ? induziert fir alle q 2 0 in G funktoriel-

le Isomorphismen

i s 3%
md(,4,6) 5  1im  HY(C (U,U9,6) .
TR D



§ 7 Das Homotopieaxiom

ﬁir'betracpten Qggge“a;fige?“§e§§§}ge§raischer Réumg und
werden zeigen, daB, wie in der klassischen Kohomologie-
ben Homomorphismen in der_Kanmolagie inﬂuziereﬁ‘ Dexr
Beweisgang ist dem_in_fsl?ﬁG,ﬁ, Ghnlich. Allerdings kénnen
alle dort vorkommenden, auf der Kompaktheit dés Einheits-
inte;valls beruhenden Schliisse nicht verwendet werden.
Epensc k8nnen wir, wenn der reel;-abgeschlossene Grund-
kérper R nicht archimedisch ist, das Einheitsintervall
durch baryzentrische Unterteilung nicht in beliebig kleine
Teile zerlegen. Unsere Argumente sind deshalb "weniger
linear”,'sie beruhen auf einer‘sorgf§1tigen Untersuchung
der Nullstellen eines Systems YonyPolygomen. Die Beweise
gestalten sich dadurch komplizierter als im klassischen
Fall.

Wir betrachten in diesem Abschnitt mur Kohomologie mit
Koeffizienten in einer festen abelschen Gruppe & und

werden G inﬁuhseren:Bezeichnungen haufig weglassen.

S S

Seien A s'ﬂ“ﬂnd B < h zwgi ngréHgﬁfinepwﬁgm}a;ggyyg;saher

R8ume,und f : (M;A) > (N,@)“sei eine semialgebraische

Abbildung. Wie.im!ééiwbemérkti induziert f einen Homo-

morphismus £' : 5*(N;B,G) a’E*(H,A,G) von Koketténkom-
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plexen und damit fiir alle q = O Homomorphismen

% 74(W,B,6) » BYM,4,6) .

Definition 1

i) Zwei semialgebraische Abbildungen 5 und f, von
(M,A) nach (N,B) heiBen (semialgebraisch) homotop,

- wWenn es eine semialgebraische Abbildung

E: (0 x[0,7], 4 x [0,7]) » (N,B) mit £ (x) =

H(x,0) und fq(x) = H(x,1) flir alle x € M gibt.

ii) (M,A) und (N,B) heiBen (semialgebraisch) homotopie~
dquivalent, wenn es semialgebraische Abbildungen
£f: (M,A) » (N,B) und g : (N,B) =» (M,4) gibt, so daB
feg und g-f homotop zur Identitdt sind.

iii) Ein semialgebraischer Raum, der homotopieiquivalent

zu einem Punkt ist, heiBt zusammenziehbar.

Theorem 7.1 :

semialgebraisc 'ﬁﬁﬁé:‘fo}undfﬁqzseienn

s T - - S — “""»\‘;‘:\ s Fo

gebfaische Abbildungen von (M,A) nach (N,B).
Dann induzieren fo und f,l f{ir alle p 2 O denselben Homo~
morphismus in der Kohomologie

i

£y = £; : BP(N,B,6) » BP(M,4,6) .

;Offenbar geniigt es, Theorem 7.1 fiir den Spezialfall
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fO = io und fq = i1 zu beweisen, wobeil io, i,l die folgen-
den Abbildungen (M,A) » (M ¥ [0,1), & % [0,1]) sind

lO(X> ' = (X,O> ) l/I(X> ¢ = (X,q) -

I bezeichne immer das Einheitsintervall [0,1] in R .

Zum Bewels von Theorem 7.1 geniligt es, folgenden Satz zu

zeigen.

Satz 7.2 : Sei (U,U') eine Uberdeckung von (M:x I, A X I).

Dann gibt es eine Uberdeckung (8,8') von (M,A) mit folgen-

den Eigenschaften |

i) Zu jedem V € 8 gibt es U_, U, € U mit io(V) € U, und
iq(v) €U, .

ii) Zu jedem V' € B' gibt es Ul, Uj € U' mit io(V') S
und iq(V'> = U% .

iii) io und i,i induzieren kettenhomotope Kettenabbildungen

2 (G (1), G, (U)).

Wir erhalten Theorem 7.1 wie folgt ausVSaEZE7?%j}

Es ist

i

BP(M % I, A x I,6) ~ lim HP(C;;/(U,U!))
(u,u') Uberdeckung
von (M X I, A %X I)

und

P (M,4,G) - lim 'HP(C_;(,QXE'))
(R,%') Uberdeckung
von (M,A)

(Korollar 6.12) .
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io und i,| induzieren nach Satz 7.2 kokettenhomotope Abbil-
dungen C*(u,u’) = C*(m,ﬁ') und damit diesselben Abbildun=-
gen HP(C*(u,H')) - HP(C*(%,%')). Es folgt, daB

i7 = j_jr : EP(M X I,A X I,G’) - EP(M3A7G) L

Im Beweis von Satz 7.2 beniitzen wir die am Ende von § 5bein~
gefiihrten Bezeichnungen etwas allgemeiner

Iét N eine Menge und & eine endliche Uberdeckung von N
durch beliebige Teilmengen, so sei N(#®) der abstrakte
simpliziale Komplex, dessen Ecken die Elemente von N und
dessen Simplizes die endlichen Teilméngen von N sind, die
in einer Menge der Uberdeckung B enthalten sind. C u()
sei der zu N(®) éehérende geordnete Kettenkomplex.

Zur Unterscheldung bezeichnen wir im Beweis von Satz 7.2
endliche Uberdeckungen durch beliebige Teilmengen einfach
als Uberdeckungen, ﬁberdeckungen in der semialgebraischen
prologie, d.h.{ﬁberdeckungen eines semialgebraischen
Raums durch endlich viele offene semialgebraische Teil-

mengen, nennen wir offene Uberdeckungen.

Beweis von Satz /.2
Ohne Einschrénkung kénnen wir annehmen, dafl M einePGSFﬁfégk“

. s e e a o n . ‘ .
" te_semialgebraische Teilmenge von R ist..Dann ist

MXI:{(X,t)ERﬂ?R:Rn“IXEM,gtgﬂ}.
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. 1 n . coas
w: B LR v?;(Xq’°°-vXn+4) " (Xq,.e.,Xn) sei die
Projektion auf die ersten n Koordinaten.

Wir benotigen den entscheidenden

Hilfssatz 1 : Es gibt eine offene Uberdeckung (B,8') von

(M,A) , B = {Vi}i=4,...,m’ und Uberdeckungen 8, =

{Vij}j=1,a..,m. von Vi X I mit folgenden Eigenschaften

i) TT(ViJ') = Vi fur j = /I’ o a0 9 mi L]

J )
ii) Fir 1 <€ <m,; ist (kizvik) N Vij+ﬂ = Vij N Vij+4

111) m(V; 5 0 Vi p=7; fir 1 <3 <my .

iv) Ist V. NV, £, 50 gilt entweder a? oder b)
a) Fir jedes j = 1,..., m; gibt es ein j', 1 < J' <m

@

. , ]
mit Vij n o (Viﬂ Vi,) c Vi'j'

b) Fir jedes j' = Tyeee .y gibt es ein j, 1 < J <m

. .=
mit V., am (Viﬂ Vi,ﬁAs V.. .

3! g
v) Uy X {O} < Vi{ o Vg X {1} = Viﬁi .
vi) Ist vy € 8', so liegt jede Menge Vij;_
giner Menge von U'. Alle lMengen Vij’
1l§ J ngi, sind in einer Menge der offenen Uberdek-

kung U enthalten.

Bevor wir Hilfséatz 1 bewelgen, wollen wir sehen, wie aus
ihm Satz 7.2 folgt

i) und ii) folgen unmittelbar aus Hilfssatz 1, v}, vi) .
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G sei die Kategorie, deren Objekte die abstrakten

simplizialen Unterkomplexe von M(#8) und deren Morphismen

die Inklusionen sind.

Wir definieren zwel Funktoren G, G' auf C .

1)

2)

G : Jedem Unterkomplex K von M(%) ordnen wir den zuge-

horigen geordneten Kettenkomplex als G(K) zu.

G' : Zu jedem g-Simplex s = {So""’sq} von M(B) wéﬁlen
wir einen Index i(s), 1€ i(s) €m, mit s & Vi(s) . Ist
s schon ein Simplex von A(B'), so wdhlen wir den Index

i(s) so, daB Vi(s) € B8' ist. U(s) sei die aus folgenden
semialgebraischen Mengen bestehende Uberdeckung &on

s X I

(s xI) N Vi(s)j , 1 <3 é:mi(s) .

Zu jedem Unterkomplex K von M(%) bilden wir den folgen-
den simplizialen Untérkomplex K' von M x I (U) :

K' = U s x I(U(s)) .

s€K
Die Eckenmenge E(K') ist U s X I , die Simplizes
s Simplex
von K

von K' sind die endlichen Teilmengen von M X I, die fiir
einen Simplex s von K in einer Menge der Uberdeckung
U(s) enthalten sind.

G'(K) sei der geordnete Kettenkomplex von XK' .

Da die geordneten Kettenkomplexe abstrakter simplizialer

Komplexe in natiirlicher Weise augmentiert sind, sind G
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und G' kovariante Funktoren von C in die Kategorie der
augmentierten Kettenkomplexe.

Wir merken an, daB G(A(ZB')) & G(M(®B)) und G'(A(R')) =
G'(M(®8)) nach Konstrﬁktion Paare von Unterkettenkomplexen
von C%(u') = C*(u) sind (Hilfésatz 1 vi)). AuBerdem ist
nach Definition G(A(®B')) = CL(8') und GQM(B)) = C,(B).

s sei ein Simplex von M(®). Mit s bezeichnen wir den
kleinsten simplizialen Unterkomplex von M(®), der s als
Simplex enth&lt. s ist das System der nichtleeren Teilmen-
gen von s.

m = {/E | s Simplex von M(B) } sei die Menge all dieser
Unterkomplexe. ﬁann ist G, d.h. Jjede Komponente Gq, q 20,
von G frei mit Modellen M. Als Basiselemente von Gq kann
man nimlich die Tu?el (to,...,tq)46 Gq(E), {to,...,tq} = 8
{so,...,sr} , 8 Simplex von M(®8), wdhlen. Der Funktor G'
ist azyklisch auf C mit Modellen M,d.h., fir alle s € M
hat der zu G’(E)rgehﬁrende reduzierte Kettenkomplex ver-
schwindendeaHquidgief Dies folgt aus Hilfssatz 3, den wir
welter unten beweisen.

io und ii induzieren die folgenden Kettenabbildungen

Lo gt (Ge(B), GL(BTY) = (Cu(W),CE(H1)) -
Fiir einen geordneten g-Simplex (so,...,sq) € Cq(%) ist

io*((so,...,sq)) = ((so,o),...,(sq,o)) und
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iﬂ*((so"°"sq)) = ((so,ﬂ),...,(sq,ﬂ)).

Aus Hilfssatz 1 vi) und der Definition von G' foélgt, daB
fiir alle Unterkomplexe K von M(%) io*'und iq* dén Unter-
kettenkomplex G(K) von C (%) nach G'(K) abbilden. Genauer:

Durch io* und ia werden funktorielle Kettenabbildungen

3#
von G nach G' gegeben. Diese erhalten trivialerweise die
Augmentation. Da G frei und G' azyklisch ist, gibt es
deshalb eine natiirliche Kettenhomotopie D von i _, nach i,,
([8] 4.3.3). Fiir jeden simplizialen Unterkomplex K von

M(®) erhalten wir ein kommutatives Diagramm :

D(M(®))
C,(3) = G(1(®))- > G'(M(®)) = C (W)

u Ul
D(K)

6(k) 5 6(K)

D(K) = DOM(®B))|G(K) ist eine Kettenhomotopie von io*[G(K)
nach iq*lG(K). Fir K = A(R®') erhalten wir speziell (mit der

Abkiirzung D = D(M(R))) :

D
Cy(2) — ' (M(B)) < C, (W)
Ul D Ut v
Ca(B') > G'(A(8')) = ¢ (U")

Durch D wird also eine Kettenhomotopie zwischen io* und

ige @ (Cu(®), CR(B)) = (G, Ca(lir)) gegeben,und Satz

9.2 ist bis auf die Hilfssitze bewilesen.
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Hilfssatz 2 : Sel V. eine Menge der Uberdeckung % aus

Hilfssatz 1 und Y eine nichtleere Teilmenge von Vi .

B, = {Vij}j=1,...,mi sei die Uberdeckung von V. x I aus
Hilfssatz 1. UY sei die Uberdeckung min (Y % I) =

{Vijﬁ (Y % I)}j=4 o, von T x I.

9% @& 9

Dann ist der zugiiéiﬁ@» gehbrende reduzierte Ketten-

W

komplex azyklisch.
Beweis : Wir setzen fir 1 £ J <m. W. := V..N V.. .
i 7] iJ ij+1
, , J
Nach Eigenschaft ii), Hilfssatz 1, ist Wj = (U Vij) n
k=1

') . L. sei der abstrakte simpliziale Komplex der end-

ij+1 © g

lichen Teilmengen von Wjﬁ (Y x 1), Kj der der endlichen
Teilmengen von Vij N (Y x I). Da ﬁ(wj) = givist (Hilfssatz
1 iii)), ist Lj fir jedes j = 1,...,m:~71 nicht leer.

Ist e € Vij N (¥ xI), d.h., ist e eine Ecke von Kj’ so
ist der von & und Kj erzeugte abstrakte simpliziale Kom~
plex e'N'K:j (vgl. ES] p. 109) gleich Kj' Gleiches gilt fir
be € Wj N (Y X I) und Lj' Deshalb sind die zu Kj und Lj
gehdrenden reduzierten geordneten Kettenkomplexe 5*(Kj)
und quLj> azyklisch ([S] 4,536)7 Setze N, = 6 K, . Dann

o J o x=1

ist Nj+1 = Nj U Kj+1 ; und.aufgrund von Hilfssatz 1 ii) ist

= K.N K,
J

N. NK,
J J+ J+1

541 éMLj . Da'Lj>nic§t 1eer ist?’folgt
mit der reduzierten Mayer-Vietoris-~Sequenz (ES] 4.6) durch’

Induktion, daB der zu Nj»gehérende reduzierte geordnete
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Kettenkomplex QéNj) fiir alle j azyklisch ist. Aber es ist

Nmi =Y X I(UY) g

Hilfssatz 3 : Die Tellmengen Yq’---,Yq von M seien in Y

.y g = 1yee., q, sei in

enthalten. Es sei ¥ = Y1 27 . YJ

der Menge Vi(j) der Uberdeckung % aus Hilfssatz 1 enthal-
ten. i sei die Uberdeckung (ij I)nN mi(j) (%i(j) aus
A q .
Hilfssatz 1) und XK der simpliziale Komplex U Yj X I(uj).
J=1

Dann ist der zu K gehdrende reduzierte geordnete Ketten-

xomplex € (K) azyklisch.

Beweis : Wir fihren ihn durch Induktion nach q. Der Fall

- q = 1 ist in Hilfssatz 2 behandelt. Sei nun g > 1 und

q-1 »
Kt := U Yj ® I(uj). Nach Induktionsvoraussetzung ist
J="1
5*(K') azyklisch. Ist Yq = ¢, so ist nichts zu zeigen.
Sei also Y # ¢. Setze L = K' n(qu I(uq». Dann ist
q-1 n . . I
L= U 1.0 Yq(ﬁ%), Wobel,ﬂ% entweder gleich Uj n o (Yj

s J

J=1 , ‘
n Yq) oder gleich uq n hrﬂ(an Yq) ist. Dies folgt aus
Hilfssatz 1 iv). Auf Yqﬁ Yq, cees Yqﬂqﬁ Yﬁnund L 18Bt sich

dann wieder die Induktionsvoraussetzung anwenden, deh.,
¢,(1) ist azykliscn. Da K = K' U(qu I(uqq)ist, erhalten
wir mit der reduzierten Mayer-Vietoris-~Seguenz die

Behauptung O
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Beweis von Hilfssatz 1

Die Uberdeckung U = {Ui}iEI sel mit Hilfe der Polynome
Pﬁ, ses Pr € REXﬁ,...,Xh,T] definiert,d.h., jede Menge
Ui sel eine endlicheéVereinigung von Mepgensder Gestalt

{x € 2" | B(x) =0, B, (%) >0, § =1, ... , 5 }. Aus
dJ
Theorem %.% schlieBen wir, daR wir nach Ubergang zu einer

Verfeinerung und Hinzunahme weiterer Polynome dariiber-
hinaus annehmen kénnen, daB Jede Mepge Ui sich in der
Form { x €M XTI | Plj("x:) >0, J =1, vee , S }é‘chreiben
1aBt.

Wir wghlen eine Zerlegung M = i%& %i von M in endlich
viele disjunkte semialgebraische Teilmengen und semial-
gebraische Funktionen Ei auf Bi 1 i s:ri) mit den in
Lemna 2.5 angefliihrten Eigenschaften, wobei wir C,I = 0,

02 = 71 und NJ = J setzen. Wir verwenden die dort’gebrauch—
ten Bezeichnungen. Nach Lemma 2.5 iii) gilt filir jedes der
arithmetischen Mittel gi 0 < Ei(x) € 1 entweder fiir alle
x € Bi oder fir kein x € Bi‘ Seien

T Iy
die zwischen O und ‘1 liegenden Funktionen gé . Nach Umbe-
nennen diirfen wir zur Vereinfachung annehmeh, daB 1i = 1

ist. Offenbar muBl in unserer Situation dann gﬁ = 0 und

5; 2 1 gein (fir alle i € I). Da M eine beschrinkte Teil-
i
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menge von RM ist, folgt aus dem Triangulierungssatz 2.2

Es gibt eine Triangulierung ¥ : _Lq sjw% M von M, so daB
J= :

alle Mengen B; und A die Vereinigung gewisser "Simplizes"

?(Sj) §if§%Wir nennen die Mengen Y(Sj) einfach die Simplizes

von M. Nach Unterteilen der Bi konnen wir annehmen, daB Bi

fir alle i ein Simplex ist.

Wir werden jetzt zu jedem Simplex Bi von M eine Umgebung Vi

von Bi definieren. {Vi}iél wird die gesuchte Uberdeckung @

sein. Wir gehen indﬁktiv nach der Dimension der Simplizés

vor:

Sei 0 £k < dim M. Die Umgebung Vi seli fiir alle 1 mit dim Bi

< k schon definiert. Wdhle dann zu Jjedem Simplex Bi mit

dim Bi = k eine offene semialgebraische Umgebung Vi von Bi’

so daB gilt

1) v, é?St(Bi) 5 ( St(Bi) = Sternumgebung von Bi bzgl. ¥ ).

2) Ist dim B; = dim Bs =kund i # j, so ist vlnv:J = ¢.

3) PFir jede der Umgebungen v, (dim B, = k) und alle j € I
gilt : Ist Eiﬂ Bj = ¢ und Fjﬂ B, = g, so ist V&ﬂ Bj = (.

4) Fir alle (i,J) mit dim B; = k und dim Bj < k gilt

Ist Bj = B., so ist V. N Vj = g.

1) 188t sich trivialerweise erfiillen. 2) und 3) kann man
nach Korollar 3.7 erfiillen. Sei schlieBlich dim Bi = k,

dim Bj < k und Bj £ Ei. Dann ist Fiﬁ Bj = ¢. AuBerdem ist
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Ejﬂ Bi‘= @#. Nach 3) (fiir k¥ = dim Bjiangewendet) ist des-

nhalb an B, = @. Damit 148t sich auch 4) erreichen.

Auf diese Weise erhalten wir eine offene Uberdeckung

P }:”’ 3 . o ' o 3
{Vi}iélgyon M. 2 sei diese Uberdeckung und 8' := {Vi}iEJ

mit J := {i €1 | B ¢ A}.

Wir miissen nun noch die Uberdeckungen ﬁi von Vi X I
definieren.

Zuf Erinnerung : Mit Wij haben wir in Lemma 2.5 die Menge
{ (X,gé(x)) | x € By } bezeichnet.

Sei B, & St(B,), d.h. B, € B

k k*

Fir 2 € J €m, sei
min {m l wij—ﬂ & ka } ’
max { m l wij Q'ka l, .

Nach Lemma 2.5 vii) sind die rechts stehenden Mengen nicht

r(i,j,k)

S(l,J 9k). .

leer.
Definiere

VlJ(k> ¢ = {(X’t) l x € Vih Bk’ gi (Xj <t £ gi (X) }

r(i,5,k) s(i,3,k)
und
(.. = L} V. . (k
Vla ng la( )
‘ Bk. < St(Bi)
und

B, i {Vij}j=2,...,mi -
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Da trivialerweise r(i,j%g EQ 4" 6ffenbar

i

r(i,2,k) = 1 sowie s(i,m.,k) = m_ ist, ist U V..(k) =
i k j=2 ij

(Bkﬂ Vi) X I. Damit ist 8, eine Uberdeckung von V., x L.

Un die Eigenschaften i) bis vi) nachweisen zu kdnnen, be-

nétigen wir den

1. Hilfssatz im Hilfssatz : Sei Bi & Ej .

Es gelten folgende Ungleichungen
a) r<iajak> < r<i,j+qsk>

b) S(isj?k) < S(i,j+1,k) .

Beweis
a) Sei wij = ka. Es genligt zu zeigen, daBR es dann ein

1< mjmlt wij~ﬂ = wkl gibt. Sei x € Bi' Wie im Hilfs-

ﬁg;satz 1 im Beweis des Triangulierungssatzes (Theorem 2.2)
- sehen wir, daB es eine offene Umgebung U von x, eine
semialgebraische Funktion f : U= R und ein 1, 2 €1 €

und £|U A B, = g5|U n B

k

. i |
mit £|U N B, = ;j~1lU N By

Iy

gibt. Nach Lemma 2.5 v;) ist dann wijuﬂ = Wkl' Da

Wij,g ka ist und f stetig ist, muB in U A B, ein Punkt
v mit E%(y) = f(y) < §§(y) liegen, woraus 1 < m folgt.

b) zeigt man wie a) O

Nachweis der Eigenschaften i) bis vi) :

i) Da r(i,j.k) < s(i,j-1,k) < s(i,j,k) ist, ist dies er-
flillt.



ii)

iii)

iv)

.Da W
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Bei (x,t) € V. N V,. ,, x € BN Vi, m <.

iJ
Dann ist

e (1) <8 () <& (x) <t<f (x) <
r(i,m,k:) I‘(i,j,k) I‘(i,j+’|,k) S(i,lﬂ,k)

e o(x) <25 (x) .
s(i,j,k) s(i,j+1,k)

Also ist (x,t) € Vij .

Da r(i,j+1,k) < s(i,J,k) ist, ist auch iii) erfiillt.
Sei Viﬁ Vi' # ¢. Nach Wahl der Vi muBR dann entweder
B. g'ﬁi, oder B,, & Ei sein (2) und 4)). Sei OE

i1 € Ei. Dann ist St(Bi) c St(Bi,).

Sei B, & St(Bi), d.h. By, € §i = §k, und 2 < m' < m,,

Setze s = s(i',m',i) und t = r(i',m",i) + 1.

Nach Definition ist r(i,t,k) = min {1{ Wi q € W,y }.

itm'eq € Wip_q ist, ist r(i',m',k) =

min { 1| Woiiq € Wﬁln} € r(i,t,k).

Da s(i,s,kK) = max { 1| wis c Wkl } und W, , < Wﬁs

ist, ist s(i',m',k) = max { 1| Wi & Wkl } >
S(i,S,k.')e
Wir folgern:

Fir r(i',m',%) <m € s(i',m',1) ist

r(i',m',k) € r(i,m,k). € s(i,m,k) < s(i',m',k).

Dies bedeutet : Fir r(i',m',%) <m € s(i',m',i) ist

R A ]
Vim no (Viﬁ Vi,) = Vi'@"

Da schlieBlich s(i',m',i) B r(i',m'+1,i) und



vi)
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r(i',2,i) = 1 sowie s(iv,mi,,i) = m. ist, liegt jedes m-,
2 €m <m;, in einem Intervall ]r(i',m',i),s(i',m',i)],

und die Behauptung iv) folgt.

Da‘éﬁ = 0 und gi = 1 ist, ist v) erfiillt.
i

Die U definierenden Polynome PH, iae g P} haben auf den

- 1, :
Mengen wik und Tik Tz { (x,t) | x € B,, §kwq(x) <t <
gé(x)} konstantes Vorzeichen. Jede dieser Mengen muB des-
halb in einer Menge der Uberdeckung U und, falls B, 4
ist, sogar in einer Menge der Uberdeckung U' enthalten
sein. Sei nun Vi € 8. und 2 S J <<mi. Nach Definition ist
730 = Gt | x €3, g 10 <t < 8 ). macn
Wahl der §i kann mindestens eine der beiden Funktionen
E;_q, €3 nicht Nullstelle eines der definierenden Poly-
nome Pk’ fir die Pk'Bi X R # 0 ist, sein. Sei z.B. §j=1
keine Wurzel.(Der andere Fall 1HBt sich genauso behan-
deln). Wihle Uy € u mit'wij < Uy, falls B, < A ist, wihle
U, sogar in ur, U, hat die Form
{yEMxI | P. (3) >0, ... ,P.‘(y)>o}.

o dq = ) Is

Da zwischen E;_q und E; keine Nullstelle der Polynome Pk
liegt und Pk@c,g;_,l(x)) #0 fiir x € B; ist, ist ganz
vij<i) in U; enthalten. Aus Stetigkeitsgriinden liegen
dann Wk

r(i,5,k) ks(i,3,k) auohAln Ul, wobel wir ein

festes k mit Bk c St(Bi) betrachten.
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2. Hilfssatz im Hilfssatz

Keines der Polynome P. , ... , P. That in
J"l Js ,
-{ o Ixen, & @ <t <& @}
) r<la37k)‘ S<l,37k)
eine Nullstelle.

Beweis : Sei r(i,j,k) <1 < s(i,j,k) und Pj (x,gi(x)) =
m
fir x € Bk‘ Da. Pj iber B. nicht identisch null ist, ist
m

jeder Punkt in Wk 1 w (B ) der Gestalt (x, gt(x)) mit

x € Bi und geelgnetem t. Wir sehen wie im Hilfssatz 2 im
Beweis des Triangulierungssatzes (Theorem 2.2), daB

W N TT“’](Bl) = W,

. . ) 7 i
k1 it mit geeignetem t ist. Da Pj (x,gt(x))

m
= 0 ist, ist t # j, j - 1. Angenommen t > j. W&hle nach den

Kurvenauswahlsatz (Theorem 2.6) einen Weg & %von (X,ég(x))

nach W x)* Sei @ := Tod und & =: (a,p). Flir alle

S<l’J’

u € ]0,1] ist §%(a(u)) g,gk (a(u)) = p(u). Der AbschluB L
s(i,J,k)

von L := { (a(u), g?(a(;)))[ u € Jo, 1] } muB ‘deshalb in der

abgeschlossenen Menge {(a(u) w)]u é EO 4] w<:ﬁ(u)_'éﬁth§¥§en
sein. Uber x muB ein Punkt von T liegen, dieser kann nur

(X,E%(X)) sein. Wir erhalten den Widerspruch E%(X) < p(0)

= gﬁ(x); Den Fall t < j-1 behandelt man genauso U

Die Polynome Pj‘, cee 3 Pj haben nach diesem 2. Hilfs-
: e q7 7 - TR E _

satz auf Tk konstantes Vorzeichen, d.h., sie sind auf T

strikt positiv. Insbesondere ist Vij(k) €T, < Uy, und

wir sehen, dal Vij in Ul enthalten ist. Damit ist vi)
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nachgewiesen.
Hilfssatz 1 und damit Satz 7.2 sind nun vollstidndig ge-

zeigt O

Korollar 7.5 : Sei M ein zusammengziehbarer affiner semi-

algebraischer Raum. Dann ist fiir alle g > O

H(M,G) = O .

Es gilt folgende Verschirfung von Lemma 5.7 :

r ~
Lemma 7.4 : Sei ¥ : X =& U S; = I eine gute Triangulierung
) Toi=1 -

iﬁééﬁaffinen semialgebraischen Raums !M. Seieﬁ €ys o eq
€ E(M) Ecken von M. St(ej) sei die Sternumgebung von'ej in
M (bzgl. ¥). Ist Y'q({eo,...,eq}) die Eckenmenge eines of-
fenen Simplex S von |K(X)|, so ist ¥(8) € st(e ) N ... N
St(eq) und St(eo).ﬁ eee D St(eq) ist in jeden Punkt von %%S)

zusammenziehbar. Andernfalls ist St(eo) n... nN St(eq) = .

Beweis : Wir konnen OE annehmen, daB M = X und Y = id ist.
Seilen €ys eve eq die Ecken eines offenen Simplex S von
|K(X)|. Dieser liegt in M (¥ gute Triangulierung, vgl.

iemma 5.7). Es ist St(eo) N se. N St(eq) = Q Si , also

nH

T | S
N ' "
ist fiir jedes x € 8 und jedes y € St(e ) N ... N 8t(e )

die Strecke { wex + (1-wey | u € [0,1] } in

St(eo) N ... N St(eq) enthalten. Vermdge der Homotopie
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H(y,t) := t'x + (1-t)*y 1iBt sich dann St(eo) Ne.o N St(eq)
nach x zusammenziehen. Der Rest der Behauptung steht schon

in Lemma 5.7 O

Da sich jeder semialgebraische Raum durch endlich viele
affine offene semialgebraische Teilmengen iiberdecken 1&Bt
und fir jeden affinen semialgebraischen Raum Sterniiber-

deckungen existieren, erhalten wir insbesondere

Korollar 7.5 : Jeder semialgebraische Raum M besitzt

eine ﬁberdeckung {Ui} durch offene,affine,semial-

i=/],...9n

gebraische und zusammenziehbare Teilmengen. Es ist

B4(U;,G) = O fiir alle 9 > O und jedes i = 1,...,n.

Weitere Anwendungen der Homotopieinvarianz der semialge-
braischen Kohomologie werden wir in den nichsten Abschnit-

ten geben.
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§ 8 BSimpliziale Kohomologie und Homologie

Wir werden die Homotopieinvarianz ausniitzen und die Koho-

-Migéleines affinen semialgebraiscﬁen Raums mit konstan-~
ten Koeffizienten als die Kohomologie eiﬁes abstrakten
simplizialen Komplexes in%erpretieren. Dieses Ergebnis
wird es uns erlaubén, in verniinftiger Weise auch die Homo-
logiegruppen eines affinen semialgebraischen Raums zu
definieren.

Definition 1 : Sei K = (E(K),S(K)) ein abstrakter

simplizialer Komplex und A eine Teilmenge von E(K).*
Dann heiRt (A4, { g € 8(K) | s a4 } ) der von A erzeugte

abstrakte Unterkomplex von K .

G sei immer eine feste abelsche Gruppe.

A €M sei ein Paar affiner semialgebraischer RZume.

Definition 2 :

Eine Triangulierung von (M,A) ist ein Tupel (X,K,L,¥),
bestehend aus einem geometrischen simplizialen Komplex
r
X= U Si’ abstrakten simplizialen Komplexen K, L und ei-=
i=1 o

nem semialgebraischen Isomorphismus ¥ :'¥ 5 M mit folgen-

den Eigenschaften :

i) ¥ induziert gute Triangulierungen von M und A (vgl.
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Def. 1 in § 5).

ii) K ist der von den Eckén von ﬁ(X), die in X liegen,
érzeugte Unterkomplex des abstrakten Komplexes K(X)
(zur Def. von K(X) vgl. § 2).

iii) L ist der abstrakte Unterkomplex von K(X), der von

den in X liegenden Ecken, die durch ¥ nach A abgebil-

det werden, erzeugt wird.

e g

- 4
wechslungen mit der frilheren Definition einer Triangulie-

Definition 1 ist speziell den Bediirfnissen dieses Ab-
schnitts angepasst, der Begriff der Triangulierung eines

Paares wird fast ausschlieBlich hier gebraucht.
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Wir betrachten nun eine feste Triangulierung ‘(X,K,_L,Y) von
(4,4) , die nach dem Triangulierungssatz 2.2 und Lemma 5.6
immer existiert, und identifizieren Dis suf weiteres N
vernége ¥ mit X, d.h., wir nehmen an, daB M = X und ¥ = id
ist. k| ist damn dox groBte abgeschlossene, in M enthal-
tex;e, ITI.l def .grﬁﬂt;e abggsqh}.ossene, in A enthaltene
geometrische Unterkomplex von IEK(X')I . Die Realisierungen
von L, K, K(X) seien selpét%erstéindlic‘h 80 géwﬁhlt, daB
Clznlos [kl = X & [R@)] ist.

E(KkX)) , E(X), E(L) sel jex;e:il,s die Menge der Ecken von

e g s

k!, 1&l, 15l.°

Lemma 8.1 : |EK| ist starker Deformationsretrakt von M,

|L] ist starké:;"I:J.;)eifb;t'fmati}qnsretrak’c_ von A, d.h., es gibt
seﬁialgebréische A‘bbildungen X : M= |K| und ¥ : 4 » |1
und semialgebraische Homotopiem H : M X I » M von X nach
idy und H' : A X"I » A von ¥ nach 1dA’ so daB fir alle

t €T H(-,t) | k| = i&lKl und H'(~,t) | 1ol = iall‘:l ist.

Beweis : Es geniigt, M und |I| zu betrachten. Sei 8 ein
offener Simplex von M = X, der nicht in |K| entnalten ist.

 Da die Triangulierung von M gut ist, ist 5 N |K| = T der

AbschluB eines offenen Simplex T, 5

S

o,-.. L3 er, er+,1, ees 9 es die ECKen von S.
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Dann ist

{2 tiey Io<t <1, 8t =1
i=0 ’1=0

, s ., T a |
PSIT : S(P) := {ifotiei €S liEO ti > o -+ T ’

5

1=Q

ist eine semialgebraische Abbildung, die S nach T abbildet

t-?

und deren Einschrénkung auf T’die Identitédt ist.

Wir setzen X | |K| = id|g| und x | 8 = pg|ql 8 , & durcn-
laufe alle Simplizes in M - |K|. offenbar isf dann x eine
Abbildung von M nach lKl mit semialgebraischem Graph.

Sind S' und S Simplizes in M - |K| und ist 8' & 5§ , so ist
: 8' & S(T) und PS?1T'l 8' = PSIT | 8, also ist X auch
stetig. Durch H (x) := {1—t)~x(x) + tex wird eine semi-~
~algebraische Homgtpplg mit den gewu?schten Eigenschaften

von X nach idn gegeben und Lemma 8.1 ist gezeigt O

Eorollar 8.2 : -Fiir die Alexander-Spanier-Kohomologie

gilt :

B(Ixl,lnl,6) = BIOM,4,6) fir alle g 0 .

Beweis : Betrachte die semialgebraische Abbildung

M,|5l) » (M,4), gegeben durch idy « i : L] = A sei die
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Inklusion. Die lange exakte Kohomologiesequenz liefert
folgenden kommutativen Doppelkomplex, dessen Zeilen exakt
sind :

cee o1 0) 5 B V4,6) s EOOM,A,6) s EROLG) o ...
 id A } | 12

eee » B ,0) » BE((3),0) - TR, [T ,6) » 5A0M,6) - ...

i* ist ein Isomorphismus, da i eine Homotopiedquivalenz ist,

also ist nach dem 5er-Lemma E?{M,A,G) » H3(M, |T],6) ein

Isomorphismus. Ebenso sehen wir, daB M durch lKl ersetzt

werden kann O

Ist e € E(K), so sei St(e) die Sternumgebung von e in M.
Fir ¢ € E(L) ist St(e) N A dann die Sternumgebung von e in

A. {St(e)}eégé?

gen von M bzw. A.

» und {St(e) N A}eEE(L) sind Uberdeckun-

Lemma 8.% : Sei A in M abgeschlossen und seien €ur oo s eq
€ BE(K).
i) Es ist G faIISéeo,..., eq die
Ecken eines Simplex
s = ||, s £ [z
QM,A(St(eO) n... N St(eq)) = sind

0O sonst .

ii) Fir alle q > 0 ist HX(St(e ) N ... N 8tle ), Gy ,) = O,
ﬁ.a.w., {St(e)}eéE(K) ist eine Leray-Uberdeckung fiir

Gy o -
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Beweis :‘ Setze U := St(eo) ... 0N St(eq). i A =M sei

die Inklusion. Die exakte Garbensequenz
OeGM’AbiGMaai*GA&)O

(vgl. § 6) induziert eine lange exakte Kohomologiesequenz

0 = H(U,6y 4) » EO(U,G) » BO(U,5,G,) - Hq(U,GM,A) "

H%m%pg.”.QH%%m%@Q»H%m%uggﬂ%me)a.“

Der Funktor i, ist exakt (Satz 4.4). Aus der Leray-Spektrai;

sequenz fur i folgt daher : Hq(U;i*Gﬁ) = H¥ (U n A,GA) fir

alle q > O.

Uund U N A sind entweder leer oder zusammenziehbar

(Lemma 7.4). Deshalb ist Hq(U,GM) = 0 und Hq(U,;éQA) =0

flir alle q > 0 (Korollar 7.3), also auch Hq(U,GM,A) ; 0

fir g > 1.

Ist eine Ecke ex k € {O,.,.,q}, nicht in |L| enthalten,

so ist St(ek) NA=¢g, da A in M abgeschlossen ist. Insbe~

sondere ist dann U N A = @. Aus U N A = ¢ folgt aber

HO(U,i*GA) = 0 und, falls U # & ist, GM,A(U) = G .

Mit der langen Sequenz schlieRen wir in diesem Fall, daB

" (U ) = 0 ist.

» Gy

Sei nun U N A # ¢. Dann sind e see s 8y die Ecken eines

O,

Simplex von ILl. Uund U NA sind zusammenziehbar. Insbe-

sondere ist GM A(U) = 0 und die ersten Terme der langen
N 9

Sequenz lauten :
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0 50 =G=>G=H (U,GM,A),Q O = eua .
Wiederum schlieBen wir : Hq(U,GM A) = 0,und die Behaup-
2

tung ist gezeigt [

Wir koénnen nun die Kchomologie von (IM,A) mit Koeffizienten
in G als die simplizialen Kohomologiegruppen des Paares

(K,L) abstrakter simplizialer Komplexe interpretieren.

Theorem 8.4 : Die relative. Alexander-Spanier~Kchomologie
T3(M,4,G) ist gleich der simplizialen Kohomolggie
B4(X,L,G) fiir alle ¢ 20 .

Ist iiberdies A in M abge;chlossen, so erhglt man fir alle

q 20

]

] ’ v
HY(K,T,6) = B (L,4,6) = HOM,Gy ,) = EHALGy ) .

i, || ,6) ist (Korollar 8.2),

Beweis : Da H*(M,4,G)
konnen wir annehmen, daB A in M abgeschlossen ist. Lemma
8.% i) besagt dann, daB der éech;Komplex

e :

9"<{St<e>}e€E(K)’GM,A> und der geordnete Kokettenkomplex
C*(K?L,G) des Paares (K,L) mit Koeffizienten in G gleich
sind. Also ist HY(X,L,G) = Hq({St(e)},GM A) fiir alle

. . ]

 20. D {St ) tee ine Leray-Uberdeckung fiir G

g £ 0. Da q _<e)}e€E(K) eine Leray-Uberdeckung fir Gy ,
ist (Lemma 8.3 ii)), is# Hq({St(e)},GM,A) = Hq(M,GM;A)
(ET] I.%3.4.63 EA] II.E.ﬂ); Auf affinen Semiaigebraischen

RZumen stimmen Gech- und Grothendieck~Kohomologie iiberein
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(Theorem 5.2). Theorem 8.4 folgt nun, da H2(M,4,G) =

HY(M,G, ,) ist.(Theorem 6.11) O
M, A

Korollar 8.5 : Die Kohomologiegruppen Hq(M;Z ) = ﬁq(M,Z)f

eines affinen semialgebraischen Raums M und die Kohomolo-
glegruppen ﬁq(M,A,Z) eines Paares A & M affiner semialgebra-

ischer Rsume sind endlich erzeugte abelsche Gruppen.

AuBerdem lesen wir aus Theorem 8.4 ab, daB die simplizialen
Kohomologiegruppen Hq(K,L,G) nicht von der Triangulie-
rung von (M,A) abhingen. Dies wollen wir etwas genauer

untersuchen.

Definition 3 : Eine Triangulierung (X',K',L',¥!') von

(M,A) heiBt VeFfeinerung von (X,K,L,¥), wenn ¥' : X' 5 N
gute Triangulierungen von Y(|K|) wnd ¥(|L|) induziert
und jeden offenen Simplex S' von X' in das Bild Y(S) eines

(eindeutig bestimmten):Offén;ﬁiﬁigi;éifS;§Sﬁii?i§9ﬁ*Wirf:

g, w0

‘éenff?égéfféﬁpg(S') von S' nennen wollen, abbildet.

.

Nach dem Triangulierungssatz 2.2 und Lemma 5.6 besitzen Jje
zwei Triangulierungen von (IM,A) eine gemeinsame Verfei-
nerung.

Sei (X',K',L',¥') eine Verfeinerung von (X,K,IL,¥).

Ist e eine Ecke vdn'kir(i'), so iiegt mindestens eine Ecke
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von supp(e) in X (L).

Wir definieren eine simpliziale Abbildung

W (X',1') = (K,L) :

Wahle zu jeder Ecke e € E(K') eine Ecke H(ef% K &oﬁ supp(e)

die, falls e € E(L') ist, in L liegt.

Fir e' € E(K') sei St'(e') die Sternumgebung von ¥'(e) in
M beziiglich ¥', d.h. St'(e') = U y(@:) .
g €8
S' Simplex von X'

Wie oben identifizieren wir M vermdge ¥ mit X, d.h., nehmen

an, daB M = X und ¥ = id ist.

Hilfssatz :

i) W ist eine simpliziale Abbildung von (K',L') nach (K,L).

ii) Fiir alle e € E(K') ist St'(e) = St(p(e)).

Beweis

i) Sei (eo,...,eq) ein Simplex von K' und § seine Reali~
sierung in |K'|. Dann ist fiir k - O, ees 5 Q
supp(ek) c supp(s) . Also sindi&(eo), con ,Léieq) die
.Ecken einer Seite T von supp(S), d.h., sie bilden ei~-
nen Simplex von K.‘

ii) Sei S ein Simplex von X' mit e € 5. Dann ist
supp(e)‘i supp(S). Tnsbesondere ist ¥'(S) & supp(8)

e st(y(e)) O
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Als simpliziale Abbildung induziert | einen Homomorphis-
mus M° ¢*x,n,6) » ¢*(®',L',G) der geordneten Koketten-
komplexe und damit fiir alle g 2 O Homomorphismen

u* o B%x,1,6) » BY(X',L',6) .

p?héngt nicht von der speziéllen Wahl von W , d.h. nicht
von der speziellen Auswahl der Ecken W(e) von supp(e),

e € B(K'), ab. Ist nsmlich K' eine weitere wie oben defi-
nierte simpliziale Abbildung von (K',L') nach (K,L), so
bilden { und K' Jjeden Simpiex von K' in denselben Simplex
von K ab, d.h., ¢ und P' sind simplizial homotop. Sie in-

duzieren deshalb kokettenhomotope Abbildungen K", W'°®

([6] I.3.7.3).

satz 8.6 : u* : BY(X'4L,6) » HY(K',L',G) ist fiir alle

W

q 2 0 ein Isomorphismus.

Beweis : Sei zunichst A abgeschlossen in M. U ist nach
Teil ii) des Hilfssatzes eine Verfeinerungsabbildung von
{St'(e')}e,éE(K,) nach {St(e)}eEE(K) : St'(e') & St(ue')).
b induziert deshalb einen Homomorphismus | zwischen den
entsprechenden éech—Komplexen mit Koeffizienten in GM,A’
Wir erhalten folgendeg kommutatives Diagramm (vgl. den

Beweis von Theorem 8.4) :
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e R A CIO) NN
wr &
C*(K')I"aG’) = C*({St‘(e!)}’GM’A)

Da beide Uberdeckungen Leray-Uberdeckungen fir GM,A sind,
induziert d und damit u;’in der Kohomologie Isomorphis-
men.

Wir lassen nun die Voraussetzung, daR A in M abgeschlossen
ist, weg. " sei der von den Ecken e € E(L'), die durch
¥' nach |T| abgebildet werden, erzeugte abstrakte Unter-
kompléx von L'. Da ¥' eine gute Triangulierung von | 7|
induziert (vgl. die Def. der Verféinerung), ist

vz = |zv].

Sei ¢« : (K',L") » (K',L') die Inklusion und v := Heo .
6" und V" seien die in den geordneten Kokettenkomplexen,
@* und v* die in der Kohomologie induzierten Homomorphis-

men. Die Diagramme

¢*(%,1,6) HEY(X,T,6)
B e o
c*x',1',6) v %% ,1,6) u*
O‘\ , GN* )
c*x ., 1,6) H (X',T",G)

sind kommutativ. Da IL{ in M abgeschlossen ist, wissen wir
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aus dem oben behandelten Fall (setze A = IL[), daf u* ein
Isomorphismus ist. Also genligt es zu zeigen, daB a* ein
Isomorphismus ist.

Aus der langen exakten Sequenz zu dem Tripel L" € L' & K'
abstrakter simplizigler Komplexe

ee.s HYX',1',06) ?ziiq(K',L",G) » 54T ,1",6) » B¢ Nk .11, 6)..
lesen wir ab, daR es geniigt, Hq(L';L",G) = 0 fiir alle g zu
zelgen.:. - -

Nach Theorem 8.4 ist Hq(L',L”,G) = ﬁq(lL’l,lL”l,G) =

B (o D, erdnl),e) = By (D, 1zl e).

Die exakte Sequenz

0~ Tha,viClT ), e) - T(A, Tl ,e) a#'(f*(‘i“(fL'l),lLl,G) =9o
von Kokettenkomplexen liefert die lange exakte Sequenz

cew » HA, Y (T ),@) & B4, lT],6) » T8y (T ]), 1Tl ,6)
B,y (Tr]),6) oo ae.

Da nach Lemma 8:1 sowohl Y'(lL'l) als auch lLl eih‘Deforn
mationsretrakt von A ist, folgert man aus der langen
exakten Kohomologiesequenz von (4,¥'(|T'])) bzw. (4,]n]),
dap fiir alle g HH(4,¥'(12']),6) = B%4,[L1,6)=0 ist.

Damit ist fiir alle g auch ﬁq(Y'(]L’l),ILljgz =0 0O

Die simpliziale Abpildung Mos (K'éL') =3 (K;L)»induziert
auch Homomorphismen ﬁ**: H;(K',L',G) = Hé(K,L,G) zwischen
den simplizialen Homologiegruppen von (K',L') und (K,L).

Uy 1st aus denselben Griinden wie u* nicht von der
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speziellen Wahl von W abhingig. Sind (X,K;L,Y) und
(X',K{,L',?') zwei- Triangulierungen von (M,4), so sei
(X,K,ﬂ,?) < (X',K',L',¥") gehau dann, wenn (X',K',L',¥')
eine Verfeinerung v0n<(X,K,L,Y) ist. Die lMenge aller

Triangulierungen ist vermdge < induktiv geordnet.

Definition ijﬁr alle g >0 , g € N, heiB3t

H (M,4,G) := lim Hq(K,L,G)
(X’K’L, Y)

die g-te Homologiegruppe von (M,A) mit Koeffizienten in G.

Der projektive Limes wird dabei iiber die Menge aller Trian-

gulierungen von (M,A) gebildet.

Satz 8.7 : Sei (X',K',L',¥') eine Verfeinerung der Trian- .

gulierung (X,K,L,¥) von (M,A) und p : (X',L') =» (K,L) die

oben definierte simpliziale Abbildung. Dann ist der indué; A
zierte Homomorphismus , Hq(K',L',G) = Hq(K,L,G) fir alle
g > O ein Isomorphismus. Insbesondere ist also der kanoni~
sche Hompmorphismus

Hq(M;A,G) - Hq(K,L,G)

ein Isomorphismus.

. . ’ 1 l 1 R 1 B -
Beweis : {Cq(K,L,G)}q >0 bzw. {Cq(K oL ,Q)}q s o Selen
die geordneten Kettenkomplexe mit Koeffizienten in G der

gegebenen Paare abstrakter simplizialer Komplexe. Nach
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Satz 8.6 induziert W Isoﬁorphismen B4(K,L,6) - 54%(K',L',q).
Da C;(K,L,2) := Hom (C,(K,L,2),2) und C*(K',L',2) freie
Kokettenkomplexe sind, ist der von 4 induzierte Homomor-
phismus y° : C*(K,L,Z) - C*(K',L},Z) eine Homotopiedqui-
valenz von Kokettenkomplexen ([DO] II.4.5>, C*(K,L,Z) und
C,(X',L',Z) sind die zu.C*(K,L,Z)‘Qund CﬁKKf,L',Z) duaien
Kettenkomplexe. Der von  induzierte Homomorphismus

M ; Cu(K,L,Z) -» Cp(K',L',Z) ist die zu K" duale Abbildung
und deshalb eine Homotopiesquivalenz von Kettenkomplexen.
Insbesondere ist also y, fir G = Z ein Isomorphismus.

Sei nun G beliebig. Dann ist C(X,L,G) = 6,(K,L,Z) ®, G
und C,(E',L',6&) = C,(X',1',2) ®, G und u, wird. durch /
@ idG gegeben. Mit 'y istiéb%r auch M- ® iaG eine
Homotopieéquivalenz,und die Behauptung folgt auch im all-

gemeinen Fall O

Die hier definierte Homologietheorie ist funktoriell

Sei £ : (M,A) = (N,B) eine semiaigebraische Abbildung

und (X%,K&,Lq,Y%) eine Triangulierung von (N,B). Nach dem

Triangulierungssatz gibt es eine Triangulierung (X,K,L,¥)

von (M,4) mit folgender Eigenschaft :

Jeder offene SimplexﬂS von X wird unter f in einen offenen

Simplex supp f£(8) von X, abgebildet.(Dabei haben wir M mit
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1 identifiziert). Wie bei der Definition wvon

X und N mit X

uw ordnen wir jeder Ecke e € E(K) eine Ecke g(e)fi}%}&tlj§¥iﬂ
supp f(e) zu, die, falls e € E(L) ist, in L% liegt. g ist |
eine "simpliziale Approximation" von f. Wie im Hilfssatz
zeigt man, daB g eine simpliziale Abbildung von (K,L)

nacn (Kﬂ,Lq) ist. g induziert also einen Homomorphismus

By ° Hq(M,A,G) = Hq(K,L,G) s Hq(K,I,L,I,G) = Hq(l\T,B,G) .

Lemma 8.8 : 8, hingt nur von £, d.h. nicht von den gewdhl-
ten Triangulierungen und der speziellen Wahl der Ecke g(e)

von supp f(e) ab.

Beweis : Sei zunichst g' eine andere simpliziale Approxi-
mation von f zu den Triangulierungen (X,K,L,Y¥), (Xﬂ’Kq’Lq’Yq)'
Dann bilden g und g' jeden Simplex von K in denselben

Simplex von K, ab, d.h.qdie Abbildungen g und g' sind
simplizial homotop und induzieren deshalb denselben
Homomorphismus in der Homologie ([6GO] I.%.7.3). g, héngt

also nicht von der Auswahl der Ecken g(e) ab.

Sei (X',K',L',¥') eine Verfeinerung von (X,K,L,¥) und g

der weiter oben definierte Morphismus (',L') - (K,L)
simplizialer Komplexe. Da g.u eine simpliziale Approxi-

g

mation von f beziiglich der neuen Triangulierungen’

zeigt das kommutative Diagramm
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: & ,
H (K,L,G) — SN Hq(Kq,Lq,G)

Hq(K' ’L' ')G)

daB g  nicht von der Triangulierung von (M,A) abhingt.
Sei schlieBlich (Xj, q,L%,T%) eine Verfeinerung von
(X, 1,L4,Tq). Durch Ubergang zu einer Verfeinerung~v§é£,

47 annehmen, daB Jjeder Simplex von

ey

X = M in einen Simplex von X; abgebildet wir@.Sei?F;?iii:tfﬁ
g' (K,L) - (K';L%) eine simpliziale Approximation von
f und py ¢ (K',La) > (Kq,Lq) die oben definierte "Ver-

feinerungsabbildung" :agulierungen

von B. Das Diagramm

B, (K,L,6)

(w8 Dy
H (Kq, L,,G)
ist kommutativ und “ﬁ°g' eine simpliziale Approximation
von f beziiglich (¥X,XK,L,¥) und (Xq,Kq,Lq,Yq). Wir sehen,
daBtg‘ auch nicht von der Triangulierung von (N,B)

abhangt U

Die nur von f abhingige Abbildung ghréﬁi’

Homologie induzierte Homomorphismus fy .
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Satz 8.9 : Seien (M,A) und (N,B) Paare affiner semialgebrai-

scher Riume und f, g : (M,A) » (N,B) homotope semialgebrai-
sche Abbildungen. Dann induzieren f und g fiir alle @ » O
denselben Hcmomorphismus

in der Homologie.

Beweis : Da Satz 8.9 nur fir die Abbildungen io’ i,I
M s M x [0,1], i (x) = (x,0) , i4(x) = (x,1) zu zeigen ist,

folgt die Behauptung unmittelbar aus der simplizialen Be-

schreibung der Homologie inggatz 8.7 0O

Zu Jedem Paar Ag%;ﬂ affiner semialgebraischer RZume hat man
selbstversténdligg’eine lange exakte Homologiesequenz.
AuBerdem kann man ausschneiden und hat Mayer-Vietoris-
Sequenzen. Dies folgt aus der klassischen singul8ren
Theorie iiber den‘reellen zahlen. Aus dem Triangulierungs—
satz 2.2 folgt ndmlich, daB man immer geeignete Triangu-
lierungen finden kann, um die Probleme in Fragestellungen

umzuformulieren, die nur noch abstrakte simpliziale Kom-

plexe beinhalten, die man auch iiber R realisderen: kann.

Ebenso wie beil Qé& Kohomologie ergibt sich fiir die Homolo-

gie in der O i#Qa
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Bemerkung 8.40

Es ist naheliegend, auch singuldre Homologie- und Kohomolo-

giegruppen H (M,G) und HY. (M,G) zu definieren: Man

Q. sing sing

wihle als singulidre q-Simplizes die semialgebraischen
Abbildungen vom Standard-q-Simplex nach M. Allerdings er-
geben sich groBere Schwierigkeiten, die Gleichheit der

singuliren Homologiegruppen H (M,G) mit den hier

q sing
definierten simplizialen Homologiegruppen bzw. die Gleich-
heit von Hging(M,G) mit Hq(M,GM) zu zeigen. Die liblicher-
weise beniitzten Methoden der simplizialen Approximation
oder der kleinen Simplizes lassen sich nicht ohne weiteres
iibertragen, da die Technik der baryzentrischen Untertei-
lung iiber einem nichtarchimedischen Kérper R versagt.

Simplizes werden ndmlich durch "geradliniges Unterteilen”

nicht "beliebig klein".



- 126 -

§ 9 Grundkorpererweiterung

Tn diesem Abschnitt soll untersucht werden, was beim Uber-
gang zu einem gridBeren reell abgeschlossenen Grundkorper
passiert.

Sei ﬁ 2 R ein weiterer reell abgeschlossener Korper.

-

Jede semialgebraische Teilmenge IM von RY ist von der Form

o .

Me U {xeR | g =0, £, >0, § AT }
i=1 ‘ 1J

mit Polynomen fij’ 8; € REX ,...,Xh].

Diesselben Gleichuhgen und Ungleichungen definieren eine

semialgebraische Teilmenge Mﬁ = M won B® :

n _— T
~§f Mi ) iE% { x € ?n | g5(x) =0, £35(x) >0, 3 ;,4,~--,r}e

F=

Offéﬁbar ist ¥ n RY = M.

Das Tarski-Prinzip lehrt uns, daB ﬁﬁnur von M, nicht von

der polynomialen Beschreibung von M abhingt.

Lemma 9.7 : Seien M & R® ynd N ¢ R semialgebraische Men-

gen. £ : M » N sei eine semialgebraische Abbildung mit
dem Graph G(f).
Dann gilt

i) G(f) ist der Graph einer semialgebraischen Abbildung

S w o L

ii) f ist genau dann injektiv (surjektiv, offen, abge-

schlossen, ein Isomorphismus), wenn f es ist.

g
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iii) Ist A ¢ M und B « N semlalgebralsch so gilt :

% § = f(-‘U , 7B - @y,

Der Beweis von Lemma 9.1 ergibt sich unmittelbar aus dem
Tarski~Prinzip, indem man beachtet, daB sich alle Aussagen

elenentar formulieren lassen.

Theorem 9.2 : Es gibt einen bis auf Isomorphie eindeutig

bestimﬁten kovarianten Funktor E von der Kategorie SAS(R)

der semialgebraischen R8ume iiber R in die Kategorie

SAS(R) der semialgebraischen Riume iiber R mit den folgen=

den Eigenschaften H

i)  Fiir semialgebraische Teilmengen M von R™ ist E(M) =

ii) Ist M & R™ und N ¢ R® semialgebraisch und £ : M -» N
eine semialgebraische Abbildung, so ist E(f) = T .

iii) Ein Morphismus f zwischen semialgebraischen Réuﬁen
iiber R ist genau dann injektiv (surjektiv, offen,
abgeschlossen), wenn E(f) es ist.

iv) E erhdlt gefaserte Produkte.

v)’ Ist { }k “1,eun,T eine ﬁberdeckung des semialgebrai-
échen Raums X uber R durch offene semialgebraische
Teilmengen, und ist ik :ka < X die Inklusion, so ist
{E(l Y(E(T ))}k =1 ? eine offene ﬁberdeckung von

5% e 8 9

EX).
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Sei i die Inklusion von SAS(R) in die Kategorie der Mengen

und i die Inklusion von SAS(R) in die Kategorie der Mengen.

vi) Es gibt eine natiirliche Transformation
o = (ay)y € Ob(SAS(R)) Vom i nachﬂ?vE , So daB gilt:
a) ay : X = E(X) ist injektiv. .
b) Fiir jede semialgebraische Teilmenge M von R® ist

: M =+ E(M) = [ die Inklusion.

o
~EE

(vf; besagt, daB wir jeden semialgebraischen Raum X

Vi

iiber R in kanonischer Weise als Teilmenge von E(X)

auffassen konnen:)

Beweis : Wir konstruieren zundchst einen Funktor E mit den
gewlinschten Eigensphaften. Wghle zu jedem affinen semialge-=
braischenARaum M {iber R einen festen Isomorphismus XM vor
M auf eine eingebettete semialgebraische Menge, d.h., auf
eine semialgebraische Teilmenge eines R® . Ist M schon ein-
gebettet, so sei XM die Identitdt. Setze E(M) := QZM) .

Fir jeaénaggggggg-seﬁialéégg;g;gg;grRaum ﬂ ﬁbefwivggégiéi;
nen wir mit M' die eingebettete semialgebraische lMenge, auf
die M durch XM isomorph abgebildet wird. Zu jedem nicht-

affinen semialgebraischen Raum X iiber R-wi

Uberdeckung {Mi(x)}iEI(X) von X durch affine offene semi-

algebraische Teilmengen. Die Isomorphismen aij(X) (1,5 € -

I(X)) seien durch ?das folgende (kommutative) Diagramm




A XMJ(X)
> ngi(X)
1= xMi<X)(Mi(X) N M4(X)) 1= XMJ(X)(Mi(X) N M,(X))

Da Mij<X) offen in Mi(X)' ist, ist nach dem Tarski-Prinzip

Mij(X) offen in Mi(X)', Nach Lemma 9.1 ist @ij(X) ein
Isomorphismus. Die affinen semialgebraischen Riume

o

Mi(X)' iiber R lassen sich nun offenbar vermdge der Iso-

4

~

2

morphismen aij(X) 13ngs der offenen Teilmengen Mij(X)£§
zu einem semialgebraischen Raum E(X) iiber R zusammenkleben.
Es gibt dann fiir alle i € I(X) eine kanonische offene
3 . . t
Immersion Py; ¢ E(Mi(X)) = Mi(X) - E(X) und
E(X) = U pXi(E(Mi<X)> .

i € I(X)
Fir jeden Morphismus f : M - N zwischen affinen semialge-

braischen,f en sei B(f) := (xNofoxM”q): EQ1) I N
E(N).

Sei f : X » ¥ ein Morphismus zwischen beliebigen semialge-
braischen Riumen iiber R. Sei Nkj = M (X) N f”q(Mj(i)).
Dann erh&lt man das Bild E(f) von f auf naheliegende Weise

durch Verkleben der Morphismen ij°E<lekj) .

E ist dann ein Funktor SAS(R) - SAS(R), der offensichtlich
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die Eigenschaften i) und iij hat. iii) fblgert man aus
oder wie in Lemma 9.1. Sind f : M «» N und g : L = N
Morphismen zwischen eingebetteten semialgebraischen lMen-

gen liber R, so ist

M y%; - {(X,y) €My N | £f(x) = gly) }

i~

Also ist E(M XNL) = (ﬂ;xNL) = {(x,y) € ﬁﬂx & | %(x) = %(Y)}

=M %« I . Vom affinen kann man auf den nicht-affinen Fall
R

séhii%ﬁen, wir sehen deshalb, daR E gefaserte Produkte
erhidlt.

Ist M eine eingebettete semialgebraische lMenge iiber R und
{Ui}ixﬂ,...,r eine offene Uberdeckung von M, so folgt aus

T
dem Tarski-Prinzip, da8 U U; =M ist. Aus dieser Tat~-
i=1 . :

sache und der Konstruktion von E folgt unmittelbar, daB
auch v) erflillt ist.
Da fiir jede semialgebraische Teilmenge M von " M nrM =M

ist, ergibt sich die Existenz einer natiirlichen Transfor-

o

mation (GX)X € Ob(sas(r)) von i nach ;zE mit den Eigen-

S

schaften a) und b) direkt aus der Definitiom voniika

Sei nun E' ein weiterer Funktor mit diesen Eigenschaften.

Fir jeden affinen semialéebraischen Raum X iilber R erhalten
wir den Isomorphismus ¥(X) : E'(X) =% EN(X') = X'= E(X).

Ist X s'VU Mk(X) ein beliebiger semialgebraischer Raum
k€I(X)

und ik : Mk(X) - X die Inklusion, so ist
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nach v) {E'(i,) (B'(4 (D)} eq(y) $ine offene Uberdeckung
von E'(X). Die Eigenschaften ii) und iv) von E' gestatten

es uns, die Isomorphismen

L‘Y(MK(X)) zu einem Isomorphis-
mus ¥(X) : E'(X) - E(X) zu verkleben.

Ist £ : M - N eine semialgebraische Abbildung zwischen
affinen semialgebraischen Rjumen iiber R, so ist folgendes

Diagramm kommmutativ :

E'(T) ;;; E(£) =(xﬁff«x§[‘>
| =B g foxy )
4 ¥(N) = E' (%) Y. ll)
E' (IV) > E(N) =2

Mit Hilfe dieses Diagramms kann man sich leicht davon iiber-
zeugen, daR durch die Familie {Y(X)}xje Oﬁ(SAS(R)) ein
Isomorphismus E' » E von Funktoren gegeben wird.

Der Funktor E ist deshalb durch die Eigenschaften i) - vi)

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt O

Wir fixieren nun einen Funktor E : SAS(R) - SAS(R), wie er

in Theorem 9.2 beschrieben wurde;jund schreiben kurz

f oder My statt E(M) und T statt E(f). Da E bis auf Iso-

‘morphie eindeutig bestimmt ist, sind diese Begzeichnungen

gerechtfertigt.
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Ist U eine (offene, abgeschlossene) semialgebraische Teil-

menge von M, so kOnnen wir U in kanonischer Weise als

(offene, abgeschlossene) semialgebraische Teilmenge von

Sei V eine R-Varietdt. Dann kdnnen wir V(R) mit V ®R§<ﬁ)
identifizieren. Ist £ : V » V' ein algebraischer MorphiémUS
von R-Varietiten und fB : V(R) » V'(R) die induzierte
semialgebraiséhe Abbildung, so iSt‘£§£> gleich (f ® idﬁ)ﬁ:

N ﬁ(ﬁ} - V! ®Rﬁ(ﬁ) . M sei eine semialgebraische Teil;

SR T FE

menge der R=Varietdt V. Dann wird M, als semialgebraische
Teilmenge von V ®Rﬁ betrachtet, auf den iiber R definierten

offenen affinen Teilen von V ®Rﬁ durch diesselben Glei-

chungen und Ungleichungen wie M gegeben.

A € M sei nun ein Paar affiner semialgebraischer R&ume

iiber R. Dann ist A ¢ ¥ ein Paar affiner semialgebraischer

=%

REume ﬁber;ﬁ. (X,K,L,¥) sei eine Triangulierung von (M,A)

(vgl. Def. 1 , § 8). Wir kOnnen die abstrakten simplizialen

Komplexe sowohl Uliber R als auch iiber R realisieren. Wir

die geometrische Realisierung iber R, l?lﬁ die iiber R

s

einen Isomorphismus ¥ o iiﬁ.ﬁ und wir erhalten :

S



- 13% -

(X,K,L,?}?ist eine Triangulierﬁng von (M,K).

Da die Kohomologie bzw. die Homologie von (M,A) und (ﬁ,%)
mit der simplizialen Kohomologie bzw. Homologie ﬁberein;
stimmt, folgt (G sei wie immer eine abelsche Gruppe)

T

Theorem 9,5/?} A €M sei ein Paar affiner semialgebrai-

@

scher R&ume iiber R. Dann gilt fiir alle ¢ » O

#

T4(M,4,G) T, E,e)

i

H, (M,4,6) B (1,4,6) .

Da I G =E°0,6) = H°(H,G) = 1 . G.ist, erhalten wir
i, (1) ‘ m (M) .

Korollar 9.4 : M sei ein affiner semialgebraischer Raum

iiber R. Dann ist ﬁ genau dann zusammenhdngend, wenn %:es ist.

=53 1aB¢t sich noch etwas vergllgemeinern.

Fir einen semialgebraischen Raum M iiber R ist die Abbil-~
dung e o die jeder offenen semialgebraischen Teilmenge U-
von I die offene semialgebraische Teilmenge U von M zu-

ordnet, naéh Theorem 59.2, iv), v) ein Morphismus von der

semialgebraischen Topologie MS von M in die semialgebrai-

a
sche Topologie ﬁsa von M (vgl. [T] I.1.2.2 ; [A] I1.4.5).
Wir erinnern kurz an einige Definitionen

Sei allgemein ¢ : T' » T ein Morphismus von (Grothendieck=~)

Topologien. Dann kann man jeder Garbe ¢ auf T' in funk-
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torieller Weise eine Garbe eSQ auf T zuordnen : eSQ sei

die zur Prigarbe e G, die jeden Objekt V in Cat T
lim Q(Qiiﬁuordnet, assozilerte Garbe. I%;ist dabei die

O
Iy

duale Kategorie von‘IV, die Objekte von IV sind,fE;W-

(U,%x), bestehend aus einem Objekt U von Cat T' und einem

2

Morphismus * : v 5 etU)‘rin Cat T;Haié Morphismen in Iy
sind in néheliegender Weige definiert.

Ist speziell G eine Garbe auf dem semialgebraischen Raum

M {iber R, so'istv(gM)bé%V) = l&g§ G(U), wobei der indukti-
ve Limes tiber alle offenen semialgebraischen Teilmengen

U von M mit V ¢ ¥ gebildet wird. Fiir die konstante Garbe
Gy auf M ist des;alb QemiéGM = Gg.

Ebenso kann man zu jeder Garbe Svauf T in funktorieller
Weise eine Ggrbe e°% auf T' bilden : esﬂ(U) = 3(e(U)) .
Fir dié konstante Garbe G auf M ernalten wir (eﬁ)sGﬁ = Gy.
Diés folgfraﬁs ioroilﬁr'9.4,'éaJﬁah zum Beweis nur den af—

finen Fall betrachten muf.

Ist ¢ der durch eine semiélgebraische Abbildung von M nach

N gegebene Morphismus von Topologien, so entspricht

*Bizldung des direkten Bildes, éégder Bildung des

Urbilds (vgl. § 4).
'es ist immer rechtsexakt, €° immer linksexakt.
Der Funktor (gM)S ist sogar exakt, da €y gefaserte Pro-

dukte ernilt und ey(M) = ff ist ([T] 1.3.6.7; [A] II.4.14).
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Theorem 9;5‘: Sei M ein semialgebraischer Raum iiber R.

%Esei eine lokal konstante Garbe auf M.

Dann gilt

i) ~C§M)SS ist lokal{konstaﬁ%”und (eM)S((eM)SE) = g .
ii) Fir alle g > 0 ist der kanonische Homomorphiémus

BRLE) s HAE, () B
ein Isomorphismus. 7

Beweis : Sei U ¢ M offen und semialgebraisch so gewéhlt,

daB J|U = Gy konstanﬁ ist. Dann ist (GM)SSl? = Gﬁ“. Alsq

ist auch (eN)SS lokal konstant. AuBerdem ist'fﬁ

(o) (o) DU = ()6 = Oy, woraus ()*((ey) B) = §
folgt. Der kanonische Ho&omorphismus in ii) ist @in:Ecken-
morphismus in der Leray-Spektralsequenz (ET] I.%3.7 3 [A]
II.4.4ﬂ)

EB% = HP(,RY(ey)%( (o) B)) = EP*Y - Hp+q(§3(?m)s5> :

Rq(eM)S((eM)Sﬁ) ist die zu U » Hq(?,(eM)sﬁ) assoziierte
Garbe ([T] I.3.7.1; [A] II.4.7).
Sei U el offen und semialgebraisch. Dann gibt es eine

ﬁberdeckuné {Ui} von U durch offene zusammenzieh-

17,604,

bare semialgebraische Teilmengen, so daR 8|Ui konstant ist.

(Man &Eéﬁ@éﬁﬁifi.B U durch affine offene Teilmengen Vj

und wdhle die Sterniiberdeckungen von Vj zu geeigneten

Triangulierungen.) Dann ist (eM)SSIﬁi konstant. AuBerdem
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ist auch ﬁi , 1 €1 gr, gusammenziehbar. Aus der Homoto-
pieinvarianz der Kohomologig folgt deshalb, daB
Hq(ﬁi,(eM)SS) = 0 flir alle @ > 0 ist (Korollar 7.4), und-
wir schlieBen, daB»Rq(eM)s((eM)SS)\zro fiir ¢ > 0 ist.
Ingbesonaere ist qu = O fir q’>\Q, d.h.,:die Spektral-
éequenz zerfdllt und die Eckenmorphismen sind Isomor—u

phismen [

Korollar 9¢5‘: Sei M ein semialgebraischer Raum iiber R.

Dann ist M genau dann zusammenhdngend, wenn M zusammen-
hangend ist. Ist M =:M,I U.oouw U Mr die Zerlegung von

M in seine Komponenten, so ist i = ﬁﬂ Ueoo U ﬁr die Zer-

legung von M in seine Komponenten.

Beweis : Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus der er-

A sten. Diese 1iBt sich wie in Korollar 9.4 begriinden [

Sei nun M ein semialgebraischer Raum iiber dem Korper R der
reellen Zahlén. Die starke Topologie auf M konnen wir in
der iiblichen Weise als Situs interpretieren. Diesen Situs
bezeichnen wir mit Mcl und nennen ihn die klassische To-
pologie von M. Die mittels der klassischen Topologie be-

rechneten (Ko-)Homologiegruppen seien H (ee.) und

g cl
q
Hcl(...) .
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Theorem 9£7°: Sei A € M ein Paar affiner semialgébraischer

Riume iiber R. Dann gilt fir alle 9 >0

il

7,4, 6) Hy (M,4,G)

B,(M,4,6) = H ,(1,4,6) .

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Beschreibung

der (Ko—)Homologie durch abstrakte simpliziale Komplexe.

Of fenbar haben wir eine Inklusion 1 Msa Q'Mcl von Topolo-

gﬁiiofféggnhsemialgebraischen Teilmenge' U

von M sich selbst, als offene Menge in der starken Topolo-

gie betrachtetg, ZU.

Theorem 9:87: Sei M ein semialgebraischer Raum iiber R und

S eine lokal konstante Garbe auf Msa' Dann ist 188 lokal
konstant und fiir alle g > O ist der kanonische Homomor-
Phismus
q i a
2ianLE) - B A1, 9)

ein Isomorphismus.

Beweis : Sei U € M offen und semialgebraisch so gewihlt,
daB SJU = GU konstant ist. Dann ist 1SGIU = GUcl und
ts(zsﬁle'= 1S(GU01) = Gy , also ist 1,8 lokal konstant
und g = ts(tsﬁ). Der kanonische Homomorphismus ist ein

Eckenmorphismus in der Leray-Spektralsequenz
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Pl P aq,s : P+q _ gP+4

Epti= BP(M,RN 7 (1 3)) = E ‘M‘Hcl (1,1.8) .

Die klassische Kohomologie mit konstanten Koeffizienten
ist homotopieinvariant. Wie im Beweis von Theorem 9.52
schlieBt man, daB die Spektralséquenz zerfallt O

Die Invarianz von Homologie und Kohomologie bei Erweite- .

AT

rung des Grundkérpers sowie Theorem 9.75und Theorem 9.8°

4.

erlauben es uns, die (Ko-)Homologiegruppen mancher semi-

algebraischer Riume mit der klassischen Theorie zu bestim-

men.

B € R sei der in allen reell abgeschlossenen Korpern ent-

haltene reelle AbschluB von Q in R

Satz 9;§i: A €M sei ein Paar affiner semialgebraischer

Riume iiber § . Dann gilt fiir alle q 20

H <MR3ARaG) = HCI(MIR’AIR’G)

Hq<MR’AR’G) = Hq Cl<ME’AE’G> .

Beispiel

. ' n+l| 2 2 }
Sei 8, = {{xq,...,xn+4) € R l Xg 4 eme + Ky g o=
die n=-Sphare iiber R und

EE = {(Xq,...,x ;

die Einheitskreisscheibe iiber R.

Dann ist

B}
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H4(sp,®)

“H (8p,6)

TY4(ER, 8

n
H, (g, 8

n--1
R

n-1
R

» G)

<))

]

O @ O o

O o O
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§ 10 Die Dualitdtssatze und der Jordansche Kurvensatz

Teh werde in diesem Abschnitt erlautern, daBR die klassi-
schen Dualititssitze auch iiber beliebigen reell abge-
schlossenen Korpern richtig sind. Als Beispiel erhalten
wir den Jordanschen Kurvensatz.

Als Referenz sei das Buch von Maunder (EM]) iiber algebrail-
sche Topologie genannt.

Wie immer ist R unser reell abgeschlossener Korper. Alle
vorkommenden semialgebraischen R&ume sind, falls nicht 
ausdricklich etwas anderes vermerkt ist, Riume iiber R.
Tst bei (Ko-)Homologiegruppen keine Koeffizientengruppe
angegeben, so seli immer (Ko~)Homologie mit Koeffizienten

in Z gemeint.

Bezeichnungen : Seil lKl ein vollstindiger simplizialer
Komplex und x € lKl, Dann seil NK(X) die Vereinigung der

abgeschlossenen Simplizes von ]KI, die x enthalten, und

Lk%ﬁx) die Vereinigung der abgeschlossenen Simplizes von
NK(X), die x nicht enthalten.( NK(X) - LkK(X) ist gerade

die Sternumgebung St(x) von x in |&]).

Definition 1 : M sei ein affiner vollstindiger semialge-

braischer Raum. M heiBt homologische n-Mannigfaltigkeit,

wenn eine Triangulierung Y : [K| QWM von M existiert,

B B
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so daB fir alle x € |K| und alle g #£0 Hq(LkK(X)) =

AN son i Zq=0,"n=-1"=
Hq(Sg ) ist, d,,\l/fl. Hq(LkK(X)) = { q ,n\w’l .

0 sonst -

Definition 2 : FEin semialgebraischer Raum MM heilt n-llan-
nigfaltigkeit, wenn jeder Punkt x € M eine Umgebung be-
sitzt, die semialgebraisch isomorph zu einer offenen Teil-

n .
menge von R~ ist.

Diesselben Argumente wie in EM], 5.%, zeigen, dal die
erste Definition nicht von der Wahl der Triangulierung

Y abhingt und jede affine vollsténdige n-Mannigfaltigkeit
eine homologische n-Mannigfaltigkeit ist.(Man beachte, dald

=5 und Prop. %.4.3 in‘EM] auch

iber einem beliebigen reell abgeschlossenen Korper richtig

sind).

Lemma 10.4 : V sei eine glatt® ‘n-dimensionale R-Variet&t
und U € V(R) eine nichtleere offene semialgebraische Teil-

menge von V(R). Dann ist U eine n-Mannigfaltigkeit.

Beweis : Sei x € U. Da V glatt ist, gibt es eine Zariski-
Ungebung W von x in V und einen etalen Morphismus

¥ : W o= AE f‘Nach.dem Satz ﬁber implizite Funktionen wird
eine Umgébung‘U'rvon Xhin q dq?ch YR semiaigebraiSch
isomorph auf eine offene semialgebraische Teilmenge von

RE abgebildet (Theorem 1.171; man vgl. auch Satz 11.1) O
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Beispiel : Ist V eine glatte projektive n-dimensionale

R-Varietdt, so ist: eine homologische n-Mannigfaltig-

keit.
Beweis : V(R) ist ein vollst@ndiger affiner semialgebrai-
scher Raum (Lemma 1.1 und Theorem 1.7) und eine n-Mannig-

faltigkeit.U

Definition 3 : Eine gzusammenhingende homologische n-Mannig-
faltigkeit M heiBt oriemtierbar, wenn Hn(M) = 7 ist.
Allgemeiner heiflt eine nomologische n-Mannigfaltigkeit

orientierbar, wenn alle Komponenten orientierbar sind.

Bemerkung : Sei Y : lKl % M eine Triangulierung der homo-

-

logischen n-Mannigfaltigkelt M. Da sich fiir alle x € IK[

Hq(LkK(x)) als die Homologie des LkK(X) zugrundeliegenden

P S S v~

‘die Reali-

abstrakten simplizialen Komplexe§j5;ié .
sierung lKlR von K iiber R auch eine homologische n-lMannig-
faltigkéit. Aus Hq(M) = Hq(K) = Hq(lKlR) folgert man wei-
ter, daf M genau dann orieptierbarrist, wenn lK]B im {ibli-
chen Sinn orientierbar ist. Fir zusammenhdngendes M ist

Hn(M) entweder gleich O oder.gleich Z, Hn(M,Zya) igt immer

gleich 272 . Dies liest man z.B. aus ﬁM] 5.%.6 ab.

Bezeichnungen : Seil lK[ ein vollstindiger simplizialer

Komplex und || ein Unterkomplex von ||. Mit |K'| ve-
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zeichnen wir die baryzentrische Unterteilung von lKl. T sei
der abstrakte Unterkomplex von XK', der aus den Simplizes
bestent, die keine Ecke in L' habéng(Bezeichnungen wie in

(M.

Theorem 10.2 (Alexander-PoincaréeDualitét)

Sei Y : lK] % M die Triangulierung einer homologischen

n-Mannigfaltigkeit. Lﬂ = K% sei ein Paar von abstrakten
Unterkomplexen von K.
Ist M orientierbar, soO gibt es fir alle q £ 0 einen Iso-
morphismus

BA(E, L) 3 Hn__q(_L,l\,K,") .
Immer gibt es fir alle qié 0 einen Isomorphismus

(K, , Ty > o/ ) 5 H o (TpKp )
(Fir ¢ < 0 sel selbstverstéﬁglich Hq(...) = 0 gesetzt ).
Bewels : lKl,lR ist eine homologische ndManggéfaltigkeit,
die, falls M orientierbar ist, orientierbar ist. Die Be~
hauptung ergibt sich dann unmittelbar aus [M] 5.3.13,
5.3.15 O
Wir merken noch an, daB die von Maunder im Bewels von
5.%.13 verwendeten‘Schlﬁsse auch tber eipem~beliebigen
reell»abggsphlPSsenen KBrper/gﬁltig sipd, da iast’nur mit

abstrakten simplizialen Komplexen gearbeitet wird, d.h.,
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Theorem 10.2 ist direkt und ohne Ubergang nach R beweisbar.

Sei nun M eine homologisqhe anannigfaltigkeit und BecA
ein Paar semialgebraischer Teilmengen von M. Y 2§1Kl 3 M
sei eine Triangulierung von M, die gute Triangulierungen
von B und A induziert. Wir identifizieren M vermdge ¥ mit
lk|. K4~Msei der von den in A liegenden, L, der von den in
B liegenden Ecken von lKl erzeugte abstrakte Unterkomplex
von K. qul ist der groBte in A enthaltene, qul der grol-
te in B enthaltene abgeschlossene Unterkomplex von [Kl.

Mit den Bezeichnungen aus § 8 ist (lKl,K,K%,Y) eine Trian-
gulierung des Paars (M,A), (lKl,K,Lq,Y) eine Triangulierung
des Paars (M,B). Nach Temma 8.1 ist ]qu ein starker
Deformationsretrakt von A, qul ein starker Deformations-
retrakt von B. Insbesondere ist wegen der Homotopieinvarianz
ﬁq(A,B} = Hq(Kq,Lq) fiir alle q 2 O. Kq sei der Unterkom—
plex von K, bestehend aus den,abstra%ten Simplizes ohne
Ecke.in Kq, i% sei der aus den Simplizes ohne Ecke in Lq
bestehende Uﬁterkomplex von K. Wieder nach Lemma 8.4 ist
lﬁ%l ein Retrakt von lKl —lK%l und liﬁl ein Retrakt von

|5 - |51 Gtan veachte, aab (Ix] - (24 8,%,,10) eine

R Mo

Triangulierung von (lKl - qul,lK‘ - qul) im“Sinne von

§ 8 ist). Die in Lemma 8.7 definierten Retraktionen in-

duzieren Retraktionen von lfﬂl nach lﬁql und é@n¥1fhl

s
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nach li%f. Nochmalige Anwendung von Lemma 8.1 zeigt
schlieBlich, daB‘lﬁ{L Retrakt von M - A pnd \iql Retrakt
von M - B ist. Da diehHomologie'homotopieinvafiant ist
(Batz 8.9), erhalten wir mit der langen exakten Homologie-

sequenz eines Paares und dem Ser-Lemma :

By (T Ky = H UL 1K D) = H (B 1Ry D) = H OB, 1-4)
All @ies ist natiirlich bei beliebiger Koeffizientengruppe

richtig.
Theorem 10.2 erhdlt nun folgende Gestalt

Theorem 10.2' :(Alexander-Poincaré~Dualitdt) :

Sei M eine homologische n-Mannigfaltigkeit und B € A ein
Paar semialgebraischer Teilmengen von M.
Ist M orientierbar, so gibt es fir alle g £ 0 einen Iso-
morphismus
1d(4,B) > H.  (M-B,M-4) .
. jatode]
Tmmer existiert fiir alle g £ 0 ein Isomorphismus

Hq(A’B7Z/2) 3 Hn_q(M‘B’M”A’Z/2> .

A

Speziell erhalten wir

Theorem 10.3 (Poincaré—Dualitét) :
Sei M eine homologischekn—Mannigfaltigkeit und ¥ : |K| > M

eine Triangulierung von M.
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Ist M orientierbar, so gibt es fiir alle q £ 0 einen Iso-

morphismus
genauer, einen Isomorphismus

s4x) > Hn_é(K') .

Tmmer existieren Isomorphismen

1,7/ 38 00Yp)  pa HHEY/) 5 B, (&S50 -

N

Da wir die (Ko-)Homologie mit konstanten Koeffizienten als

die eines- gbgtrakten simplizialen Komplexes‘beschre}

kénnen wir auch die reduzierten (Ko-)Homologlegruppen Hq(M)

bzw._H (M) eines affinen semialgebraischen Raums betradhten.

ef*

Theorem 10.4 (AlexandermDualitét)

Sei A eine nichtleere semialgebraische Teilmenge der n-Spha-
re Sg Dann gibt es fir alle q = 0 einen Isomorphismus

LOEYw) 5 OE 48 - A) .

Beweis :

I ist nicht leer und lLi ist ein Retrakt von A. Sei a eine
Ecke von L. Da SE cine orientierbare homologische n-Mannig-
faltigkeit ist, legt aus Theorem 10.2"' :

Hq(A) = Hq(L) = Hi(T, a) HY(4,a) = (s - a SB A) .

v"‘ ;y

« igt aber (vermoge einer Projektion mit Zentrum a)
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semialgebraisch 1somo¢ph AV R®. also zusammenziehbar.

Deghalb ist fir alle @q ﬁq(SR - a) = 0 und aus der exakten

reduzierten Homologiesequenz folgt :

oD
mq(SR - a,S - A) = %quéq(s - 4) O

=

Wir merken noch an, daB in allen Dualititssitzen statt Z
ein beliebiger Ring als Koeffizientenring gewdhlt werden
kann.

,@uch die Liefschetz-Dualitédt fiir berandete Mannigfaltig-
keiten 148t sich sinngem#B {bertragen.

Aus den Dualitdtssitzen lassen sich wie im klassischen

Fall einige Folgerungen ziehen.

Qatz 10.5 : Sei M eine nicht orientierbare homologische

n-Mannigfaltigkeit. Dann 1&8t sich M nicht in sp

einbetten.
Beweis : Wir kdnnen annehmen, daB I gzusammenhingend ist.

einbetten. Dann liefert

Angenommen, M 188% sich nach Sg+1

die Alexande“wDualltat ﬁ (SE*}'/l M) = H (M) = 0 (M ist

nicht orientierbar), woraus H (Sm'/l M) = 0 folgt. Aus

Alexander- und Poincare—Dualltat'erhalten wir schlieB-

lich den Widerspruch (maﬁ beachte, daB n > O ist)

Sogtry v v X = N
S ELT) = B, p) = Ff 1,%/5)
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Theorem 10.6 : Sei M eine semialgebraische Teilmenge von

Sg+4 (nz1). M sei eine @omologische n-Mannigfaltig-

keit mit k Zusammenhangskomponenten.

Dann hat S§+q - M k+4"’2§§ mﬁéﬂiéngékdﬁpopentén"

o

Beweis : Nach Satz 10.5 ist M orientierbar. Aus der
Alexander-Dualitat erhalten wir

f (B - m = B = B () .

S =

Andererseits ist (M) = HO(M) (Poincaré—Dualitét).

Hieraus folgt die Behauptung O

Korollar 10.7 i(Verallgemeinerter Jordanscher Kurvensatz)

Sei M eine zu SE semialgebraisch igsomorphe semialgebraische

Teilmenge von S§+1 (n®1 ). Dann hat S§+qm M zwei Zu-

sammenhangskomponenten Cq, 62 . M ist sowohl der Rand von

Gq als auch der Rand von 02 .

Beweis : BEs ist nur noch zu zeigen, daB M = Rd Cq = Rd 02
ist. Sei x € M. Angenommen, X liegt nicht im Rand Rd Cq von
Cqe Dann muB x € Rd C, sein, und eine einfache Uberlegung

zeigt, daB S§+q— QM ~{ﬁ}) aus den beiden Zusamménhangskom—

ponenten Cq und 02 U {X}, besteht. Aus der Alexander-
Dualitét folgt : ﬁo(8§+q~ éy —{x}))“a g - {x}) .

Da M - {X} isomorph zu Rn, élsogézusammenziehbar ist und
n s 1 ist, ist (M - {x}) = 0. Damit ist S§+4— (M - {X})
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zusammenhingend, und wir erhalten einen Widerspruch U
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§ 11 Reell-etale Topologie

V sei eine algebraische R-Varietdt. In diesem Abschnitt

soll das reelle Analogon der Etaltopélogie von V, die

reelléetale Topologie ert? definiert -u zeigt werden,
daB die Kategorie der abelschen Garben aquert dquivalent
zur Kategorie der abelséhen Garben in der semialgebraischen
Topologie V(R)sa von V(R) ist. Insbesondere 18t sich die
Kohomologie Hq(V(R),g) von V mit Werten in einer beliebi -
gen Garbe § auf rein algebraischem Wege gewinnen.

M.F. Coste~Roy und M. Coste beweisen dies in etwas allge=
meinerem Zusammepnhang mit logischen und Topos-~theoreti-
schen Methoden: Sie definieren das reelle Spektrum SpecRA
eines kommutativen Rings A und weisen nabh, daB die Topoi
zur reell-etalen Topologie von A bzw. zum reellen Spektrum
von’A gleich sind. Ist A der Koordinatenring der affinen
R-Varietdat V, so besteht V(R) aus den Punkten von SpecpA
mit Restklassenkdrper R und die adf V(R) induzierte Topo-
logie ist die semialgebraische Topologie (veg1l.[crc], [c] ).
Unser Beweis ist sehr einfach und geometrisch. Er stitzt
sich im wesentlichen auf die‘TatsaChe, dal etale Morphis-
menvlokale Hom6omorphi§men ip der'semialgebraischen Topo-

logie’induzieren und Jjede offene semialgebraische Teil-

menge von V(R) das Bild der reellen Punkte einer etalen
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V-Varietdt V' ist.

Definition 4_: Bei £ + M = N ein.Mqrphismus zwischen semi~
algebraischen Réumen.Af heiRt lokaler quéomorphismus,
wenn es eine Uberdeckung {Ui}i=1,..., von M durch offene
semialgebraische Tellmengen gibt, so daB fiir jedes i

Ui durch f isomorph auf eine offene semialgebraische Teil=-

menge von N abgebildet wird.

Satz 11.1 : Sei ¥ : V' = V ein etaler Morphismuskzwischen
den R-Varietidten V' und V. Dann ist YR ein lokaler Hom&o-
morphismus.

Beweis : Der Struktursatz iiber die lokale Gestalt etaler
Morphismen (SGA 1, I, 7.6) lehrt uns, daf es geniigt, die
Behauptung flir folgende Situation zu zeigen :

Rtxq,...,

V = AR

R V' = Bpec(

X s
n T]/(f))i I
ol

f ist ein in T normiertes FPolynom ohne mehrfache irredu-

zible Faktoren, ¥ wird durch die Projektion
;@ﬁf die ersten n Koordinaten induziert.
£y n_ n - ph »
Wir ‘winlen eine Zerlegung R™ = U B, von R =R X {O} =
W; o e
Rn"'(I in disjunkte semialgebraische Teilmengen und semial-
gebraische Funktionen gi auf Bk mit den Eigenschaften wie
n ' [
2, {20002} = {2

+ © gesetzt. Aufgrund des

#

in Lemma 2.5. Dabei sei N

N = ¢ und G, 2 - %, C

u

2

Triangulierungssatzes 2.2 kénnen wir annehmen, daB es
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eine Triangulierung K U S ;?4 1t K(S ) = Bi gibt,

d.h., daB die Mengen Bi " offene Simplizes" sind. Aus

Lemma 2.5 folgt : f besifzt, als Polynom in T betrachtet,
lber B. eine konstante Anzahl einfacher reeller Nullstel-
len H < M < ees < Hﬁ . Die p ~sind semialgebraische
Funktlonen({H ,...,u } {€ ,...,§ }) Ist B, eine "Seite"
von Bj’ d.h., ist B; < Eﬁ , so liegt T., := {(x,uk(x)) |

x € Bi } im AbschluB genau einer einfachen Wurzel iiber Bj’
d.h., es gibt genau ein 1, 1 €1 élmj, mit Tik Q‘le.
Dies folgt aus Lemma 2.5 und dem impliziten Funktionen-
theorem. Offenbar ist V'(R) = U T,

i,k

St(B,) = U _ B. sei die Sternumgebung von B. . Fir B, €
1" B.e B, d - J

k .

,j) das eindeutig bestimmte 1 mit Tip € le'

Definiere die Abbildung S 3 St(Bi) - V'(R) wie folgt

ik
Fir x € B, & St(B.) sei s. . (x) := (x,uj (x) )
J : tk 1(x, 3)

S ist ein Schnitt von YR und besitzt einen semialgebrai-

ik

schen Graph. Ist B; € Ej' = Ej’ so mufl Tj'l(k,j') in

T, )
1k, J

T. .
Jl<k7 dJ

"theorem folgt, daB Six auch stetig ist, dah:, Siy ist

) liegen, da Tik sowohl in Tj'l(k,j’) als auch in

) enthalten ist. Mit dem impliziten Funktionen-

eine semialgebraische Abbildung.

iéUikE:g {sik(x) } x € St(Bi)} ist offen und semialgebraisch

in V'(R). WR[ Uik ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbil-
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dung s;y- Da V'(R) durch die Mengen U,, iberdeckt wird,

folgt die Behauptung O

Satz 11.2 : Sei V eine R-Variet&dt und U eine offene semi~

algebraische Teilmenge von V(R).
Dann gilt
i) Es gibt einen etalen Morphismus Y : V' = V mit
Y(V'(R)) = U .
ii) Ist V affiﬁ und U von der Gestalt
{x e V(R) | £,(x) $ 0y eve 5 £.(x) >0 }
mit £,,000,8, € ;?(V,@V), so gibt es einen etalen Mor-
;giifphigmus ¥ : V' » V mit folgender Eigenschaft
YR ist eine 2r~bléttrige triviale Uberlagerung von U,
d.n., V'(R) besitazt oF Komponenten B, 11 < oF |
und jede Komponente Bi Wird semialgebfaisch isomorph

auf U abgebildet.

" Beweis : Da sich jede offene semialgebraische Teilmenge U
von V(R) durch endlich viele lMengen der in ii) angegebenen
Form iiberdecken 1&8% (Theorem 3.3), geniigt es, ii) zu zei-
,gen. Sei V = Spec(A) und U = {X € V(R)| fi(x) > O,isﬂ,..q,r}gr

mit Elementén fi aus der endlich erzeugten R-Algebra A.

Setze . * “
V, := Bpec( alr

eee, T, :
9 9
1 k x /(12 = £50e,Tomm £ )2

r~ T

X ot V,l » V sei der durch die Inklusion
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A = AETﬂ""’TrJ/(TE 2 induzierte
: 1

= £q,.000 = £1)

Morphismus und V' die offene Untervarietdt der Punkte von
Vq, in denen y etal ist. Dann ist offenbar

VIR) = {(Rybqseesty) | x € VR, £,(2) >0, 1 =1, «.uur,

o

1

und;die Einschrinkung ¥:= %|V' : V' = V hat die gewlinsch-

ten Eigenschaften O

Sei V eine R-Varietdt. Wir betrachten die Kategorie Et/V
der etalen V-Schemata . Et/V besitzt endliche gefaserte
Produkte, V ist ein . finales Objekt in Et/V.

1 3

; i
- Wir nennen eine endliche Familie {Vi = V} von Morphismen

in Et/V reell-surjektiv , wenn"iV"(R) = Qifi(Vi(R)) ist.
i

‘Man stellt fest, daB die Menge aller endlichen reell-

surjektiven Familien von Morphismen in Et/V den drei Uber-

deckungsaxiomen eines Situs geniigt (vgl. [7] I.1.2.1 ;

EA] 1.0.1) und definiert die reell-etale Topologie Voot

von V durch :
i) Die Kategorie Cat ert von ert sei Et/V .
ii) Die Menge Cov(ert) der Uberdeckungen bestehe aus den

hen reell-surjektiven Familien von Morphismen

in Et/V.

Um den nachfolgenden Vergleichssatz formulieren zu konnen,

miissen wir statt der semialgebraischen Topologie V(R)Sa
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dén Situs VCR)éa der lokalen semialgebraischen HomoomoI-
phismen nach T(R) betrachten :

Die Kategorie Cat(V(R)éa) besitze als Objekte alle lokalen
Homdomorphismen ¥ : M = V(R) von semialgebraischen R8umen
nach V(R). Morphismen in Cat(V(R)éa) seien alle mit den
Strukturmorphismen vertriglichen semialgebraischen Abbil-
dungen, d.h. Hom ( M 4 V(R), M' -4 V(R) ) =

{ f : MM | f semialgebraisch, ¥'of = ¥ } .

Uberdeckungen in V(R)éa seien alle endlichen Familien

” f.
{Mi > M} von Morphismen mit U fi(Mi) =M .
' i

Man hat einen natiirlichen Morphismus 1 : V(R)Sa = V(R)éa
von Topologien : U m (U’EEEE;V(R)) . Dieser erfillt die
Voraussetzungen fiir das Vergleichslemma von Siten ( [T]
I1.%.9.1; [A] III.1.3), woraus folgt
i und t° sind zueinander quasiinvirse Aquivalenzen zwi-
schen den Kategorien V'FER)Sa und V?R)éa der abelschen Gar-
ben auf V(R)éa bzw. V(R)éa . Fir die Kohomologietheorie
abelscher Garben kann man deshalb V(R)Sa durch V(R)éa er-—
setzen.
Aus Satz 11.1 folgt, daB

€ = Vret = V<R>;a

Y
(v AT e (TR R TER)

ein Morphismus von Topologien ist.(Man beachte, dal e ge-
¥
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faserte Produkte erhilt.)

Theorem 11.%3 (Vergleichssatz) :

. ) . , . s . ,
Sei V eine R-Varietiat. Dann sind €g und e zueilnander

~J4

quasiinverse Aquivalenzen zwischen den Kategorien Vret@
. 1 g R i
und V(R)Sa der abelschen Garben auf ert und V(R) -

Insbesondere gilt fiir alle abelschen Garben & auf V(R)Sa

, o .
Vund G auf V.. (und alle g 2 0)

BV ,e51,8) = BAV(R) 8
BV, &) = BHV@®R)g,, 17 @) -

Beweis : Wir zeigen, daR die Adjunktionsmorphismen
e ¢+ 1id = € € s
Mo: e e = id

Tsomorphismen sind (vgl. [T] 0.1.1, 3.6.1) .

3 sei eine Garbe auf'ert. Der Homomorphismus

pg t 8 = e T faktorisiert wie folgt 2( V' =» V sei etal):
NG @ # < .
pg(V1): BV = (e, (R)) = (e,3)"(VI(R)) = €7e 8(V").

1im  S(W), der induktive Limes
—_—

(W, ®) .
wird iiber die duale Kategorie I%'(R) der Kategorie IV'(R)

Dabei ist (epS)(V'(R)) =

der Paare (W,$%), bestehend aus.einem etalen V—Schemé W
und einem Morphismus & : V'(R) =» W(R) in Ca%(V(R)'Sa),
gebildet. Zur Abkiirzung schreiben wir V' statt V' =V

und V'(R) statt V'(R) = V(R). (1) ist der dem Paar
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(V"idV'(R)) entspiechende kanonische Homomorphismus

8(V') = epa(V'QR)). (ééﬂistlﬁgr kanqpische Homomorphismus
von ep% i§ die assoziierte Garbe. Nun ist (V',id) ein fi-
nales Objekt in IS'(R) und es folgt aus der Definition des
induktiven Limes : (ﬁ) ist ein Isomorphismus.

Es ist (ep%)#‘: ((ep8)+)* und (ep8)+(V'(R)) =
;gggepg({Mi}). Der induktive Limes wird gebildet ﬁbgr alle
ﬁberdeckupgen {Mi - V'(R)} von V'(R) in V(R)éa , epg({Mi})=
= {(si) | siﬁéig(Mi), SilMixV'(R)Mj = SleiXV'(R)Mj } sind

die?fO—éech—Kdzykel von epﬁ beziiglich der Uberdeckung

{Mi = V'(R)} .
A,
Wir betrachten nun eine Uberdeckung {Mi - V'(R)} von V'(R)

in V(R)‘éa . Es gibt eine Uberdeckung {Mij}j~4 . von
Flyeeesly

Mi durch offene semialgebraische Teilmengen, so daB X4 jede

der Mengen Mij semialgebraisch isomorph auf eine offene

semialgebraische Teilmenge wij von V'(R) abbildet:  Nach
. N

Batz 11.2 gibt es etale lMorphismen wij : Vij - V' mit

(?ij)R(Vij(R>> = wij . Aus den kommutatlven Diagrammen

iy
(XilMij) %G

“““lesen wir ab, déﬁé{ﬁij{R) il
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X.
nerung von {M - V'(R)} ist. Es folgt, daB es geniigt, den
(g)R
induktiven Limes iiber die Uberdeckungen {V (R) » V (R)}

mit etalen Morphlsmen Wi zu bilden :

(e, (R)) = Vl_l?;) e 3({r,®mb
177

Oben haben wir aber bereits gesehen, daB fiir ein etales

V'-Schema e E(V (R)) = S(V ) ist, also ist -

. Da § eine Garbe auf V

ret is?t,

(e, (V' (R)) = lim 8¢
_Vi»v'}

‘{ét;aeshélb (ep8)+(V'(R)) = (V') . Eine Wiederholung des-
selben Arguments zeigt

(e, P (T @) = (V) = “e BV (@),

Wir sehen, daB auch (2) und damit der Adjunktionsmorphis-
mus f ein Isomorphismus ist.

Sei nun G eine éarbe auf V(R)éa . Wir miissen zeigen, dal
’HQ : esesq = G ein Isbmorphismus ist. Es ist eSeS@ =

(e eSQ)# -und man weiB allgemein, daBR fiir jeden lokalen

p
Homdomorphismus M < V(R) (schreibe wieder kurz M) gilt

(2)

ist kommutativ, wobei (2) wieder der kanonische Homomor-

phismus einer Prigarbe in ihre assoziierte Garbe ist und
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die Abbildung

(o) = uim fqan B, qan
W, )

‘(W -+ V etal, § : M = W(R) Morphismus in Gat(V(R)éa ))
durch die Restriktion e°G(W) = Q(W(R)) = G(M) induziert
wird.

V' » V sei ein etales V-Schema. Da e¢°G eine Garbe auf Voot
ist, koOnnen wir.die weiter oben festgestellten Tatsachen
(fir § = esQ) anwenden : Fir M = V'(R) ist (2) ein Iso-
morphismus, ebenso (3), da (3) die zu G(V'(R)) = eSG(v")
- (ePGSQ)(V'(R)) inverse Abbildung ist. Fip V! etal v jqt
uQ(V’(R)) demnach ein Isomorphismus.

Sei nun M » V(R) ein beliebiger lokaler Homdomorphismus.
Aus Satz 11.2 folgert man wieder, daB es Uberdeckungen
{r;®) » 1} wna {v, , (®) + V,(R) %V, (R} mit etalen

V-Schemata Vi,V§§W in V(R)'_  gibt. Fir jede Garbe 9 auf

L3k sa
V(R)éa ist
UV;(R) gy Ty(RD) o 16Ty 3 (1))

injektiv. Aus dem kommutativen Diagramm

0 » e e®G() » I e eG(V, (R)) = esesq(vijk(R))

l‘ i l’ » i,j,k l
0 = GM) =» E Q(Vi(R)) i?j,k‘ Q(Vijk(R))

mit exakten Zeilen folgt die IsomOrphie von esesq -+ G.

Theorem 11.% ist damit bewiesen O
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s

Wir merken noch an, daB man die Funktoren e ,kes, t f

8 s’

o

auch fﬁr»mengenwertige Garbepvdsfinieren kgnﬂ.»Derselbe
Beweis zeigt, daB Theorem 11.3 sogar fir die Kategorien
der Mengengarben richtig iét, d.h., der reell-etale Topos
von V und der semialgebraische Topos von V sind dquivalent
(vgl. [GRC]).

Wir hdtten auch etwas éllgemeiner statt V(R) eine offene
semialgebraische Teilmenge U von V(R) betrachten kdnnen.
Man darf dann nur etale Morphismen V' < V zulassen, die
V'(R) nach U abbilden. An den Beweisen Zndert siéhrnichts.
Auch die Kohomologie abelscher Garben auf U 1&dB8t sich also
"algebraisch" beschreiben. Ich habe auf diese allgemeinere
Formulieruhg verzichtet, um eine "rein algebraische" Topo;
logie ert zu erhalten, d.h., eine Topologie, in der von

semialgebraischen Objekten keine Rede ist.
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§ 12 Nashfunktionen

Wie im §4ﬁ sei V eiﬁe R—Vafietét und Vﬁet die reell-etale
T;polegie %on V; Man kaﬁn jede quasikdhérenfe»@v—Modulgarbe
M auf V in der ZariSki—Tépologie etalisieren, d.h., ;an
kenn M in kanonischer Weise eine Garbe M,, auf deﬁ etalen
Situé Veﬁ von V zuordnen: Ist V' 5 V ein etaler Morphis-
ﬁus, so ist M_ (V') = T(V',M8;6,,), wobei 48y, das Urbild
von M-;nter'f inder~Kateéorie der Moduléarben bezeichne
(vgl.kﬁ?J;;II,B.E Il p. 48). Durch (V'a V) w Mg (V')
ﬁird aber auch eine Pragarbe auf ée; reell-etaien Situév

vret

definiert; die assoziierte Garbe sei M ... Séeziell
interessieren wir uns fir die Freell—etalisiertef Struktur-
garbe @V ret von V. @Vret iét éie zZu (v' - V} H"P(Vf,@V,)
assoziierte Garbe. Besitzt V' keine reellen ;unkte; so ist

(] = . -‘: . N :‘ST?»; - & Y ) --
@V retgvmz = 0 . ?er bgnkto;,gxgs ist eine AQFlvaleng Zwi

e

schen den Kategorien der abelschen Garben auf Vret bzw.

auf V(R)sa. Wir nennen die Garbe mv 1= j?esgﬁv ret? die

Garbe der Nashfunktionen auf V. mv ist die zu

. » [} @ - . & - 0 - : § 5 e
U - ;%¥§T(V“, v,) assoziierte Garbe. Iy ist dabei die
) IU N T .
duale Kategorie zur Kategorie IU der Paare (Vj,s) mit
einem etalen V-Schema V' und einem semialgebraischen

Schnitt 8 : U'=» V'(R) : ..
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Vi(R)s V!
S/ '
g VR &€V
Morphismen von (V';s) nach (V'',s') in I; sind die V-Mor-
phismen f: V'» V'' in der Kategorie der Schematié mit
foes = s' . Die Prégarbe Ny: U w 11.& P(V',6y,) ist separiert,
i
so daB mv~= NV+ ist, d.h., NV(U) = 1i Nv({Ui}) , wobei der
U
induktive Limes iiber alle Uberdeckungen von U gebildeét wird
. R WY f = ] ' ) . i = ]
und NV({Ui}) = {%ﬁii“%zlsfi?ﬁvﬁi_i% £, lo;nuy = £ UNTy ist.
Jeder Schnitt g € NV(U) und démit auch jeder Schnitt aus
mV(U)~kann wie folgt als Funktion auf U interpretiert wer-
den : g ist das Bild eines Schnitts £ € P(W,@W) unter dem
kanonischen Homomorphismus P(ngW) =~ 1lim T(V',GV.), wobei
WoV ein‘atales V=Schema ist und ein semialgebraiséher
Schnitt s : U » W(R) existiert. Die Funktion g := fy°s auf '
U héngt nur von g ab.
Allerdings iéﬁgﬁ’durdh g im allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt : Besteht V(R) z.B. nur aus singuldren Punkten von

V, so gibt es i. a. Elemente £ € I'(V,6 £ £ 0, mit

W
fp = 0 . Das durch £ definierte Element g € N@(V(R)) ist
dann nicht null, wdhrend g verschwindet. Setzen wir V als

glatt voraus, so treten diese Schﬁierigkeiten nicht auf.

Wir werden sehen, daB in diesem Fall schon HV eine Garbe
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ist, d.h. insbesondere stimmt unsere Definition der

Nashfunktion fiir den Spezialfall V = Ap mit der klassischen,

_—_

wie sie von Artin und Mazur ([AM]) gegeben wurde, iiberein.

Lemma 12.1 : Sei V eine irreduzible R-Variet#t und

f € P(V,Gv) . fp verschwinde auf einer offenen nichtleeren

semialgebraischen Teilmenge U von Vreg(R) (, wobei Vreg die
offene Untervarietdt der reguléren Punkte von V bezeichne).

Dann ist £ = O .

Beweis : Sel dim V = m. f verschwindet auf dem Zariski-
AbschluB W von U in V. U ist aber eine semialgebraische

Menge der Dimension m ([DK II}), d.h., es ist W =V O

Fiir jede offene semialgebraische Teilmenge U ven V(R) sei

ﬁV(U) der Ring sller semialgebraischen Funktionen der Form

g auf U mit g E_HV(U).{W @sei die zur Pragarbe ﬁv assoziierte

= : =

Garbe auf V(R)sa%

Mit L.emma 1 konnen wir nun mithelos beweisen :

Satz 12.2 : Sei V eine R-Variet&t. Dann ist

T

;ﬁv l vregﬁR) = ﬁV l vreg(R) .

Beweis : Wir haben einen kanonischen surjektiven Prégarben-

homemorphismus NV = ﬁv N Is# v £ Y etal3 80 ist.vv?eg =

v

reg>; Aus Temma 1214 und den Definitignén,folgt des~
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ist, was man sich leicht dberlegt, folgt : Fir alle x € V(R)
i o o
V

isk mV, :—-}

Wir setzeén ab jetzt voraus, daB die R-Varietat V glatt ist,
und werden zeigen, daR dann bereité NV eine Garbe ist. Dabei
verwenden wir die sogenannte

kanonische Représentation

Sei U eine offeneé und zusammerhingende semialgebraische Teil-
menge von V(R). V' % V sei ein etales V-Schema und

s : U=V (R) ein semlalgebralscher Schnltt Durch f € r(ve ,GV.)
wird eine @gé obal definierte" Nashfunktion T = fRos auf U
gegeben. Die irfeduziblen Komponenten von V und V' kﬁnnen'

sicﬁ nicht treffen, da beide Varietdten glatt sind. U und

s(U) sind zusammenh&ngend und deshalb in jeweils einer
irreduziblen Komponente von V bzw. V' enthalten, so daB wir

ochne Einschrankung ab jetzt voraussetzen, daB V und V' irre-
duzibel sind. G(f) = {(x,f(x))I x € U} c V(R)ix.R sei-der

Graph von £, W sein Zariski-AbschluB in V Xp A; .

Hi lfssatz A_: Der Zariski-Abschluf des Blldes;g

VL unter dem Morphismus p x £ : V' -V XR4 ; in V x A% ist

W. Es ist dim V = dim V' = dim W .

Beweis : Sei m = dim V. Dann ist auch dim V' = m. Der Zariski-
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Abschluf W' von p x f (V ) ist eine irreduzible Varietidt der
Dlmen51on;<%mw. Die semlalgebralsche henge G(f) hat die
Dimension m und ist in W' enthalten. Deshalb ist dim W' = m

und W' = W ;O

# I W sei die Normelisierung von W. Da V' glatt ist, fakto-
risiert p x £ in eindeutiger Weise iiber W :

v B %

pxf

Sei x €U,y :=8(x) ,2:=h(y) , t := hgfs,‘
pry : W~V sei der durch die Projektion von V Xp A% ~auf
V induzierte Norphismus und q := Pryem . Dann isﬁ t ein

semialgebraischer Schnitt von q .

Hilfssatz 2 ¢+ ¢ ist in z etal .

o

-\
. . e _ . . 6o ) .
Bewe;s : Sei @W,z die Komplettierung von Sg , und V,x die

Komplettlerung vonr @v JX° Es genugt zu zeigen, daB q einefisfs o~

morphlsmus 8, = 6=  induziert (SGA 1,I,4.4). Der etale

V,x W, 2
. . . . # h h

Morphismus p induziert einen Isomorphismus p : GV = @V‘ 7

. L X S

d?sei der von ¢ induzierte Homomorphismus @g
. ?

h*»der von h induzierte ol o @h.- . Wir zeigen; daBIh*
) W,z v,y

&

ein Isomorphismus ist, woraus die Behauptung folgt. Die

Gleichung b g*p*™™1 = (gob)% p*1 = p%p*T = i 1lehrt
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/

# # ,
uns, daB h surjektiv ist. Der Kern Ker h von h" ist ein

,
E

Primideal von 6 . Da sowohl @é

% W,z als auch @g, ein

W

Integritatsring der Dimension m ist, muB Ker B = 0 sein

=)

und h* ist ein Isomorphismus-U]

W' sei das offene Unterschema der Punkte von ﬁ, in denen
g etal ist. Nach Hilfssatz 2 bildet der Schnitt t die Menge
U nach W'(R) ab.

pry W A; sei der durch die Projektion veon V x A% nach

A; induzierte Morphismus. Dann ist pr,emsh = f und wir sehen,

Fe

daB proem diesselbe Nashfunktion T auf U wie f reprisentiert,

Az

d.h., fir alle x € U ist £(x) = (prpem) et(x). Man sollte

noch anmerken, daB der Schnitt t nur von f, d.h. nicht von

e

der speziellen Wahl von V', s und f abhingt.

Die Darstellumg von f in der Form pryeTeb heiBft die kanoni-

=>4

sche Reprisentation von f .

Satz 12.3 : Sei V eine glatte R-Verietit. Dann ist Ny bereits

eine Garbe, d.h., Ny ist die Garbe der Nashfunktionmen auf V(R).

i T g - - e

Beweis : U sei e braische Teil-

eine Uberdeckung ‘von U durch

A e R M R B e

ey

zusammenhéngendémgggéne Téilmengen Ui‘ Es seien Schnitte
£, € N(Ui) mit filUiﬂUj = fleiﬂUj gegeben. Zu zeigen ist,
daB genau ein £ € N(U) mit £|U; = £, existiert. Die Eindeu-

tigkeit ist klar. Wi> sei der Zariski-AbschluB des Graphen
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G(fig von £, iﬂ V x A% ) ﬁi‘iiwi gine Normalisieiung, Wi die
offene Untervarietdt vom‘ﬁi, auf der q; = pr ;e etal ist,
ti : Ui - Wi der oben definierte semialgebraische Schnitt
von q; und Pr2i°ﬁi°ti die kanonische Représentation von fi
(2lle Bezeichnungen analog wie oben). Dann ist W; = W, fiir
i=1,...,n. Un dies zu zeigen, nehmen wir amn, daB

J = {iFiG(fi)'= W, = Wq} £ {1,...,n} ist. Da U zusasmmen-
hingend ist, gibt es ein i € J und ein it £ J mit U;Nos, # 2.
Die semialgebraische Menge G(fi,IUinUi;) hat die Dimension
dim V und ist in W, enthalten. Da nach Hilfssatz 1 W, irre-
duzibel ist und dim Wy = dim V ist, ist W, der Zariski-Ab-
schluB ven G(£;,|U;MU;,) und damit im Zariski-AbschluB W,
voRr G(fi,) enﬁhélten. Aber auch W! ist irreduzibel und hat
die Dimension dim V (Hilfssatz 1). Also ist Wy, = W, = W, ,
und wir erhalten einen Widersprudh.

Es ist also tatsichlich W; =W, fiir i = ﬂ,...,n)und wir

ist. Die Schnitte

kénnen annehmen, da8 ﬁi = ﬁq undgﬁa =TT,
by ¢+ U;- W%(R) setzen sich dann zu einem Schnitt t von

U nach W%(R)-zusammen und wir erhalten die gesuchte Nash-

funktion £ durch £ := pr,s et a
Es folgt der Identitatssatz fiir Nashfunktionen.

Korollar 1%;4 : Sei U eine offene- zusammenhingende semial-

gebraische Teilmehge der glatten R-Varietdt V. Die Nash-
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funktion f € NV(U) verschwinde auf der offenen Teilmenge

U' von U; Dann ist £ = O :

Bé%eis . Nach Sat}; 11.% ist fe N(U), d_g.ﬁL, os gibt ei;ﬁ
etales V-Schema V', einen semialgebraischen Schnitt

s : U~ V'(R) und ein Element g € r(v',%.) mit £ = gpes.
Da s(U) zusammerhéngend und V' glatt ist, diirfen wir anneh-
‘men, daB V' irreduzibel ist. Es ist gRéf‘l‘;}s(U'ﬁ) = 0 am& w1r

folgern aus Lemma 1é;ﬁ, daB g = 0 und damit £ = O ist O -

Bemorkung: Aus dem Beweis des Triangulierungssatzes ( Theorem

2.2 ) 1&8%t sich ablesen, daR sich die dortige Behauptung
Tolgendermaflen erganzen laBt :

KISi : si'a wégi) isé ein Eéshiséﬁoiﬁﬁisﬁus; d{h.,die Kéipo-
nenten von Klﬁi'und K'qlgi (als Abbildungen mach R® vetrach-
tet) sind Nashfunktionen.(Man beachte, daB sich g; und

K(Si) als offene Teilmengen von glatten algebraischen Varie-

titen auffassen lassen.)

Uberhaupt sind viele der in dieser Arbeit auftretenden
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Fir den Ring N(U) der Nashfunktionen auf einer offenen
éemialgebraischgn Teilmgngth einep glatteh R~-Varietat Vv
1a$sen sich viele Ergebnisse der klassischen Theorie Uber
den reellen Zahlen ebenfalls bewelsen. Ich will hier nur
einige Resultate’aufzéhleﬁ. Auf Bewelse muB iéh leider
verzichten, da dies den Rahmen dieser Arbeit sprengen
wiirde. Man kann sie aber dhnlich wie im klassischen Fall

fiihren, nur muB man alle analytischen Beweisschritte er-

setzen, was mit der kanonischen Rephésentation auch mogs

lich ist.

Satz 12.5 : Die maximalen Ideale von N(U) entsprechen

eineindeutig den Punkten von U .

Beweis wie in [E] .

Theorem 12.6 : N(U) ist noethersch .

Man vgl. [E], [R], [p] .

Mit Hilfe der Beschreibung abgeschlossener semialgebrai-
scher Teilmengén in Theorem 3.4 1&8t sich der Trennungs-—
satz von Mostowski fiir den Fall U = R" wie in fEéﬂ?[D]

und dann allgemein wie in [BE] beweisen :

Theorem 12.7 : Seien C4 und 02 abgeschlossene semialgebrai-
sche Teilmengen von U. Dann gibt es eine Nashfunktion

£ € N(U) mit f(o,i)' < 0 und f(c:é) > 0.
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Mit Hilfe des Trennungssatzes und der kanonischen Repri-

sentation 188t sich dann &hnlich wie in [E] bzw. [BE],

allerdings noch etwas einfacheré%}?fﬁBfi!;“g%ﬁtbj); die

e S i, P N E

Substitutionsformel zeigen :
-

Theorem 12.8 : Sei ﬁ 2 R ein.reell abgeschlossener Ober-
korper von R und ¥ :AN(U) - ﬁ ein R-Homomorphismus. V sei
eingebettet in AE. iﬁ, cee s Eﬁ seieﬁ die durch die Koordi-
naten vbn RY aquf U gégebenen Nashfunktionen.

Dénn ist x(x) := (x(§%% ey (X)) injﬁx(vgl. § 9) und

es gilt fiir alle £ € N(U)

Bx(x)) = %(£) -

=

Theorem 7 und Theorem 8 lassen sich selbstverstindlich in
der etwas allgemeineren Form wie in EBE] formulieren, eben-
so wie die Null- und Pesitivstellensdtze in N(U), die -man
in bekannter Weise (z.B. ED]) aus der Substitutionsformel

bekommt. Als Beispiele seien genannt

Theorem 12.9 - (Wullstellensatz) :

Sei I ein Ideal von N(U) und Z(I) = {x € Ul £f(x)=0 V £ € I}.

Dann.ist 7
{g € () | ela(m) = of = {g € W(W) | Bs give £, € W(v)

. ﬁ?dlm €N ,.so daBl
2m . .2 2
g+ J‘.‘,I +oeee + fs
€ I ist, }_
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Theorem 12.10 (Hilberts 17tes Problem) :

Eine Nashfunktion f auf U ist genau dann positiv definit,

d.n., £(x) gﬂO fiir alle x € U, wenn es eine Darstellung

s T
f2m+1 + (% hi)-f = & g%
i=1 =1 9

nit Elementen by, 85 € N(U) gibt .
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