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Motivation physique

— Supraconductivité : propriété que possedent cer-

tains matériaux de laisser passer le courant sans
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dissipation d’énergie lorsqu’ils sont maintenus a

température tres basse.

— Effet Meissner : soumis a un champ magnétique
extérieur suffisamment faible, le matériau repousse
ce champ = lévitation.




Comportements des supraconducteurs :
B : champ appliqué.

Premiére espece

— Supraconducteur de type I (k petit) :

Normal

B > B. = la supraconductivité disparait.
B <B. = le courant passe sans résistance
électrique et le matériau repousse les lignes de

champ.

.
— Supraconducteur de type II (k grand) : Deuxiéme espéce

C

2 champs critiques B, et B,

B < B., = état supraconducteur.

B > B., = état normal.

B., < B < B, = état mixte : le flux magnétique

pénétre 'objet par des petits tubes, appelés vorter,

de plus en plus denses quand le champ augmente.




Applications

— Train MagLev (552 km/s),

— Imageries médicales : IRM (Imagerie par Résonance Magnétique) ou

RMN (Résonance Magnétique Nucléaire).




Modélisation mathématique

Théorie de Ginzburg-Landau (1950) : parametre d’ordre
(|1/|* proportionnel & la densité des électrons supraconducteurs).

échantillon supraconducteur de section (), de caractéristique ~, soumis a un
champ magnétique extérieur H = orotF (F normal a §2, o intensité du
champ).

A potentiel magnétique induit.

énergie libre du matériau :

Gy, A) = /Q <|(V — ik A)]® + %(|¢|2 — 1)2> dz + K> /Q rot A — H|*dx.

Ve N~

énergie des électrons supraconducteurs  énergie magnétique




Minimisation de I’énergie

_ - 2 K
Q(w,A)—/Q(\(V—mA)M +7(|¢|2—1)2) d:1:+/<:2/9|rotA—H\2dx.

Points critiques de G = solutions des équations d’Euler :

/

—(V—irA)*y = r£*(1—[Y[*), sur 2,
rot?2A = —i@w — VYD) — |[0)2A +rotH, sur Q,
\
8_¢ —wkAY-v = 0, sur 02,
Ov
\ rotA—H = 0 sur 0€2.




Champs critiques pour k grand
(1, A) minimiseur de G.

— 0 < Bg, (k) : état supraconducteur.
Sio =0, (¢, A) = (1,0). Pour 0 < B¢, (k), unique minimiseur et |¢| ~ 1.

— B, (k) <0 < Bg, (k) : état mixte.

1 s’annule.

— Be, (k) <0 < Bg, (k) : état mixte.
La supraconductivité a disparu a l'intérieur et subsiste a la surface.

4] > 0 & la surface du matériau et || ~ 0 & l'intérieur.

— 0 > B, (k) : état normal.

(0, 0F) unique minimiseur.



Liens avec 'opérateur de Schrodinger

Définition : B¢, (k) = inf{o > 0| (0,cF) est un minimiseur global de G.}
Objectifs : Etudier le comportement de 1 selon la géométrie de (2,
regarder ou apparait la supraconductivité.

Linéarisation des équations d’Euler au voisinage de 1’état normal (0, cF),

( —(V —ikA)?y = k%,  sur
rot?A4 = rotH, sur (),
\
oY _ wkAY v = 0, sur 0f2,
ov
\ rot A—H = 0 sur Of).

puis h = ==

ko’

r 2
—(hV—iA) Vo = %w, sur 2,
o

\
((hv — zé) w) v = 0, sur 0f2.




Opérateurs modeles

Q domaine convexe polygonal curviligne de R?,

A = L(z9,—x1) potentiel magnétique,

B=rot A= -1 champ magnétique associé,
h parametre semi-classique.
Opérateur P, = —(hV — i.A)? avec les conditions de Neumann.
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OBJECTIFS :  Etude et calculs des modes propres (i n, un.n) quand h — 0,
le n-ieme mode propre vérifie Ppup, p = fh nUnh.n
Localisation des fonctions propres associées.

Plan
La plus petite valeur propre de —(V — 4.4)? sur * vaut 1.

Demi-plan
La plus petite valeur propre de —(V —¢A4)? sur R x R vaut O, < 0.59.

Secteur angulaire
La plus petite valeur propre de —(V — i.4)? sur (; vérifie 11, (o) < Oy,
Si WY est un vecteur propre pour la k-ieme valeur propre g () alors

Ve > 0, / e2(v/ @0 (@) =) lx| e ()12 dx < C.



Autour de la premiere valeur propre

Domaines réguliers (dans R?)

Hh, 1
’ > Q.
. 0

Si 15,1 est simple, uj, 1 se concentre (en v/h) autour des points de courbure
maximale de Of).

Domaines polygonaux

Hh,1

min g1 ()
e « sont les angles de (2.

o 1(a) est la premiere valeur propre (de Neumann) de 'opérateur de

Schrodinger avec h = 1
Q=—(V—iA)

sur le secteur infini G* d’angle «.

+ concentration du vecteur propre dans les sommets d’angle ming, u1 ().



Autour du polygone
Construction de quasi-modes ”presque des vecteurs propres”

) polygone convexe, > ensemble des sommets s de €2,

as angle au sommet s, G**¢  secteur infini d’angle as.

s€Xetk>1tels que up(as) < Oy,

W' une fonction propre de () = —(V — i.A)” sur G pour 11 (cv.).

Changement d’échelle

X = % pour relier () = —(V —iA)? avec P, = —(hV — iA)?

X

T — P (—
Vh

) fonction propre de P}, sur GG“¢ pour la valeur propre hpi ()



Translation et rotation

pour relier G“¢ sur le secteur infini G, NQ qui coincide avec {) autour de s
Rs(x — s)
Vh

Jh,s,k(f) — 2RTNS U ( ) fonction propre de P, sur (NJS.

Troncature

Pour chaque sommet s € X, on note ds la distance aux autres sommets
ds = dist(s, X\ {s}).

Soit xs une fonction (de troncature) réguliere nulle en dehors de B(s, d;),
égale a 1 dans B(s,ds — 9).

Quasi-modes définis sur (2

T Vs k() = Xs () hs k(7).



Propriétés des quasi-modes

Rayleigh quotient
Ve >0, 4C% :

[ (WY — i Ay s 1| dae
fQ ‘wh,s,k ‘2d$

o h:uk:(as) \/E

S CgeXp <2ds\/@OMk(O‘S) o 8)

Approximation de I’équation des modes propres
Ve >0, 4C% :

| Prnton,s.k — btk (as)Yn, s k||
| Yn 5.kl

< Cexp ( /O _5%@‘3) - 5)



Estimations tubulaires des valeurs propres

Notations

® L., n-leme valeur propre de P, répétée avec multiplicité.

e )\, n-ieme valeur propre de & Qgos répétée avec multiplicité.
se.

An = n — ieme élément de {hur(as), k> 1,5 € X}.
e >, l'ensemble des sommets

Yy = {3 € >, )\, est une valeur propre pour ans}
e r(\,) la distance

r(An) = min d(s, %\ {s})

SEXn

Théoreme

Pour tout € > 0, il existe C; tel que

‘Hhﬁz_‘hAn‘f;(L&Dq)(__T(An)vqmjAn 5)

Vh



Simulations numériques sur un carré

0= (—1,1) x (—1,1) (quatre coins d’angle 7).
)\1 = )\2 = )\3 = )\4 ~ (.509905.

Calculs des modes propres avec FEM code MELINA

Prochains transparents :

Abscisses : k = l

h

Ordonnées : %, n=1,...,12.

En jaune, le tube exponentiel

24/0g — )\1> |

A1 £ exp <—
Vh



Q1

1600 éléments,

versus —1

h_l,uh,n



Q2

400 éléments,

versus —1

h_l,uh,n



Q5

64 éléments,

versus —1

h_l,uh,n



Q10

16 éléments,

versus —1

h_l,uh,n



(4 fois plus de degré de liberté)

Q10

64 éléments,

vVersus —1

h_l,uh,n



Convergence des vecteurs propres

Module du parametre d’ordre

h=0.08. Comp.R dumoden®1. Mallage Sginii-1lay, Degre@il

100000 Mode 1. - Mesh Sg-Unil-1lay Deg Q10 fi= 0.1, Comp.Fdumoden® {. Mallage SqUnit-Dlay. Degre@in

P

= 0.07. Comp.R dumoden®t], Mailage Sq-Unit-1lay. Degre@i0

h=0.08. Comnp.R dumoden®]1. Mallage SqﬂJni(—IIw. Degre @ i0
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Module du parameétre d’ordre (suite)

h=0.05 Comnp.Rdumoden®1. Mallage Sqlnif-lay. DegreQ 10

h=0.02 Conp.Rdumoden®1. Mallage SgUnif-Hay. DegreQi0

h=0.04. Comp.Rdumoden® 1, Mallage Sq-Unit-1lay. Degre Q{0
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h=0.03 Conp.Rdumoden®1, Mallage Sqlnit-2lay. Degre Q10

h=0.01 Conp.Rdumoden®1. Mallage Sglnif-Hay. DegreQi0

h = 0.05, 0.04, 0.03, 0.02, 0.014, 0.01



Partie réelle du parametre d’ordre

. h = 1.00000. Mode 1. - Mesh Sg-Uni-1lay. Deg. Q10 . h= 0.1, Comp.Udumoden® 1. Mailage Sq-nii-tlay, DegreCii0
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(N
~
' h

h=0.09. Comnp,Udumoden®1, Mallage Sc_r-Uni(-IIa;i'. Degre 210

h =008 Comnp.Udumoden®1, Maillage Sc_r-UnI(-IIa;i'. Degre 210
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h=1, 0.1, 0.09, 0.08, 0.07, 0.06



Partie réelle du parameétre d’ordre (suite)
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Convergence des premieres valeurs propres

h_l,uhm versus h =1



Convergence des premiéres valeurs propres (suite)

h_l,uhm versus h=1



Premier cluster de valeurs propres

h_l,uhm versus h=1
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