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MATHEMATICAL ANALYSIS OF SUPERCONDUCTIVITY IN A DOMAIN WITH CORNERS :
SEMI-CLASSICAL AND NUMERICAL METHODS.

Abstract :

Superconducting theory, modelized by Ginzburg and Landau, motivates works about Schrédin-
ger operator with magnetic field. The aim of this thesis is to analyze the geometry influence on the
superconductivity emergence by extending results for regular domains to domains with corners. Semi-
classical analysis leads to deal with three model operators : the Neumann realization of the Schréodinger
operator with constant magnetic field in the plane, the half-plane and angular sectors. The study of
the two first is well known and we concentrate on the third.

After determination of the bottom of the essential spectrum, we show that the bottom of the
spectrum is an eigenvalue for a sector with an acute angle. We give an explicit asymptotics of the
lowest eigenvalue as the angle tends to 0 and clarify the localization of the ground state using Agmon’s
techniques.

Then we illustrate and estimate the behavior of eigenvectors and eigenvalues thanks to numerical
tools based on finite elements method. Due to the ground state localization, the discretized problem
is badly conditioned ; nevertheless the analysis of the operator properties and of the drawbacks of
classical methods lead us to implement a robust and efficient algorithm computing the ground state.
To improve numerical results, we construct a posteriori error estimates for this eigenvalue problem
and use the mesh-refinement techniques to localize the eigenstate associated to general domains and
to study the variation of the bottom of the spectrum according to the angle of the sector.

Keywords : Schriodinger operator with magnetic field in a domain with corners, spectral theory,
semi-classical analysis, Agmon estimates, finite elements, a priori and a posteriori error estimates,
mesh refinement.

Classification A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 65N25, 65N30, 81Q10




ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA SUPRACONDUCTIVITE DANS UN DOMAINE A COINS :
METHODES SEMI-CLASSIQUES ET NUMERIQUES.

Résumé :

La théorie de la supraconductivité, modélisée par Ginzburg et Landau, motive les travaux relatifs
a 'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique. L’objet de cette thése est d’analyser I'influence
de la géométrie du domaine sur I’apparition de la supraconductivité en étendant les résultats existant
pour des domaines réguliers a des domaines & coins. L’analyse semi-classique conduit & étudier trois
opérateurs modeles : la réalisation de Neumann de 'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique
constant sur le plan, le demi-plan et les secteurs angulaires. L’étude des deux premiers est bien connue
et nous nous concentrons sur le dernier.

Aprés avoir déterminé le bas du spectre essentiel, nous montrons que le bas du spectre est une
valeur propre pour un secteur d’angle aigu. Nous explicitons le développement limité de la plus petite
valeur propre quand ’angle du secteur tend vers 0 et précisons la localisation de ’état fondamental
grace aux techniques d’Agmon.

Nous illustrons et estimons ensuite le comportement des vecteurs et valeurs propres a 1’aide d’ou-
tils numériques basés sur la méthode des éléments finis. La localisation de 1’état fondamental rend le
probléme discret trés mal conditionné mais ’analyse des propriétés de 'opérateur et des défauts des
méthodes classiques permet malgré tout de mettre en ceuvre un algorithme robuste et efficace calcu-
lant I’état fondamental. Afin d’ameéliorer les résultats numeériques, nous construisons des estimateurs a
posteriori pour ce probléme aux valeurs propres et utilisons les techniques de raffinement de maillages
pour localiser 1’état propre dans des domaines généraux et étudier la variation du bas du spectre en
fonction de I'angle du secteur.

Mots clés : Opérateur de Schrodinger avec champ magnétique dans un domaines a coins, théorie
spectrale, analyse semi-classique, estimations d’Agmon, éléments finis, estimateur d’erreur a priori et
a posteriori, raffinement de maillages.

Classification A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 65N25, 65N30, 81Q10
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Chapitre 1

Introduction

1.1 La supraconductivité

Le phénoméne de la supraconductivité est découvert en 1911 lorsque le physicien hollandais Onnes
étudie la résistivité du mercure a la température de liquéfaction de ’hélium et s’apercoit que celle-ci
est nulle. La supraconductivité est ainsi la propriété que possédent certains matériaux de laisser passer
le courant sans dissipation d’énergie lorsqu’ils sont maintenus en dessous d’une température critique
Tc.

En outre, les matériaux supraconducteurs présentent une autre propriété lorsqu’ils sont soumis a un
champ magnétique extérieur. En effet, les premiéres expériences ont montré que la supraconductivité
est détruite lorsque le matériau est soumis & un champ extérieur trop intense. Par contre, lorsque le
champ externe n’est pas trop élevé, en plus d’étre supraconducteur, le matériau repousse le champ
extérieur. Ce phénoméne est appelé EFFET MEISSNER. L’expérience a montré que le comportement
des supraconducteurs soumis & un champ magnétique intermédiaire est essentiellement de deux types
selon la nature du matériau. Ces comportements sont schématisés aux Figures [l et

Etat normal

Etat normal

Etat mixte

Etat supraconducteur

+ Effet Meissner Etat supraconducteur
T + Effet Meissner T
0 Te 0 Te
F1G. 1.1 — Supraconducteur de type 1. F1G. 1.2 — Supraconducteur de type II.

Les supraconducteurs de type I ne possédent qu’un champ critique et lorsque l'intensité du champ
magnétique externe augmente, ils passent directement de I’état supraconducteur avec effet Meissner
a I’état normal pour lequel la supraconductivité est détruite.

Les supraconducteurs de type II possédent deux champs critiques He, et He,. Ils se comportent
comme les supraconducteurs de type I lorsque le champ magnétique extérieur est soit plus faible que
H¢,, soit plus intense que H¢,, étant alors supraconducteur et repoussant les lignes de champ ma-
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2 Introduction

gnétique dans le premier cas et se trouvant dans 1’état normal dans le second cas. Pour un champ
extérieur d’intensité comprise entre H¢, et He,, le matériau est supraconducteur mais se laisse pé-
nétrer ponctuellement & travers des tubes, appelés vortex, par le champ extérieur. Cette phase est
appelée état mixte.

De telles propriétés, décrites plus en détail dans les ouvrages de physique tels que [48, 88| 89, 99, K]
justifient pleinement l'intérét croissant porté a la supraconductivité et promet de nombreuses applica-
tions technologiques dont certaines sont déja commercialisées. Nous pouvons citer I’exemple du train
Yamanashi lancé sur des aimants supraconducteurs de fortes puissances ce qui élimine la friction avec
les rails. D’autres applications ont trait au domaine médical et notamment aux Images & Résonance
Magnétique IRM. Toutefois les faibles températures critiques des supraconducteurs limitent leurs uti-
lisations et incitent les physiciens & chercher de nouveaux matériaux dont la température critique soit
plus élevée.

1.2 La théorie de Ginzburg-Landau

Plusieurs physiciens ont essayé de modéliser et de décrire ce phénoméne : London en 1935, Ginz-
burg et Landau en 1952 [50], puis Bardeen, Cooper et Schrieffer en 1957. Nous nous limiterons a la
modélisation de Ginzburg-Landau qui décrit de facon phénoménologique la supraconductivité. Cette
modélisation, confortée par la théorie macroscopique de Gorkov, s’appuie sur la théorie générale de
transitions de phase du second ordre développée par Landau en 1937. Elle suppose I'existence d’un
paramétre d’ordre 1 tendant vers 0 & la transition de phase, d’une écriture de 1’énergie libre selon les
puissances de 9 et la régularité selon la température 1" des coefficients de cette écriture.

Nous considérons un échantillon € supraconducteur, supposé sans trou, et le soumettons & un
champ magnétique H. Alors, aprés renormalisation, ’énergie libre de ce matériau est donnée par la
fonctionnelle de Ginzburg-Landau :

12
g(?[),A):/Q<|(V—i/£./4)¢|2+7(|1/)|2—1)2> dm+/£2/ﬂ|rot.»4—H|2 dzx. (1.1)

Le premier terme /

2
<|(V — ik A)* + %(|1/)|2 - 1)2> dx représente ’énergie associée aux électrons
Q

supraconducteurs et le deuxiéme terme 2 [ |rot A — H|* dx 'énergie magnétique.

La constante k est une caractéristique physici)ue. Comme nous 'avons mentionné a la Section [l nous
distinguons deux types de supraconducteurs. Cette distinction apparait au niveau de la caractéristique
K

— k petit : le supraconducteur est de type I,

— k grand : le supraconducteur est de type II.

Nous nous intéressons au comportement des supraconducteurs de type II et considérons :
k grand.

Nous supposons que € est un domaine borné simplement connexe & bord lipschitzien de R?. La
réduction d’un probléme de R? & un échantillon de R? dans ’écriture de la fonctionnelle () peut
avoir deux interprétations physiques :

— Le domaine € est la section d’un cylindre infiniment long dans R?;

— Le domaine  est le domaine «limite» d’un film de fine épaisseur dans R3.

La fonctionnelle de Ginzburg-Landau dépend de deux paramétres ¢ et A et est définie pour ¢ €
H'(Q,C), A € H'(R? R?). La fonction 1/ définie sur 2 a valeurs complexes est appelée paramétre
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d’ordre, son module |1/|? rend compte de la densité des paires d’électrons supraconducteurs et la phase
de la circulation de courant. Ainsi, |¢)| ~ 0 correspond & ’état normal quand le matériau n’est pas
supraconducteur et |¢)| ~ 1 & la phase supraconductrice.

Le champ de vecteurs A, défini sur R? & valeurs dans R? est le potentiel magnétique induit. Son champ
magnétique associé est B = rot A.

Remarquons que la fonctionnelle de Ginzburg-Landau est invariante de jauge au sens ou pour
toute fonction ¢ € H?(1Q) : ‘
G(e™™®, A+ V) = G(1), A). (1.2)

Ainsi, la résolution du probléme ne pourra étre effectuée qu’a changement de jauge prés.

Les états physiquement stables sont les minimiseurs de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau. Les
quantités ayant un sens physique sont celles qui sont invariantes de jauge : "amplitude |¢)|2, I'intensité
du champ magnétique B, ’énergie G, le courant supraconducteur j :

- — i /= . -
ji= == (D0 = UV) = [P A = = (DY = in A — (V= inA)5)
Il est aisé de remarquer que lorsque ¥ = 0, alors j = 0, ce qui traduit le fait que lorsque la supraconduc-
tivité est détruite, 1» = 0 et il n’y a pas de courant supraconducteur. Par contre, la supraconductivité
(|| ~ 1) engendre un courant supraconducteur et ainsi |j| # 0.

Les points critiques de la fonctionnelle G sont solutions des équations d’Euler (cf [62, 48]) :

—(V—irA)*) = w1 - [P, sur Q,
rot24 = ——— OV — PV — [h|2A +rot H,  sur Q,
91 25 (1.3)
Evi ikAp v = 0, sur TV,
rot A—H = 0 sur 0fQ,

en notant I les points du bord ou la normale unitaire extérieure v est définie et :
rot > A = (9a(rot A), =0 (rot A)).

En se limitant & des champs magnétiques extérieurs uniformes, constants et normaux a la section
Q2 du cylindre, nous pouvons supposer que le champ H est de la forme H(z) = 0 He(z) ot H, est un
champ fixé constant égal a 1 et o est 'intensité du champ appliqué. Nous déterminons alors un unique
champ de vecteurs F défini sur Q vérifiant :

rot F=H, et divF=0 dans £,
F.-v=0 sur I

Nous pouvons affiner les transitions de phase proposées ci-avant et discerner trois champs critiques
He, (k), He, (k) et Hoy (k) correspondant aux effets suivants :

o 0 < Hey (k) :
Lorsque o = 0, le couple (¢, A) = (1,0) est un point critique qui minimise la fonctionnelle
G. Cet état traduit 'état supraconducteur du matériau. Pour o < H¢, (k), le seul minimiseur
(1, A) de G vérifie || ~ 1. Dans ce cas, I’échantillon est dans la phase supraconductrice, il laisse
passer le courant sans résistance électrique et repousse les lignes de champ.

e Hey (k) <o < Hey(k) :
Cette phase correspond & ’état mixte. Les phases normale et supraconductrice coexistent. Quand
o augmente de He, (k) & Hey(k), le champ magnétique pénétre le matériau par des vortex de
plus en plus denses.
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o Ho,(k) <0 < Hey(k) :
La supraconductivité a disparu a l'intérieur et subsiste a la surface du matériau. Le minimiseur
(1, A) de G est tel que [¢| > 0 a la surface du matériau tandis que || ~ 0 & Uintérieur.

e 0> Hey(k) :
Il est évident que (0,0F) est un point critique pour la fonctionnelle G. Cet état correspond
physiquement & 1’état normal ou la supraconductivité est détruite. Giorgi et Phillips [51] ont
établi que lorsque o est grand, cette solution (0,0F) est effectivement l'unique minimiseur.

Revenons au champ critique He, (k) afin d’en donner une définition mathématique. Appliquant un
champ magnétique extérieur d’intensité o et abaissant progressivement cette intensité, nous souhaitons
déterminer & partir de quelle intensité la supraconductivité apparait. Ceci revient donc & déterminer
quand la solution normale n’est plus un minimiseur. Nous définissons naturellement :

Hey (k) = inf{o > 0| (0,0F) est un minimiseur global de G.} (1.4)

Afin de déterminer quand apparait la supraconductivité, il est nécessaire de préciser le comportement
asymptotique de He, (k) pour k grand. De plus, en abaissant le champ extérieur en dessous de ce
champ critique He,(k), 'expérience physique montre que la supraconductivité apparait a la surface
de I’échantillon, il est alors intéressant de retrouver ce résultat et d’en quantifier la localisation. Les
physiciens De Gennes [A8], Ginzburg et Landau [50], Saint-James et De Gennes [88|, Saint-James,
Sarma et Thomas [89], Tinkham [99] ou Berger et Rubinstein [87, [[3, 4] expliquent ce phénoméne.
Les résultats des expériences sont justifiés par les travaux plus rigoureux d’Almog [, B, Bauman,
Phillips et Tang [12], Bernoff et Sternberg [I7], Lu et Pan [78] [(7], Del Pino, Felmer et Sternberg [43].
Citons ici un résultat de Helffer et Pan [61] précisant 'apparition de la nucléation et ’asymptotique
du champ critique pour des domaines réguliers, complété par Pan [83], Pan et Kwek [84], Sandier et

Serfaty [90), 911, B3, ©2].

Théoréme 1.1. Pour tout domaine simplement conneze Q C R? de bord régulier et de courbure c, il
existe une constante universelle Cy > 0 telle que, pour k grand :

K C _
He, (k) = ot @T}QCW + O™V, (1.5)
0

0l Crmaz = Hé%}giz c(x) et ©q défini a la Proposition [ZIA De plus, si l'intensité du champ extérieur est
x

proche du champ critique Heo, (k) sans le dépasser :

P o(l) < o < Hey(k),
S))

alors la supraconductivité apparait o la surface de [’échantillon. En effet, il existe C, § > 0 et kg tels
que le minimiseur (Vn o, Awo) de G vérifie pour tout x € Q et tout kK > Kg :

Yo ()] < Ce™ WD 1gh || oo (-

Plus précisément, la localisation a liew aux points de courbure mazimale.

1.3 Liens avec 'opérateur de Schrodinger et objectifs

Remarquons qu’au voisinage du champ critique Hey (%), le module || du parameétre d’ordre est
trés petit, nous pouvons donc linéariser les équations d’Euler (C3]) au voisinage de 1’état normal
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(v, A) = (0,0F) et obtenons ainsi :

—(V—-ikA)2Yp = k2, sur €,

rot2A = rotH, sur {,
1.6
g—¢ —ikAY-v = 0, sur IV, (16)
v
rot A—H = 0 sur O0f).

Nous avons choisi un champ extérieur de la forme H = orot F, alors, le changement de paramétre

h=—, (L.7)

RO

transforme les équations de ([CH]) en :

2
1
— (hV — zé> v o= =, sur €,
o o B
rot A = orotF, sur €, (1.8)

((hV—iA>1/J>-V = 0, sur IV,
o

Ainsi ’étude de U'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique et paramétre semi-classique h — 0
permettra d’obtenir des informations sur les minimiseurs de la fonctionnelle G. En effet, regarder la
limite quand K — 400 revient dans ([C8) & étudier le comportement quand h — 0.

Le résultat suivant confirme le rapport étroit entre le champ critique He, (k) et le bas du spectre de
la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schrodinger —(V — i.4)? noté pour le moment p(A).

Lemme 1.2. (c¢f [58])
~ Si uy(koF) < k2, alors G a un minimiseur non trivial.
— Inversement, si G a un minimiseur non trivial (Y o, Axo), alors pi(kAg ) < K2.

Comme le montrent la linéarisation ([CH) de ’équation d’Euler au voisinage de la solution normale
et le Lemme [ 1’étude de l'opérateur de Schrodinger joue un role fondamental pour déterminer
les propriétés du champ critique et la localisation du minimiseur de G. Dans cette thése, nous nous
concentrerons donc sur cet opérateur et présenterons des résultats de localisation de I’état fondamental.

Présentons le cadre de notre étude. Considérons un ouvert  de R? que nous supposerons sim-
plement connexe & bord lipschitzien et nous noterons I'” I’ensemble des points du bord ou la normale
unitaire extérieure a 0f), v, est définie. Le but est de déterminer le bas du spectre de la réalisation de
Neumann de 'opérateur de Schrédinger défini par :

Phag=—Vi 4 avec Vi 4 =hV —iA, (1.9)
sur le domaine :
DN(Pyaq):= {u € L*(Q)| Viau € L*(Q), =V qu € L*(Q), vV qu, =0}. (1.10)

Le champ de vecteurs A est un potentiel magnétique régulier dont le champ magnétique associé est

B =rot A et h est un paramétre positif.

Notant que P, 40 = h2P1 4 , nous mettons en évidence le lien entre le parametre semi-classique h
b h b

petit et le potentiel magnétique N intense.
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Définissons sur H} ,(Q):= {u € L*(Q)| V, au € L*(Q)} la forme quadratique associée a I'opérateur
Py, 4.0 par :

Yu € H,ll’A(Q), qnA0(u) = / |(hV — iA)u|? dz. (1.11)
)

Nous noterons ay, 4 o la forme sesquilinéaire associée. Les potentiels & champ magnétique constant vont
servir de modéle pour I’étude des opérateurs & champ magnétique variable comme nous le préciserons
par la suite. Nous choisissons un représentant particulier :

1
./402: §($2,—$1). (112)

Nous omettrons les paramétres h, B et A dans les notations lorsque h =1, B=1et A= Ay.
L’invariance de jauge mentionnée a la Proposition Bl montre que le spectre de P, 4 o ne dépend que
du champ magnétique et non du potentiel magnétique choisi. Nous noterons donc p(h, B,€2) le bas
du spectre de Py, 4,0 quel que soit le choix du potentiel A tel que rot A = B. D’aprés le principe du
min-max rappelé au Théoréme 22 son expression est donnée par :

Va3
w(h, B,Q):= inf M

(1.13)
ver} (@20 [Pz

Nous pouvons donner une version semi-classique du Lemme et la condition «uj(koF) < K?»

devient «u(h,1,Q) < 0—12», ce qui donne U% de 'ordre de h, donc o de l'ordre de k.

Comme nous ’avons déja évoqué, les problémes liés & la supraconductivité et & I'opérateur de
Schrodinger ont été étudiés par de nombreux physiciens ou mathématiciens. Les physiciens Saint-
James et De Gennes [88] ont étudié deés 1963 le cas du demi-plan. Les travaux de Bauman, Phillips et
Tang [12], Bernoff et Sternberg [I7], Helffer et Pan [61], Lu et Pan [{8, [79, [[7], Del Pino, Felmer et
Sternberg [A3] ont apporté des réponses plus rigoureuses. Erdos [A4] s’est consacré plus spécifiquement
au cas du disque. Helffer et Morame [09, 60] ont étudié I'influence de la géométrie du bord sur le
comportement de 1’état fondamental pour des domaines réguliers.

L’étude des domaines a coins est apparue beaucoup plus récemment avec Jadallah [68] 69] et Pan

[83] pour ’étude mathématique des angles droits. Les physiciens Brosens, Devreese, Fomin, Moshchal-
kov, Schweigert, Peeters dans [34], @7, 94] proposent une majoration non optimale de ’énergie, basée
sur des calculs numériques sans démonstration rigoureuse.
A notre connaissance, aucune étude mathématique n’a été faite sur un domaine lipschitzien quelconque.
Cette these s’attache & déterminer I'influence d’un coin sur la localisation de la supraconductivité et
propose une étude systématique pour tout angle. Les techniques utilisées proviennent de la théorie
spectrale et des méthodes semi-classiques mais aussi de I’analyse numérique avec la méthode des élé-
ments finis, les raffinements localisés et les estimations d’erreurs a priori et a posteriori.

Ce travail fait suite plus spécifiquement au résultat de Helffer et Morame [5Y] [60] qui permet de
déduire le Théoréme [T] :

Théoréme 1.3. Soit Q un ouvert borné de R? a frontiere C*. Considérons un potentiel magnétique
A de champ associé b constant, notons c la courbure du bord, alors :

hbOg — 2MsemaxbZh? + O(h3) < pu(h, b, Q) < hbOg + O(h1). (1.14)

De plus, ’état fondamental est exponentiellement localisé auzx points de courbure mazimale du bord du
domaine.
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Face & ce résultat, il est naturel de se demander comment la présence d'un coin influence la
localisation de I’état fondamental et ’asymptotique de la valeur propre. En effet, la notion de courbure
n’a pas de sens pour des domaines & coins encore qu’on puisse penser que le cas du coin correspond a
courbure 400 dans le cas d’un coin convexe et & —oo dans le cas d’un coin rentrant.

Pour regarder ot importe la géométrie du domaine, esquissons les idées principales pour établir le
Théoreme L3 Ceci permettra de déduire notre plan de travail.

En utilisant le principe du min-max, il suffit d’estimer la forme quadratique g5 _4.o(u) pour en déduire
une majoration du bas du spectre. D’aprés I’expérience des physiciens, la localisation a lieu en certains
points du bord, il semble donc nécessaire de «découper» le domaine en morceaux afin d’analyser
localement la contribution de chaque partie. Donnons-nous alors une partition de 1'unité (X;-L)j telle
que le support de chaque fonction est inclus dans une boule B(z;, h”). Nous pouvons récrire la forme
quadratique en tenant compte de cette partition :

na0w) =D anaaOu) = |l (VX (72 0)-
J J

Le terme h?||u \VX;L] H%Q(Q) produit une erreur de 'ordre h2~27. Pour estimer la contribution du terme

qh, AA’)(X?U), un changement de variables permet de se ramener & I’étude de 'opérateur de Schrédinger
sur R? ou R x R*. Comme le support est de taille h?, un développement de Taylor permet d’approcher
le potentiel magnétique A par le potentiel magnétique B(z;).Ag, modulo une erreur d’approximation.

L’objectif essentiel de ce travail est d’obtenir des résultats similaires pour des domaines lipschitzien
et donc de comprendre I'influence d’un coin sur la localisation de la supraconductivité.
L’analyse dans le cas semi-classique pour un domaine régulier nécessite I’étude de deux modéles :
- Popérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant sur R? : P Ao R2>
- Iopérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant sur R x R : P Ao, RXR -

B--=
@ - Dz

Fi1G. 1.3 — Domaine d’étude. F1G. 1.4 — Domaines modéles.

Pour traiter le cas d’'un domaine polygonal curviligne, en reprenant cette méme idée de localisation
a l'aide de partition de I'unité illustrée aux Figures et [L4 il est naturel d’ajouter un troisiéme
opérateur modéle :

I’opérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant
sur un secteur angulaire, Py, o,
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en définissant le secteur angulaire (2, par :
vaeﬂxmﬂ,Qa::{xeﬂ¥|x1>(xm3|<tan%x1}. (1.15)

Avec cette notation, Q, = R x Rt et o, = R?2\ R~ x {0}. Nous définissons également le bas du
spectre sur le secteur :

IVa,9l13
pla) = p(1,1,Q,) = inf o L) (1.16)
PEH ()70 H¢HL2(QQ)

Il s’agit donc d’étudier les trois opérateurs modeles Py g2, Py, rxr+ €t Pag0,-

1.4 Organisation de la thése

1.4.1 Premiére partie : Analyse spectrale des opérateurs modéles

Les opérateurs Py, g2 et Py, pyr+ ont été étudiés depuis longtemps. Nous pouvons citer les travaux
de Landau pour R? et pour R x R* ceux de Bolley-Helffer [20], Dauge-Helffer [&T, 2], Helffer-Morame
[60], Lu-Pan [8, [[9, [[7], Del Pino-Felmer-Sternberg [43], ... Mais des problémes d’approximations
numeériques nous conduisent a préciser quelques aspects de leur étude.

Le spectre de 'opérateur P4, g2 est donné par :

0(Pyyr2) = {2k +1,k=0,1,...}. (1.17)

De plus, chacune des valeurs propres de P, g2 est de multiplicité infinie.
Par le biais d'une transformation de jauge, nous ramenons '¢tude de Py grxr+ au nouvel opérateur :

(Dyy — 22)* + D2, sur R x R, avec condition de Neumann en x5 = 0.

Maintenant, nous effectuons une transformation de Fourier partielle selon la premiére coordonnée.
L’opérateur Py ryr+ est ainsi unitairement équivalent & :

(& —22)*> + D2,.

Ainsi, Pétude de Py, gyp+ se raméne a celle de la famille d'opérateurs H(¢) = D7 + (t — ()* a
laquelle le Chapitre B est consacré. Nous rappelons a la Section Z2 et plus particuliérement au
Théoreme B8 des résultats de régularité du premier élément propre relatifs & une famille d’opérateurs
auto-adjoints dépendant d’un parameétre. Ces résultats sont déja établis dans [20, 4T], @2] mais nous en
proposons une démonstration élémentaire basée sur la méthode de GRUSHIN [53] et le théoréme des
fonctions implicites et redémontrons aussi la formule de FEYNMANN-HEILMAN. Nous discutons ensuite
la monotonie du bas du spectre de I'opérateur H({) par rapport a ¢ a la Section et montrons ainsi
que :

0(Pay rxr+) =[O0, +00], (1.18)

ol ©g est défini & la Proposition De plus, ©g est un élément du spectre essentiel. Ce réel O
joue aussi un role fondamental pour I’étude du secteur angulaire comme nous le verrons ci-apreés, il
est donc intéressant d’en avoir une valeur approchée suffisamment précise. La suite du Chapitre B est
consacrée a la construction d'un quasi-mode pour 'opérateur H({y) (avec les notations de la Pro-
position ZT2). La Section Z4] donne des estimations du premier élément propre et mesure l’erreur
commise en approchant la fonction propre ¢ associée & Og par un quasi-mode. Nous construisons
des quasi-modes de deux facons différentes : la premiére & la Section a l’aide d’une gaussienne,
la seconde a la Section EZ1 grace a une fonction polynomiale par morceaux déduite d’une méthode
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de différences finies : de fagon heuristique, nous construisons une suite de valeurs approchées de ¢,
interpolons de maniére quadratique et justifions a posteriori la démarche en mesurant 1’écart avec les
éléments propres. Nous nous servons de ces constructions pour estimer ©g et ¢(0) par l'intermédiaire
du Lemme 223 En effet, il est intéressant d’obtenir une valeur précise de ¢(0) car le Théoréme
mentionne une constante Mz dans Pexpression (CI4]) qui vaut L&W (cf [60], p.673), mais l'intérét
principal vient de la construction & la Section d’une fonction test sur un secteur angulaire dont

Iénergie s’exprime a 'aide de ¢(0).

Les opérateurs Py, g2 et Py gpyr+, dont le spectre est donné respectivement aux relations ([LIT)
et (CIX)), présentent deux comportements trés différents, le bas du spectre de 'un étant une valeur
propre alors que celui du second est un élément du spectre essentiel. Regardant le demi-plan comme
un secteur angulaire d’angle 7, nous pouvons nous interroger sur la monotonie de u(«) par rapport
a « mais aussi sur le role de p(mw) = ©g pour les secteurs angulaires quelconques. En outre, O est
un élément du spectre essentiel de Py gy g+, ce réel Op reste-t-il un élément du spectre essentiel
pour Py, o, 7 Pour répondre a cette question, le Chapitre Bl propose une généralisation du Lemme de
Persson [85] au Théoréme BTl Ce résultat exprime le bas du spectre essentiel comme limite quand
r — 400 du bas du spectre sur le domaine tronqué d’une boule de rayon 7, pour ne garder que la
«contribution & I'infini». Nous appliquons ce théoréme au secteur angulaire et montrons & la Proposi-
tion que le bas du spectre essentiel de 'opérateur Py, o, est exactement ©g. Ce résultat est treés
utile car nous serons assurés que le bas du spectre de Py, o, est une valeur propre si nous trouvons
une fonction normalisée dont I’énergie est strictement majorée par Q.

Nous allons donc essayer de préciser la nature du bas du spectre. Comme nous I'avons déja men-
tionné, a notre connaissance, seuls Jadallah [68, 69, [70] et Pan [83] ont apporté une contribution a
I’étude de 'opérateur de Schridinger avec champ magnétique constant pour des domaines non régu-
liers en analysant le quart de plan. Jadallah [68) 69, [70] montre que le bas du spectre de la réalisation
de Neumann de 1’opérateur de Schrédinger dans un quart de plan pour un champ magnétique d’ampli-

tude 1, est majoré par 0.5772 en construisant une fonction de la forme efés(‘ﬁ) ei(Pp(@)+30°9(@)+50%4(9))
et adaptant les coefficients de maniére & majorer I’énergie associée par 0.5772. Jadallah montre égale-
ment qu’il existe une fonction propre minimisant le quotient de Rayleigh dans le quart de plan et que
cette fonction décroit exponentiellement avec I’éloignement de I’angle droit. Nous allons retrouver ces
résultats au prochain paragraphe par une autre méthode. Pour démontrer ces résultats, Jadallah se
base sur la construction d’une suite de minimiseurs associés au probléme variationnel sur des carrés
de plus en plus grands et qui tendent & la limite vers le quart de plan. Toutefois, pour la réalisation de
Neumann sur des carrés, il n’y a aucune raison a priori pour que I’état fondamental se localise dans
un coin en priorité. Il est méme assez naturel de penser que I'état fondamental est localisé aux quatre
sommets. Nous développerons cette idée & la Section [0.4] en analysant la localisation de I’état fon-
damental sur des polygones réguliers. Pour éviter ce probléme, Jadallah résout un probléme mixte en
imposant des conditions de Dirichlet sur les deux cotés autres que {z1; = 0}, {z2 = 0}, propose des es-
timations sur le comportement des fonctions propres et passe a la limite sur la taille des coté des carrés.

Pan démontre également que le bas du spectre pour le quart de plan est strictement inférieur & ©g
dans [83]. La technique utilisée n’est plus de construire un état dont ’énergie est strictement inférieure
a ©g mais de construire une fonction test d’énergie égale & ©g mais qui ne vérifie pas les conditions
de Neumann.

Aprés quelques remarques immédiates sur la comparaison de p(«) et de p (%) pour p € N* aux

Propositions BTl et 23], le Chapitre Bl et particuliérement la Section B3] est consacré a la majoration
du bas du spectre () pour des angles voisins de 7. Nous reprenons a cet effet une idée de Pan pour
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établir la Proposition et construire, a I'aide de la fonction propre ¢ de Uopérateur D? + (t — (p)? ou
d’un quasi-mode, une fonction d’énergie voisine de ©¢. L’idée essentielle de ce résultat est de ramener
I’étude de secteur €2, & celle du quart de plan ) par un changement de variables et de découpler les
variables au maximum. Nous en déduisons un intervalle |5 — ¢, 5] sur lequel p est strictement majoré
par ©g, donc est une valeur propre. Notons que I'énergie des fonctions tests utilisées dépend de ¢(0)
et justifie ainsi ’étude du Chapitre P

1.4.2 Deuxiéme partie : Analyse asymptotique dans les secteurs de petit angle

Nous complétons cette étude en estimant le bas du spectre pour les secteurs de petit angle & la
Partie[l Pour regarder le comportement vis-a-vis de «, au lieu d’étudier I'opérateur fixe —Vao, sur le
domaine dépendant de «, nous nous ramenons par changement de variables et de jauge (cf Chapitre ()
a un opérateur P, dépendant de a sur un domaine fixe Q%: = R*x] — 1, 1[. Ce faisant, nous obtenons
deux expressions de la dérivée de pu aux Propositions Bl et qui ne peuvent toutefois pas montrer la
monotonie de u. Nous allons déterminer un développement limité du bas du spectre de cet opérateur,
Py, =2(Dy —nt(Dy —m) + ﬁD% La singularité en o dans P, est détruite par les fonctions indépen-
dantes de 7. Ces fonctions jouent donc un role primordial et nous pouvons dissocier deux opérateurs
composant P, : D% et L™Y = 2DytDy + % qui apparait naturellement en considérant 'action de

P, sur les fonctions indépendantes de 7. Le Chapitre [l analyse chacun de ces opérateurs. Munis de

oo
ces résultats, le Chapitre [ donne la construction explicite d’une solution formelle U(*°) = Z ok,
k=0

oo
et () = Za%mk tels que P, U = (> () (cf Proposition [[1]). Le Chapitre B utilise cette

k=0
construction pour donner une majoration de p(«) au Théoréeme RIlen estimant le quotient de Rayleigh

de la somme partielle de U(>). Ceci permet de déduire un intervalle 10, ag[ sur lequel p est une valeur
propre. Pour montrer que cette solution formelle donne effectivement I’asymptotique de p(«), il reste a
établir la minoration. Apres avoir précisé le comportement du vecteur propre au Chapitre @ (cf Théo-
réme [@7]) en utilisant les techniques d’Agmon, nous déterminons, au Chapitre [, le premier terme
du développement limité par comparaison avec d’autres opérateurs (cf Section [T, Théoreme [MTLTI)
et montrons que la seconde valeur propre est suffisamment éloignée de la premiére (cf Section [[L2)
Proposition [[IL7) de telle sorte que le candidat u(oo) est nécessairement le développement limité de
la premiére valeur propre. Cette démonstration est assez technique mais repose sur la comparaison
d’opérateurs.

Le Chapitre [ donne I'expression des premiers termes du développement limité et résume les infor-
mations obtenues sur la localisation du bas du spectre pu(«) en fonction de I'angle aux Figures [Tl et
[[T2 Si nous admettons la précision de certains calculs numériques (que nous avons controlée avec le
plus grand soin), nous avons ainsi établi que p(a) est une valeur propre pour tout angle a €]0, 5.

1.4.3 Troisiéme partie : Modélisation numérique

Toutefois, la monotonie de p par rapport & I’angle reste une question ouverte. Pour essayer de
comprendre le comportement de p mais aussi visualiser la localisation de ’état propre, la Partie [T
propose une approche numérique basée sur la méthode des éléments finis.

Hornberger et Smilansky [65] ont étudié numériquement ce probléme pour des domaines réguliers
a I’aide des méthodes intégrales. Cette technique est propre au cas régulier; d’aprés les auteurs, elle
peut éventuellement se généraliser au cas non régulier mais nous avons préféré la méthode des éléments
finis qui parait plus naturelle.
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Le probléme numérique est particuliérement difficile car nous verrons au Théoréme que le pre-
mier vecteur propre de Py, o, décroit exponentiellement avec 1’éloignement du coin. La localisation
peut présenter certains avantages car il suffit de restreindre les calculs dans la zone de localisation.
Mais une concentration de I’é¢tat fondamental de petite amplitude et située au bord du domaine,
dans un coin si le domaine est polygonal, rend plus difficile le traitement numérique. Cette propriété
de localisation est également établie & la Partie [V dans le cas d’'un domaine quelconque avec une
concentration dans le plus petit angle. Le probléme numérique associé devient ainsi trés mal condi-
tionné. De plus, le probléme est invariant de jauge et posséde des propriétés particuliéres vis-a-vis des
transformations de domaine évoquées a la Section B, il semble donc trés pertinent de construire des
solutions numériques respectant ces propriétés.

Comme nous le soulignerons au Chapitre [ la méthode standard mentionnée a la Section [Z3]
consistant & construire les matrices de masse et de rigidité et d’estimer les valeurs propres généralisées
est en échec. Les vecteurs propres ne sont pas réels et comme nous l’avons signalé précédemment,
la phase est mal déterminée & l'intérieur du domaine ot le module est exponentiellement petit loin
des coins. Un défaut latent de cette méthode classique est qu’elle ne respecte pas l'invariance par
translation : ceci produit des oscillations de phase en liaison avec la taille du potentiel magnétique si
nous choisissons une mauvaise jauge. Notons que nous proposons un algorithme & la Section [Z2 pour
déterminer les valeurs propres généralisées.

Comme la phase joue un role particulier visible sous 'effet d’une translation (cf Proposition B4),

nous allons proposer une nouvelle formulation du probléme & la Section [CZ4] en décomposant le vec-
teur propre sous la forme p(x)eie(x). Cette formulation respecte l'invariance de jauge et les propriétés
de transformations de domaine. Comme nous 'avons déja souligné, le module est exponentiellement
petit, ce qui rend la détermination de phase particuliérement difficile. Ainsi, la Section [Z4] présente
des simulations numériques montrant les limites de I’Algorithme dues au mauvais conditionne-
ment du probléme car la détermination de la phase est effectuée apres celle du module.
La Section construit I’Algorithme 23, beaucoup plus robuste pour la détermination du module
et de la phase. L’idée est de déterminer une premiére phase trés réguliére par un probléme de mi-
nimisation puis de déterminer le module. Ainsi, aux itérations suivantes, la phase ne variera qu’aux
endroits ol le module n’est pas négligeable. L’étape d’initialisation est fondamentale car elle permet
de contourner le probléme du mauvais conditionnement. De plus, cette méthode reste valable pour
des champs magnétiques trés élevés.

Du fait de la localisation exponentielle du vecteur propre, nous exploitons I'idée que toute l'in-
formation du probléme est concentrée dans un voisinage du coin. Ainsi, le raffinement uniforme n’est
ni optimal ni rentable. Un raffinement localisé permettrait de gagner en temps de calcul et aussi en
précision. De plus, une mesure locale de ’erreur entre la solution numérique et la solution exacte
donne un bon critére pour effectuer un raffinement adapté au probléme. Cette mesure est donnée par
la construction d’estimateurs a posteriori développée en Annexe [Al Pour établir le Théoréme [A2]
nous nous basons essentiellement sur les travaux de Verfiirth [I00]. Notons que les lemmes classiques
(Lemme de Céa, ...) ne sont pas appliquables ici car le probléme n’est pas linéaire. Nous avons donc
établi une nouvelle estimation a priori au Théoréme [AZ4l pour adapter les techniques de Verfiirth. Pour
établir ces nouvelles estimations a priori, nous supposons la simplicité de la premiére valeur propre et
justifions cette hypothése au Chapitre

Ces estimateurs d’erreurs a posteriori permettent d’utiliser I’Algorithme 229 couplé avec un raf-
finement de maillages adapté aux valeurs des estimateurs locaux. Le Chapitre explique et donne
des exemples de ces techniques de raffinement. La Section [[3:3 montre la pertinence d’un raffinement
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localisé en comparant les résultats avec un raffinement uniforme.

Munis de ces techniques, nous pouvons estimer p(«) en fonction de o comme précisé a la Section 341
Ce faisant, nous justifions la troncature choisie pour approcher le secteur angulaire et vérifions que sur
ce domaine numérique, les propriétés de linéarité par rapport au champ magnétique sont conservées.
La Figure reprend les estimations obtenues théoriquement et ajoute les estimations numériques.
Notons que les résultats numériques concordent tout a fait avec les résultats théoriques. Nous retrou-
vons ’asymptote % quand o — 0.

La Section propose d’utiliser cette technique de raffinement localisé sur des domaines quel-
conques. Nous proposons notamment 'exemple d’une demi-ellipse collée a un demi-cercle, domaine
régulier présentant un point de courbure maximal ol la localisation a lieu. Néanmoins, il semble que
la précision sur la valeur propre est plus importante que celle donnée par les estimateurs.

Les simulations numériques suggeérent 1'idée largement admise dans la littérature physique [A7, [94]
que p est strictement croissante de ]0, 7] sur ]0, O], mais aucune démonstration mathématique de ce
résultat n’existe.

1.4.4 Quatriéme partie : Asymptotique a grand champ magnétique pour les do-
maines a coins

Ayant ainsi étudié¢ l'opérateur Py, q, et reprenant les résultats sur les opérateurs Py, p2 et
P4, rxr+, nous pouvons généraliser le Théoréme au cas d’'un domaine polygonal curviligne avec
un nombre fini de sommets et établir une estimation du bas du spectre de P, p o et de la localisation
de ’état fondamental. La Partie [V donne les détails de la. démonstration de ces résultats. Elle men-
tionne également la localisation répartie sur chaque sommet d’un polygone régulier & la Section R4l
De plus, la non régularité du bord permet d’établir, au Chapitre [, des résultats de simplicité de la
premiére valeur propre, ce qui permet en particulier de justifier les hypothéses faites en Annexe [Al
pour construire les estimateurs a posteriori et devrait aussi ouvrir des perspectives plus favorables
pour 'étude des bifurcations pour le probléme de la supraconductivité associé.
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Premiére partie

Analyse spectrale des

opérateurs modéles

Cette premiére partie se concentre sur ’étude de ©g, valeur du bas du spectre de 'opérateur de
Schrodinger avec champ magnétique d’intensité 1 sur le demi-plan. Elle permet en particulier de dé-
terminer une valeur numérique plus précise de .

Comme nous I'avons mentionné en introduction, le bas du spectre de I'opérateur Py gy g+ est lié
4 celui de la famille d’opérateurs H(¢) = D? + (t — ¢)?. De nombreux articles analysent la famille
d’opérateurs H(C) et nous rappelons au Chapitre Bl quelques résultats en proposant des démonstra-
tions plus élémentaires que celles trouvées dans la littérature. Nous précisons le comportement de
la fonction propre de H((p) avec {y = vy en construisant des quasi-modes a I’aide de gaussienne
a la Section ou de la méthode des différences finies & la Section 27 Ces techniques permettent
d’obtenir une valeur approchée de @y a 1075 preés.

L’étude de Helffer-Morame [60] a montré que le bas du spectre de 'opérateur de Schrodinger avec
champ magnétique constant égal & 1 sur le demi-plan, O, est un élément du spectre essentiel. Le
Chapitre BTl généralise le Lemme de Persson et caractérise le bas du spectre essentiel pour un opé-
rateur de Schrédinger. Nous pouvons ainsi montrer que le bas du spectre essentiel de Py, o, pour un
secteur angulaire 2, vaut encore Q.

Cette information donne un critére pour savoir si le bas du spectre est une valeur propre. En effet,
a l'aide du principe du min-max, il suffira de construire sur un secteur angulaire une fonction dont
le quotient de Rayleigh est strictement majoré par ©g pour étre assuré que le bas du spectre sur ce
secteur est une valeur propre. Le Chapitre ll utilise cet argument pour proposer quelques majorations
du bas du spectre, p(a), et montre au Corollaire que p(a) est une valeur propre au voisinage de
™

R







Chapitre 2

Etude de opérateur H(() = th + (t — C)Q
sur R

2.1 Notations

Dans ce chapitre, nous allons rappeler des résultats sur la réalisation de Neumann ou de Dirichlet

de la famille d’opérateurs H(¢) sur RT. Ces résultats sont présentés dans [20} BT, 2] et nous propo-
sons ici d’autres démonstrations ; nous donnerons notamment une démonstration élémentaire pour la
régularité du premier vecteur propre, basée sur le théoréme des fonctions implicites. Le résultat donné
a la Section s’étend & une famille d’opérateurs plus générale que H (().
Nous rappelerons ensuite le comportement du bas du spectre de H(¢) dans la Section Les Sec-
tions 241 et EZ7 sont consacrées & la construction de quasi-modes, soit 4 I’aide de gaussiennes, soit
& partir d’'une méthode numeérique et nous proposerons un contrdle de ’écart entre la solution exacte
et la solution approchée en Section 241

Nous noterons qCD et qév les formes quadratiques associées aux réalisations de Dirichlet et de
Neumann de l'opérateur H((). Ces formes sont définies par :

vue BYRT) N HYRY), ¢P(u) = /0 T D) + (¢ — O u(t)]? dt,
Vue B'RY), ¢ (u) = /0 T D) + (¢ — O u(t)]? dt,

oil les domaines B¥(R*) sont définis pour tout entier naturel k par :
BYRT) = {u e H¥®R")|t/u € L*(RT),Vj < k.

Les réalisations de Neumann et Dirichlet de I'opérateur H(() sont définies sur les domaines respectifs
DN(H(Q)) et DP(H(¢)) avec :

DY(H(C)) = {ue B*RY)| u/(0) =0},
DP(H(¢)) = B*R")NH;(RY).
Nous omettrons les exposants D et N s’il n’y a pas d’ambiguité.

Remarque 2.1.

— Notons que les domaines DN (H(C)) et DP(H(()) sont indépendants du paramétre C. Pour justi-
fier le domaine de définition des opérateurs, il suffit de déterminer les domaines des réalisations
de Neumann et Dirichlet de H(0), de considérer l'opérateur H(() comme une perturbation de
H(0) et d’appliquer ensuite le théoréeme de Kato-Rellich (cf [57]).
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— Grice au changement de variable t «— t — (, létude de l'opérateur H(() sur RY se rameéne a
celle de lopérateur :

H:= D? +t* sur Uintervalle | — ¢, +o0l. (2.1)

Les domaines des réalisations de Neumann et de Dirichlet de l'opérateur H wvalent respective-
ment :

DY(H) = {ue B*(]~( +oo])| u'(=() = 0},
DP(H) = {ue B*(] ¢ +oo])| u(—¢) = 0}.

Rappelons deux théorémes importants concernant le spectre d’un opérateur auto-adjoint (cf [57])
proposant des critéres d’existence de valeur propre dans un intervalle donné :

Théoréme 2.2 (Principe du min-max). Soit P un opérateur auto-adjoint semi-borné de domaine
D(P) CH ot H est un espace de Hilbert. Pour tout entier n > 1, nous définissons :

pn(P) = s %’ (2.2)

up inf 3
Bt eetbn_1 YEISPAN (W1, hn_ 1] LND(P\{0} | [Y]]3,

ot (.,.)y et || ||n désignent le produit scalaire et la norme pour H. Alors :
— Soit u,(P) est la n-iéme plus petite valeur propre et P a un spectre discret sur ] — oo, i (P)].
— Soit p,(P) est le bas du spectre essentiel. Alors p;(P) = pn(P) pour tout j > n.

Théoréme 2.3 (Théoreme spectral). Soit P un opérateur auto-adjoint semi-borné de domaine D(P) C
H ot H est un espace de Hilbert. Notons o(P) le spectre de P, alors pour tout réel A :

A o (P)[[$lln < ([P = Nl Vi € D(P). (2.3)

Le corollaire suivant est plus souvent utilisé :

Corollaire 2.4. Supposons les mémes hypothéses qu’au Théoréeme [Z23. Soient A\g € R et ¢ € D(P)
tels qu’il existe € > 0 :

/(P = Xo)¥|ln <e, |[¥]ln =1.

Alors il existe X € a(P) tel que |\ — Xo| < €.

Une application immeédiate du principe du min-max permet de comparer les bas des spectres des
réalisations de Neumann et Dirichlet.

Proposition 2.5. Notons respectivement u(C) et \(C) les bas des spectres des réalisations de Neumann
et Dirichlet de lopérateur H(C). Alors, \ est décroissante et :

Ve e R, u(C) < AQ). (2.4)

Démonstration : La preuve est élémentaire, il suffit de ramener 1’étude par changement de variables
a Popérateur H défini en (ZI)) et de remarquer que d’une part, une fonction de C§°(] — ¢, +o0])
se prolonge en une fonction de C§°(] — &, +o0) par 0 sur | — &, —C[ quand § > ( et d’autre part,
C§°(] — ¢, +oo[) € DN(H). L'application du principe du min-max a 'opérateur H achéve la démons-
tration. U
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2.2 Reégularité

Commencons par un résultat général sur la régularité des éléments propres d’un opérateur auto-
adjoint. La méthode utilisée ici est appelée METHODE DE GRUSHIN [53], c’est une variante de la
méthode dite de la PROJECTION DE FESHBACH [45), 46]. Nous allons obtenir une condition nécessaire et
suffisante pour avoir une valeur propre et un vecteur propre d’un opérateur dépendant d’un parameétre
¢ proche de (y ayant des informations sur l'opérateur H((p), nous montrerons la régularité de la
valeur propre et du vecteur propre associé et nous justifierons également la FORMULE DE FEYNMANN-
HEILMAN [67] donnant I’expression de la dérivée de la valeur propre selon le paramétre.

Théoréme 2.6. Soit H(() une famille d’opérateurs auto-adjoints différentiables selon le paramétre
¢ € R, définis sur Rt et dont le domaine D(H) est indépendant de ¢ . Notons u(C) la premiére valeur
propre et u(C) un vecteur propre normalisé associé. Supposons qu’en (o € R, la valeur propre pu((o)
est simple. Alors il existe n > 0 tel que pour tout ¢ €]Cy — n,Co + | et tout u €)u(Co) — n, u(Co) + 1l -

peo(H(Q) <= n=p),

ot € C(]¢o — 1, Co+n[). Le vecteur propre associé u(C) est également C°. De plus, nous avons la
formule dite de FEYNMANN-HEILMAN :

1 (Co) = u* (C0)0c H (Co)u(Co)- (2.5)

Démonstration : La preuve, basée sur le théoréme des fonctions implicites, se décompose en quatre
étapes.

Premiére étape : Décomposition de DV (H) selon le premier vecteur propre u((p)

H(Co) — p(¢o) (o) > ost
u*(Co) 0

Notons u*({y) la projection sur le vecteur u((p). Montrons que My: = <

inversible.
Soit (f,c) € L2(RT) x C, cherchons & résoudre My < Z > = < f >, avec u € DN(H), z € C. Ecrivons

coordonnées par coordonnées les équations vérifiées par u, z :

(H(Co) = plCo) v +zull) = f (2.6)
2.7

(G = e

L’équation (Z8) détermine z en lui appliquant u*((p) :

2 =u"(Q)/, (28)
Récrivons les équations (228) et (7)) connaissant désormais z :
{ (H(Go) — pu(Go)) v = f = (u"(Co)f) u(Co) (2.9)
u*(Co)u = c. '

La premiére équation de () détermine u sur (u(¢p))* (car u((p) est un vecteur propre de I'opérateur
H((p) pour la valeur propre simple pu((p)), la deuxiéme sur Im(u*({p)). Ainsi, u est entiérement
déterminé sur DY (H) et donc My est inversible. Notons Rg son inverse, qui est continue sur L?(R*)xC,

E, ET
ROZ< J )
Ey Eq
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Les coefficients de Ry sont entiérement déterminés par les équations (9 :

Eo = ((H(¢o) = p(S0))ju(cort) " (2.10)
Ey = u() (2.11)
Ey = u*(¢o) (2.12)
Ef~ = 0. (2.13)

Deuziéme étape : inverse au voisinage de (C, 1)
Montrons que la matrice My reste inversible en perturbant légérement ses coefficients. Pour cela, nous
allons utiliser les séries de Neumann. Considérons la matrice :

M(¢op) = ( Hf()go_)“ “(gO) >

Nous pouvons récrire M (¢, 1) comme :

M) = Mo+<(H(C)—H(Co))—(M—M(Co)) o)

— M <Id+Ro ((H(C)—H(CO))—(M—M(CO)) 0 >)

Or les applications ((,u) — H(C) et (¢,n) — p sont continues au voisinage de (o, £(¢o)), donc il
existe € > 0 tel que si [ — (o| < e et |u— u(lp)| < ¢, alors M((, p) est inversible et son inverse est
donné par la série de Neumann :

M) = 3 (1) <Ro < (H(C) - H(CO)O) = (k= (o)) 8 ))J Ro. (2.14)
jEN

E(C,p)  ET(¢p)
E=(Cp) ET(¢p)

Lemme 2.7. L’inverse de M((,p) est une application infiniment dérivable au voisinage du point

(G0, 1(<0))-
Démonstration : L’application de |¢g — €, (o + €[x]u(¢o) — &, (o) + [ dans DV (H) x C définie par :

Notons R((, p) = < > I'inverse de M ((, i) et étudions la régularité de R.

1) = Ro ( (&1 0 ) ave rCi= (HQO = HG) ~ (= u@) (219

est infiniment dérivable. Or :
JEN
Soit j € N*. Donnons les relations de dérivation pour r(¢, u) :
Or(Cp) = OH(C) (2.17)
Our(Cp) = —L (2.18)

A la vue de la relation (2ZI6), nous allons estimer le terme T'(¢, )’ :

<R0 (m%u) 8>)j _ <<E<<> u(go)>
_ ( (Eo (G, ) (2.19)
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Donc

. ) (Bo r(C, w)Y 0
MG =2 (1) <<u*<<o> r(Co ) (B (G )yt 0 >R°' (2.20)

jeN
La relation (2221 et les relations de dérivation (ZI7) et (ZI8]) montrent que le terme général de la série
définissant M (¢, 1) ~! est infiniment dérivable et que la série des dérivées converge uniformément sur
un voisinage de taille £ de (o, £((p)), donc Papplication M (¢, u)~! définie sur [¢p — €, (o + [ x]u(Co) —
e, (o) + €[ est de classe C°. O

Lemme 2.8. p est une valeur propre de H(C) si et seulement si ET~((,u) =
De plus, au voisinage de ((o, 11(Co)), si pu est une valeur propre, alors E (C,u) est un vecteur propre
associé.

Démonstration : Donnons les équations vérifiées par les coefficients de R((, i) :

(H(C) = W EG 1) +u(C)E™(Cp) = 1d (2.21)
F(C)ET () = 1 (2.22)
(H(C) = m)ET(C 1) +ulC)ET(C,pn) = 0 (2.23)
u(Co)E(Cp) = 0 (2.24)
Supposons que E1T7 (¢, u) # 0, alors (ZZ3) permet d’exprimer u({p) comme suit :
_ +
u(Co) = — (H(QE*M()C?M)(C’M)' (2.25)
Reportons cette expression dans ([Z2Z1]), alors :
EX(Gm) Y _
(110 - ) (BlC. - %) =10 (220

En conséquence, si BT (¢, u) # 0, alors H(¢)—u est inversible, donc p n’est pas valeur propre de H ().

Réciproquement, supposons que ET~((, ) = 0. Si de plus, E™(¢, ) est nul, alors E~({, u) lest aussi
car E~ (¢, p) est 'adjoint de ET (¢, u). Ceci est impossible car R((, i) est inversible, donc E1 (¢, i)
est non nul. Ainsi, ET((, u) est vecteur propre d’aprés 1’équation (ZZ3). O

Troisiéme étape : Etude de ’équation E¥~(, p) = 0.

Montrons qu’au voisinage de (y, nous pouvons trouver les valeurs propres associées a l'opérateur
H(¢) en regardant 1’équation E+~((, ) = 0 par application du Lemme Exprimons le coefficient
E*=(¢,p) a l'aide de la série de Neumann. Reprenons le calcul (Z20) de M (¢, 1) ~! en développant

le produit :
<R0 ( ’I“(Conu) 8 >)]RO —

(W (Co)r (¢, ) (o (¢, )Y~ Eo - (u*(Co)r(C, ) (Eo 7(¢, 1))~ ulCo) ) '

Par identification des coefficients de M ({, 1)~ ! et de ceux de la série de Neumann (ZZT]), ’expression
de E* (¢, p) est donnée par :

TG ) =D (=1 (W (Go)r (S, ) (Bo (¢, 1)) M ulGo). (2.28)

Jj=1
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Le Lemme EZZlmontre que M (¢, ) ™! est C°° au voisinage de ({o, t({p)), donc en particulier, E+~ (¢, p)
Iest aussi. Regardons I'expression de la dérivée de E+~((, ) par rapport & u dans le but d’appliquer le
théoréeme des fonctions implicites. Comme la convergence de la série définissant £+ (¢, i) est normale,
la dérivée de ET~((, ) est la série des dérivées terme a terme. Les relations de dérivation (ZIT) et
[ZIX) estimées au point ((o, (o)) permettent de déduire les expressions des dérivées de ET~((, p)

en (Co, (o)) :

O ET (Co, (Co)) = —u(Co)Ocr(Co, 1(Co))ulCo), (2.29)
WET(Co, () = 1. (2.30)

En particulier, la différentielle 9, B+~ ({o, u((o)) est inversible et de plus, BT ((o, u(¢o)) = Ef ~ =0;
le théoréme des fonctions implicites peut donc s’appliquer et il existe 7 > 0 et une application p de
classe C* sur [(y — 1, (o + 1] telle que :

V¢ €160 —m, o + 0l Yo €]u(Co) — . (o) +nl, ETT(Cp) =0 <= p = p(C).

Par conséquent, p(¢) est une valeur propre C* au voisinage de (y et en utilisant le Lemme I8
E*(¢,u(¢)) est un vecteur propre C™ au voisinage de (.

Quatrieme étape : Justifions la formule de Feynmann-Heilman
Par construction de la fonction p, nous avons ET~((,u(¢)) = 0. Différencions cette relation par
rapport a ¢, puis prenons la valeur en ({o, p(¢p)), il vient :

A" (Cos 11(C0)) + 1 (€0) OB (Cos 1(C0)) = 0. (2.31)

Utilisons les relations (2229)) et (2230), alors :
1 (Go) = u*(Co)dc H (Co)u(Co)- (2.32)
U

Remarque 2.9. Nous pouvons obtenir un résultat semblable si la premiére valeur propre n’est pas
H(Co) — p(Co) u1(Co) .- un(Co)

. . . . ui(Go) o ... 0

simple, il suffit de remplacer la matrice My par la matrice : . . ) .

u*N(Co) 0 ce 0
La condition du Lemme [Z8 devient une condition de nullité sur le déterminant ET~((, u).

Appliquons ce Théoréme pour justifier la régularité des fonctions p et u.

Proposition 2.10. Les fonctions ¢ — p(C) et ¢ — A(C) sont continues sur R.
Notons u(C) un vecteur propre normalisé associé a la valeur propre pu(C) (respectivement A(C)), alors
les fonctions p et u (respectivement A et u) sont de classe C* sur |0,00[. De plus :

W) =2 /0 T (- OG0 dt. (2.33)

Cette relation reste valable dans le cas de la réalisation de Dirichlet.

Démonstration : Nous établirons le résultat pour la réalisation de Neumann, la preuve étant similaire
pour la réalisation de Dirichlet.
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Nous pouvons appliquer le Théoréme qui justifie que p et u sont infiniment dérivables sur R et la
formule (Z3) de Feynmann-Heilman conduit & la relation ([Z33) car 0. H () = —2(t — (), ainsi :

W@ =2 [ (= @GP dr (2.34)

O

Remarque 2.11. L’application de principe du min-maz permet de montrer que la fonction u est
localement lipschitzienne.

2.3 Comportement de la premiére valeur propre

Par prolongement des fonctions du domaine de forme, il est en général facile de prouver que le
bas du spectre de la réalisation de Dirichlet d’un opérateur est monotone. Par contre, cet argument
ne s’applique plus pour la réalisation de Neumann. En fait, le bas du spectre de la réalisation de
Neumann n’est généralement pas monotone.

Intéressons-nous maintenant plus spécifiquement au comportement de p et A.

Proposition 2.12. La fonction X est strictement décroissante de R a valeurs dans |1, 4o00[ et A(0) = 3.
Il eziste un réel (o > 0 tel que la fonction p est strictement décroissante de | — 0o, (o[ dans |©¢, +oo[
et strictement croissante de [(y, +00[ dans [Op, 1[. De plus, ;1(0) = 1 et si l'on note ¢ le vecteur propre
positif normalisé, associé a H({y), nous avons les relations :

/0°°<|¢'<t>|2+<t—<o>2|¢<t>|2> it = O, (2.35)
0y = ¢, (2.36)

o) = 5, 2.37)

/0 TP At = o. (2.39)

Démonstration : Nous avons démontré & la Proposition la décroissance de A. Pour montrer que
cette décroissante est stricte, il suffit d’étudier la quantité (A(¢+h)—A(()) (u¢in, ue) 2

p comme
nous le ferons pour la preuve du Lemme EZT9 Nous établissons ainsi :

J=¢,+o0
Nous allons démontrer les autres propriétés de la proposition par plusieurs lemmes successifs en sui-
vant la démonstration de Dauge-Helffer [41]. O

Lemme 2.13. Clim pu(¢) = +oo et lim A(¢) = +oo.
——00

(o0

Démonstration : Soit ¢ < 0. Il suffit d’écrire : Df + (t — C)2 > Df +2 4+ C2 > CQ. O

Lemme 2.14. { — pu(C) est une fonction décroissante de ¢ sur l'intervalle | — oo, 0].
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Démonstration : Soient u € B2(R™) tel que v/ (0) = 0 et ¢, & € R? tels que ¢ < € < 0. Alors, pour tout
teRY, (t— )2 > (t —€)?, ce qui implique que (H(Qu,w) r2@+y = (H(§)u, u) p2g+)- Le principe du
min-max permet d’achever la preuve du lemme. O

Lemme 2.15. p(0) =1 et A(0) = 3.

Démonstration : L’opérateur H(0) = D? 42 est défini sur |0, +-00[. Notons H = D? +t? la réalisation
de l'oscillateur harmonique sur R. Comparons le spectre de H(0) avec le spectre de H restreint aux
fonctions paires. Alors la plus petite valeur propre de la réalisation de Neumann de H, restreinte aux
fonctions paires est ul(I:I ) = 1, cette valeur propre est de multiplicité 1 et un vecteur propre associé
est u(t) = exp <%ﬁ> Notons u la restriction de @ & ]0,4oc[. Alors u € DN(H(0)) et u vérifie la

condition de Neumann sur Rt. Donc

1= pi(H) = p(0). (2.39)

Soit maintenant u un vecteur propre pour la condition de Neumann dans RT, alors v’ QO) = 0, car
u € DN(H(0)). Prolongeons u & R par parité, notons @ ce prolongement. Alors & € D (H) = B?(R).
En effet, en notant (a”) la dérivée de la distribution, la formule des sauts donne :

@' = (@) +[@(07) — @' (07)]d + [a(0") — a0},

mais, nous prolongeons par parité donc @(07) = @(0~) et comme nous étudions la réalisation de
Neumann, alors @' (0%) = @ (07), donc @ € L?(R). Les termes @, ta, t@, @', td' ne posent pas
d’autres problémes d’intégrabilité. L’application du principe du min-max & 'opérateur H donne :

W@+ i@ de [ W@ + @) do
(i) < / :/0 —p(0). (240)

[t da [t as

Pour justifier A(0) = 3, il suffit de considérer I'oscillateur harmonique sur R restreint aux fonctions
impaires. U

Lemme 2.16. 1/(0) <0

Démonstration : Notons ug un vecteur propre de norme 1 associé a p(0). Alors, d’apres ([Z33),
1(0) = —2/ tuo(8)[2 dt < 0. (2.41)
10,400[

En particulier, (Z41]) indique que pu est strictement décroissante au voisinage de 0, donc il existe &
assez petit, positif tel que V 0 < e < &g, p(e) < 1. O

Lemme 2.17. lim A(() =1.

(oo
Démonstration : Comme \ est décroissante, alors A(¢) > 1 car la plus petite valeur propre de 1'os-
cillateur harmonique sur R vaut 1. Montrons I'inégalité inverse. Pour cela, nous utilisons un vecteur

propre de 'opérateur H défini sur R et tronquons ce vecteur afin d’obtenir un élément de ’espace
DP(H(¢))-
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Soit u(x) = \/%e_“?/ 2 alors ||ul| r2(r) = 1. Soit x une fonction infiniment dérivable telle que :

0 si <0

Nous définissons une translatée-dilatée de x pour tout € R par x¢(z): = x({(z + ()).
La comparaison des normes ||xcul|z2(r) et [|u[|z2r) conduit & la minoration :

: exp ()
||XCU||L2(R) >1- Cf- (2.42)
Estimons le quotient de Rayleigh, alors il existe une constante C telle que :
1 1
(H(xcu), xcu) 2 —ote 1 —ote
e Xew(Daxe)(Dpu) + 75— xclul*(Dixc)
HX(UHL2(R) HXCUHL2(R) —¢ HXCUHLQ(]R) —C
< 14C ¢ exp(—¢?).
Par application du principe du min-max, nous déduisons A(¢) < 1+ C ¢2 exp (—Cz). O

Lemme 2.18. lim u(¢)=1

(—-+oo

Démonstration : D’apreés la Proposition et le Lemme BET1 p < X et <1i1rn A(¢) =1, ainsi :

— 400

CEI—POOM(C) <1 (2.43)

Montrons maintenant la minoration. Soit u¢ un vecteur propre normalisé associé & u(¢). Nous allons
tronquer la fonction wu¢ afin de nous ramener au spectre de 'opérateur de Dirichlet a l’aide d'une
fonction y infiniment dérivable sur R telle que :

0 si <0

Nous définissons la translatée de x par x¢(z): = x(z + ().
Soit € > 0. Comme u, est normalisée, alors il existe (o tel que :

V¢ > Cos Ixcucllizgy > llucllfzm —e=1—¢. (2.44)
Par construction, ycuc € DP(H), donc :
(H (xcuc)s xcue) = MOxcucllFz - (2.45)
Estimons le quotient de Rayleigh pour la fonction x¢ ¢ :

—(+1 —(+1 5 o
/ (Dexe) (Druc) Xez dt / IO i

(H (xcuc), xcug) —u(C) + 2 Re 2= "

TxcuclBage,

(2.46)

Par hypotheése sur la fonction de troncature, il existe {1 > (y tel que

—¢+1 —C+1
V> G, 12 / Do) D) 0yt dtH / < IU<I2(D?X<)X_<df‘§6- (2.47)
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Reportons les estimations ([(Z47) et (2244]) dans ZZ0) et utilisons (Z4H), il vient :

Q) < u(Q) + : (2.48)

|| CHL?(R —e

En passant a la limite quand ¢ tend vers l'infini, nous trouvons la minoration voulue. O

Lemme 2.19. La fonction p admet un unique minimum local sur R.
Ce minimum est atteint en o > 0 et u((o) < 1.

Démonstration : Nous suivons la démonstration de Dauge-Helffer [Tl B2]. Soient h > 0,uc¢ et uc4p les
vecteurs propres normalisés associés aux valeurs propres p(¢) et pu(¢ + h) pour Vopérateur H. D’apreés
la Proposition LT les fonctions p et ¢ +— u¢ sont de classe C*° sur R. Calculons la dérivée de p. Pour
se faire, commencons par évaluer (u(¢ + h) — u(€)) <uC+h7uC>L2(]—<,+oo[) en remarquant que V¢ € R,

n(§) € R et p(§)ue = Hug

(1(C +h) = pu(Q)) <uc+h7u<>L2(]_g,+ooD = <Huc+h7u<>L2(}_g7+ooD - <uc+h7HuC>L2(}_g7+ooD

+o0 .
= /< {(—UZM + tucn)ag — ugen(—uf + tQUC)} dt

= [ TaaoR@ as [ @ a
¢ ¢+ ¢ ¢

= ugyn(=Que(—¢) - ucn(—Q)ue (=)

= u/(+h(_<)uc(—<)-
Les deux derniéres égalités s’obtiennent par intégration par parties en notant que Ué(—C ) = 0. Re-
marquons que u¢c(—¢) ne peut pas s’annuler car nous savons déja que u’C(—C ) = 0 et si, en plus, nous

avions u¢(—¢) = 0, alors u¢ serait identiquement nulle, ce qui ne peut étre.
Faisons un développement limité de ug,;,(—¢) en nous rappellant que V§ € R, ug(—§) =0:

ueen(=C) = ugn(=C =)+ hugyy (=C = h) + O(h?)
= huly,(—=C —h) + O(Rh?)
= h((¢+h)* = p(C+h))ucsn(=C — h) + O(h?),
car ug (—¢) + E2ug(—€) = p(€)ug(—£€). Nous en déduisons ainsi :

e hf)L —e) (Ueinsue) 2 ¢ poop = (CH ) = p(C+ ))ucin(—C = Rug(=C) + O(h),  (2.49)

donc, en prenant la limite quand h — 0 dans (249, il vient :
1) = 1 (OlluclFzq—c 1oop = (€* = 1) uc(=O)* (2.50)

Or si la fonction g admet un minimum local en un point (, sa dérivée s’annule en ce point. D’apres

la relation ci-dessus, u’ s’annule en ( si et seulement si u(¢) = (2. Dérivons I"équation (Z350) en un
point ou la dérivée s’annule :

WO = (2= H(O)ue(=QI = 2€¢(uc(=¢))*>0.
Il y a ainsi un seul minimum local qui est, de fait, un minimum global. Comme p est strictement
décroissante au voisinage de zéro, le minimum global est atteint en y > 0 et u(¢p) < p(0) = 1.
De plus, comme p/({p) = 0, [Z3])) se déduit de la formule (Z33).
Nous précisons ainsi le comportement de la fonction g sur R : p est strictement décroissante sur
| — 00, (o] et strictement croissante sur [y, +00], et, en particulier, Clirjrn u(Q)=1". O
— 100
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2.4 Estimation du premier élément propre

Rappelons deux résultats importants qui estiment 1’écart entre la valeur propre © et 1’énergie asso-
ciée & un quasi-mode et d’autre part, entre la fonction propre ¢ et ce quasi-mode ¢,p, en commencant
par rappeler le Théoréme 1.15 de [54] donnant 'INEGALITE DE TEMPLE :

Théoréme 2.20 (Inégalité de Temple). Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H
et 1 € D(A) normalisé. Supposons que X est la seule valeur propre de A dans lintervalle o < A < 3.

Définissons 1 = (1), Ap)y, et € = [[[A = nlollf, = ||AV|[}, — 0. Sie® < (B—n)(n — ), alors

g2 g2

U <A<n+ .

B—n n—a
Démonstration : Soient Ey et Ey tels que a < Ey < A < Ey < 3. Calculons (A — E»)v, (A — E1)Y)4
en utilisant les notations du Théoréme :

(A= Ep), (A= Ev)y, = Er1Ey — (Ey+ E2)n+ (AY, Ay)y,
= BBy — (By + E2)n + (A —n)w, (A — n))y + 17
= E\Ey— (B + Ey)n+e2+1°
e — (By —n)(n — Ey). (2.51)

Or ((A — E2)¢, (A — E1)y)y, > 0 car il n’y a qu'une valeur propre X sur Ja, [, ainsi :
(B2 —n)(n— E1) <& (2.52)
— Choisissons E1 = « et Ey = A, alors par application du principe du min-max, o < A <7, donc

EZ52) conduit a :

2

A<n+

— Choisissons E1 = A et Fy = 3, alors (Z52) permet d’écrire :

A>n— .
=1 n—p

Citons maintenant la Proposition 4.1.1, p. 30 de [26] :

Théoréme 2.21. Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H. Soit I C R un
intervalle compact, V1,...,)n € H des éléments linéairement indépendants de D(A) et pi,...,un
tels que :

Ay = pjhj +rj avee ||rj||ln <e. (2.53)

Soit a > 0, supposons que o(A)N(I+B(0,2a)\I) = 0. Alors, si E est l’espace engendré par 1, ..., )N
et si F' est lespace associé 6 o(A) N1, nous avons :

ev/N
a4/ )\?in

ot NI est la plus petite valeur propre de S = ((j,%r)4,) et d la distance définie par :

d(E,F) < (2.54)

d(E,F) = |lg — pllg||x,

en notant respectivement Ilg, Ilp les projections orthogonales sur E et F.
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Nous allons appliquer cette proposition avec N = 1, A = H({p), E I'espace engendré par ¢app,
noté < @app >, I 'espace engendré par ¢, noté < ¢ > et 91 = @app- Remarquons que 'expression de
la distance d(E, F') est liée a la norme ||¢ — @app||2(r+) en se rappelant que ¢ et dapp sont normalisés :

d(E, F) = ||¢app - <¢appa¢> ¢||L2(R+) = \/||¢app - <¢appa¢> ¢||%2(]R+)
= 1+ @apps @) 12 = 20 (Bapps ) 12 = /1~ | (G, 0} 2

Ainsi :
l|@app — llL2(®m+)
d(E,F) = . 2.55
(B, F) 7 (2.55)

Nous pouvons estimer O et ¢ a I’aide de quasi-modes pour un opérateur H(¢) quand ¢ est proche de
(o comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.22. Soient (app € R et dapp € D(H (Capp)) normalisé tels que :

H (Capp) Papp = OappPapp + Tapp avec ||7"app||L2(1R+) < Eapp; (2.56)

Notons ps((o) la deuziéme valeur propre associée a l'opérateur H((y) et définissons :

Savp = app T 4app(Gapp = 0)v/Oapp + 2(Capp — €0)*(Sapp + 20upp)
+4(Capp €0)*v/Oapp + (Capp — G0)* (2.57)
égpp = app + 45app \/E(Capp - CO) + Q(Capp - <0)2(6@app + Eapp)
+121/Oapp (Capp — €0)* + 3(Capp — G0)"- (2.58)
Alors, nous pouvons estimer la différence @app — 0
2

app

Oy — 6, > —2,/0, apb — —
0 p = v/ Oapp(Capp — C0) 12(Co) — (\/pr + (Capp — C0))? (2.59)
O — @app = (Capp - C0)2 + 2\/ @app(gapp - CO)

ainsi que la norme de ¢ — Qapp -

N

g
— ¢a <2V/o— 2P 2.60
¢ = Gappllr2®+) < 12(Co) — O (2.60)

4\/§@0€app égpp
12(C0) —©o  112(¢0) — (/Oapp + Capp —

1106~ Gapp) | 22qa+y < 4/Bapp (Gapp —C0) + (Gapp — o)+

(2 61)
Démonstration : Estimons Ogp, — ©g grace au Théoréme en choisissant A = H (o), ¥ = Papp-
Comme O est la premiére valeur propre pour 'opérateur H((p), nous pouvons choisir &« = —oo et
B = p2(¢o). Rappelons la relation :
H (Go) = H (Capp) + 2(t = Gapp) (Gapp — C0) + (Capp — G0)*.
Estimons maintenant 7 :
n = <¢app, H(<0)¢app>L2(R+)
= <¢app’H(<app)¢app>L2(R+) + (Capp — <o) /1R+(2(t — Capp) + (Capp — CO))|¢app(t)|2 dt
= Oapp + (Capp — C0)2 + 2(Capp — C0) /[R+ (t— Capp)’%pp(t)‘Q dt (2.62)

IN

( @app + (Capp - CO))2' (263)
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Ceci nous permet, a I'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, de déduire un encadrement de 7 :

Capp CO v app <1 — @app (Capp CO)2 + 2(<app - CO)\/ @app- (2-64)
Estimons le reste €2, en utilisant & nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
e = /R+ ’((H(Capp) - @app) + Q(t - Capp)(Capp - CO) + (Capp - C0)2 + (@app - n))¢app(t)‘2 dt
HrappH%%Rﬂ + 4(Capp — C0)2@app + (Capp — Co)* + (©app — n)?
+2||7"a1op||L2 (RT) <2(Capp - CO) @app + (Capp - <0)2 + (Qapp - 77))

+4 Capp CO \/ app + 4 Capp )\/ app(@app - 77) + 2(<app - <0)2(®app - 77)' (265)

Considérons I'encadrement ([ZEG4) de 17 — Opyp, alors, appliquant I'hypotheése ||7app|r2@+) < €app :

IN

(@app - 77)2 + 2(@app - 77) <||Tapp||L2(R+) + 2(Capp - CO) @app + (Capp - <0)2>

< 4Capp — €0)*Ouapp + 4Capp — 0)*v/Oapp + (Capp — C0)*

+4€app (Capp — €0) \/E"‘ 2€app( Capp C0)2

+8(Capp — €0)*Ouapp + 4(Capp — €0)* v/ Oapp

+4(Capp — C0) \/E"‘ 2(Capp — ¢o)*

A€app \/%(Capp CO) + 2(Capp — CO)Z(Geapp + Eapp)

+124/Oapp (Capp — €0)* + 3(Capp — C0)* (2.66)

Reportons la majoration (Z66) dans (Z63) en se rappelant les définitions de €,pp, et £app données en

E357) et (Z5R), il vient :

IN

g2 < sapp (2.67)
La condition €2 < (8 — n)(n — ) est vérifiée, nous déduisons donc un encadrement pour Oy — O,pp,
2 2
n- <©p<n+ :
B—n n— o
Gréce aux estimations (Z61), [Z63) et (ZB64), cet encadrement s’écrit :
)
€
—-2,/0 —(o)— A < Op—Oapp < —(0)*+2\/© — o).
app(Capp CO) MQ(CO) — (\/%‘i‘gapp _CO)Q = 0 app — (Capp CO) app(Capp CO)

(2.68)
Pour estimer la norme de la différence entre le vecteur propre ¢ et la fonction ¢,pp, utilisons le
Théoréme 2T avec A = H (o), ¢ = Papps 11 = Oapp, alors :

H(Co)¢app = OappPapp + Tapp avec Tapp = (H(Co) — H (Capp))Papp + Tapp- (2.69)

D’apres les estimations précédentes, notamment (Z65), nous avons :
FopellEaery = | ICH(G) = H o)) (t) + rapo(t)?
= /R+ ’2(Capp — Go)(t — Capp) + (Capp - C0)2)¢app(t) + 7”app(tw dt

< HrappH%Q(RJr) +4(Capp — €0)*Oapp + (Capp — ¢0)*

+2||7"app||L2(1R+)(2(Caplf> - <0) @app + (Capp - C0)2) + 4(<app - <0)3 @app
&2 (2.70)

app’

IN
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en utilisant la définition Z21) de €,pp. Par conséquent, utilisant la relation (253]) et le Théoreme 2211
p2(Go) — ©

0 . .
aveca:f,ll vient :

HfappHLQ(Rﬂ 2
gy < 2D o 2
¢ = GappllL2(r+) < w2(Co) —©¢ — 12(Co) — Oo =

Il reste maintenant & estimer la norme ||¢" — ¢, ||z2(r+). Pour cela, considérons la forme quadratique
4¢o (¢ — Papp)- Une intégration par parties permet d’écrire :

(H(Go)(& — Sapp)s & — Dopp) 2y = 16/ = SapplBa (e + /0 (t— 0?16 — Gappl(D)? dt.  (2.72)
Mais, nous avons également :

<H(CO)(¢app - 9), Papp — ¢>L2(R+) = (H(CO)(¢app)7 ¢app>L2(R+) — B0 + 26 (1 - <¢app7 ¢>L2(R+)) :
(2.73)
Estimons chacun des termes de cette expression. Grace a (Z71]) et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous avons :

1= <¢appa ¢>L2(R+) = <¢appa Papp — ¢>L2(R+) < H@ﬁapp - ¢HL2(R+) < 2\/5%. (2.74)

Reprenons le premier terme de ([ZZZ3) en utilisation la définition de 7 et 'encadrement (Z64)) :
(H (Co)(Papp), ¢app>L2(R+) =60 =1-060 < (Capp — <0)2 + 2y Oapp (Capp — C0) + (Oapp — ©0). (2.75)
De (Z68), 72), 273) et (Z73), nous déduisons :

! O[T ||L2(R+)
1(¢ — Papp) ||%2(]R+) < (n—60)+ 42 M2(<Zr)) ~ o, ~ (2.76)
< (Capp = €0)* + 21/Oapp (Capp — €0) + (Qapp — ©0) + 4\/56La_pp
12(Go) — O
)

6app

" p2(Co) — ( Oapp + (Capp - CO))Q

< (Capp - CO)2 + 4\/ eapp(gapp - CO)

O0é
+4y/2 0P
p2(¢o) — ©o

2.5 Estimation de ¢(0)

Nous allons construire, a la Section B3], une fonction test a partir de la fonction ¢ dont ’énergie
dépend de ¢(0). L'estimation de cette énergie nécessite donc de connaitre assez précisément ¢(0).

Commencons par rappeler une majoration de la valeur d’une fonction en un point a ’aide de la
norme de la fonction et de sa dérivée. Ceci permettra d’estimer l’erreur commise sur la valeur de ¢(0)
en ’approchant par la valeur en 0 d’un quasi-mode.

Lemme 2.23. Pour toute fonction u € H*(R1),

[u(0)] < V2y/llull 2@y /1] 2. (2.77)
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Démonstration : 11 suffit d’écrire :

et d’utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz. (]

Appliquons le Lemme 23 avec u = ¢ — ¢,pp, alors :

|¢(0) - ¢app(0)| < \/5\/||¢ - €Z5a10p||L2(R+)\/H(‘l5 - ¢app)/||L2(R+)- (2-78)
Reprenant les estimations du Théoreme et la majoration (278, nous déduisons le théoréme :

Théoréme 2.24. Sous les hypothéses du Théoreme [ZZZ3, nous estimons la différence ¢(0) — dapp(0) -

16(0) — dapp(0)[2 < 4v/2— =220

112(Co) — O
x| 41/Oapp (Capp — C0) + (Capp — C0)? + ooy +ayB_ e %
app\Gapp 0 app 0 112(Co) — (\/pr + Capp — Co)? p2(o) — ©o '

En vue d’appliquer le Théoréme 224l nous allons commencer par construire un quasi-mode. Don-
nons deux constructions et deux estimations. La premiére est liée aux gaussiennes et la seconde
provient d’une discrétisation de I’équation H(¢)¢ = u(¢)¢ a l'aide des différences finies.

2.6 Estimation d’erreurs a ’aide de gaussiennes

Définissons u, sur RT par :
u,(t): = Che Pt (2.79)

o C), est une constante de normalisation. Par le calcul de gaussiennes,

> —Zpt2 _ /g /OO —2pr2 _ z 1
e dt = e rdr df = — (2.80)
/0 \/ o Jo 22\/p

nous déduisons la valeur de C’p :

™

Cp:=pi <§>i . (2.81)

qc(up)

Cherchons p et ¢ qui minimisent le quotient de Rayleigh :
HUPHL2(R+)

. Estimons g¢(u,) :

alup) = /0 TP 4 (= Oy () 2dt

c2 o1 V2
+C ==ttt :

20 4p VTP
Comme u, est normalisé, pour minimiser le quotient de Rayleigh associé & la fonction u,, nous devons
minimiser en et p la fonction :

1
4p

— o+ (2.82)

it z_\ﬁ
S PR S ST (2:83)
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Remarquons que nous pouvons récrire la fonction f comme :

1\ 11
f(CaP):<C— ?p) +P+%—%-

/1 1 1
Nous choisissons donc ¢ = om0 et déterminons p en minimisant p + — — ——. Alors :
T

4p  2mp

1 2 1
p==-y\/1——et (= .
2 ™ 2mp

Ceci permet de déduire une majoration de O :

2
O < qluy) =2p=4/1-—.

/ 2 /1 1
Oapp:=2p=1\/1—=¢et Gappi=4/7— = —7.
PP - PP 27 (71(71—2))%

Les estimations de Oapp et (app donnent :

Nous notons :

Oapp = 0.6028, Capp ~ 0.7267 et (7, ~ 0.5280.

Rappelons quelques calculs élémentaires :

( [e’e] Cz 1
| tuopar = 32— —— .
0 4p  (n(m—2))7
0 11
| e = =3/
0 4p 2 ™= 2
oo 02 =
| st a = =
0 8p (m—2)1
& 3 37
tHu,(t)]> dt = =
/0 s (®)] 1602 4(m —2)

Ces calculs d’intégrales permettent de remarquer que :

oo
| = Galun(o it =
et de déduire la valeur de 7 en utilisant (Z62) :

n= @app + (Capp - <0)2'

Définissons ¢, par :
r¢o: = H(Co)up — Oapptip-

Alors, pour tout ¢t € R :

) = (=46 =20+ ) ) = (26 210+ G ) o)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)
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Lexpression de |[|r¢[|2, (®+) ©st explicite :
o /9 2
2 2 2 2
Il = [ (26-20+G) luF d

2 c?
_ 3 —<°2”+<—0<1+%>—87”+g§

dm?p  Tp P

4 3 i ) N1 7 s 1 .
- 7T24(7T—2) 27TC0(7T—2_)%+4C0 <1+ﬂ_>2 P 4C0(7‘r(7‘r—2))i+<‘0.

Gim(m —2) = 4G (r(r —2))% + 2631+ m) /7T —2) — 8Go(m(m — 2))7 +3

m(m —2) '
Approximativement, |[r¢,|[z2@+) == 0.3001. Appliquons le Théoréme en remarquant, grace aux
relations (Z91) et (Z30) que :

2
e = H Co)up = mupllzagey = [l = (Capp = €0)*up [ 12z

Nous obtenons ainsi un encadrement de Oy :

2
@a app — 2 -
pp + (Gopp = C0)” — e G = o)

Le Théoréeme EZ2T] et la relation (ZZ55) impliquent :
2V2||r¢, || L2 (r+)

B} < 60 < eapp + (Capp - CO)Z- (293)

—u < 2.94
||¢S P||L2(R+) = ,UQ(CO) — @0 ( )
Reprenons les relations ([Z76) et (Z8J) afin de majorer la norme de ¢ — uj, :
AV2Jrg || 2@+
166 = o) auey < (Gapp = 60)* + Ouapp — B0 + Bg— — =57 o (2.95)
_ 44/2
_ T—1 2Co 1 . \/_W’Con(Rﬂ. (2.96)
m(m—2) (n(m—2))% 12(Co) — ©o
Appliquons la relation ([Z7T8) :
2 2 \/ 422
0) — u,(0)|* < app — €0)2 + Oapp — 9 + O 2.97
|9(0) p( )| 112(Co) — O (Gapp — C0) pp 0 0 112(Co) — O ( )

Estimons numériquement les résultats obtenus en considérant pus((p) = 3.3 selon lestimation que
nous présenterons a la Proposition 227 pa2({p) — Og > 2.5, ©g = 0.59010 et (o = +/0.59010 selon les
estimations de [88]. La relation (Z33)) conduit & 'encadrement :

0.5707 < Oy < 0.6045. (2.98)

Estimons maintenant les normes L? et H! de la différence ¢ — u, grace aux relations Z34) et (ZUH) :
|6 —upl[L2m+y < 0.3395,

¢/ — ullp2rey < 0.6443. (2.99)

Reportons ces estimations dans (Z97), nous déduisons un encadrement de ¢(0) avec le calcul u,(0) ~

0.9360
0.2745 < $(0) < 1.5975. (2.100)

Cette estimation est beaucoup trop grossiére pour nous donner une estimation fiable de ¢(0). Nous
allons maintenant présenter une construction d’un quasi-mode en utilisant la méthode des différences
finies afin d’améliorer les estimations obtenues.
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2.7 Construction d’un quasi-mode par différence finie

Nous allons suivre une démarche heuristique afin d’obtenir une suite de valeurs approchées de ¢ en
certains points puis utiliserons ces valeurs pour construire une fonction test dont 1’énergie est proche

de (“)0.

Nous savons d’aprés la Proposition que la plus petite valeur propre p(¢) associée a la famille
d’opérateurs HY (¢) = D? + (t — ¢)? sur R* est strictement décroissante sur | — oo, (o et strictement
croissante sur [(p, +oo[. De plus, u(¢y) = O = (2.

Nous allons construire une suite de quasi-modes dont ’énergie décroit vers cette valeur limite ©Og.
Notons ¢¢ un vecteur propre normalisé associé a u(¢). Nous savons que ¢ décroit comme ¢ +—

exp <—%) pour t tendant vers l'infini, nous déduisons alors qu’il existe une constante C' telle que

o] [e'e] 2
/ b (t)2dt < %/ te ¥ dt = QM. (2.101)

pour a > 0 :

2 a
Ainsi, pour déterminer la norme L? de ¢¢ avec une précision de n décimales, il suffira de calculer

/ |pe(t)|* dt avec a tel que :
0

_ 2
e(l

2
< 2107 2.102
— <G (2.102)

11 suffit donc de choisir a tel que a® +1na > n+ 1n . Omettant la constante C, il semble raisonnable
de considérer une longueur a ~ /n, méme si moralement la longueur a doit tendre vers I'infini pour
retrouver le probléme sur la demi-droite.

Utilisant la décroissance de ¢¢, nous déterminons un quasi-mode ¢¢ app satisfaisant :

H(C)¢C,app t) = C2¢C,app (t), Vte€o,al,
Gcapp(0) = 1, (2.103)
¢27app(0) = 0.

Nous résolvons (ZI03)) a I’aide d’un schéma aux différences finies. Notons h le pas du schéma et n

la partie entiére de #. Pour tout entier j € [0,n], nous notons ¢§ la valeur de ¢¢ app au point jh et

I; = [jh,(j + 1)h]. Nous utilisons les discrétisations usuelles :

/ : ~ ¢J+1 ¢C
¢C,app(]h) - ¢ h_ 2¢ N ¢< (2.104)
¢< app( h) ~ J+1 h2] Jj—1

La combinaison de (ZI03) et (ZI04]) déterminent les deux premiers termes de la suite (¢§)j et les
suivants sont déterminés pas & pas :

¢ = 1,
¢f = 1, (2.105)
65 = (24h3(Gh—20)d5 — 65y, Vi=1,....n—1.

Le changement de variables x =t — ( améne & considérer ’équation différentielle du second ordre :
u'(z) — 2?u(z) — Culr) = (2.106)

D’aprés la théorie des équations différentielles et des opérateurs de Sturm-Liouville (cf [A9), B3, 97,
A1), [@2]), il existe deux fonctions uzf et us qui constituent une base de solutions fondamentales pour
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I06) et toute solution de (ZI06) est combinaison linéaire de uEL et u, . Nous choisissons pour u,

une solution telle que u; (z) ~ exp <—%2> Précisons le comportement asymptotique de uzf Nous

cherchons un développement asymptotique de la forme : ug(x) = exp <%2) (14 o(1)), le calcul de

la dérivée seconde de uzf :

22
uzfl/(x) = exp <7> (2P 4 paP™t 4 ),

montre que p = —#. Ainsi, ¢¢ app, solution du probléme ([ZI3) est une combinaison linéaire d’une
exponentielle croissante, notée fzr , tendant vers 400 en +o0o et d’une exponentielle décroissante, f{ ,
tendant vers 0 en +o0 ot les fonctions fgr et fC_ se déduisent de ug et u, par changement de variables.
Ainsi :

P¢app = acf + b<f¢+- (2.107)
Cette remarque va nous permettre de localiser la valeur propre ©g car pour ¢ = (p, nous avons b¢, = 0.
Par conséquent, il s’agit de déterminer le plus petit { pour lequel il n’y a pas «explosion» de la fonction
D¢ app-
Comme nous savons que le vecteur propre associé & la premiére valeur propre ©g reste de signe
constant, ne s’annule pas et tend vers 0 & 'infini, ceci donne un critére pour sélectioner les fonctions
(¢¢,app) construites & partir des suites (¢§) qui peuvent constituer un quasi-mode adéquat.

En effet, si pour une valeur donnée de (, nous construisons une suite (q§§) qui prend des valeurs
positives et négatives, ce qui conduira a construire une fonction ¢¢ app telle que by < 0, alors ¢ > (o
et 'énergie associée & la fonction ¢¢ app est strictement supérieure & ©g.

Donnons un lemme qui permet de mieux comprendre I'influence d’une frontiére libre :

Lemme 2.25. Soit a un réel strictement positif, notons p™NV (¢, a) et p™N'P (¢, a) la plus petite valeur
propre associée a l'opérateur H(() avec condition de Neumann en 0 et respectivement de Neumann et
Dirichlet en t = a.

Alors p™P (¢, a) est décroissante avec a et donc :

pNP(¢ a) > p(¢) > . (2.108)

,quN(C,a) est croissante pour a assez grand et :

pN (¢ a) < p(Q)- (2.109)

Démonstration : La décroissance de a — p™'P((,a) est évidente, il suffit de prolonger par 0 une
fonction du domaine de forme sur l'intervalle [a, b[ avec b > a et d’utiliser le principe du min-max .
Intéressons-nous a la croissance de ™' (¢, a). Pour cela, nous reprenons la méme démonstration que
pour le Lemme pour déterminer la dérivée de pu™" (¢, a) par rapport & a, il vient :

Bapt™ N (¢, a) = ((a = Q)% = N (¢, 0))|uc.ala)?, (2.110)

N s .~ N.N P Lo e
ol u¢ , est un vecteur propre normalisé associé a p~" (¢, a). Par conséquent, la dérivée est positive
pour a assez grand et la croissance s’en suit. U

En utilisant la discrétisation (ZI03]), nous obtenons deux comportements différents selon que ¢ < ¢
ou { > (p comme le montrent les Figures E.T] et Considérons le profil de la Figure EXIl Notons a
I’abscisse du point ou la suite atteint son minimum. Sur I'intervalle [0, a], la fonction ¢ constitue donc
un quasi-mode associée a la valeur propre u"'"V(¢, a) et nous avons p™'V (¢, a) < O,pp si Pénergie O,pp
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F1G. 2.1 — Profil de la suite (¢§) a termes stric- F1G. 2.2 — Profil de la suite (¢§) a termes stric-
tement positifs. tement positifs et négatifs.

est calculée sur l'intervalle [0,a]. Comme nous ne savons pas comparer V"V ({, a) et G, nous allons
modifier la suite au deld du point a et obtenir une condition de Dirichlet au point a’ > a.
Regardons maintenant le profil de la Figure Notons a ’abscisse du point ou la suite s’annule. Sur
l'intervalle [0, a], la fonction ¢ constitue donc un quasi-mode associée & la valeur propre p™¥-?(¢,a) et
nous avons u'P (¢, a) < O,pp si 1'énergie Oy, est calculée sur Uintervalle [0, a]. Grace au Lemme 225
nous obtenons une majoration de Oy.
Néanmoins, les profils ou la suite reste positive semblent correspondre davantage a la fonction propre
car celle-ci ne s’annule pas.
Nous avons donc deux distinctions :

— Soit la suite (¢§) prend des termes positifs et négatifs, alors nous déterminons le premier indice

jo tel que ¢§0 < 0, nous imposons la condition de Dirichlet ¢§0 = 0 et nous restreignons la
fonction a 'intervalle [0, joh]. Nous noterons encore n le nombre ’éléments de la suite (gbg)

— Soit la suite (¢§) n’a que des termes strictement positifs. Nous allons en fait «tronquer» la
fonction afin d’imposer une condition de Dirichlet au point a. Pour cela, nous déterminons
I'indice jo ou la suite (¢§) atteint son minimum et nous modifions les valeurs (¢§) pour j > jo,
en prenant : ‘

n—j

_'¢C

> . 2.111
n—jo ’° ( )

Vj:jOa"'ana ¢§:
Si jo = n, nous imposons juste ¢% = 0.
Si nous interpolons leurs valeurs (¢§) ;j par une fonction linéaire par morceaux, cette fonction n’appar-
tient pas a H2(R") et par conséquence, n’est pas dans le domaine D(H(¢)). Donc, nous interpolons
les valeurs (¢§) ; par une fonction polynomiale de degré 2 par morceaux, ¢¢ app, définie par :

Vi=0,...,n—1,Yt € I, d¢app(t) =t —jh)? +7i(t — jh) +j, (2.112)
avec : ¢ ¢
0 = 0, Tjy1 = 2LH _¢] - Tj,
I T N (2.113)
7 P2 h’
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_ / . . . P . .
Notons que 7; = gbc’app(jh). Avec cette construction, ¢¢ app €st continue, sa dérivée est continue, li-
néaire par morceaux et sa dérivée seconde est constante sur chaque intervalle I, j =0,...,n — 1.

Le calcul de la norme de ¢¢ app et de I’énergie associée a cette fonction sont explicites. En effet,
apres le changement de variables x =t — jh :

gy = Z [ gt e
=0

n—
h2
= hz (—a + 5T+ ?(T]2 + 2a57;) + hrjyy + ’yf) . (2.114)

Calculons maintenant ’énergie associée a cette fonction test ¢¢ app :
n—1 ,p n—1 4
16¢ appl 22ty = Z/O 202 + 75]° dwh > <§h2a§ + 2hayT; +Tj2> . (2.115)
j=0 j=0

Pour calculer la seconde contribution pour I’énergie provenant de 'intégrale / (t —C)?|d¢ app(t)|? dt,
R+

nous définissons ¢; = hj — (. Un changement de variables conduit a :

h
1 = Go)bc.applBagr) = Z /0 (& + 67) (agui® + Ty + 2 da

hd hi
= hz (—oz + —o(1j + o) + — z (15 + @;6;) + 2 (v; + 7i0;))

3

+5 (7305 + (75 + @;0;) (v + 7565))
2

+= 3 (9 + 71587)% + 27;0;(7j + ;6))
+hv;6; (75 + 7505) + 7?5?> : (2.116)
Le grand avantage des expressions ([ZIT4), (Z1TH) et EZII6) est que les calculs sont exacts. Si nous

choisissons pour ¢ un rationnel, alors le résultat de chacun de ces calculs est encore un rationnel.
Notons O¢ app la valeur du quotient de Rayleigh évalué en ¢¢ app :

H(bIC@LPPHL2 R+) + H(t - C)¢C,appH%2(R+)

Capp = (2.117)

||¢Cvapp||i2(R+)

o
Remarquons que le calcul de I'intégrale / (t — O)|pc.app(t)]? dt est explicite et vaut :
0

[e%) n—1 h
/O (t — O)|bcapp®)® dt = Z/O (x + 6;)|oja® + iz 4 4|2 da

h3
= hz (—Oé + — ‘(27']‘ + Oéj5j) + Z(TJ2 + 204]")’]' + 2()4j7'j’yj)

2

h
o (2755 + 7785 + 2057;07) +

h
3 (v} +2757;0;) + 7]?5]2). (2.118)

2
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En regardant la formule Z33), lintégrale [;(t — ¢)|dcapp(t)[* dt mesure en quelque sorte p'(Capp)-
Comme 1/ (¢p) est nul, une condition pour avoir un Capp proche de ¢y et construire un bon quasi-mode
est que cette intégrale soit trés petite et que p/(¢) tende vers 0 quand a tend vers l'infini.

En vue d’appliquer le Théoréme 2222, nous devons estimer le reste HTCH%Q(Rﬂ avec :

r¢i= (H(C) = Oc,app)P¢.app- (2.119)
Remarquons tout d’abord que pour tout j =0,...,n—1et tout t € I, :
re(t) = —2a; + ((t = ()? = Ocapp) (aj1* + 7jt + ). (2.120)

Comme en (ZTT4), [ZITH) et (ZITH), le calcul de la norme ||r|[z2g+) est explicite. Définissons, pour
j=1,...,n—1:

ro; = (07 — O¢app) — 20y,

rj = 2905+ 75 (6 — Ocapp)s

rag = 42705 + (67 — O¢app),
3 = Tj+ 20505,

alors, aprés changement de variables :
n—1
h9 h8 h? h6
lrellfe@sy = Y. (5013 +rayrsg + o (2aym; + r3;) + 5 (g1 13 ra )
j=0
5 4 B3

h
+ (20570, + r35) + 5 (13705 +r271) + 5 (2raro, + i)

+h?rygro + h?“%,j>- (2.121)

Nous avons expliqué la facon d’interpoler les suites (¢§) et les critéres pour localiser ©g. Donnons
maintenant I'algorithme qui permet de déterminer Gy avec précision.

Algorithme 2.26.

1. Nous initialisons une valeur de ©g avec n décimales.
2. Nous construisons la suite (¢;) déterminée par (ZI03) en respectant le critere (ZI11)
pour = +/0Oq.
3. Tant que la suite (¢§) n’a que des termes strictement positifs,
(a) nous lui associons la fonction ¢¢ app & Uaide des relations (Z113) et (Z113),

(b) nous calculons la norme L* de ¢¢app G laide de (ZIIF) et en déduisons la
valeur de ¢¢ app(0) en renormalisant ¢ app,

(¢c) nous calculons 'énergie O¢app associée a la fonction ¢¢ap, grice aux rela-
tions (Z113), (Z118) et (ZI17),

(d) nous calculons le reste ||r¢||p2m+y = |[(H(C) = O¢ app) P appl 2+ par la rela-
tion (ZI1Z1),

(e) nous incrémentons (2 = ©q de 10~(+1),

4. Nous retournons a l’étape 1 avec la derniére valeur de ©g a n + 1 décimales pour

laquelle la suite (gb]\-/@_‘)) n’a que des termes positifs.




2.8 Estimations de la seconde valeur propre 37

0.9

Courbe de @
T

Courbe de ¢
0.9 T

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

5 6 7 8 9 10

0

0 1 2 3 4 5 6

Fic. 2.3 — Profil de la fonction construite &
partir d’une suite & termes strictement positifs. Fi1G. 2.4 — Profil de la fonction construite & par-
tir d’une suite prenant des valeurs négatives.

A P’aide de cet algorithme, nous avons précisé les décimales de ©g. Les Figures et Z4 montrent
deux profils obtenus par la discrétisation (ZI0A). Pour la Figure 23, ¢ = v/0.5901061, la suite initiale
admettait un minimum strictement positif, correspondant a un coefficient b > 0 dans (ZI0D), elle
vérifiait des conditions de bord du type Neumann-Neumann et nous l’avons modifié de maniére a
obtenir une condition de Dirichlet.

Pour la Figure Z4, ¢ = 1/0.5901062, la suite initiale devenait négative, ce qui correspondait a b <
0 dans (ZI07). Dans le Tableau BT, nous présentons partiellement les résultats obtenus par cette
méthode en prenant un pas h = 101% et une longueur ¢ = 10. La derniére ligne avant d’ajouter
une décimale a (2 correspond & une fonction ¢¢.app construite & partir d’une suite ayant des termes
négatifs.

Par la suite, nous prendrons comme valeur de référence pour la fonction test ¢,pp que 'on a construite :

Capp = 0.768183701,
Oupp = 0.590106125,

_ bapp(0) = 0.873043038, (2.122)

(t_Capp)|¢app(t)|2 dt = 10_11,
[[rappllLe@+y = 2.07 1073,

Remarquons que nous avons allégé les notations en remplagant les indices «(,app» par «app».

2.8 Estimations de la seconde valeur propre

Le Théoreme 222 fait intervenir I’écart entre la premiére valeur propre et la seconde. Il s’agit donc
d’estimer la deuxiéme valeur propre. Comme nous n’avons pas besoin d’une précision trés importante,
nous pouvons considérer la matrice A¢ provenant de la discrétisation [ZI04) pour ¢ associé aux
valeurs de référence ([ZI22), en rappelant que le pas de discrétisation est noté h, le nombre de points
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C2

ec,app

@¢,app(0)

HTQappHL?(RJr)

0.590
0.591

0.5932456852670082
0.5910012857115640

0.8729080726253620
0.8735844053400856

7.828967528858459
4.807412200712196

0.5901
0.5902

0.5902728375631251
0.5901998344281739

0.8730355212751598
0.8731059738173611

1.859663997470614
8.846370842784566e-01

0.59011

0.5901099240997547

0.8730458427135716

2.473009613459737e-01

0.590101
0.590102
0.590104
0.590105
0.590106
0.590107

0.5902177506723484
0.5901905006620808
0.5901635204930050
0.5901368962230475
0.5901109953029460
0.5901069255074696

0.8730379704727702
0.8730391892906680
0.8730404029699753
0.8730416099078846
0.8730428043793262
0.8730436497778891

1.489520163705195
1.286068218574237
1.072904913770298
0.7652539317986102
0.3081293924696512
1.054696828995575e-01

0.5901061
0.5901062

0.5901085040505266
0.5901061262509513

0.8730429222783364
0.8730430386891964

0.2272662986395110
4.779161688970666e-03

0.59010611
0.59010612
0.59010613
0.59010614
0.59010615
0.59010616
0.59010617
0.59010618
0.59010619
0.59010620

0.5901082573664618
0.5901080117570698
0.5901077660011254
0.5901075219180538
0.5901072788453032
0.5901070371122583
0.5901067968830588
0.5901065582165603
0.5901063230434505
0.5901061262509513

0.8730429340327422
0.8730429457731109
0.8730429575105761
0.8730429692260689
0.8730429809398509
0.8730429926287046
0.8730430042940887
0.8730430159427802
0.8730430275526612
0.8730430386891964

0.2156507234175355
0.2046608670989829
0.1809813091243599
0.1680878345172961
0.1542085575293023
0.1407770042310304
0.1236540877128084
9.337415458496112e-02
6.592962996146058e-02
4.779161688970666e-03

0.590106191
0.590106192
0.590106193
0.590106194
0.590106195
0.590106196
0.590106197
0.590106198
0.590106199

0.5901062998591846
0.5901062765522729
0.5901062536187134
0.5901062305140143
0.5901062076304571
0.5901061847899054
0.5901061622256089
0.5901061400643784
0.5901061252506952

0.8730430287067820
0.8730430298712399
0.8730430310198027
0.8730430321798996
0.8730430333356302
0.8730430344893685
0.8730430356416928
0.8730430367835175
0.8730430378446176

6.211456332166160e-02
5.786467564581505e-02
5.336702120429186e-02
4.830240934087172e-02
4.589862396208849e-02
3.464453348108101e-02
2.855716645652448e-02
1.695328064073501e-02
3.435092432631228e-03

0.5901061981
0.5901061982
0.5901061983
0.5901061984
0.5901061985
0.5901061986
0.5901061987
0.5901061988

0.5901061378923063
0.5901061356539389
0.5901061334270354
0.5901061312604363
0.5901061290928760
0.5901061270293176
0.5901061249721004
0.5901061250497996

0.8730430368979111
0.8730430370157682
0.8730430371322838
0.8730430372468467
0.8730430373617293
0.8730430374719115
0.8730430375843450
0.8730430376730045

1.971327489821197e-02
1.814312979849753e-02
1.582740490592955e-02
1.112031629942542e-02
1.148693299227712e-02
6.122673913206593e-03
2.067533109298426e-03
2.350502266719815e-03

TAB. 2.1 — Estimations liées au quasi-mode construit a partir de I’Algorithme 2226
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de discrétisation, n et I'indice d'une ligne de A, 7, alors :

L+ % o0 0
0 .
A= 0 —m EFHU-DR-0
: - R 0
0 0 —7 72+ ((n—1)h—()?

Nous obtenons une deuxiéme valeur propre pgapp(Co) = 3.316. La Figure donne la deuxiéme
fonction propre et nous voyons clairement son unique zéro. De plus, nous pouvons calculer la norme
du reste pour ce vecteur propre défini aux points jh interpolé en une fonction polynomiale de degré 2
par morceaux Uapp, & l'aide des relations ([ZI12) et (ZI13) en remplacant ¢§ par la j-iéme coordonnée
du vecteur propre. Nous avons alors :

H(H(C) - MZ(Capp))uappHL2(R+) = 0.65.

Deuxieme vecteur propre
1 T T T

L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FiG. 2.5 — Profil de la deuxiéme fonction propre

Une deuxiéme méthode consiste a reprendre le probléme (ZI03]) en remplagant la premiére relation
par :
H(Qu = ﬂ?,app(CO)uy

ce qui transforme le systéme discrétisé (ZI05) en :

up = 1’
w o= 1, (2.123)
usi = @ RGO — po(Capp)) s — 1, Vi= 1, 1.

Nous allons déterminer la valeur de 112 app (o) en regardant les annulations de la suite (u;) construite.
En effet, pour la premiére valeur propre, la fonction propre ne s’annule pas, pour la deuxiéme, elle
s’annule une seule fois et pour la troisiéme, elle s’annule deux fois. Il s’agit donc de déterminer la va-
leur limite de pg app(Co) pour laquelle il n’y a qu'un zéro. De cette maniére, nous trouvons également

MZ,app(CO) ~ 3.32.

Nous pouvons ainsi en déduire une minoration de 1’écart entre les deux premiéres valeurs propres

Oo et pa(Co)-
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Résultat numérique 2.27.

(] /LQ(Co) Z 3.3.
(] ,UQ(C()) — 0y >33-0.6=2.T7.

Gréce aux constructions précédentes, nous déduisons :

Résultat numérique 2.28.
0.59009 < Oypp — 107° <9y < Oapp < 0.5901063, (2.124)

0.858 < ¢(0) < 0.888. (2.125)

Démonstration : Appliquons numériquement les résultats des Théorémes et a 'aide des
estimations (Z122) provenant du quasi-mode construit par différences finies ainsi que 1’estimation du
Résultat numérique ZZ71 L’estimation de ©¢ = 0.59010 donnée par De Gennes [88] et la majoration de
©g que nous avons obtenue permettent d’encadrer (y en notant que +/0.5901 ~ 0.7681796 par défaut
et +/0.5901062 ~ 0.768183702 par exces. Par suite, les valeurs de référence associées au quasi-mode
construit & I’aide de la méthode des différences finies et données en (Z122) conduisent aux estimations
de Capp — €0, Eapps Eapp €t Eapp SUivantes :

|Capp — G0l < 51079,
0<empp < 2.071073,
0< app < 2.081073
0<éapp < 2091073

Ces majorations et la relation (Z59) permettent de déterminer cing décimales de Oy :
0.59009 < Oapp — 1077 < O < Oppp < 0.5901063, (2.126)

en adéquation avec les résultats de [88]. Les relations (ZB0) et (Z6]) donnent les majorations :

l|o — ¢app||L2(R+) < 2.2 1073,
|¢' — Dhppllr2esy < 5.08 1072

Utilisons l'estimation de ¢(0) — ¢app(0) du Théoreme 24 alors :

0.858 < ¢(0) < 0.888. (2.127)



Chapitre 3

Spectre essentiel

3.1 Propriétés élémentaires de 'opérateur de Schrodinger

3.1.1 Stabilité du spectre

Commencons par rappeler quelques propriétés usuelles de stabilité du spectre de P}, 4o défini en
(3.
Proposition 3.1 (Changement de jauge). Soit ¢ € H2(Q2). Alors, les opérateurs P, a0 et Py a1veo
sont unitairement équivalents et ont ainsi le méme spectre. De plus, u est un vecteur propre pour
Py 40 si et seulement si ei%u est un vecteur propre pour P 4yve o et les valeurs propres associées
sont identiques.
Démonstration : Soit ¢ € H?(Q). Définissons la transformation unitaire U de DN (P, 40) & va-
leurs dans DV (P, a1ve.0) qui & u € DV (P, 4q) associe la fonction v € DV (P, a1ve.q) définie par

;& .. , .- L.
v =e'nu. Ainsi, UP, 40 = Py a+ve,oU et les deux opérateurs sont unitairement équivalents. O

Proposition 3.2 (Contribution des sous-domaines). Soit Q un ouvert simplement connere de R2.

N
Alors pour tous owverts disjoints 1, ..., tels que Q = U Qp, nous avons :
k=1
inf(p(21), ..., n(Qn)) < p(2). (3.1)

Démonstration : Effectuons une récurrence et commencons par traiter le cas de deux ouverts.
Raisonnons par ’absurde : supposons que p(21) > p(2) et u(Q2) > u(Q).
Considérons un réel € > 0 tel que :

€+ p(€) < inf(p(1), u(€2)). (32)

Par application du Principe du min-max et définition de la borne inférieure, il existe une fonction
normalisée u € H(Q) telle que :

u(@) < [ 1Vl do < u(@) + 5 (3.3)

Si / ]u\2dm = 0 alors u est nulle presque partout sur €27, donc :
951

/ IV uf? dz /|VAu|2 dz
Qo _JQ

/ lu|? dx / lu|? dx
Qo Q
41

(@) < — (). (3.4)
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Ceci est en contradiction avec ’hypothése initiale.

Comme les roles joués par ; et (o sont symétriques, nous supposons désormais / |u|2dx et
2

/ |u|2dx strictement positives. Par application du principe du min-max, nous avons :
Qo

[ Vaubds > p(e) [ P > @ +e) [ juPds,
Ql Q1 Ql
et / |V qul? dz > ,u(QQ)/ lul?dx > (M(Q)—}—e)/ lu|?da.
Qg Q2 QQ
Ajoutons ces deux relations :
/ |V _qul|?dz > (1u(Q) —|—€)/ lu2dz = u(Q) +¢. (3.5)
Q Q

Ceci est en contradiction avec le choix de € et u de la relation (B3)).
Supposons l'inégalité ([BIl) démontrée pour N sous-domaines (N > 2). Donnons-nous N + 1 sous-

N+1
domaines disjoints de € tels que Q = U Q.. Par hypothése de récurrence, nous avons :
k=1
inf(p(Q1), .. p(Qn—1), p(int (Qn UQn41))) < p(€D). (3.6)
En outre, inf(u(Qn), p(Qn+1)) < p(int(Qn U Qn41)), ce qui nous fournit le résultat attendu. O

Regardons maintenant l’effet de la dilatation d’un domaine.

Remarque 3.3 (Domaines invariants par dilatation). Pour des domaines Q invariants par dilatation,
le spectre de l'opérateur P, 4o avec A un potentiel magnétique a champ constant strictement positif
B, se déduit de celui de Py .. par multiplication par hB.

Démonstration : Considérons v une fonction du domaine de I'opérateur D (P 4, ) et associons a

v la fonction u de DN (P, 4q) définie pour tout = € Q par u(z) = v < %x) . Le changement de
variables y: = %x conduit & :

(hV—z‘B( _xil >>2u(x) — hB <V—z’< _yzl >>21}(y).

Ainsi, connaissant le spectre de Py 4, 0, nous déduisons celui de Py, p4,,0 en multipliant par hB. 0O
Intéressons-nous a l’effet de quelques transformations du domaine sur le bas du spectre.

Proposition 3.4 (Translation). La réalisation de Neumann de ['opérateur de Schrodinger pour un
champ magnétique constant, sur un domaine ) est unitairement équivalent o celle obtenue sur le
domaine $}y déduit de ) par translation de vecteur t. De plus, u est un vecteur propre pour Pj, pa, .o

. . B .
si et seulement si e'2n "\t u(. —t) est un vecteur propre pour Py, Bay . et les valeurs propres associées
sont identiques.

Démonstration : Translatons  d’un vecteur t = (t1,t2), nous obtenons le domaine € :
Qu={yeR}y—tecQl
Définissons une transformation unitaire U; sur L?(2) & valeurs dans L%(€;) par :

Yu € L2(Q),Vy € Q, (Usu)(y) = 209 u(y — t). (3.7)
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Alors, il est facile de voir que pour toutes fonctions u € C§°(2) :

Py, Ao 0, (Uru) = UrPh pag 0u.- (3.8)

Donc les opérateurs Pj, p4,.0 et Py 4,0, sont unitairement équivalents. O

Proposition 3.5 (Rotation). Le bas du spectre de la réalisation de Neumann de l’opérateur de Schro-
dinger a champ magnétique constant, sur un domaine € reste inchangé si nous effectuons une rotation
sur le domaine 2. Les vecteurs propres se déduisent par changement de variables.

Démonstration : Par changement de jauge, nous pouvons choisir le potentiel A = B.Ay. Considérons
u € H}l(Q) et notons wu; la fonction u exprimée en coordonnées polaires. Remarquons que :

B 2
<h8¢+iTp> u

Considérons une rotation d’angle o du domaine Q : Q,.:= {(p,0) € R?| (p,0 — a) € Q}. Effectuons
le changement de variables : 8 = ¢ + «. Définissons la fonction v; sur €2, en coordonnées polaires
par vi(p,0) = u1(p,0 — «). Notons v la fonction v; exprimée en coordonnées cartésiennes, alors
l[ullz2) = llvll2(0,) €t gn.a0(w) = gn.a.0(v). Par application du Principe du min-max 22, le bas
du spectre de la réalisation de Neumann reste inchangé en effectuant une rotation sur le domaine ).
En étant un peu plus précis, nous montrons que les opérateurs P, 40 et Py 40, sont unitairement
équivalents. O

2

. 1
|(hV —iA)u|® = \hapul\hﬁ (3.9)

Proposition 3.6 (Symétrie). Considérons un domaine Q0 invariant par la symétrie T d’aze D d’équa-
tion sin@xy — cos Oxg = 0. Si la réalisation de Neumann de l'opérateur Py pa, o admet une plus petite
valeur propre, alors il existe un vecteur propre u tel que :

Vo € Q, u(x) =u(Tx). (3.10)

Démonstration : Définissons les matrices Ay telle que Ag(x) = Ag = et M de la symétrie T :

A():(_o% > M:<cos(2g) sin(26) ) (3.11)

sin(260) — cos(20)
Alors tout point x € £ a pour image le point Mx par la symétrie T'. Remarquons aussi que M Ay M =
—Ap, ce qui implique que M Ay(T(z)) = Ap(x). Définissons la transformation antilinéaire et unitaire
Us sur L?(2) par :

O Nl

Vo € Q, Usu(z) = u(T(x)). (3.12)
Le changement de variables y = Mx conduit & :

(hVy —iBAy(z))(Usu(z)) = (hV, 4+ iBAg(x))(u(y))
= M(hV, — iBAy())(uy)). (3.13)

Par conséquent, en utilisant le fait que la matrice M? est I’identité, nous avons :

UsPh.B Ay = Ph.Bay,oUs. (3.14)

Mais si 'opérateur admet une plus petite valeur propre pq et que u est un vecteur propre normalisé
associé, alors Usu est également un vecteur propre pour la valeur propre p;. Décomposons la fonction
u sous la forme u; + iug avec :

i(Usu — u)

U
Uy, = AU Y (3.15)

v 2 2
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Alors, Usu; = uy et Ugus = ug, par conséquent 'un des deux vecteurs au moins est non nul et est un
vecteur propre Us-invariant pour la valeur propre pi. O

Remarque 3.7. Plagons-nous dans un cadre plus général. Considérons un domaine € invariant par
la symétrie T d’aze sin0(xy — 2) — cos O(xo — 29) = 0, ainsi qu’un potentiel magnétique A @ champ
constant B. Supposons que la réalisation de Neumann de l'opérateur P 4o admet une plus petite
valeur propre et considérons une fonction réguliere ¢ telle que A+ V¢ = BAg, alors nous pouvons
trouver un vecteur propre u tel que :

Ve e Q, u(z) = e~ion (@=T(@)Aa’ ei(‘b(ﬁzo)*d’(T(szo))u(Tm). (3.16)

Remarque 3.8. Nous allons utiliser cette propriété de symétrie a la Proposition [f.1] pour montrer
que le bas du spectre de la réalisation de Neumann de ['opérateur de Schriodinger sur des secteurs
angulaires d’angles 5 est une valeur propre, ayant des informations sur le spectre pour le secteur
angulaire d’angle .

3.1.2 Remarques de localisation

Pour justifier le comportement d’un vecteur propre, nous allons localiser I’état fondamental, soit
a l’aide d’une fonction de troncature, soit en la multipliant par une exponentielle. Rappelons deux
lemmes concernant cet effet localisant.

Lemme 3.9. Soit u € DN(PhAg) et ¢ une fonction uniformément lipschitzienne sur 2, alors :
9 y IR
Re ( e"VE P 4 0u,u = anan(eru | —hl| [V eVrull7zq)- (3.17)
L2(Q)

Démonstration : Soit u € DN (Pn.a0) et ¢ une fonction uniformément lipschitzienne sur €, alors une
intégration par parties permet d’écrire :

2% h h 2¢
Re <Ph,,4,gu,e \/ﬁu> = Re <<—,V — A) u, (—,V — .A> e\/ﬁu>
L2(9) L L L2(Q)

h o (h o 2
S (A E N R s
7 ? L2(2)

2

L*(Q)
s o |2
qh.AQ <e\/ﬁu> —hH IVo| eviu
L*(Q)

U

Lemme 3.10. Soit x € C§°(Q), alors pour tout u € HAA(Q) :

. h
dnaotve) = [ WIS =24l dot g [ OIPlul? do v [ [9xPVIP de (39
De plus, siu € DN (P, aq), alors :

qna0(xu) = Re <X2Ph,A,Qu7u>L2(Q) + 12| [Vxlul| 22 (q)- (3.19)

Soit (x;) une partition réelle quadratique localement finie de l'unité de R2, alors :

Vu € Hy 40(Q), qnaw) = qnalgu) =0 llu [Vl 1720 (3.20)
J J
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Démonstration : Remarquons que :

|(hV —iA)(xuw))? = |x(hV —iA)u + huVyx|?
= |x2|(hV —iA)u|? + 2h Re x(hV — i A)uV xT + h2|Vx|*|ul?

, h
= [XP*|(hV = iA)ul* + SVIXPVul* + BV uf.

o
Pour justifier (BI9), il suffit de reprendre la démonstration du Lemme en remplacant evk par Yy,
de choisir xy = x; et de sommer pour tous les indices j :

. h
Sanatvn) =3 [ ol 1Vu—iduP do+ 3 [ WP (VP do+ 5 [ STVIGEVIP do.
J J J J
(3.21)

Mais x; est réelle et Z Vx;|* = VZ 1x;|> = 0, le dernier terme de ([IZI)) est donc nul. O
J J

3.2 Généralisation du Lemme de Persson

Nous souhaitons obtenir des renseignements sur le bas du spectre de 'opérateur de Schrédinger
avec potentiels magnétique A régulier et un potentiel V' semi-borné inférieurement et infiniment dé-
rivable dans un domaine non borné et plus précisément dans les domaines & coin. Quitte & remplacer
V par V —+ est, nous supposerons V' > 1 sur le domaine ).

Etudions la réalisation de Neumann de —A 4 + V a partir de C5°(Q). La forme associée a —V% +V
est semi-bornée inférieurement et symétrique, le domaine de forme est H}Av(Q) ol :

HYyy(Q):={ue L(Q)| Vau € L*(Q),VVu € L*(Q)}.

La forme sesquilinéaire associée & 'opérateur —A 4 + V permet de définir une norme sur H}Av(Q)
par :
Vu € Hj v (Q), HUH%"V(Q) = [VVullf2() + [IVaullf2(q)- (3.22)

Notant H,Zzlv(Q) ={u¢€ H}M/(Q)| Viu € L*(Q),Vu € L*(Q)}, Popérateur —A 4 + V est défini sur
DN(—Aa+V):={u € H ()| vV 4y, = 0}. Le bas du spectre de —A 4+V est noté pu (~A4+V);
son expression est donnée par le principe du min-max rappelé au Théoréme Nous allons présenter
un résultat donnant une expression du bas du spectre essentiel, basé sur les travaux de [85), [I, 7.
Nous notons C§° (2N CB,) les restrictions & Q de fonctions infiniment dérivables & support compact
hors de la boule B, N Q, avec B, = B(0,7) la boule centrée en 0 et de rayon r.

Théoréme 3.11. Soit Q un domaine non borné de R? & bord lipschitzien. Alors le bas du spectre
essentiel de la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schrodinger —A 4+ V est donné par :

infoess(—A4+ V) =3(-Aq+ V), (3.23)
ol
(A +V) = 1151_1 Y(=Aq+V,r), (3.24)

(3.25)

( ) | (W@ + Vo)) da
et X(-Aa+Vir) = inf

¢EC’5’°(§ﬁCBT),¢7éO /’(ﬁ(.%’)‘Q dr
Q
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Corollaire 3.12. Sous les hypothéses du Théoréme B, le bas du spectre essentiel s’exprime :

)

infoess(—A4+V) = sup [ inf {/ (]VA¢]2+V\¢]2> dz, ¢€C§°(§ﬂﬂl€)}
Q

KKCR2 ||¢||L2(Q):17¢7é0

la borne supérieure étant prise sur tous les compacts K inclus dans R?.

Remarque 3.13. La fonction r — X(—Ay4 + V,r) est croissante sur R et admet une limite notée
Y(=Aa+ V) dans |0, +00].

Démonstration : Pour justifier la croissance de la fonction r — X(—A 4 + V,r), il suffit de prolonger
une fonction ¢ € C§°(QNCB,) par 0 sur QN CB, ot 1’ < 7.
Distinguons maintenant deux cas selon que ¥(—A4 + V,.) est bornée ou non :
— Si la fonction r — X(—A4 + V,r) est bornée, alors elle admet un plus petit majorant noté M.
Comme X(—A 4+ V,r) est positive, M ’est aussi. Donnons-nous ¢ > 0, alors, par définition de M, il
existe R € RT tel que M — e < X(—A4 + V, R). Mais la fonction X(—A4 + V,.) est croissante donc
pour tout r > R :

M—e<3(-A4+V,R) <X(-Aq+V,r) < M, (3.26)

ce qui signifie en particulier que X(—A 4 + V,r) converge vers M quand r tend vers +oo.
— Si ¥(—A4 +V,.) n’est pas bornée, alors elle tend vers 'infini.
Donc la limite de ¥(—A 4 + V,r), quand r — 400, existe (dans ]0, +o00]). O

Commencons par citer un lemme relatif aux suites de Weyl qui permettent de caractériser les
éléments du spectre essentiel.

Lemme 3.14. Soit (u,) une suite de Weyl pour Uopérateur —A 4+ V', alors pour tout borné K de €,
la suite (uy) converge fortement vers 0 dans L*(K).

Démonstration : Soit (u,) une suite de Weyl, elle est donc dans DV (—A 4 + V) et vérifie :
L lunlz2@) =1,
2. uy — 0,
3. (A4 + V)un — Aup||p2(q) — 0.

Montrons alors que pour tout domaine borné K C (2, la suite u, converge fortement vers 0 dans
L?*(K). Donnons-nous un domaine borné K C 2, alors il existe un réel 7 > 0 tel que K soit contenu
dans le disque B, de rayon r de €, ce qui implique [ lun|? dx < |, B, |ty |? dx : il suffit ainsi de montrer
que u, converge vers 0 dans L?(B,) pour tout r > 0.

Selon I'hypotheése () relative a la suite uy,, pour n assez grand, |[(=A4 + V)un — Muy|r2(q) < 1. De
plus, la suite u,, est normalisée, comme ([Il) le rappelle, donc :

(FAA+V)ug,up) =X = (A4 + V)up — A, un) < |[[(=A4 + V)un — Aun||12(0),
par inégalité de Cauchy-Schwarz. Il existe donc un entier Ny tel que pour tout n > Ny,
<(_A.A + V)una un> - A< 1 (327)

Or u, € DV(—=A4 + V), donc par l'intégration par parties :
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L’inégalité (BZ7) permet de déduire :
IV atinl|F2qy + [[unl T2y S A+2 - /ﬂV\un\z dr < X +2. (3.28)
Donc en particulier, pour tout r > 0,

IV atunl 72008,y + lunl720n8,) <A +2: (3.29)

Mais le domaine B, est borné donc les normes associées aux espaces H'(Q N B,) et H}M/(Q N B;)
sont équivalentes car le potentiel magnétique A et le potentiel V sont bornés sur ce domaine borné
Q N B, donc il existe une constante C' indépendante de n telle que ||u"||§11(9r18r) < C(A+2). Or
B, N est un ouvert borné de R? & bord lipschitzien donc I'injection de Hiﬂ/(Q NB,) dans L?(QNB,)
est compacte, alors il existe une sous-suite u,s de u, qui converge fortement dans L?(2 N B,). Mais
d’apres la condition () sur la suite de Weyl, la sous-suite u,,s converge en outre faiblement vers 0. Par
conséquence, u, converge vers 0 dans L2(2 N B,.).

Montrons que la suite u,, toute entiére tend vers 0 dans L?(£2N B,.) en raisonnant par I’absurde. En
effet, si ce n’était pas le cas, il existerait ¢ > 0 et une sous-suite ug() telle que |[ugm)llr2@nB,) = €-
Mais comme wug(,,) est une sous-suite de uy, elle est bornée dans H L(QNB,) et par injection compacte,
elle admet une sous-suite convergeant dans L2(£2 N B,.) et par convergence faible vers 0, cette limite
est nécessairement 0, ce qui contredit le fait que sa norme dans L?(2N B,.) est minorée par £ > 0.
Ainsi, pour tout domaine borné K C €, u,, converge vers 0 dans L?(K). O

Démonstration du Théoréme [Z11 : Premiére inégalité : X(—A 4+ V) <infoess(—Aa+ V).

Soit A € 0ess(—A4+V'), montrons que pour tout r > 0, X(—A4+V,r) < X en utilisant le Lemme B4
Soient p > r > 0 deux réels. Considérons une suite de Weyl associée a 1’élément A du spectre essentiel
et localisons cette suite en dehors d’'une boule B, N Q2 & 'aide d’une fonction de troncature y €
C>*(9,[0,1]) telle qu’il existe une constante C' vérifiant :

1 sur QN CBp,
= 0 sur QNB,, (3.30)
Vx| < C sur Q.

<

—~
8

~
I

Ecrivant :
Valxun) = XVaun +u, Vx, (3.31)

nous déduisons, par hypothése sur y, que yu, € H}M/(Q) et supp(xu,) € QN CB,. Montrons que
||VA(Xun)||%2(Q) + Jo Vixua|* do < )\||Xun||%2(m + o(1). Donnons-nous un ¢ €]0, 1[. Par inégalité
triangulaire et grace a la relation (B3l), nous avons :

IValxun)llrz) < 1IxVauallrz@) + lunl VX |2 0)- (3.32)
Comme x est constante sur Q\ B,, son gradient y est nul, donc :
[ @ PIVx@Pde = [ Jun(e)?Vx()Pde <€ [ fun(o)Pda. (3.33)
Q P By

Le Lemme B4 montre que u, converge vers 0 dans L?(B,,), il existe ainsi Ny tel que pour n > Ny,

/ | | dz < 2LC’2' Il reste & majorer / X2 (|V aun|® + Vu,|*) dz par / (IV aun|* + Vun|?) dx
Q Q

B,



48 Spectre essentiel

et d’utiliser les propriétés (B) et ([II) de la suite u, : il existe un Ny > Ny tel que pour tout n > Ny,
5
HVA(un)HLQ(Q —i—/ V0ug|* de < X+ 3 Par conséquence, pour n > Ny :
Q

IV a(xun)l[720) + /Q Vup|* do < A +e. (3.34)

Comme nous 'avons vu au Lemme B14, u,, converge vers 0 dans L?(K) pour tout domaine borné
K C Q mais u, est de norme 1 dans L?(), alors |[Xtnl||r2(q) converge vers 1 donc il existe Ng > Ny

tel que pour tout m > Na, nous majorons par 1+ e. Reprenons (B34)), alors il existe une

IIx nH 12(9)
constante C' indépendante de ¢ telle que pour n > Ny :

IVl Bay + [ Vil do

||Xun||L2(Q)

< A+ Ce. (3.35)

L’application du Principe du min-max et la définition de ¥(—A4 + V,r) conduisent a :
Y(-Aq+V,r) <A+ Ce. (3.36)

Choisissons ¢ arbitrairement petit, alors X(—A 4+ V,r) < A. Il suffit enfin de prendre la limite quand
r — +0o et de passer & la borne inférieure sur les éléments A du spectre essentiel. U

Démonstration : Deuxiéme inégalité : inf oess(—Aa + V) < E(=Aq+ V).

Soit p < inf 0ess(—A 4+ V). Montrons que pour tout € > 0, il existe R > 0 tel que X(—A 4+ V, R.) >
w—Ofe).

Notons a la forme sesquilinéaire associée a 'opérateur —A 4 + V.

Soit Ej_ ) le projecteur spectral. Le choix de p permet d’éviter le spectre essentiel, donc il existe
un systéme orthonormal fini de vecteurs propres tel que :

i
Comme |Ej_so ) x|*(x) = 321 (6 x0) Plxi(@)* < 1x1172(q) 22; Ixi(2)[* pour tout x € Q et que la

somme est finie, alors pour tout € > 0, il existe R, tel que :

vy € C°(@), / 1B} seix2(@)dz < ellx|aqy. (3.38)

|z|>Re
Appliquons la majoration ([B3) aux fonctions y € C§°(Q N CBg.), il vient :
IEXIIT2 ) < ellxll2 g (3.39)

En utilisant les propriétés des projecteurs spectraux, alors pour tout x € C§° (ﬁ NCBg.) :

a(x, x) = a(E(p)x, E(p)x) +a((I — E(u)x, (I — E(1))x)- (3.40)

Or, la forme a(E(u)x, E(u)x) est positive et 'application du principe du min-max et la définition de
E(p), permet de minorer a((I — E(u))x, (I —E(u))x) par p||(I—E(u))x||? , donc, pour toute fonction
X € CSO(QQCBRE) :

a(x: x) = pll(I = B(p)x][*- (3.41)
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Comparons ||(/ — E(,u))x||%2 et ||x|[22 /- Nous savons que :

(7 - E(u))xuim = [Ixllz2@) = 1EGOXIz2 ).

donc en utilisant la relation (B339), nous minorons ||(I — E(u))xHLQ(Q par (1 — )HxﬂLQ(Q Utilisons
cette minoration avec la relation ([BZI), alors pour toute fonction y € C5°(Q2 N CBR.) :

abex) gy, (3.42)
B,
La définition de X(—A4 + V, R.) donne :
N(-Au+ V) Z2E(-Au+ V. R) = p(l —e). (3.43)

Prenons la limite quand ¢ — 0, alors ¥(—A 4+ V') > p. Puis faisons tendre p vers inf oess(—A 4+ V),
alors :
YS(—AA+ V) > infoess(—A4+ V).

3.3 Bas du spectre essentiel pour un secteur angulaire de R?

Proposition 3.15. Le bas du spectre essentiel de l'opérateur Py, ., pour a €]0,27], vaut ©g, défini
a la Proposition [Z14 :
inf oess(Pag.0.) = O0 = p(m). (3.44)

Démonstration : La démonstration se base sur le Théoréme BIT et une partition de 'unité qui rame-
nera I’étude du spectre essentiel a celle des opérateurs modéles définis sur R? et R x RT. Nous allons
montrer que la suite £(Pg,.0,,7) converge vers Oy quand r tend vers 'infini en deux étapes :

— Nous allons construire une partition de 'unité qui coupe le secteur angulaire 2, d’angle a en
trois secteurs et étudier la forme sesquilinéaire sur chacun de ces secteurs. Par application du
principe du min-max, nous montrerons ainsi que X(Py, q,,7) est supérieur & ©p a un terme en
% prés.

V.o ll?

— Nous construirons ensuite une fonction ¢ € C§°(Q, NCB,) telle que BIE
L2(Qa)

Commencons par établir la minoration.
Considérons une fonction x définie sur R & valeurs dans [0, 1], infiniment dérivable telle que :

X(p) = 0 sip<0,
{i%([;) =1 siZgL (3.45)

La multiplication d’une fonction donnée par une dilatée de ¥ donne une nouvelle fonction & support
en dehors d’un disque et localise ainsi au voisinage de 'infini.
Construisons une partition de I’angle. Soient (x;);=1,2,3 € C5° ([—%, %] ,[0,1]) telles que :

(3.46)
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Définissons les fonctions de troncature en coordonnées polaires :

o« 1 _/p\ . (0 .
V(p,0) € R* }—— —[ rospol(, gy — (—) (%), j=123 3.47
(p0) €RT x | =5, 5| X" (p ) =x(7) % | 5 ) 1= 123, (3.47)
ainsi que les fonctions associées en coordonnées cartésiennes. Pour tout (z1,xz2) € Q4 de coordonnées
polaires (p,0) :

r,a,

Xj S (a,ma) = xG(p,0). (3.48)

HV.AO ¢’ ‘%2(9(1)

_in 5
$€C3 @antBn). 620 [19ll72(,)
fonction non nulle de C§°(Q, NCB,). La construction des fonctions ¥ et {; montre que :

Rappelons que nous souhaitons estimer . Considérons donc, ¢, une

3
Z e ¢ 6 sur Q, N CB,. (3.49)
De plus, d’aprés le Lemme :
V4081172020 Z V.40 (G D) 72600 Z 1V (0 (3.50)

Evaluons chaque terme de (B30). Pour cela, nous estimons [, [¢(x)[*|Vx[*(2)[* dz, pour j =1, 2, 3.

Le changement de variables montre, d’apres Uexpression (1) de x;* pol , que :

T, 7,0, PO 1 7,0, PO
VX (z1,22)]* = |0px ;" 0, 0) + ,02‘3 ox; " '(p,0)?
L, py. (0 2 1 |_/p\ ., (0 2

Considérons les estimations provenant des hypotheses ([BZH) et (BZ8) sur les fonctions x et x;, il
existe une constante Cp > 0 indépendante de a et de j telle que :

Co
V(x1,x2) € Qaq, |ng’a(x1,x2)|2 < o3 (3.52)
Cette estimation permet d’évaluer le second terme de (BA0) :
’ C
1693  Bany < 2z [ 16 o (3.59)
; 3 L2 (Qa) a2r? Jo.
Reportant cette estimation dans (B350), nous obtenons une minoration de ||V 4,6|[%, () Par
2 c 2
IVaodllie 0,y = Z V.40 O D)2 )~ oz ll9llz,)- (3.54)
Nous allons maintenant minorer les termes ||V Ao( o2, ) pour j =1, 2, 3. La construction des

fonctions x’’ f “ permet de prolonger les fonctions X ¢ et se referer aux modéles sur R? et R x Rt.
Définissons la fonction x;"*¢ sur le demi-plan Py: = { € R?|zo > —tan § z;} en la prolongeant par 0



3.3 Bas du spectre essentiel pour un secteur angulaire de R? 51

en dehors du support de x7“¢. Alors x7"“¢ € C$°(P1) et par rotation d’angle 5, TIOUS NOUS Tamenons
au demi-plan R x R* et par application du principe du min-max, nous aboutissons & la minoration :

Va0 (X7 0172 V4o (XT O[22,
XY ¢||Lz(g X1 ¢||L2(7>1

Va4, 0ll7
> inf IV QHLQ(RXR*) = 0. (3.55)
veCg ®xBNw£0  |[Vll72 @yge)

De méme, nous prolongeons la fonction x5 par zéro au demi-plan Pa:= {(z1,22) € R?| 29 <

tan § x;}. Par rotation d’angle 7 — &, nous nous rameénons au demi-plan R x RT et donc :

2 Y

V.4, (X572 V.4 (X5 )72,
||X ¢||L2(Q ) ||X ¢||L2(732

||V.A071Z)||%2(RXR+)

\%

inf 5
vecp ®x®N)u0 1Vl @urr

= 0. (3.56)

Quant a la fonction y5“¢, nous la définissons sur R? en la prolongeant par zéro en dehors de €.
Comme précédemment, nous déduisons du principe du min-max :

Va0 ey Va0 (G B

x5 ¢HL2(QQ) a |2 ¢HL2(R2
V4,913
> inf HOZM —1. (3.57)
YECE® (R?),97#0 ||7/’||L2(1R2)

Regroupons les relations (B53), (B20) et (BXD), il vient :

ZHV-AO O = Oollxi™0l72in) + 11X 0l T20n) + OolIXs"0l720n)
3
> 00 [ YNGOF o do
2 =
> Oollgll72q.)- (3.58)

3
Nous avons utilisé le fait que ©g < 1 et Z ]X;’Q\Q = 1. Injectons ([BA8) dans (BR4), alors :

j=1
R, C
Vo € C*(Qa\Br), ¢ #0, [|[Vaydlliaq,y > <@o - m) 16172 (00)- (3.59)
Nous obtenons ainsi une minoration de (P4, 0.,7)
IV 400117 C
2(Pap 0, 7) = L) s g - (3.60)

1mn .
veC @\ 1072, a2r?
Par définition de ¥(P4, 0, ), nous passons a la limite dans ([E60) et par application le Théoreme B.TT]
il vient :

inf O'ess(PAo,Qa) = E(P_A07Qa) > 0. (3.61)
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Justifions 'inégalité inverse. Donnons-nous un € > 0 et r > 0. Montrons que X(P4,.0,.,7) < O + €.
Il suffira ensuite de faire tendre r vers l'infini et d’appliquer le Théoréeme BTl

Par application du principe du min-max pour l'opérateur Py, q, sur le demi-plan R x RT, il existe
une fonction ¢ € CF°(R x RY) telle que :

@

HvAowl"%Q(]RxR-F)

0 < <Og+e. (3.62)

||¢1 | |%2(RxR+)

Comme v est & support compact, il existe une boule B(ag,r9) NR x R* en dehors de laquelle 1 est
nulle. Mais les Propositions B4l et B3l montrent que si ¢ € H}L\O (R x RT) et si la fonction 1) est définie
a partir de la fonction 1; sur Q, NCB, par translation et rotation, alors les quotients de Rayleigh sont
identiques :

||VA07/)1||%2(RX]R+) ||VA07/)||%2(QQ)

[N 7 PR (3:63)
ce qui conduit & I'encadrement :
Y(Pag,0a,m) < % < Qg +e. (3.64)
912,
Passons & la limite quand r — +o00 :
inf oess(Pag,0.) = 2(Pay.0.) < Oo+e.
Comme cette majoration est valable pour tout £ > 0, donc :
inf oess (Pag.0.) < Op. (3.65)
Rappelons-nous de ([B&1l), nous achevons alors la démonstration de la Proposition O

Corollaire 3.16. Soit Q2 un ouvert connexe non borné dont le bord se décompose en trois composantes
I'y, I'y et I'g tels que :
— I'y est borné et lipschitzien,
— I'y et I's sont deux demi-droites non paralléles et non sécantes.
Alors
inf oess(Pagy,0) = Go. (3.66)

Démonstration : La démonstration se base comme précédemment sur une partition de l'unité et le
Théoreme BTTl En effet, nous choisissons une partition de 'unité telle que le support de chaque
fonction soit inclus dans €2 ou qui rencontre le bord en un point anguleux au maximum. Nous nous
référons ainsi aux modeéles R? et, par diffeomorphisme, aux secteurs angulaires étudiés a la proposition
précédente. Donc :

inf Uess(PAo,Q) = @0.



Chapitre 4

Majorations du bas du spectre pour les
secteurs angulaires

4.1 Remarque relative aux demi-secteurs

Nous allons utiliser la Proposition pour montrer que le bas du spectre est atteint pour certains
domaines particuliers.

Remarque 4.1. Soit ), un secteur angulaire d’angle o pour lequel p(a)) < Og, alors pour tout k € N*,
7 (2%) est une valeur propre strictement inférieure o ©q, pour tout entier k positif.

Démonstration : Nous avons vu & la Proposition B.I50l que le bas du spectre essentiel pour un secteur
angulaire valait ©g. Donc si u(a) < ©g, pu(a) est une valeur propre. D’apres le Principe du min-
max 2 il existe u € HY(Qq) telle que :

plo) = 22 (1)

B ||u||%2(ga)

Appliquons la Proposition Bl choisissons un vecteur propre u tel que wu(zy,x2) = u(xy, —x2) et
calculons gq,, (u) sur un demi-secteur. Notons QF: = {x € Q| x5 > 0}, alors :

22, :2/ Wl do, g () :2/ Y quf? dr.
of ot

@

Ceci implique :

doz (u)
(o) = T2, o (4.2)
L2(Q3)
Par application du principe du min-max et de la Proposition B2, il vient :
do+\u
957() > u (2) ) (4.3)
||u| |L2 (Qii) 2

Nous pouvons ainsi majorer p (%) par u(«). Mais, d’apres la Proposition BI0l nous savons que le bas
du spectre essentiel pour le domaine Q% est O et u(a) < O, donc a fortiori, p (%) < ©g.

Si nous avons montré que p (2%) < O, il suffit de reprendre ce que nous venons de faire en remplagant
« par o et le résultat est démontré pour 5. O

93
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Corollaire 4.2. Pour tout entier k > 0, le bas du spectre de la réalisation de Neumann de [’opérateur
de Schrédinger pour un champ magnétique d’intensité 1, sur un secteur angulaire d’angle oF» est une
valeur propre.

Démonstration : Jadallah [68] 9] a construitf] une fonction u telle que W = 0.57723, donc
L2(Q

par application du principe du min-max, p (g) < 0.57723. Mais ©g ~ 0.59, donc u (%) est une valeur

propre et u (%) < Oyg. Il reste a appliquer la Proposition BTl O

4.2 Secteurs d’angle %, p e N*

Nous pouvons donner un résultat plus général en utilisant 'invariance du bas du spectre par
rotation du domaine et comportement du bas du spectre vis-a-vis des sous-domaines :

Remarque 4.3. Vp € N*, u (%) < pla).

Démonstration : Partageons le secteur angulaire en p sous secteurs d’angle %, Ui,...,U,. La Propo-
sition donne la majoration suivante :

W (u(U), o 1(Uy)) < (). (4.4)

La Proposition précise que le spectre est inchangé par rotation sur le domaine, donc :

o
W0 = = i) = (2)). (45)
Reportons dans (4], nous avons ainsi la majoration de <%> par p(a). (]

Remarque 4.4. Nous en déduisons immédiatement que le bas du spectre est une valeur propre pour
les secteurs d’angle o p pour tout entier p > 0.

4.3 Majoration de p(a) au voisinage de 7

Nous allons reprendre 'idée de Pan [83] pour établir une majoration du bas du spectre, p(a), de
la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schrédinger & champ magnétique constant d’intensité 1
sur les secteurs angulaires d’angle a proche de 5. Pan a développé cette idée pour le quart de plan.
Cette idée consiste a construire un quasi-mode dont le quotient de Rayleigh vaut exactement ©g mais
cette fonction ne vérifie pas les conditions de Neumann au bord, ce qui permet d’affirmer que le bas

du spectre est strictement inférieur & Oy.

Proposition 4.5. Utilisant les notations précédentes (notamment du Chapitre [4), nous avons :

©
plo) < o= e (6(0)" (46)
@ < Qw0 s [ GlmP ) @7
M= Sna  dsina  2PP sina \ Jy appJirapb ’ '

11 est difficile de savoir en quel sens la précision du calcul y a été controlée.
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Démonstration : Les coordonnées polaires associées a ce secteur ), vérifient :

pcosf

1 o g
{m g el ool ee} [ (4.8)

272
Nous allons construire un quasi-mode u dont le quotient de Rayleigh vaut exactement les majorants
des expressions ([0 ou (D). Considérons la fonction w définie sur Q, par :

u(p, ) = e~Psind g4 <7’psin (% + 9)) ) (Tpsin (% — 9)> , (4.9)

ou v et 7 sont des réels strictement positifs & déterminer. Nous choisirons pour la fonction qg soit
la fonction propre normalisée associée a la valeur propre ©¢ pour 'opérateur H((y) pour justifier
la relation (EH), soit la fonction ¢ap, construite & la Section 7 pour établir la relation (E). Re-
marquons que la fonction u vérifie la symétrie u(p, —0) = u(p, ) observée précédemment lors de la
Proposition

Effectuons un changement de variables pour ramener le secteur & un quart de plan :

Y1 = Tpsin(%—i—e) = Tp(sin%cose—i—cos%sine) = T(sin%wl—i—cos%) (4.10)
Yo = Tpsin(%—G) = Tp(sin%COSG—cos%sinG) = T(sin%xl—cos%). '

Ainsi (y1,92) € Q:= (R*)? si et seulement si (71, 72) € Qq et le changement de variables s’écrit :

in & o4
<y1>:r<s?n§ fos2g><x1>. (4.11)
Y2 sin § cos § x9

Le déterminant de ce changement de variables vaut —7sin « et 'expression de la fonction u dans les
nouvelles coordonnées est :

- yz)) 3u1)d(w0). (4.12)

U(ylayZ) = €xXp <—Zm

Afin de calculer gq, (u), nous allons évaluer 0,,u, Oy, u, Tou et ziu.

_ 0 . 0 ) . .
Oyulr1,02) = Oy ily1,y2) 5or + Oy, y2) 5oe = T8I0 = (3, (Y1, y2) + Oyui(y1, y2))
83:1 8$1 2
e _i% _ ~ ~ ~ ~
= roin ST TET TG 0)d ) + Hn)F () (4.13)
L9 Y1 — Y2
— = /"= . 4.14
? 9 u(x, z2) 147_ cos %u(yhyQ) ( )
. 0 ~ 0 o . -
Opou(x1,22) = aylu(yl,yz)ﬂ + 8y2u(y1,y2)ﬂ = T COS _(aylu(yl?y2) - 3yzu(y1,y2))
8902 3%2 2
= Tcos e Froong (172 < T d(y1)d(y2) + & (y1)d(ye) — ¢(y1)¢/(y2)> - (4.15)
T COS 5
X1 ity
zgu(xl,xg) = i Sin%u(yl,yg). (4.16)

Les expressions ([EI3) et (14 permettent de calculer |(9y, — 1a9) u|2 :

2
_ <M> &(y1)2¢§(y2)2+7-2sin2%((le(yl)ﬁg(w)+¢(y1)¢~5/(?/2))2- (4.17)

471 cos %
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Les expressions ([E10)) et (EEIH) permettent de calculer !(8y + i) u‘Q

I

. +
‘(8352 + 1 5 >u(x1,x2) = g1 7 Y2

=|v- -
( 47 sin 5
Regroupons les expressions (1) et (EIS) :

2 2
(V= idg)ulwy, z)2 = (( — ) + (fy - *ny_) ) Oy1)° 6 ()" (4.19)

~ 2a ~

2
) 60230)" + 720 @ )50e) — S5 ()
(4.18)

‘ 2

47 cos §
+ 72 (11)?B(y2)? + D(y1)°F (y2)?) — 277 cos ad' (y1)d(y1) ' (y2)B(y2)-

Ayant choisi la fonction ¢ vérifiant :

[T 100 + - 060 de =6, (420

avec : B ~ )
¢ =% e O =9 s ¢=39 421
{C = Capp et O = ®app si (;5 = Qbapp, ( )

il est naturel de faire apparaitre les termes y; — C et yo — C. Pour le terme en y; — ya, nous récrivons
Y1 — Y2 = (y1—C) — (y2 — ¢). Pour le terme de la forme 5 — (y1 +y2), nous répartissons le coefficient
dans le terme y; + ¥ (en écrivant § — (y1+y2) = (3 —y1) + (3 —y2)) et choisissons v pour retrouver

les termes y; — (et yo — ( :

_ ¢
y

— .
27'sm2

(4.22)

Reportons cette expression dans ([EETl), nous trouvons alors :

(o) (o) (w=0--0 (=04 w-0Y
47 cos § i 47 sin 5 N 47 cos § 47 sin 5
_ (y1 — 5)2 + (y2 — 5)2 +2cosa(yr — 5)(?/2 - C~). (4.23)

(27 sin «)?

=72, soit :

2T slina)

[ 1
T = - . (4.24)
2sin o

Se souvenant que le changement de variable est de déterminant —7 sin o, nous obtenons une nouvelle
expression de la forme gq, (u) ot nous pouvons séparer les variables pour calculer les intégrales :

Injectant cette expression [EZZ3) dans (EZIJ), nous choisissons 7 tel que (

q0.(u) = /Q (V —iA)u(z)|* dz

72 0 o~ - 0o

= Tsina (/0 (1 = O*w1)* + ¢/ (1)*) dun /0 [6(y2)I” dys (4.25)

+/ooo<<y2 = O0(1)” + ¢/ (12)°) dyo /OOO [Sy1) dyl) (4.26)
272 cos o

T sin o

(/w(yl —Q)(y1)? dyy /Oo(y2 — O)(y2)? dys (4.27)
0 0
3 [Ty an [T @y an ).
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Nous tenons en compte de @Z0) et simplifions @2H) et EZH) a l'aide de ©. L'expression de gq,, (u)

devient :

T sin o 27 sin « T sin o

2 - T?cosa,- 72 cos a o T ?
0, (0) = 6= TGO + T ([T - Odn ) - (@2s)

Estimons maintenant ||u||%2(ﬂa) :

1 1
2 _ ~112 .
ullZ2 0,y = TsinaHuHL2(Q) = ana (4.29)
Par conséquent :
2 2 0o 2
40, (U ~  T7cosa - 27 cos -~
||u||L2(Qa) 2 sin a 0
G _ cosa ($(0))4+cosa /OO( —Ody)? d 2 (4.30)
~ sina  4sina sina \ Jy y1 yi)” ayr ) - )
Par application du principe du min-max, nous avons ainsi :
(a) < 0 cos (B0 + cos /00( Eb)? d 2 s
MY=Gina ™ 4sina sina \ Jo 9 yi)mayi ) - .

Pour conclure, il suffit de remarquer, grace a la relation ([Z38) que le terme fooo (y1 — O)p(y1)? dyy est
nul avec le choix ¢ = ¢ et ( = (p comme mentionné en ([EZT]). O

Nous pouvons estimer le voisinage de § sur lequel nous sommes assurés d’avoir une valeur propre :

Corollaire 4.6. p(«) est une valeur propre pour tout o € ]amin, %] ol :

(¢(O))4> arctan 16©appO0 — (¢app(0)4 - 8H;pp)A
409 ’ 4(@0A + Gapp(¢app(0)4 - SMgpp)) ’

. T
Qipin = Min (5 — 2arctan (

avec .

{u;pp = Jo_(t = Gapp)|dapp()[* dt, (4.32)

A =/ (Gupp(0)* — 811p)2 — 16(02,,, — 63).
Numériquement, p est une valeur propre sur ]1.0882, g]

Démonstration : D’aprés la Proposition BI0l nous sommes assurés que p(«) est une valeur propre deés
que p(a) < ©g. Reprenons les majorations de la Proposition EEl Commengons par considérer (E5).
Pour que u(a) soit une valeur propre, il suffit donc de chercher les angles « tels que SieTOa — (0)* <
©g. Or :

¢(0)*

$(0)* < Oy < Oy(1 —sina) < —y o cosa.

CH) COos v

sina  4sina
; —94in2 (T _ & —94in (T — & T _a ingj -
Remarquons que 1 — sina = 2sin (4 2) et cosa—2sm(4 2)005(4 2),amm.

ay _ $(0)*
_) < 4—60.

CH) COos v

$(0)! < @y <= tan (E -

sinae 4sina 4 2

4
Par conséquent, p est une valeur propre sur 'intervalle } 5 — 2arctan (%) 5 [ Pour a = 7, I"éner-

gie associée au quasi-mode u définie en ([EEH) vaut O mais la fonction u ne vérifie pas les conditions
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de Neumann, donc p (%) est une valeur propre.

Reprenons maintenant la relation (7). Pour que pu(«) soit une valeur propre, il suffit donc de
chercher les angles « tels que :

Ouapp COos v COos v

_cosa 4
sinoe 4sin«a ¢app (0) +

/0 (t— Capp)‘(ﬁapp(t)’Q dt < O,

sin «
ce qui équivaut, avec les notations [E32), & « €]ag, aq[ ou :

16@3DP@0 - (¢app(0)4 - 8M;pp)A
4(©0A + Gapp(¢app(0)4 - 8M$pp)) ’
16@3DP@0 + (¢app(0)4 - 8M;pp)A
4(®app(¢app(0)4 - 8M$pp) — ©pA)

ag = arctan(

o = arctan(

Utilisons les estimations (Z122)) ainsi que la Proposition ZZZ8 pour estimer ayi,. Nous obtenons ainsi :

4 4
T_ 2 arctan ¢(0) < T_ 2 arctan & ~ 1.120.
2 40y 2 4 0.590106125

Nous pouvons également majorer ag par 1.0882 et minorer o par 1.5707. L’union de ces intervalles

4
Jag, 1| et |5 — 2arctan <%) ,g[ vaut donc ]1.0882, 5] sur lequel nous sommes assurés que j est

une valeur propre. O
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Analyse asymptotique dans les secteurs
de petit angle
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Deuxiéme partie

Analyse asymptotique dans les

secteurs de petit angle

Pour déterminer I'asymptotique du bas du spectre u(«) pour de petits angles «, le Chapitre
raméne ’étude de opérateur Py, o, sur le domaine dépendant de a a celle d’un opérateur P, défini
par sa forme sesquilinéaire associée a,, en ([EI5) sur un domaine Q° indépendant de o, défini en (EI3).

Le Chapitre Bl étudie 'opérateur associé a la forme ¢ définie en (G1]) et opérateur —(9% qui inter-
viennent dans l’expression de P, . Le Chapitre [ utilisent ’analyse de ces deux formes pour construire
une solution formelle U(*) = Za%uk telle que P, U = () ou le réel u(>°) est également

E>0
de la forme u(‘x’) = Za%mk. En outre, nous précisons la régularité et les propriétés des fonctions
E>0
uy, constituant la solution formelle U(*®). Le Chapitre B justifie la construction formelle de U(*) en
n

estimant le quotient de Rayleigh de la somme partielle U (n) — Z a®*uy, et en déduisant une majora-

k=0
n

tion de p(a) de la forme p(a) < Z o my + O(a?*+3). Plus précisément, cette construction prouve

k=0
Pexistence d’une valeur propre fi(«) admettant le développement limité précédent.

Grace aux techniques d’Agmon, le Chapitre [ précise le comportement du vecteur propre associé
a la valeur propre u(«). La localisation du vecteur propre permet, par comparaison de 'opérateur P,
avec des opérateurs de référence moyennés et dans un domaine tronqué, de donner une minoration de
p(a) au Chapitre [0 et, aprés controle de I’écart, de montrer 1'égalité entre fi(a) et u(a).

Le procédé de construction est explicite et les premiers termes des séries formelles U, (o)
sont donnés au Chapitre [[1l Nous proposons également aux Figures [Tl et une synthése des

estimations de p(a) obtenues a ce stade.

Les résultats de cette partie sont annoncés dans la note [25].







Chapitre 5

Changement de variables ou de jauge

Ce chapitre raméne 1’étude de l'opérateur Py, o, & celle de la forme a, définie en (EIH) sur un
domaine fixe Q° défini en (EI3). Nous proposons également deux expressions de la dérivée de pu()
en (B3) et (24)) mais qui ne semblent pas suffisantes pour déterminer la monotonie de p.

5.1 Passage aux coordonnées polaires

Vue la géométrie du secteur angulaire §2,, il semble naturel d’utiliser les coordonnées polaires
(p,®) €]0,+o0[x | —%, %[ Nous noterons 0% le domaine
a o
.10, ool |- 2,2
« ] 7+OO[ 2 ? 2
Donnons la nouvelle expression de la forme quadratique en effectuant le changement de variables.
Pour u € H}% (Q4), nous notons u(z1, x2) = ui(p, ¢), alors :

(Dxl - %) u(x1’$2) = —i COSgb 8Pu1(p’ gb) + iSiI;¢ 8¢u1(p, QS) - Si2n¢ Ul(p, gb), (5 1)
(Day + B) u(wy,22) = —ising dpui(p,¢) — ico;¢ Opui(p, &) + 22 uy(p, ). '

Notons L2 (Q§0l> Pespace des fonctions de carré intégrable sur Q% pour la mesure & poids p dp do

et définissons 'espace Vév par :

0 [o] 1 p2 [o]
VN = {u e L2 <Q§l> | Dpu € L2 (07, ;<3¢+13)UGLi <Q§1)}’

et la forme quadratique ¢ pour u € Vév :

1 PP
2
(’LL) - /ngl (‘apu’ + ? (8(;5 +1 ?> u

Ainsi u € L?(Q,) si et seulement si uj € L%(Qﬁ()l) et u € Hy (Qq) si et seulement si uy € V). Grace
a (B0), nous avons :

=N

2
> p dp do. (5.2)

qu) _  Glu)
[|ullZ2 ]2, oy

L*(Qa) Lz (8

Inspirons-nous des travaux de Dauge-Helffer [A1l, A2] afin d’estimer le comportement de pu(«) en
donnant une expression de sa dérivée a 1’aide d’un opérateur de trace. Nous avons utilisé le méme
style de méthode en dimension 1 lors de la preuve du Lemme EZT9.
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Proposition 5.1. Supposons que le bas du spectre p(a)) soit une valeur propre pour tout o € I od
I est un intervalle ouvert de |0,2x] et notons u, un vecteur propre normalisé donné en coordonnées
polaires. Alors, u est dérivable sur I et sa dérivée est donnée pour tout o € I par :

([ o o R e A P

(5.3)
Démonstration : Pour justifier cette proposition, nous allons évaluer la quantité :
(e + ) = () (s ) o ot
pour @ € I et h > 0 tels que a + h € I. Commencons par estimer le terme p(a + h) (uatn, ua>L2(onz)

en utilisant la formule de Green-Riemann :

< ry S
,U'(Oé + h) <ua+ha uoz>L2(ngl) = /0 N apuaJrhapua (P7 ¢) pdp d(b

2

o0 2 -
/0 p<8¢+22>ua+h(,0,2)ua(p,2) dp
1 p? AN ax
+/0 ; <a¢ +ZE> Uath (P,—§> U <p7_§) dp
) o 1 2 ————
+/0 /1 ; (&;s +z%> Ua+h <3¢, +z%> e do dp.  (5.4)
2

De la méme maniére, nous estimons le deuxiéme terme () (Uatn, ta) 2 @zt
[e3

0o 1y _
,U'(a) <ua+h7 ua>L2(ngl) - /0 / N apua+hapuoz(p7 ¢) pdp d¢
2

[ 03) (1 5 )
[ o) (o B )5

0 % 1 'p2 .p2
+/ / — | Op + i | Uagn| Op + 1 | uq do dp. (5.5)
0o J-2p 2 2

Or u, vérifie la condition de Neumann :
2

<a¢ + z%) U <p, %) —0et <a¢ n z%2> U (p, —%) —0, (5.6)

donc les deuxiéme et troisiéme termes de (B20)) sont nuls. Effectuons la différence de (B4) et (B3) :
o0 2 _
P a a
et )= st oy = [ (2045 ) o (0.5) w0 (5)

(042 Y vasn (1= 5) o (n-5) ) 2. 65

Utilisons la formule de Taylor entre o et o + h en se souvenant de (B0 :

2 h p? +h
<5¢ + Z%) Ugt <p, %) = —3 <5<2¢ + 1%%) Ugt 1 (p, = 5 > +O(h?), (5.8)

2 2
P e hif.o .p a+h 9
(@;s + 23) Uath (P, —§> = 3 <3¢> + ZE(%) Uath <P7 —— ) + O(h%). (5.9)
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Or, par hypothése sur uyp, nous avons :

p
Se servant a nouveau de (0] et aussi de (IT), les relations ([8) et (B3) s’écrivent :

p? o h a+h
<8¢ + Z%) Ua+h <P, 5) ) <PN(04 + h)ua+h <P, T)
h
+0, (sasn (551 )) ) + 00, (5.11)
p? o h a+h
<8¢+Z%> Ua+h (P,—§> = —§<p,u a+h uoz-i—h < >
o+

+9, <pa Uath (,0, 5 )) > + O(h?). (5.12)

Par conséquent, une intégration par parties méne a :

wla+h) — pla
(1)) ()

~ ula+h) [ a+h a a+h a
= - 9 0 Ua+h | P 2 ( P ) + Uatn | P, — 2 Uqy (pa - 2) pdp
1 [ a+h o a+h @
+§/0 <8pua+h <p7 T) apuoz <Pa 5) + 8pua+h <p7 - 2 ) 8puoz (Pa _§>> pdp.

1 PP i p?
o <835 + Z%8¢> Uo+h = _plu’(a + h)uoz-i-h - ap(papuoz-i-h) - 5/0 <a¢ + Z%) Ua+h- (510)

O

Remarque 5.2. Malheureusement, l’expression ([(23) ne semble pas nous aider pour connaitre le signe
de i/'(«) et la question de la monotonie de p reste ouverte.
5.2 Changement de jauge

Pour avoir une condition aux bords plus agréable, effectuons le changement de jauge :
2

i (1

50) 0(0.0)¥(p.0) € 027,

Alors 9 et 11 ont le méme module et pour tout (p, ¢) € Q8
. p2 L2
{ (05 +% ) ¥(0.0) = exp(=i50) dyun(p, ),
. 2 .
Opv(p,¢) = exp(=i59) (Opthr(p, @) =i p ¢ 1(p,9)),
donc ¢ € Vév si et seulement si ¢ € )}/J)V en définissant :
\ 0 . 0 1 0
VN = {ueL§ (le) | @, —ipucl? (le), ;a¢ueL§ (le)}.
Définissons une nouvelle forme quadratique ¢ sur ]}/])V par :
~ ) 1
G(thr): = /Q,ml <|(ap —i pp)i|* + e |a¢w1|2> p dp do.

z(iﬂ) (2¢1) _
||7/)|| 2 (o) ||¢1|| 2 (o)

Alors
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5.3 Domaine indépendant de «

Au lieu de regarder le comportement de 1’état fondamental d’'un opérateur fixe dans un secteur
angulaire d’angle o quand « tend vers 0, nous effectuons un changement de variables afin de nous
ramener & un opérateur dépendant de o sur un domaine fixe tel que le domaine de forme de ce nouvel
opérateur est indépendant de «. Considérons donc le changement de variables tel que la mesure ne

soit plus & poids :
{ n = 2
N

Ce changement de variables (z1,72) — (t,7) envoie le domaine Q, sur le domaine fixe Q0 :

QO::]O,—%OO[X]—%,%[. (5.13)

Pour u € L%(QﬁOl), nous notons % la fonction obtenue par changement de variables, alors :
2 ~ 112
[ull72 qpory = 1El|Z2 (0)-
L2(Q87) L2(Q0)

Remarquons également que :

(8, —i p d)ulp,d) = V2at(0 — i n)a(t,n),
Opulp.0) = Loyit.n).

Définissons la forme quadratique g, sur VYV par :

1
2 2
Galu) = /m <2t]Dtu— n ul® + 2a2t\3,7u] > dt dn, (5.14)

avec :
1
Vit

Notons alors que u € V/])V si et seulement si 4; € VY et nous avons :

YN = {u € L*(Q°)| —=0,u € L*(Q2°), V(0 —i n)u € L2(QO)} .

G(u) = agq(ty).
Il suffit donc d’étudier la forme ¢,. Définissons la forme sesquilinéaire a, associée a go sur VN par :

Vu,v € VY aq(u,v) :/

- 1 _
2t (D —n)u (Dy —n) v + z—5=0qudyv | dt dn. (5.15)
0o 202t

Par construction de a,, nous avons, pour tout u,v € VIV, o (u,v) = aq (i1, 01).
Les spectres des deux opérateurs Py, o, et P, sont liés par la relation :

0(Pag.00) = a0 (Pa).
En particulier :
pla) = ai(a). (5.16)
De plus, v est un état fondamental associé a la premiére valeur propre de Py, o, (s'il existe) si et

seulement si 1, est I’état fondamental associé a la premiére valeur propre de P,. Les fonctions 1 et
1, sont liées par la relation :

V(t,n) € QY ¥a(t,n):= e "My (\/%cos(om), \/%Siﬂ(()ﬂ])) . (5.17)
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Remarque 5.3. L’ezpression de la forme an permet de voir immédiatement que :

a — au(a) est croissante (5.18)

a @ est décroissante. (5.19)

11 serait intéressant de montrer la monotonie de p de |0, 7] sur ]0, ©g).

p(e)

Remarque 5.4. Par décroissance de o — ==, nous déduisons immédiatement que p(a) est une

valeur propre pour tout a € [g, g% { en utilisant la Proposition et la majoration :
2

Va € [E

2,271} , pla) < 2?06/; (E> . (5.20)

2
Utilisant la majoration obtenue par Jadallah [68], 1 (%) < 0.57723, nous obtenons numériquement
que L est une valeur propre pour o € [%, 1.60581[.

Comme nous le savons d’aprés Dauge-Helffer [A1], Helffer-Morame [60], Lu-Pan [{9] et comme nous
l’avons rappelé en ([LIV), u(m) = O, alors :

Vo €10, 7], — >

M) %. (5.21)

Le probléme revient donc & déterminer I’état fondamental de la forme a,, sur Q. Définissons la forme
sesquilinéaire £ sur V2¥:= {u € L?(Q°)|vt (D; — n)u € L*(Q°)} par :

(u,v):= /QO 2(Dy —n)u(Dy —m)v t dt dn. (5.22)

Récrivons le probléme aux valeurs propres. Nous cherchons une fonction ¢ € VN et une valeur propre
X € R tels que pour tout v € VV :

5(¢,v)+i2 / lanwn@ dtdyp = X / YT dt dn. (5.23)
(6 0o t (el

De méme que nous avons établi la formule de la dérivée de la premiére valeur propre l'opérateur
H(¢) lors de la Proposition I, nous pouvons & nouveau démontrer une formule de type Feymann-
Heilman a l’aide des relations (BI5) et (216 et obtenir :

Proposition 5.5. Supposons que le bas du spectre u(a) soit une valeur propre pour tout o € I ou I
est un intervalle ouvert de |0, 27| et notons u, un vecteur propre normalisé donné dans les coordonnées
(t,n). Alors, p est dérivable sur I et sa dérivée est donnée pour tout o € I par :

@) = [ (20 =t = gzlogua(tnl?) at dn (5.24)

Remarque 5.6. De nouveau (cf Remarque [Z2), cette expression de la dérivée ne permet pas de
conclure sur la monotonie de .






Chapitre 6

Analyse des deux formes principales

6.1 Présentation

Dans 'expression de a,, en (BI0)), deux formes (et deux opérateurs) apparaissent et ce chapitre est
consacré a ’analyse de chacune d’elles (pour la théorie des opérateurs, nous référons a [33] 211, 23, [75)
76, 82]). La premiére forme est notée ¢ (avec I'opérateur associé L) et définie ci-apreés et la seconde est
associée a la réalisation de Neumann de —8,2] sur ] 11 [ Définissons la forme sesquilinéaire ¢ sur :

22
VY= {u e L2(Q°)| Vi(D; — n)u € LQ(QO)} ,
par :

(u,v) = /QO 2t(Dy — n)u(Dy — n)v dt dn, Yu,v € VY. (6.1)

Notons P @ S(RT) I'espace des fonctions polynomiales en 1 a coefficients dans S(R¥), restriction a
R de fonction dans I'espace de Schwartz S(R). Nous définissons 'opérateur :

L:=2(Dy — n)t(Dy — ),
sur P @ S(RT), et vérifions :

Vu € P @ SRT), Yo e VY, l(u,v) = (Lu, v) 12 (qo) - (6.2)

La forme ¢, contient un terme en a—12 Quand nous essayons de la minimiser pour « petit, il est naturel
d’étudier sa restriction aux fonctions indépendantes de n afin d’annuler la singularité en «.
6.2 Définition du nouvel opérateur L™

6.2.1 Domaines de forme /™%

Nous définissons donc la forme ™% qui apparait naturellement en restreignant la forme ¢ aux
fonctions u indépendantes de 7.

_ 00 - 1
Yu, v e S(RT), % (u,v) = / 2 (Dtu Dy + Eu@) t dt. (6.3)
0

Lemme 6.1. Le domaine de forme de la réalisation de Neumann de £™% est :

N
Vmoy

= {u € L*(RY)| Viu € L*(R"), VitD,u € L*(R)}.
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Le domaine de son extension de Friedrichs (cf [27]) est :

t
DNy = {ue L*(RY)| Viue L*(RY), vVtDu e L*(RY), (DttDt + E) u e L*(RY),

(tDsu(t))),, = O} (6.4)

L’opérateur auto-adjoint L™ défini sur Dﬁoy est identique a ['opérateur L™ défini sur W2(RY) en
notant :
WERT): = {u € H'(RT)| tu € H*(R™)}. (6.5)

Démonstration :
e Domaine de forme de £™°.
La forme £™% est sesquilinéaire, positive donc admet une extension auto-adjointe. Définissons la norme
Pmoy Par :
Proy (W) = €7 (u, 1) + [[u] |72 g+ -

Déterminons le domaine de forme Vﬁoy de M :

Vé\lfoy: = {u € L*(RT)| il existe une suite (u,) € S(R¥) telle que u, est une suite de Cauchy pour
Pmoy, Un converge vers u dans L?(RT)}.

Soit u, une suite de S (W) qui converge vers une fonction u dans L?(RT) et qui est une suite de
Cauchy pour la norme py,qy. Alors u,, converge vers u dans D'(R*), donc VtDyu,, et v/tu,, convergent
respectivement vers \/tDyu et \/tu dans D'(RT). Comme wu,, est une suite de Cauchy pour Pmoy, alors
il existe des fonctions g, h € L2(R") telles que v/t Dsu,, et v/tu, convergent respectivement vers g et
h dans L?(RT) donc dans D’(RT). Notons V 'espace :

V:={ue L*(R")| Vtu € L>(R"), VtDyu € L*(R")}.

Nous avons ainsi établi que Vé\foy C V. Tl reste & montrer la densité de S(RT) dans V pour justifier
I’égalité. Nous pouvons montrer que les fonctions de C§° (R*) sont denses dans V en raisonnant par

troncature et régularisation, donc S(RT) est dense dans V. Ainsi :

VN = {u € LARY)| Viu € LARY), ViDu € L*(RV)}.
e Domaine de l’extension de Friedrichs associée a la forme €™
Par construction, son domaine est :
DN ={uc an\lfoy| v — (™% (u,v) est continue pour la topologie induite par L?(R™)}.

moy

La fonction u est dans Dfr\lfoy si et seulement si il existe f € L2(RT) telle que :

07 (u,v) = (f,0) 2+ pour tout v € Vr]XOy.
Si v € D(R"), alors, par intégration par parties, 2 (DttDt + 1—t2) u = f dans D'(RT), donc a fortiori
2 (DytDy + 15) u € L*(RT). Soient v € S(RF) et u € VN, tel que 2 (Dy(tDy) + ;) u € L*(R"),
alors :

P /0°° ) (DttDt N %) w () dt + [2tDrut) v(0)]

Mais comme 2 (DytDy + 15) w = f dans D'(R™) alors (tDyu(t)),_, = 0. Nous déduisons ainsi que le
domaine de I'extension de Friedrichs est donné par (64). L’opérateur auto-adjoint associé a £™% est
ainsi défini sur Dr]Xoy par :

t
LmOyZ = 2 <DttDt + E) . (66)



6.2 Définition du nouvel opérateur L™ 69

Pour tout u € Dﬁoy et tout v € an\lfoy, nous avons la relation :

07 (4, v) = (L™, U>L2(R+) . (6.7)

o (L™ DN ) = (L™ W2(RT)).

moy
Commencons par montrer 'inclusion : Wi (R*) C DY . Soit u € W}(R"), alors tu’ € H'(RT) donc,
en vertu de l'injection de Sobolev H'(Rt) ¢ CO(RT), application t — tu/(t) est continue sur RF.
Ainsi tu/(t) admet une limite quand ¢ tend vers 0. Si cette limite, notée -, est non nulle, alors /() est
équivalent a 7 en t = 0, ce qui contredit le fait que u € H L(R*). Donc nécessairement v = 0. De plus,
si u € WEHRT), alors u € L*(RY), Vitu € LA(RY), Viu' € L*(R") et 2 (DitDy + &) u € L*(RY),
donc u € DY, L'inclusion W}(R') € DY, est donc vérifice.

Notons Ly™ Popérateur L™ défini sur Wi(RT). L'inclusion se traduit au niveau des domaines des
opérateurs par :

(L™ WEHRT)) © (L™, Di,y)-

moy

Ceci nous donne donc l'inclusion inverse au niveau des domaines des opérateurs adjoints :
moy * moy *
L C L,™".
Afin de justifier 'inclusion inverse, donnons quelques propriétés de l'opérateur L™,

Proposition 6.2. L’opérateur L™, vu comme un opérateur non borné de L>(R*") dans L?(R™), est
a résolvante compacte.

Démonstration : L'opérateur L™ est continu et surjectif de WZ(R*) dans L?(R*), donc (L™®Y)~!
est continu de L2(R*) & valeur dans W?(R"). Regardons cet opérateur comme un opérateur de
L?(R*) dans L?(R*). L'injection de W?(R*) dans L?(R") est compacte (comme le rappelle [22] a la
Proposition 1.4), donc 'opérateur L™ est bien & résolvante compacte. O
Utilisons les travaux de [22]. Ecrivons I'opérateur L™ sous la forme souhaitée dans [22] :

t t
L™y = 2Dt Dyu + gY= 2 (D?(tu) +iDyu + ﬁu> i

Nous allons donc étudier Popérateur Ly'™ défini par

2 2 1
P(T) T +ﬁ7

Pli(r) = ir. (6:8)

L™ u(t): = P2(Dy){tu(t)} + P*(Dy){u(t)}, avec {

L’opérateur Ly est auto-adjoint, donc la Proposition 3.1 de [22] montre que 'opérateur Ly*™ en tant

qu’opérateur non borné de L?(RT) dans L?(R™) de domaine D(Ly'™) = W?(R™) est auto-adjoint.
Résumons les inclusions :

Loy LY,

pmevs ¢ pmoyt
[move —  pmoy,
Ainsi (L™ , WE(RT)) = (L™, DJ) et nous noterons Ly = L™, O
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6.2.2 Propriétés de opérateur L™

Pour préciser les propriétés d’isomorphisme de 'opérateur L™, nous rappelons un théoréme de
[22] (p. 456-460) avec les notations :

Y0 <k <m, WHQ%): = {u e H"*(Q°)| t*u € H™(Q°)}. (6.9)
Théoréme 6.3. Soit L un opérateur de la forme :
Lu(t) = P*(Dy){tu(t)} + P'(De){u(t)}, (6.10)

tel que :
1. PY(Dy) = piD; —}—p(l] est un opérateur différentiel d’ordre 1 o coefficients constants complezes,

2. P2(Dy) = Dg—i—p%Dt—{—p% est un opérateur différentiel d’ordre 2 a coefficients constants complezes,
le polynéme P2(7) ne s’annulant pas sur R.

3. Les racines T4 et 7_ de P?(7) = 0 satisfont Im 7 >0 et Im 7_ < 0.

Introduisons la condition algébrique :
(C) 1l existe un entier n > 1 tel que PY(7y) = in(t, — 7_).
Alors pour tout entier p > 0 tel que p > — Re (ip]) — % :
— Si (C) n’est pas vérifiée, alors l'opérateur L est un isomorphisme de Wf+2(]R+) sur HP(R™T).
- Si (C) est vérifiée, alors lopérateur L est linéaire continu surjectif de Wf”(R*) SUT un SOus-

espace fermé de codimension 1 dans HP(R™T) et son noyau dans Wf”(R*) est de dimension 1.
Ce résultat permet de justifier la proposition suivante :

Proposition 6.4 (Etude de Popérateur L™). Pour tout entier p, l'opérateur L™ est un isomor-
phisme de Wf”(R*) sur HP(RT). Le spectre de l'opérateur L™, en tant qu’opérateur non borné de
L?(RY) dans L?(R*) coincide avec son spectre ponctuel et est discret. Il est formé de valeurs propres

AP )p>1 0t A = 2:731. Le sous-espace propre, associé a chaque \p”, est de dimension 1 et est

inclus dans W°(RT) = {u € H*(RT)| tu € H*(R")}.

Démonstration :
e [somorphisme
Utilisons & nouveau les travaux de [22] avec l'opérateur Ly'® en reprenant les notations de la dé-

monstration du Lemme B Les solutions de P?(7) = 0 sont 7. = —21% et 7 = 2%, alors :
ity —7-) = —% et Pl(ry) = —ﬁ, donc la condition (C) n’est pas vérifice. En outre, ipt = —1,
donc — Re (—1) — 3 = —1 et grace au Théoréme B3, I'opérateur Lg'™ est un isomorphisme de

WPH2(RT) sur HP(RT) pour tout entier p. Comme L™ differe de Iopérateur L™ a un coefficient
mutiplicateur pres, L™ est ainsi un isomorphisme de WP?(R+) sur HP(R') pour tout entier p.

e Spectre de Ly'™ :

A est un élément du spectre de Lg™™ si et seulement si Ly — X vérifie la condition (C). Le spectre

est donc formé des valeurs propres Ap™® = P(ry) —in(ry — 7_) = 22"\}1, avec n > 1.

Pour déterminer la dimension des espaces propres associés a chaque valeur propre, nous réutilisons
le Théoréeme B3, avec 'opérateur Ly'™ — AQMOY ot opérateur Ly — AQMOY ot lindaire, continu,
surjectif de WP T2(R1) sur un sous-espace fermé de codimension 1 dans HP(R') et son noyau dans
wr Jr2(R*) est de dimension 1. Mais le noyau contient le vecteur propre, donc 1’espace propre associé
a chaque Ap™® est de dimension 1 et est inclus dans W (RT).
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e Application o l'opérateur L™ :
La démonstration de la Proposition s’acheéve en écrivant L™% = 2L7* donc les valeurs propres

sont A\ Y = 2"7;1, pour n > 1 et la dimension de chaque sous-espace propre vaut 1. O

Corollaire 6.5. Notons (A", uy") l'état fondamental de l'opérateur L™ . Soit f € S(RT) ortho-
gonale a u]"™, alors il existe une fonction u € S(RT) telle que :

(LB = A = f,

o
/ W@ dt = 0, (6.11)
0
De plus, si u est déterminée par (GI1), alors pour toute fonction v € Vﬁoy, nous avons :
07 (w,0) = AT (u,0) 2oy = (f,0) 20 - (6.12)

Démonstration : D’aprés le Théoréme appliqué avec 'opérateur T = %(LmOy — AT

, Vopérateur
Loy — X" est linéaire, continu, surjectif de WY T2(R+) sur un sous-espace fermé de codimension 1
dans HP(R™) et son noyau dans H?(R™) est de dimension 1. Nous savons que uy'® € W°(R™) est
non nul et est dans le noyau de L™ — A" L™V — X" est linéaire, continu, surjectif de WY TR
sur le sous-espace orthogonal a uy'”, noté < uy"® >*, et son noyau dans WY T2(R*) est engendré par
u]"™. Nous avons donc résolu le probléme suivant : soit p € N, f € HP(R"), orthogonale a u]'® dans
L2(R™), il existe une unique fonction u € WPT(R™), orthogonale a u™® telle que (L™ =A%)y, = f.
Montrons par récurrence sur l'entier n > 0 que t"u € W°(R™) :
— D’aprés ce qui précede, u € W°(R™).
— Soit m un entier positif. Supposons que pour tout m < n, nous avons démontré que t"u €
W (RH).
— Montrons alors que t"*lu € W(RY). Par hypothése de récurrence, t"u € W°(RT) donc
t"u € DY, et nous pouvons calculer (L™ — X[*)(t"u) :

t
(LY — AT (t"u) = 2D (tDit"u) + ét"u — ATt

= (L™ = AP)u — 4nit" Dyu — 2n*t"

= t"f — 4nit"Dyu — 2n%t" L.

Or, par hypothéses sur f, t"f € H*®(R™). Par hypothése de récurrence, "Dyu € H*®(R™T) et
t" Ly € H°(RT), donc (L™ — A\"Y)(#"u) € H®(RT). Mais L™ — A" est continu, surjectif
de Wi°(R*) sur le sous-espace fermé < uy'® >+ de H®(R*) et son noyau dans W{°(R*) est
< ul" >+, donc t"u € W°(RY), ce qui nous informe que t"+1u € W (RY).

Ainsi, pour tout entier n, t"u € Wi°(R"), donc u € S(RT).

Soit v € VN, par construction de u :

<(Lm0y — )\in()y)u, v>L2(QO) = <f, U>L2(QO) . (613)

Les termes de bord donnés par I'intégration par parties de (L™%u, v) 2oy sont nuls car u € S (R1),
ainsi :

(B = A0 v oy = 7 (0 0) = 70 0) 12 - (6.14)

Donc, pour tout v € VN, /% (y,v) — <)\r1n°yu,v>L2(Qo) = (f,v) [2(qo)- Ceci achéve la démonstration
du Corollaire B3 O
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6.2.3 Etat fondamental de ’opérateur L™ et applications
Précisons I’état fondamental de 'opérateur L™,

Lemme 6.6. La plus petite valeur propre de ’opérateur L™ est simple et vaut :
)\moy — L
1 \/g

Une fonction propre normalisée associée est :

uyl ¥ (t) = 31%exp <—2L\/§> : (6.15)

Démonstration : La premiére valeur propre a été calculée a la Proposition ALY = % et cette

valeur propre est simple. Cherchons des réels 3, A tels que L™y = \u, avec u(t) = e~ 7, alors :

t A= 20
VteRY, 281 —Bt)+- = A<= ’
Mais la solution u provenant du choix 8 = —ﬁ n’est pas dans le domaine de ’opérateur. Donc :
1 1

TaE AT

1 t
+ _
Vt S R s U(t) = WGXI) <—m> s

en multipliant la fonction « par une constante de normalisation.
L’expression de cette fonction u;"® dans le domaine Rt x] — §, 5[, en coordonnées polaires, est :

~MO; 1 7i”2—¢ apQ 1 .
iy Y (p, d) = 31/2 ¢ 2 exp <_T <ﬁ —Z>> .

Le vecteur propre u; > permet de donner une majoration de p :

Théoréme 6.7. Pour a < /30y, le bas du spectre (o) de Py, .0, est une valeur propre telle que :

@

0 < pla) < % (6.16)

En particulier, la plus petite valeur propre u(«) tend vers 0 quand o tend vers 0.

Démonstration : La fonction u]'™ est dans le domaine de forme de g, et :

m m m m m m 1
Ga(uy ™) = "V (U™, uy™) = AT |Juy OyH%ﬁ(RH =\ = % (6.17)
Or le bas du spectre u(a) de l'opérateur de Schrodinger se déduit de celui, A(a), de la forme a, en
multipliant par « :

p(a) = a Ma) < % (6.18)

Le Lemme de Persson BITlnous assure que le bas du spectre est une valeur propre dés que p(a) < ©y.
Donc, si o < v/30g, () est une valeur propre.

8]

De plus, p(«) est positif, majoré par 3 pour @ < /30y, donc tend vers 0 quand « tend vers 0. O

Nous allons maintenant nous intéresser a la solution du probléme (EI1) dans le cas particulier ou
[ est de la forme Puy"® avec P un polynome.
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n n
Lemme 6.8. Soit P = Zpktk un polynéome de degré n tel que Z(\/g)k k! pr. = 0.
k=0 k=0
Définissons le polynéme P € P(R™T) de degré n par ses coefficients py. tels que :

ﬁl = _%)’
~ 1 2 ~
b = _<_k_lpkfl_pk*1>7szza"'7n7
2 s 1) (6.19)
po = =) (V3)F k.
k=1
Alors la fonction @ = Pul est 'unique solution du probleme :
(e X = Pu, 6.20
/ a(t) up () dt = 0. (6.20)
0
Démonstration : Commencgons par remarquer que :
oo
Vk € N, / Rl ()2 dt = k!(V3)E. (6.21)
0
A T'aide de la relation (621]), nous déduisons que la condition Z * k! pr, = 0 signifie exactement
k=0
que Puy"® est orthogonal a u]'®. Nous savons d’apres le Corollaire 3 que le probléme :

(L =AM = Pup'?,
/ w()u™(t) dt = 0,
0

admet une unique solution. Cherchons cette solution @ sous la forme 4 = Purlnoy afin de simplifier le
probléme ([B2Z0). En utilisant expression de u;'® donnée en (EIH), nous obtenons facilement :

5 .9 . 5
(LY — )\Ilnoy)(P urlnoy) _ u11nOy <_28tP + ﬁtatP — 2t8t2p> .

Apres simplification par v}, le probléeme (B20) se ramene donc & déterminer P tel que :

(—2@13 + Zto,P — 2ta§13> - P

6.22
POy (@) dt = 0, 622

A la vue de la premiére équation de (E23), il est évident que P est un poynome en t.

Ecrivons le polynoéme P sous la forme P Z prt®. Nous avons alors, pour tout ¢ € RT :
k=0

_ 2
—20,P + —1t9,P — 2t} P > )= =2 kppttTl 4+ Epptt —2)  k(k — 1)ppttL.
(-2 + Zoto Skt S ket <23 k-

Regroupons les termes selon leur degré, nous nous ramenons & un probléme d’algébre élémentaire :

vt € RT, —2p; + Z ( (k +1)*prr1 + Tkpk> + fmpm Zpkt’“
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Nous en déduisons donc tout d’abord que les deux polynoémes P et P sont de méme degré, donc m =n
et nous pouvons déterminer de maniére unique tous les coefficients de la facon suivante :

o= —%0, (6.23)
Vk =2 L = — (Zth-1)p (6.24)
= 4y...,M y Pk = 2k2 \/g Pr—1 Pr—-1 ), .
\/gpm
~m = _ 2
p 2 m (6.25)

Vérifions la compatibilité des relations (24 pour k = m et (E2H). Grace a ’hypothése d’orthogonalité
de la fonction Pu}™®, il vient donc :

m—1
(V3)™ mlpr = — > (V3)" k! py.
k=0
Remplagons chaque terme p; pour k = 0,...,m — 1 par son expression a l'aide des coefficients p;,

donnée en (E23), [@24), il vient :

(V3)™ ml pm = 2y +2 f: K (k= 1) (VB Ly — —

k=2
= 2mm! (V3" ! pp.

m—1
>k k! (V3)
k=1

i

3

Ainsi py, = @pﬁ et la condition (B:20)) est redondante avec l'expression (E24]) pour k = m.
Il reste & déterminer py par la condition d’orthogonalité qui s’écrit, grace a la Remarque B21] :

n n

Z(\/g)k k! pr. = 0 donc py = — Z(\/g)k k! .

k=0 k=1
U

Terminons ces quelques remarques par le calcul de L(Pu]™™) ou P est un polynome.

Remarque 6.9. Soit P un polynéme selon les variables t et n, alors L(Pul"™) est défini sur RT x

]—%, %[ et s’exprime sous la forme L(Puy"”) = purlnoy ot P est le polynéme

_ 1 t 2 t
P=—=P—--P+ —=—to,P — 2t02P> +2i (P— — P + 2t P) + 20%tP. 6.26
<\/§ c Nk ; n 7 ; n (6.26)

Notons que si P est un polyndéme dont les coefficients d’ordre pairs en n sont réels et d’ordre impairs
en n sont imaginaires purs, alors il en est de méme pour le polynéme Q.

[

1
2
Lemme 6.10. Soit P un polynéome tel que P(n) dn = 0. Alors il existe un unique polynome S

No[—

6.3 Rappels sur la réalisation de Neumann de —0? sur -3,

solution du probleme :

et (6.27)
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n

De plus, si P(t,n) = Z(pz(t)(in)% + p2(t)(in)?**Y), alors S est explicite :
k=0

B pe (t) ' 2k+2 ) (in)2k+3 Z‘2k+377
S(n) = ;;) TR D) <_(”7)2k+2 LT 3)22k+2> * Qtz 2%k + 2 (‘ 23 | 9k )
(6.28)

Remarque 6.11. L’ezpression (GZ8) montre que S a la méme parité que P.
De méme, si les coefficients de in dans P sont réels, alors il en va de méme de ceux de S.

Démonstration :

E’tape 1:

Le probléme (6.27) est juste un cas particulier de 1 étude du probléeme de Neumann pour ’opérateur
—82 Considérons 'opérateur —82 défini sur S ([ 3 2]) et g, la forme sesquilinéaire associée :

1

Yu,v € S <[—% %D agu,0) = [ Dyuln) Fyo(n) dn. (6.29)

1
2

Cette forme est positive donc admet une extension auto-adjointe. Son domaine de forme est donné
par V, = H' (] -1l D et le domaine de 'opérateur auto-adjoint associé vaut :

272
11
o~ {uc(|-L1) 1o, -}

Par intégration par parties, pour tout u € D, et tout v € V,, qy(u,v) = / —Bgu(n)v(n) dn. La
1

N

plus petite valeur propre de 'opérateur —(9% est nulle et son sous-espace propré associé est constitué
des fonctions constantes. Ainsi, 'opérateur —82 est continu et surjectif de D, sur le sous-espace de
L? (]—5, 5[) des fonctions orthogonales aux fonctlons constantes, et son noyau est le sous-espace
propre associé a la valeur propre nulle, c’est-a-dire les fonctions constantes. Donc, pour toute fonction

felL? (]—%, % D telle que f( ) dn = 0, le probléme :

—0%u = f
’r] )
{ oy = 0, (6.30)

admet une solution u € D,,. Cette solution est unique en ajoutant la condition d’orthogonalité par
rapport aux fonctions constantes.

MIH

Etape 2 :
Remarquons que lorsque f est polynomiale, les calculs sont explicites. Pour mettre en évidence le
comportement de la solution en fonction de la parité de P, décomposons le polynéme P :

n

P(t.n) = > (pE() i)™ + pi(6) i)+ ).

k=0
1
2

La condition / P(n) dn =0 s’écrit :

SIS
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Commengons par donner une primitive de la premiére équation de (E21), alors :

6.5 —Z )2+ N ()22 Lo 6:31)
- 2/<:+1 Pk7ok 1+ 2 ’ '

ou C est une constante arbitraire. Il vient alors :

n pi i 2k+1 pz i 2k+2
anSI,?:% = _ZZ 2% + 1 <§) "ok 2 <§) e

k=0

n pz i 2k+1 pz i 2k+-2
O,y =12 _2k+1<§> +2k+2<§> +C.

k=0

P i\ 26+ ) i
Par hypothése, Z o + 1 < > est nul, donc 87,S|n:7 ! = 8nS|n: . Pour remplir la deuxiéme

O

2k:+2

( 77)2l<;+1 . (1'77)2’”2 pz i 2k+2
—_ _ L . 32
() ZZ(” o+l PR okr2  2k+2\2 (6.32)

Intégrons & nouveau cette relation. La constante d’intégration est déterminée par la troisiéme relation
e ([6B27), donc S est unique et se calcule explicitement :

-\ 2k+2
)
condition, il faut choisir C =1 Z ( ) et 0,5 est uniquement déterminée par :

O S R (PR R e W o (VN (it
— (2k + 1)(2k + 2) (2k + 3)22k+2 — %+2\ 2% +3 S

O

Corollaire 6.12. Soit f un polynéme en n a coefficients dans S(RY) tel que pour tout t € RT,
1
1

/ f(t,n) dnp = 0. Soit u = u® + @ ou la fonction u® dépend uniquement de t et u® € S(RT) et
1

-3

la fonction 4 est un polynéme en n a coefficients dans S(@) et est uniquement déterminée par les
conditions suivantes :
2~ _
oo —opu = (2)tf,
U _ 11 T
L bl ’ (6.33)
2
/ u(t,n) dn = 0.

1
2

o L
/ / —0pu0yv dn dt = / /21 fu dn dt. (6.34)
0 J=3

De plus, si f est de la forme P(t,n)u;"” avec P un polynéme dont les coefficients de (in) sont réels,
alors il en va de méme pour .

Alors, pour tout v e VN :

Démonstration : 1l suffit de reprendre la démonstration du Lemme et le résultat se lit sur la
formule (B28) en remplacant les coefficients p, pf, par des coefficients 2tpf(t), 2tpg(t) € S(RT).
La Remarque permet d’achever la preuve du Corollaire 12 O



Chapitre 7

Construction d’une solution formelle

7.1 Présentation du probléme

Nous allons approcher un élément propre associé au bas du spectre par un développement selon
les puissances de a?. Ainsi, nous cherchons deux suites (ug)reny € (P ® S(RT))N et (mp)reny € RY
telles que pour tout n € N, si nous définissons :

U = Za%uk et p(® Za%mk, (7.1)

2n+2)

alors, modulo un reste en O, (« , hous avons :

ao (U™ v) = 1™ (a) <U("),U>L2(QO) , Yo e VN,

Pour I'instant, nous déterminons une solution formelle U, 1) () en injectant U(>°), 4(>) (o) dans
la relation (523). Nous en déduisons des équations en annulant les coefficients de a?* pour k > —1.
L’annulation du coefficient de % conduit & la relation :

1
Vo e VY, / Zﬁnuo Oyv dt dn = 0. (7.2)
0o

1
En particulier, cette relation doit rester vraie pour v = ug, nous déduisons que / |(9,7u0|2; dt dn
0o

est nul, donc 9,ug est nul presque partout sur Q. par conséquent ug est uniquement fonction de la
variable ¢ et la relation ([LZ) est bien vérifiée pour toute fonction v € VN Le Corollaire permet
de choisir un élément up € S(RT). Ainsi :

ug = uo(t) et up € S(RT). (7.3)

L’annulation du coefficient de a®* pour k > 0 s’écrit :

k
1 1
(ug,v) + —/ —Opup410,0 dt dn = / E mjug—j | 0 dt dn,Vv € A8 (7.4)
2 Jago t o \

Commencons par regarder 'annulation des coefficients constants afin de dégager une stratégie pour
calculer chaque terme du développement limité de maniére récursive.

7
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7.2 Coeflicients constants

Nous reprenons la relation (Z4])y et résolvons donc le probléme :
N 1 _1 _
Yo e VY, l(ug,v) + = Opu10,v — dt dn = my ugU dt dn. (7.5)
2 Jqo t QO

Nous suivons la. démarche suivante :

Restreindre cette relation aux fonctions de la seule variable ¢.

Déterminer une fonction ug et un réel mg en résolvant le probléme spectral L™ ug = mouog.
— Reprendre la relation initiale et obtenir des précisions sur la fonction wu;.

— Déterminer une fonction u; et un réel m; en regardant les coefficients de a?.

Restreignons la relation ([Z3) aux fonctions de Vr]XOy, nous obtenons la nouvelle relation :

N
Yv € Vmoy? Emoy(uO, U) =my <u0, U>L2(QO) ) (76)
ce qui signifie que nous pouvons choisir pour (mog, ug) I'état fondamental (A", u]'™) associé & opé-
rateur L™ déterminé au Lemme [ Tl reste maintenant & revenir & la relation ([CAl), ug et mg étant
connus, donc & déterminer une fonction u; telle que pour tout v € VV :

1 1 mo mo mo
5/ Oyu10nT — dt dn = (A" u) y,v>L2(QO) — (u]"™,v). (7.7)
Qo t

Le Lemme donne l'expression de u]"” donc u}'™ € S(RT), et pour toute fonction v € VY,
(uy™, v) = (Luy"™, v) 12 oy Définissons la fonction vy par :

vo(t,m): = (AT = L)uy™™)(t,m), V(t,n) € Q.

La Remarque avec le polynome P = 1 montre que Lu]'™ a bien un sens et vy est un polynome en
n & coefficients dans S(RY).
1

2
Y nous savons que pour tout t € RT, / vo(t,m) dn = 0. Repre-

Par construction de la fonction urlno

=

nant (7)), nous devons donc déterminer u; vérifiant :

1 1
Vo e VNV, 5/ (3,7u12 Oy dn dt = / v U dn dt. (7.8)
Qo Qo

\.@F
S
Il

Utilisons le Corollaire et Lhoisissons alors une fonction u; décomposée sous la forme wuq (
ul(t) + a1(t,n), o u§ € S(RT) est libre et @1 est un polynéme en 7 a coefficients dans S(R*)
uniquement déterminé par les conditions :

—Oxui(t,n) = 20(ATVu Y (t) — (Luy™™)(t,n))

anu” 1 = 0,
n=-3,

/ ai(t,n) dy = 0.

1
2

N
—~
=
Nej
~

(NI

Pour déterminer le terme m; et la fonction u!, nous regardons les coefficients de o?.
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7.3 Coefficients de o?

La relation (ZA); s’écrit :
1 1
Yo e VN, f(ug,v) + 5/ ;8,7112(9,75 dt dn = / (AT uy + mau™™)o dt dn. (7.10)
Q0 Q0

Yy

Cette relation doit étre en particulier vérifiee pour v = uy'”, ce qui conduit a la relation :

U, ™) = AP G, o) L o) + . (7.11)
La décomposition de u; et les propriétés de la fonction uy'® conduisent a l'égalité :

my = L, ul"™) + 0(a, u ) = AP (), ur ™) 200y — A1 (T, U™ 2 o)

moy

= <u?, (L — )\1 )urlnoy>L2(QO) + <ﬁ1, Lurlnoy>L2(QO) - )\Ilnoy <ﬁ17 urlnoy>L2(Qo) .

La fonction u{ ne dépend que de la variable ¢, donc (uf, (L — A" )u)"®™

1

2

>L2(QO) = 0. De plus, par

choix de la fonction %1, nous avons /

w1 (t,n) dn =0, donc (i1, uy"™) 120y = 0. L’expression de my

SIS

se simplifie et devient :
ml = (’ZLl, Lurlnoy>L2(Qo) . (712)
Reprenons la relation ([ZIT) en se restreignant aux fonctions de VX

moy *
de la fonction uq et les propriétés de 17, alors u(l] doit vérifier la relation :

Utilisons la décomposition

Vo e PN

moy’

0(Ty,v) + 7% (u,v) = / AT + mu™)o dt, (7.13)
0
1

2
car

pour tout v € Vr]XOy.

N[

y dn = 0. La régularité de @y justifie que £(a1,v) = (L1, v) 12(go) = / (/ Luy dn)v dt,
0 —

1
2

NI

1

Définissons la fonction vy (t): = /2 Lay(t,n) dn. D’apres la Remarque B3] il est

N

clair que v; € S(RT). Récrivons la relation (ZI3) :

Vo e PN

moy’

0% (uf, v) — AT (uf, v>L2(QO) = (mu; ™ — v, V) 12(00) - (7.14)

Utilisons le Corollaire fH avec f = myu]"® —vy, élément de S(R*) orthogonal a u}'” par construction
de my et de v1. Donc il existe une fonction u! € S(R*) telle que :

(L AT = = v,
/ Wu™™ dt = 0. (7.15)
0
De plus, par le Corollaire £ nous savons que la fonction u vérifie :
Yv € VI]XOy, % (u, v) — AP <u?,v>L2(QO) = (mpu]®” — vl,v>L2(Qo) ) (7.16)

Revenons 4 la relation (ZI0) pour déterminer . Nous avons désormais déterminé mq et u{ ; 'inconnue
restante est la fonction @y vérifiant pour tout v € VN :
1

1
= [ —0hu20,U dt dn = / (AT ug + mau]™)o dt dn — (ug,v). (7.17)
2 Jao t QO
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Mais comme u; = 11 + u est régulier, alors pour tout v € VN, f(ug,v) = (Lu1,v) 2 (qoy- Nous
cherchons donc @y satisfaisant la relation suivante pour tout v € VN :

1 1, . ,_
= —Onlia0pU dt dn = (mour + miug — Luy, v) p2goy -
2 Joo

1
2
Utilisons le Lemme 12 avec f = mou; +miug — Lu;. Nous devons calculer / f(t,m) dn pour tout

1
2

teRT:

1
2 2
f(t,n) dn = mou1 + myug — Luydn

=

Y
2
1

= moud + miug — /2 Liy dn— L™ = 0, (7.18)

N

1

2
en utilisant le fait que / @1 dn = 0 et I'expression de (L™ — A" )u? donnée en (CIH). Le Corol-
1

2
laire montre que la fonction %y est uniquement déterminée par les conditions :

372]112 = 2t (Lu1 — mouy — mluo) s
({977212‘ 41 = 0,
=22

Cette construction de la fonction uq et du réel m; permet d’initialiser une récurrence pour calculer
les termes successifs du développement limité de la fonction U et du reel pu(*)(a).

7.4 Algorithme pour la détermination des coefficients

Proposition 7.1. Nous déterminons récursivement des coefficients u; € P @ S(RT) et m; € R tels
que, formellement :

P, Zazjuj = Zazjmj ZaQJUj . (7.19)
=0 =0 =0

Pour tout j > 1, nous choisissons m;j et u; = u? + uj, avec ug € S(@), uniquement déterminés par
les relations :
mj; = <’le]7 Lu11n0y>L2(QO) . (720)]

j—1
—6%11]» = 2t <Z my—1—iU; — Luj1> s

=0

) (7.21);
—0 et /2 ij dn = 0.
1
-2

87} Usj,
n

—11
2°2

1 J
(Lmoy_)\lliw}’)u? — _/2 Lﬁj dn+2miug_i,

N i—1 (7.22);
/0 u)(t) uy™(t) dt = 0.

SIS
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Démonstration : Pour justifier la Proposition [ZIl nous développons la relation ([ZI9) selon les puis-
sances de o2 et annulons les coefficients de o2* pour k > —1. Pour k > 0, cette condition d’annulation
est décrite par la relation ([CA);. Nous avons déja étudié les cas k = —1, k = 0 et k = 1. Notons P(k)
pour k£ > 1 la propriété :

P(k) :  «’annulation des coefficients de o?*, donnée par la relation (ZA);, détermine

les fonctions u%, U1 et le réel my en résolvant ([C20)x, (C2Z2A); et (C2ZM)gy1. »
Démontrons maintenant que P(k) est vraie pour tout k € N*.

e Initialisons la récurrence :
Nous avons fait I’étude de I’annulation des coefficients de o? décrite par (Zdl);. Le réel my est dé-
terminé par la relation (ZIZ), la fonction u! par ([CIJ) et @ par (CIM). Ces trois relations sont

exactement les relations (C20)q, (C22); et [CZ10)o.

La relation de récurrence est donc bien démontrée au rang n = 1.

e Soit k € N. Supposons que la propriété P(j) est vraie pour tout j < k. Ainsi, nous avons déterminé
ug, Mo, U1 et par récurrence, les fonctions uO Uj41 et les réels m; satisfaisant les conditions (L22);,
[Z21); et (CZ0); pour j =1,... k. ECI‘IVOHS la relation ([CA)g41 obtenue en annulant les coefficients
de a2k+2 .
1 1 k+1
Vo e VN, lugy1,v) + 3 /QO ;6,7uk+287,5 dt dn / Zm]ukﬂ —; U dt dn. (7.23)

Cette relation doit étre vraie en prenant v = ], donc :

k+1
O(upry,uy™ / ngukﬂ —j u1 v dt dn, (7.24)

car u;  est une fonction de ¢ uniquement. De plus, les propriétés de la fonction uy'™ justifie la

formule d’intégration £(upt1,u)™) = (upy1, Luy ™) 2 (o)~ Par 'hypothese de récurrence, nous avons
1

3
décomposé les fonctions uq, .. ., ury1 sous la forme u; = u?—i—ﬁi ou / u; dn =0 et ug est une fonction
1
-3
de S(RT), orthogonale & uy'®. Grace a la décomposition de ug1, nous pouvons écrire :

S8} —
(w1, Luy™ ) p2 oy = (1, Lug ™) 12 (00 +/0 Uy LYy dt.

o0 oo
Par construction de la fonction u;"®, nous avons / up Loy dt = AT / ud up™ dt.
0 0

Utilisons ces résultats pour simplifier (C24]) :

[e.e]
(’llk+1, Lu11n0y>L2(QO) = / ’U,k+1()\m0y Lmoy)urlnoy dt + / ZmJUk+1 —j ul dt d77 + M1
0

= Mi+1-
Nous retrouvons exactement la relation (Z20)g41.
Restreignons maintenant la relation ([ZZ3)) aux fonctions de Vmoy, alors :
k+1
Y € Vmoy, C(uyq,v) = =L (Tgy,0) / Zm] / | Ukt1j dn v dt
32

s k+1

= —E(ﬂk+1,v) +/ E m]-u2+1_j [ dt, (725)
0o “
Jj=0
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2
car nous avons décomposé les fonctions wuq,...,ug+1 sous la forme u; = uZQ + u; ou / u; dn est

1
2
1

_ 2
nul. Définissons la fonction vgiq sur RT par vgyi:= / Liigy 1 dn. Comme @1 est un polynome
1

. . 2
en 7 a coefficients dans S(RY), alors vp41 € S(RT) et pour tout v € Vgoy, nous pouvons intégrer
par parties et obtenir la relation ¢(ag11,v) = <Uk+1,U>L2(R+)- Appliquons le Corollaire avec f =
k k
—Vk41 +Z mk+1_ju?. Nous savons que — vy +Z mk+1_ju2 € S(RY), il reste a vérifier la condition
J=0 J=0
d’orthogonalité :

/ FOUPY () dt = / —Opg1 + Y mppr—jud | uPY(E) dt
0 0 =0
k
= (g1, Lurlnoy>L2(QO) + Z Mgt1—j <u?, Urlnoy>Lz(QO) =0,
=0

car les fonctions u) sont orthogonales a '™ et (@gy1, Lul"™) 12(q0) = Mk+1. Donc il existe une

fonction u) , € S (RF) telle que :

(LPY =Ny = f,

[e.e]
| a0 @ - o (7.26)
Comme uf) ; € S(RT), alors pour tout v € Vé\lfoy, 0(u) q,v) = <Lm°yu2+1,v>L2(Qo). Nous avons ainsi

construit une fonction uf,; € S(RT) qui vérifie (T25).
La détermination de uf ,, est exactement donnée par la relation ([C22)x1.
Revenons a la relation ([LZ3)) pour déterminer o :

k+1
1 1
Yv € VN, E(uk+1,v) + 5 /QO ;67711“28,75 dt dn = /Qo kauk+1_j v dt dn. (727)
=0

Par hypothése de récurrence, uy 1 est réguliére, donc pour tout v € VN, l(ug,1,v) = (Lujyq, V) £2(0)-
Nous devons ainsi chercher w9 telle que pour tout v € VV :

1 1 k+1
3 / —OpUp420,U dt dn = <Z MjUgy1—f — Luk+1,v> .
ot
L2(Q0)

Jj=0
k+1
Utilisons le Lemme B.T2 avec f = ijukﬂ,j — Lugy1. Nous devons vérifier les hypothéses de ce
Jj=0

Jun

3
Lemme et calculer f(t,n) dn pour tout t € RT :

S

1 k41

: t d : L d
f(t,n)dn = /l z(:)mjukﬂj — Lug41 dn
2 j=

N[

k+1 1
2

= iju2+1_j —/ L1 dn — L™ud = 0, (7.28)
=0 -

=
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2
en utilisant le fait que / @j dn = 0 et Pexpression de (L™ — A" )u ., donnée en ([ZZH). Le
1

2
Corollaire détermine de maniére unique la fonction 4,9 par les conditions :

(

k+1
Ripyo = 2t | Lupyr — ijukqtlfj ;
J=0
anﬁk+2\ L1 0,
n=-22
1
2 ~
/ [Uky2dn = 0.
~3
Cette condition est exactement ([C2ZI)x1.
La propriété P(k + 1) est donc vraie.
L’hypothése de récurrence est donc bien vérifiée & tout ordre. (]

Remarque 7.2. La Proposition [Z1l donne un algorithme explicite pour déterminer m;, u; et u(; pour
tout entier j. Nous pouvons utiliser Maple pour résoudre les relations (ZZ0);, (ZZ1); et (ZZA); comme
nous le ferons au Chapitre [l

7.5 Forme particuliére des coefficients uy

Nous pouvons déterminer une expression explicite pour tous les coefficient donnés par la Proposi-

tion [Tl et les relations ([L20);, (CZI);, (Z2Z2);.

Avant cela, faisons une remarque simple sur u; > .

Remarque 7.3. L’application
®: P (") L(Pul)

est bien définie de P (RT x ]—%, % [) @ valeurs dans P (R x ]—%, % .

Si P(t,n) = S pr(t)(in)* avec py € P(RY), alors ®(P)(t,n) = 3 pr(t)im)* avec i € P(RY) tel
k=0 k=0
que, pour k=0,...,n :

5 — ! +2t’ 2p) +2( 1 t + 4tp, 2
pk - \/g 6 pk \/gpk pk \/gpkfl pkfl pk*?a

avec la convention p_1 =0 et p_o = 0.
Nous déduisons immédiatement que si py est réel pour tout k < n, alors py est réel.

Tenant compte de la Remarque et des deux Lemmes et BT le résultat suivant en résulte
facilement :

erminés par les rela-

Proposition 7.4. Pour tout entier k € N*, nous considérons ty et ug dét
1 0 11
s et PR eP(]-53])

tions (ZZD);, et (ZZD)i. Alors il existe deuz polynomes P, € P (RY x |—1,
tels que :

Uy = Poul™ et ul) = PRul”,

n
et Py est de la forme P, = Zﬁj(t)(in)j avec p; € P(RT) réel.
=0
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Démonstration : Ce résultat se prouve par récurrence sur k.
Pour k = 1, la Proposition [l donne I'expression de u! et de i; par les relations (CZI0); et (C2Z2);.
Ainsi 47 est 'unique solution du probléme :

—Oyin = A = L™,
3 7.29
0y, —0 et /2 iy dn = 0. (7.29)

1
2

[N
Nl

La Remarque avec P = 1 montre qu'il existe un polynéme Q = chk(in)k tel que g est réel et
k>0

AP — L)u” = Qui™. Ainsi, il suffit d’utiliser le Lemme BT avec P = Q pour obtenir I'existence

d’un polynéme Py tel que @y = Plu1 . La Remarque BIT] précise la parité des coefficients de (in)

dans P1

La fonction u{ est uniquement déterminée par :

1

(Lmoy _ )\Ilnoy)u(l] = —/ Luy dn + mlul y’

N

o0 (7.30)
/0 ul(t) up™ () dt = 0.

Mais nous avons vu que %] = Pluflnoy donc, grace a la Remarque [Z3] il existe un polyn()me Q tel que

L(Piul™) = Qu™. Le Lemme BT montre Pexistence d’un polynome P? tel que u) = PPu}.
Soit k£ > 1. Nous supposons que, pour tout j < k, les fonctions ; et u? s’écrivent :
Uj —Puloy etu —P0 moy,
ou 15] et P]Q sont des polynomes tels que les coefficients de (in) dans ]5]- sont réels.
La fonction @1 est uniquement déterminée par :
k
—a%ﬂk_ﬂ = 2t ka_ju]' — Luk s
=0
AY (7.31)
2
8,722;“_1‘ 11 =0 et / . ﬂk+1 d’l’] =0.
n=-22 -3
Par raisonnement par récurrence et la Remarque [Z3) il existe un polynome Q a coefficients en (in) reels
k
tel que Q = Z my_juj — Luy. 11 suffit d’appliquer le Lemme BT avec P = Q pour justifier Pexistence
j=0

dun polynome Py tel que @y = Ppy1ui®. La Remarque BT affirme que les coefficients de (in)
dans Py sont réels.
La fonction ug 41 est uniquement déterminée par :

k+1

1
(Lmoy )\moy)uk+1 = - / Luk+1 d77 + Z m]uk+1 YR
- i=1 (7.32)

=

/0 up (1) u () dt = 0.

Par raisonnement par récurrence, construction de ak+1 et la Remarque [[3] il existe un polynome @

tel que L(ﬁkﬂurlnoy) = Qp+1uy Y. Le Lemme B0 justifie I'existence d'un polynome PY ; tel que
ukﬂ = pY 1Yl - O

moy



Chapitre 8

Majoration de I'asymptotique de u(«)

Ce chapitre reprend la solution formelle construite au Chapitre[det estime son quotient de Rayleigh
afin d’en déduire une majoration du bas du spectre & I’aide du Principe du min-max 222

Théoréme 8.1. Soit n un entier positif et my, les réels déterminés par la Proposition [, pour k < n.
Définissons :

n
pm = Z o?*my. (8.1)
k=0
Alors, il existe ag > 0 et une constante positive c tels que :
Vo €)0, ap), p(a) < ap™ + a3, (8.2)
De plus, il existe une valeur propre fi(«) telle que :
i(a) = ap™ + O0(@**1) pour o — 0. (8.3)

Démonstration : Reprenons les fonctions wug et les réels my, pour k& > 0 déterminés par la Proposi-
tion [l afin de construire un développement limité de la valeur propre. Définissons :

v = Zazkuk. (8.4)
k=0

U™ )
Nous voulons majorer le quotient de Rayleigh évalué en U™ : M. Soit v € VN, alors la

Uz oy

Proposition [Z1], I’'annulation du coefficient de a?* pour k < n donnée en (ZA); et la définition de ug
conduisent aux égalités :

1 1
an(UM™ v) = - /QO ganu?OYa,,ﬁ dt dn + o 0(uy,v)
n—1 1
k _
+ Z a? (f(uk, v) + 2—t8nuk+1(9nv dt dn)
k=0
n—1 k
= Z a%/ Z mjug—_j | T dt dn+ P (uy,v). (8.5)
k=0 Q° \ 550

85
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Nous souhaitons comparer aq(U™,UM™) avec pu(™ <U ) U (")> donc, dans I'expression (83),

L2(Q0)
k
nous récrivons la somme ijuk_j :
=0
n k n—1 n
2k _ 2n+2 2k
Za ijuk_j = pMyM — o2n Za Z Mtn1—Uj - (8.6)
k=0 =0 k=0 j=k+1

Reportons cette relation dans ([&3), il vient :

ao(UM™ vy = p <U("),v> - ij (un,j,v>L(m) + o (up, v)
=0

L2(Q0)
n—1 n
—a®"t? Z " Z Mt 1—j (W), V) 12(q0) - (8.7)

k=0  j=k+1

Comme nous souhaitons établir un développement limité au voisinage de 0, nous supposons a <
1. Nous estimons le reste dans (&Z)) en majorant o par 1, m; par sup Imi| et [[w;|[r2(qo) par

k=0,...,n
sup ||ug|[z2(qo). Nous définissons donc une constante C' indépendante de o :
=0,...,n

C:=n? sup || sup |[ur]| 22 @0y

k=0,...,n k=0,...,n

Insérons I'expression (86) dans (BH), nous déduisons la majoration pour tout v € YV

n
< a2n f(un,v) — ij <un7j,U>L2(Qo)
§=0
+C" 2| |v]| p2(q0).- (8.8)
Dans le but d’appliquer le principe du min-max, nous choisissons v = U dans [BX) et estimons
n

(U, v) — Z m;j (Up—j, v) 12(q0)- Nous remarquons que :
=0

O, U™ = Cup, ™) + Z 2R (up, ug) = my, + Z a0y, ug),
k=1 k=1

selon ([CZ),, 'orthogonalité de ul avec u'” et (i, u]'™) = (i, Lul™™) r2(q0)- En outre, comme

uy™ est normalisé, nous déduisons :
U, UM — Z <un_j, U(")>L2(QO) = | o(up,up) — Z m;j (Up—j, Uk) 200y | - (8.9)
=0 k=1 =0

Grace a l’expression de u; donnée a la Proposition [l et aux Remarques B21] et 9, il existe une
constante ¢, ne dépendant que de n telle que :

n

C(up, U(")) - ij <un,j, U(")>L2(QO) < ¢pa’. (8.10)
7=0
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Nous utilisons cette majoration (&I et expression (BH), il existe donc une constante C,, telle que :

< Cpa® 2, (8.11)

aa(U("), U(")) _ M(n) <U("), U(n)>L2(QO) <

Pour appliquer le principe du min-max, il reste a minorer ||U)|| L2(Q0)

042

1—a?’

HU(n)HLQ(QO) >1- Sup [Tkl 2200

=0,...,n
Donc il existe ap < 1 et une constante Cy > 0 telle que pour tout « €]0, ay| :
U™ || 120y = Co > 0. (8.12)
De (BTT) et (BIZ), nous voyons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout a €0, ag| :

a (U™, U(n))
IU™]122 00

Par application du principe du min-max et changement de variables, nous établissons la majoration :

2 4 ca2nt2, (8.13)

¥n e N, Jag, Ie > 0 s.t. Va €]0, o], p(e) < ap™ + ca® 3.

Reprenons les changements de variables effectués pour passer de la forme a & la forme a,, définie en
(EI5). Considérons la fonction V(™) définie sur Q, par :

V) (21, 29) = UM, n). (8.14)
Alors : R ORI
“(V( ) V") a““([{ ) (8.15)
V720, [LoARATFPeS
ce qui permet d’écrire I'estimation :
() ™)

VO q

D’aprés la Proposition BT, le bas du spectre essentiel de 'opérateur de Schrodinger vaut ©g. Nous
avons construit une fonction V(™ vérifiant (IH), donc il existe un réel a; tel que 0 < a; < ag et
pour tout o < o, Oc(,u(”) + ca®2) < Q. Pour de tels angles, () est donc une valeur propre.

Reprenons la relation (). Nous savons que grace a la relation (ZZI),1

1 1.5, _
C(up,v ij Up—j, V LQ(QO) =3 o Z@gunﬂv dt dn.

Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz, le Théoréme spectral et la relation (BI2), alors :
d (,u("),o—(Pa)> < O(a).

Par conséquent, il existe une valeur propre fi(c) de Py, q, avec I'asymptotique ap™ + O(a? ). O

Remarque 8.2. En considérant "tV dans le Théoreme B, nous pouvons montrer qu’il existe une
valeur propre avec le développement limité ap(™ + O(a?F3).






Chapitre 9

Décroissance exponentielle a 1'infini des
premiers vecteurs propres

Nous utilisons une méthode due & Agmon [I] (cf aussi la présentation dans [2, B]) qui précise la
localisation des vecteurs propres de la réalisation de 'opérateur de Schrédinger pour certains domaines.
Cette méthode se base sur deux idées :

— La premiére idée est d’estimer la forme g4,.q, (e?u) a I'aide de <€2¢PAO7QQ’LL,’LL>L2(QQ) et d’'un
terme de la forme |V¢|2e2|u|?. Le choix de la fonction ¢ permet de montrer que u est expo-
nentiellement petit sur une partie du domaine.

— La deuxiéme idée consiste & utiliser une partition de I'unité et & controler la contribution de
I'infini et du voisinage de ’origine.

La Section @l propose une décroissance des états propres performante pour |z| > % Nous verrons
au chapitre suivant que cette estimation n’est pas suffisante pour justifier que le développement limité
de p(a) a Pordre 2n + 2 est au(™. Nous proposons donc une nouvelle estimation de la décroissance a
la Section a ’aide d’un contrdle différent de la contribution a I’infini.

9.1 Décroissance a ’aide des estimations du spectre essentiel

Théoréme 9.1. Soit Q, un secteur d’angle . Supposons que py () est la k—eéme valeur propre pour
la réalisation de Neuwmann sur ce domaine et que py(or) < ©g. Notons uy, o un vecteur propre normalisé
associ€ a la valeur propre py(a). Pour tout € tel que 0 < e < ©g — pug (), il existe une constante C; 4
telle que :

< Cea, (9.1)

¢
€T UL,
H N (9a)

ot la fonction ¢ est définie sur Q. par :

Ve € Qy, ¢(x) = /O — up() — ¢ |z|. (9.2)

Démonstration : Commencons par établir I'estimation de la norme L?. D’aprés le Lemme B, la
relation suivante est valable pour la k-iéme fonction propre et la fonction ¢ construite précédemment :

Re <62¢PA0,Qauk,muk,a>L )+ 11Vl urallizny = Vao(Pura)llizq.y  (9:3)

2(Q,

Par hypothése sur la fonction uy o, nous avons :

Re <e2¢>PAO7Qauk,a,uk,a>L2(Qa) = (@) [[PupalB2a, - (9.4)

89



90 Décroissance exponentielle & I’infini des premiers vecteurs propres

Soient x1 et x2 deux fonctions infiniment dérivables sur Q, & support respectifs dans Q, N B(0,2) et
Qo \ B(0,1) et telles que |x1]? + |x2|? = 1 sur Q,. Nous définissons pour tout z € Q, et R >0 :

) = () ators (90 = 7 |90 (5[ < o 95)
Estimons maintenant ||V 4, (6¢uk,a)||%2(ga) a ’aide du Lemme BI0 :
G000 (€2t ) ZQAO,Qa FePupq) — ZHe ko [VXJ (1720, (9.6)
Reportons les relations (@) et ([@8) dans ([@3), il vient :
]anuxa>+\v¢ﬁ>2ﬂuka\dx-;;qu@1xRez%a }jrm tra (VX |agy (07

Par construction de la fonction ¢, le gradient V¢ s’exprime |V|? = ©¢ — pr(a) — €. Reportons cette
estimation dans (@7), il vient :

(00 = &)lle?ur,allZ2 () ZQAO, g q) Z le?ura [VXF| 17200 (9:8)

Soit Ry = \/% ou C apparait en (II)). L’hypothese sur la partition d'unité implique que pour tout
R 2 RQ :

1 €
@ZHe Uk« |VX]| ||L2(Q ) = §||€¢Uk,a||%2(ga)- (9.9)

Reportons la relation (@) dans (@F)) pour tout R > Ry :
€
Sleukalliz0,) < Oolle®uralliz, Z(Jmna ¢?up.q)- (9-10)

La fonction X’;ed’uk,a est & support en dehors de B(0,R); ainsi, I’application du min-max sur le
domaine Q, NCB(0, R) et la définition de X(Py, o, R) donnent la minoration :

QAO,QQ(X§e¢uk,a) 2 E(P.A(MQOUR)"X§e¢uk7a"%2(ﬂa)' (9'11)

Mais X(P4,.0., R) converge en croissant vers ¥(Pg, o,) = Op et nous avons vu lors de la démonstra-
tion du Lemme de Persson, a la relation ([B60) qu’il existait ¢ indépendante de « telle que pour tout
R:

||V-A0¢||%2(Q) c

E(P_AO7QQ,R) == inf > @0 - W

i > 9.12)
vecg@\Br).620  |10lI72(q)

Ainsi, nous avons :

R ¢ R 2
40,2 (X2 €¢uk,a) > (90 - W) [Ix2 e%k,aHL?(Qa)

c 2¢ 2
> — dz. 1
> (@ a%géwm;|wm z (9.13)
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Estimons, grace a la minoration (I3, le terme G)OHed’uk,aH%Q(Qa g Q4.0 (X TePup, o), majorant

dans (@IM), en séparant ce qui est localisé au voisinage de 0 et ce qu1 est a l'infini :

ewluk,a\? dr + /CB(O -

Oplle” UkaHLQ(Qa) ZQAmQa XR “ura) < O (/( *ug o dﬂC)
B

0,2R)

c
— (60 — > e*|u dx — Redy
( 0 o2 R2 /EB(O 2R’ k a‘ qAp,Qa (Xl k,a)

c
ﬁ/ e2¢]uk,a\2dx + @0/ e2¢]uk,a\2dm,
a*R? Jop(0,2R) B(0,2R)

car ¢ Amﬂa(X{ze(bUk’a) est positif. Reportons cette derniére relation dans (@I0), il vient ainsi :

/ quﬁ]uk,a\de < E/ 62¢\uk7al2dm
CB(0,2R) 2 Ja.,

< zc 2 / €2¢‘Uk,a’2 dr + @0/ 62¢‘uk,a’2 dr. (9.14)
a”R* Jos0,2m) B(0.2R)

DO | ™
N

Notons R;:= max (Ro, é\/g) =4/ &;a) avec C'(a) = max (2%,0). Alors, pour tout R > Ry :

e

Z/ e |uy, o) *dx < @0/ e |uy, o d. (9.15)
CB(0,2R) B(0,2R)

Nous pouvons majorer strictement g par 1, €22(#) par ¢*iVOo—m(—¢ Lour tout = € B(0,2R),
Pestimation (I3 se simplifie a I’aide de ces majorations et devient :

4 /©0—pin(a)—¢
/ e up o|?dr < —e4R S0 =k (@) g o) *d. (9.16)
B(0,2R)

B(0,2R)

En se rappelant que ug o est un vecteur propre normalisé, nous pouvons majorer / ]uk,a\g dx
B(0,2R)
par 1 et déduire ainsi une majoration de la norme de ed’uk,a :

/ 2 \up, o2dr < <§+1> RV Oo—pn(e)=¢ (9.17)
Qa

Cette derniére relation est valable pour tout R > 4/ %(a), donc en particulier pour R = 4/ %@ et

donne :

4 4,120 (o M_l
/ g oPdr < <g—|—1>e\/ ()( ) ) (9.18)

Il reste maintenant a controler la norme de V 4,(e®ug o). A cet effet, reprenons les relations (I3) et

@32, alors :
IV ao (Pura)lliz0,y = (©0 = )lle?uralliz,)- (9.19)

Or nous venons d’estimer ||e®u q[|2, (Qu)> €€ qui permet d’achever la preuve. O
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Corollaire 9.2. Sous les mémes hypothése qu’au Théoréme D1 :

Heqbuk,a\ ’Hl(Qa) S C€7a.

Démonstration : 11 suffit de remarquer que :
IV (ePura)l72(0,) < 21IVa0(Pura)l|F2iqn) + 211 Mol urallfz(q,)-
Or pour tout = € R2, |Ag(z)| e?(z) = |z|eV O #(®=¢ll Choisissons e, €]0, ], alors, pour |z| assez

grand :
|Ao(2)] e ¢@) < oV Oo—pk(a)—erlz]

Le Théoréme avec cet €1 montre la convergence de || [Ao| €®up o2, (. Car, & distance finie, Ao
«
est bornée. g

9.2 Décroissance i ’aide des estimations de la valeur propre

Fixons g > 0. Pour tout a > 0, nous définissons R par :

€0
R:=—. 9.20
. (9:20)
Notons Qg Q)N le domaine représenté a la Figure ainsi que les bords I';, j = 1,2 :
QggN. = {2 € R?| (z1 + R,22) € U, \ B(0, R)}. (9.21)
ry = {(xcos——Rxsm ) }U{(xcos——R—xsm >]m>R}
Iy = {(R(cos@—l) Rsin6)| 6 }—% %[}
12
F1G. 9.1 — Domaine QYD
Notons uVPN(a,g¢) le bas du spectre de I'opérateur P:= Dgl + (Dg, — x1)? avec condition de

Neumann sur les bords I'1 et de Dirichlet sur le bord I'y ainsi que ¢ la forme quadratique associée &
P. Définissons le domaine :

O(e0): =10, +oo[><]—%0,%0[. (9.22)
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Proposition 9.3. Il eziste VPN (gg) > 0 et ag > 0 tels que :

NDN(

Vo €10, ap], 1 a,e0) > VPN (gp). (9.23)

Commencons par énoncer un lemme concernant le bas du spectre de la réalisation de Neumann
de lopérateur D2 + (Dg, — 21)? sur Q(go), noté P oeo) avec A= (0, 27).

Lemme 9.4. Le bas du spectre de Py o |, noté A2(ep)), est strictement positif.

Démonstration : D’apres le Corollaire B.12, nous déduisons que le bas du spectre essentiel de Py a
s’exprime :

€0)

. . €0 €0
inf oegs(P; = sup inf / V julldz, ue C° (Ir, +oo[x | —=2, =
(i) { oy VA 5 (I roolx |-

r>0 [[ull2(q(eg) =1

inf {/Q(eo) |Vju|2d$, u € H}Z\(Q(eo))} =: u(Q(eo)). (9.24)

llullz2(o(eq)) =1

Cette derniére relation s’obtient facilement en prolongeant par zéro pour x1 < r les fonctions vérifiant
la condition de Dirichlet en z; = r. Montrons que p(£2(g¢)) > 0. Définissons ¢(x) = z1x2 pour tout
x € Q(eg), alors, par changement de jauge :

w(Qe0)) = inf {/Q( )|VA+V¢U|2d$, u € H}\+V¢(Q(so))}. (9.25)

llullz2(0(eq)) =1

Effectuons une transformation de Fourier & 'opérateur Py selon la variables 1 et définissons le

+Vo
réel p(&1) pour tout & € R par :

€0

L@ = e2Pluten) P + 1Dt de

w(&r):= inf K . (9.26)

£o

ueCee ([—50 201) w0 4
0 ([ 4 4]) /EO |u(x2)|2 d$2
T

Il est facile de voir que ) liril (&) = +o0. En outre, p(&1) est strictement positive pour tout & € R
17T

et continue, donc il existe p > 0 qui minore u(&;) pour tout &; € R. Par conséquent, u(Q(gg)) > >0
et a fortiori, reprenant ([9:2_2;]), le bas du spectre essentiel de P A0(eo) St supérieur a p donc strictement
positif.
Supposons que la plus petite valeur propre de P A0(eo) Ot nulle. Alors, il existe u € DN (P A,Q(eo))
normalisé tel que :
Dyu = 0 dans D'(Qe)),
(Dgy —x1)u = 0 dans D'(Qgg)).

Si nous dérivons la premiére relation par rapport & zo et la premiére par rapport & x1 et soustrayons
les deux relations, alors uw = 0 dans D'((gp)), ce qui contraire a ’hypothése de normalisation de w.
Ainsi, la premicre valeur propre de Pj o est strictement positive, donc A(Q(e0)) > 0. O
Utilisons le Lemme pour justifier la Proposition B3

Démonstration : Raisonnons par ’absurde. Supposons qu'il existe une suite v,,, € Hﬁ(anl?gX ) telle
que ||va, || L2(QNPN) = 1et aliIEo q(va,,) = 0. Par positivité de la forme quadratique, nous avons :

qw%>z/’ Day v > + (D — 1), P (9.27)
Q(z’;‘o)
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D’apreés le Lemme et le principe du min-max, nous pouvons minorer ¢(v,, ) comme suit :
A(va,) = /Q o 1P P4 (D = 1)va, Pl 2 XOeoD e e (9.28)
€0

Par hypothese, lim0 q(va,) = 0 donc lim0 [[Van [l 22(0(e0)) = 0 car A(Q(go)) > 0.

Soit x1 une fonction de troncature définie sur R, infiniment dérivable, telle que 0 < y; < 1 et :
1 si ) > %
_= . - ! 2
x1(z2) { 0 si xp < -2 (9.29)

Définissons également x2 = /1 — x3. Par conséquent, reprenons le Lemme B0 :

q(va,) = ¢(X10ay) + 4(X2Va,) = |[Dayxa Um”%ngyg%) — |[Day X2 Um”%%ﬂggg{))- (9.30)
Remarquons que (D, X;)j=1,2 est nul en dehors de ]—%“, %0[ et définissons a = = tan & ainsi que

Qo(g0): = anl?ggﬁ] —a,0] x ]—%0, 2 [ Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
j=1,2:

C
HDmQXj UG"H%Q(QQ]g%) < %HvanH%%Q(ag)U&b(m))' (931)

. o . . . 2 .. - sl
Nous savons que alirilo [[van [ 22(0(e0)) = 0, il reste & estimer HvanHLQ(QQ@O)) en utilisant une inégalité

de type Poincaré car v,, s’annule sur le bord I's. Pour tout (z1,z2) € Qa(gg), nous considérons
(29, 29) € T3 N Qa(gg) le point de I's de méme ordonnée que (1, x2). Alors v, (29, z2) = 0, donc :

xr1
Vo, (T1,T2) = /O Oy, Va,, (Y1, T2)dy1 . (9.32)
1
L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de déduire :

x1 T1
v, (e < [y [ 10, (.2) P (9.33)
1 1

Comme (z1,x2) € Qa(gg), alors f;fl dy; < a et x1 < 0. Intégrons |v,, |? sur Qa(gp), il vient :

0
/ [V, (21, 22)* dxy dze < a/ / |0y, Vo, (Y1, 22)|*dy1 daq dao
Qa(eo) Qa(eo) z(l)

IN

a2/ |0y, Vo, (Y1, 2) | dy1 dvs
QQ €0

a’q(va,)- (9.34)

IN

Les relations ([I28)) et (34 montrent qu’il existe ag et C'(g9) > 0 tels que pour tout o, < a :
2
Hva’nHLQ(Q(ao)UQQ(EQ) S C(go)q(va’n)' (935)
Soit & > 0, reprenons (30, [@3T) et (@T3T), alors il existe ay < g tel que pour tout a, < ag :

q(Va,) = 4(X1Va,,) + q(X2Va,) — €. (9.36)

Nous prolongeons respectivement les fonctions x1v,,, €t x2vq, par zéro sur les demi-plans Py: = {z €
R?|zo < tan%e (21 + R)} et Pi= {z € R*lzg > —tan(z1 + R)}. Alors xqva, € H}l(Pl) et
X2V, € H.'14~(P2). Par changement de jauge et invariance par translation de domaine, nous déduisons :

q(leCVn) 2 @OHleanH%Q(Pl) et Q(X2van) 2 @OHXQ’UCV”H%Q(PQ) (937)
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Ainsi :
4(Va,) = Ool[vas, |2 ypn ) — € (9.38)

q(Va,) + €

Nous déduisons alors que ||v,,. |2
que || an||L2(QaN£é\(f)) = Qo

, ce qui contredit le fait que v,,, est normalisé. U

Théoréme 9.5. Soit 5o > 0. Notons u™¥PN(g9) > 0 et ag > 0 tels que

NDN( NDN(&Q). (939)

Va G]O’QOL K 04,50) >

Soit uy o un vecteur propre normalisé associé a la k-iéme valeur propre pp(c) pour Pa, .. Alors il
eriste ap < o tel que pour a €]0, ] et la définition (TZ0) de R :

/ e\/m‘x”w@a(xﬂ? dz < 4e*BV 2PN (o) (9.40)

Démonstration : Nous allons reprendre des arguments similaires a ceux de la preuve du Théoréme
Définissons la fonction ¢ sur €2, par :

EY

o(x):= 5 |z]. (9.41)
Reprenons la relation (@), alors, par hypothése sur les fonctions Xf, il existe une constante ¢ > 0

telle que :
NDN(

2

€0 C

(1) + 520 4 ) el > 3 s, e (9.49)
j=1

Par définition de uVPN(a,¢ep), changement de jauge et invariance du probléme par translation (cf

Propositions Bl et B2l), nous avons :

é NDN (

00,0 (65 P ura) = NN (0, 20)[IXE e un 720, (9.43)

En outre, ||X§€¢Uk,a||%z(ga) > ||e¢Uk,a||%2(Qa\B(o72R)). Les relations (LZ2), ([LZ3), les hypotheses sur
les fonctions Xf montrent que :

NDN c PN PN (e0) 20(x) 2
PPN () = 5 - o) - ) 26 |y o ()2 di
R 2 Q\B(0,2R)

c ,UNDN(ffO) 2¢(x) 2
< <—2 + (@) + 7) / 2@ |y (2))? de. (9.44)
R 2 QuNB(0,2R)

Selon @@39), uN PN (a,g0) — uNPN(g9) > 0 pour a €]0, ag]. De plus, ux(a) tend vers 0 avec . Par
conséquent, se souvenant que R = 2 selon (20), il existe oy < ag tel que pour tout a €]0, o],

PPN (ey)

7z + () < et alors :

/ 2@y (@) do < 3 / 29 |, (2)]2 da (9.45)
Q0 \B(0,2R) QuNB(0,.2R)

Or, pour tout = € Q, N B(0,2R), ¢(x) < R\/2uNPN(gp), ainsi :

/ 2@ |uy, o ()2 da < 4e2RV 2PN (E0), (9.46)

[e3
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Corollaire 9.6. Pour tout € > 0, il existe 6 > 0 et ag > 0 tels que :

Yo < ao, VTzf,/
& JIT,+o0[x]—

en notant uy o le k-ieme vecteur propre normalisé associé a F,.

lupal? dt dip < e a, (9.47)
[

11
272

Ve Y

Démonstration : Reprenons le résultat du Théoréme en choisissant gy = 2—\/5, 5= %,
alors il existe aq tel que par changement de variables et de jauge, la relation (@40) montre que pour
a<ag:

-3 .
/ e25\/§!uk,a(t,n)!2 dt dn < 4e®a (9.48)
00
Soit T' > 0, alors :
.. - [oF _
J [ura(t,mP dt dy < 4PV < gom2a (VATem2z0), (9.49)
IT,+00[x]~3,3
Choisissons T' > E, alors :
«
/ o (t, )| dt dip < de™aVEV2, (9.50)
}T07+OO[X}_%7%[



Chapitre 10

Minoration de 1’état fondamental

Le Théoréme montre qu’il existe un élément du spectre dont le développement limité est
au™ + O (a®3) avec (™ défini en BI]). Pour justifier qu'il s’agit du bas du spectre, nous établirons
une minoration de p(a) et de Vécart po(a) — p(ar) ot pa(ar) est le deuxiéme élément du spectre de
P4, .0., ce qui montrera que ap™ + O(a?"*3) est nécessairement I’asymptotique de p(a).

10.1 Minoration de yu(a) au premier ordre

Théoréme 10.1. Pour tout € > 0, il existe ag > 0 tel que pour a < oy :
@
o) > — —ea. 10.1
o) = 2 (101

La démonstration du Théoréme LT se décompose en plusieurs étapes car nous ne savons pas
minorer directement le bas du spectre de P,. Nous approcherons donc le bas du spectre de P, par
celui d’autres opérateurs en controlant ’erreur commise.

Le terme singulier de Py, 55 tDQ tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini. Nous tronquons donc le domaine
Q0 en t = T et comparons P, et Popérateur PL, défini & la Section a partir de P, restreint au
domaine tronqué Qp défini en ([ILA]), avec une condition de Dirichlet en ¢ = T'. Nous pouvons majorer
1 par 7 pour ¢ €]0,T[ et donc comparer PL et I'opérateur régularisé Pr,: = 2(D; —n)t(Dy —n) + gD%
défini & la Section MOT3l

Nous avons vu le role important des fonctions indépendantes de 7 aux Chapitres et [ et défini
lopérateur moyen L™ & partir de F,. Par conséquent, si nous étudions 'opérateur Pr, au lieu de
P,, il est assez naturel de considérer I'opérateur L™%T déduit de L™ en imposant une condition
de Dirichlet en t = T'. Controlant les erreurs d’approximation, il suffit donc de comparer les bas des
spectres de Pr, et de Lmoy.T

10.1.1 Opérateur moyenné ™7

Nous montrons que la premiére valeur propre de L™ est trés proche de celle de 'opérateur obtenu
en tronquant le domaine. Nous définissons la forme sesquilinéaire ™oy 3 partir de la forme ™,
restreinte au domaine |0, 7| et aux fonctions de V2

moy, T -
VN o o= {ue L2(0,T)| ViDwu € L2()0,T]), w,_, = 0}.
Nous réalisons opérateur L™T" & partir de ™7 sur DN (L™%'T). Le bas du spectre vaut alors :
gmoy, T

UEV oy U0 HUHB (0, T[)

97



98 Minoration de 1’état fondamental

Proposition 10.2. [l existe une constante ¢ telle que pour tout T >1 :
Aoy < ymorT < \mey o~ (10.3)

Démonstration : Rappelons que le vecteur propre normalisé associé a l'opérateur L™ se calcule
explicitement et vaut :

m 1
Uq Oy(t) = me 4‘/5, Vt € R+.
moy

. . . T N .
Définissons la fonction vy, a partir du vecteur propre u

de la fonction de troncature xr par :

, associé a la valeur propre A", a laide

vrﬂoy: =XT urlnoy’
en choisissant y7(t) = x (&) pour tout t € RT ot x € C°(R*,[0,1]) telle que x = 1 sur [0, 3],
supp x C [0,1]. De la méme maniére que nous avons établi le Lemme BI0 nous montrons, en tenant
compte du changement de métrique, que pour tout u € DV (Lmoy’T) :

1

T 2 2

0 (xru, xru) = Re <XT Lmo}’u,U>L2(]07TD + ﬁ” ‘VXT’\/%UHLQ(}O,T[)' (10.4)
Choisissons u = u]  dans (4. Par hypothese sur u}"™”, L™Yu]" = )\Ilnoy 1. Comme précédem-
ment, nous majorons |Vyr|? par 7. De plus, [Vxr| est nul en dehors de [ ,T], ce qui conduit a la
majoration :

T/.T
£mey: (vmoya moy) < AmovamoyHLQ Jo,1) + s T2 ||\/_um0y||L2(

T T
Majorons v/t par v/T. La norme ||uj"®||? vaut (e 23 —¢ \/5> et ainsi :

L2(5.T0)

moy >’ “moy

c _ T
£ (0 oy Vinay) < A ey g0 + ¢ 7,

l—e 2\/_<Hv <1

moyHLQ( 10,T)

Par application du principe du min-max et inclusion des domaines de forme, il existe une constante ¢
indépendante de T telle que pour tout T' > 1, la relation (L3 est vérifice. O

10.1.2 Opérateur Pg sur un secteur tronqué

Comme le terme ta% tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini mais diverge quand « tend vers 0,
nous allons utiliser un nouvel opérateur issu de 'opérateur P, mais restreint & un domaine borné.
Notons AT(a) le bas du spectre de la réalisation de Neumann de 'opérateur PI associé a la forme
G, restreinte au domaine tronqué (27 avec une condition de Dirichlet sur le bord t =T :

11
Qp = T ——, = 10.
r o= 0TI |55 (105
1
Vi = {u € L*(Qr)| %&w € L*(Qr), VtDw € L*(Qr), u),_, = o} :
Alors :
a3 (u) T 2 1 2

M(a)=  inf T avec q, (u) = / <2t\(Dt —nul® + =5 |Dyul ) dt dn.  (10.6)

uev%to,zwéo HUHLQ(QT) Qp 205t

Nous allons montrer que A(a) est exponentiellement proche de A () :
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Proposition 10.3. Pour tout € > 0, il existe § > 0 et ag > 0 tels que :

Va < ag, VT > 2 AMa) < AT (@) < A(a) + e . (10.7)

Démonstration : Le prolongement d’une fonction de Vg o par 0 pour définir une fonction de YN conduit
a la minoration :

M(a) > Ma). (10.8)

Majorons AT () en fonction de A(a) afin de mesurer 'erreur commise par troncature. Considérons une
fonction de troncature , définie sur R¥, réelle, infiniment dérivable, a support dans [0,1] et valant 1
sur [0, 2] Soit T" > 0, définissons la fonctlon de troncature y7 sur R¥ par :

t

vt € R, xr(t) = x <?> . (10.9)

Définissons la fonction v! a partir du vecteur propre u,, associé a la valeur propre A(a) :
vl = X7 U (10.10)
Notons que vl € V:]F\f o- La démonstration du Lemme permet d’écrire :
qg(vg) = Re <X% Paua7ua>L2(QT) + 1[I Vx| Vi uoz”%%QT)' (10.11)

Par hypothese sur u,, Pyuq = A(a)u,. Par construction de 7, il existe une constante ¢ > 0 indépen-

dante de o et de T’ qui majore T2|| |VXT|2||LDO(QT). De plus, |[Vxr| est nul en dehors de [T, T]x[—3, 1].
Ceci conduit a la majoration :
qg(vg) < )‘(O‘)HUZ:H%?(QT) HuOéHL2 ]T T[x]— 1 lD (10-12)
Contrdlons HuoéHL2 (T, 7ix]-1,1p 2VeC le Corollaire [@6l; il existe § > 0 et oy > 0 tels que :
272
)
< > <e a.
\V/Oé_Oéo, VT_ ||ua||L2( [ ]7%7%[) >~ (1013)
De maniére similaire, nous déduisons une estimation de [[v] |2, @)
)
1—e o <[[oflI72i0m < 1. (10.14)

Il suffit d’appliquer le principe du min-max rappelé en () pour aboutir & la relation (L) (avec
un 0 plus petit). O

Nous allons maintenant estimer A\”(a). L’expression de a, et la définition de l’espace Véﬂ\f o ber-

2) dt dn
1

Ceci nous conduit a définir un nouvel opérateur qui ne posséde pas de singularité en ;.

mettent de minorer AT (a) comme suit :

R e

uEV%tO,u;éO HUHL2 Q)

(10.15)
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10.1.3 Opérateur régularisé P7

Nous considérons ainsi le probléme spectral associé & un nouvel opérateur PT*. Notons a’** la
e o , N,D
forme sesquilinéaire définie sur I'espace V'~ par :

vyl o= {ue L*Qr)| (D — n)u € L*(Qr), Dyu € L*(Qr), uj,_, =0},

alP(u,v) = /Q (Qt(Dt —nu(Dy —n)v + gDnanv) dt dn. (10.16)
T

Notons v(T), p) le bas du spectre de I’extension auto-adjointe PT*? associée & a’*?. L'opérateur P7*
est défini sur le domaine DN-P(PT+*) par :

pNP(PTo) = {u e VNP| (D, = mt(Dy — n)u € LX(Qr), D2u € L*(Qr),
tDy,_, =0, Dyuy,_1 =0},
PTe .= 2(Dy —n)t(Dy — 1) + ng. (10.17)
Alors v(T), p) s’exprime & l'aide du principe du min-max par :

T,p
w (10.18)
N,D

v(T,p) = inf 5 .
u€Vy ,u#0||u||L2(QT)

Comme nous avons défini L™ pour la majoration, nous utilisons 'opérateur de projection Il :

Mo: L2(Q7) — LXQr), [ | f(tn) di. (10.19)

|

Nous allons montrer que :

Proposition 10.4. Supposons T > 1 et qu’il existe une constante M telle que % < M, alors il existe

une constante C indépendante de T et de p telle que :

U(T, p) < AT < u(T, p) + Cy | = (10.20)

NE

De plus, si nous notons uf’p un vecteur propre normalisé associé a v(T,p), il existe une constante C
telle que :
C
[(Id — To)ui || 12 (0p) < —=» (10.21)
1 Q) NG
c T,p
1-— ; < |[Touy HLQ(QT) <1 (10.22)
. . 5. . N N.D A .
Démonstration : I’inclusion Vmoyj C V'~ permet d’écrire :
v(T, p) < AT vp > 0. (10.23)

Cherchons des informations sur les normes des dérivées. En regardant (IL23]) et (L3]), nous pouvons
majorer v(T, p) par C': = A" + ¢, donc :

b p b
| (D=l enP + Sl e n)R) dran = o(Tp) < C
T
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Alors :
V2C!

T7
1Dyuy 200 < N (10.24)
Nous écrivons uf’p comme somme de deux fonctions ulT’p 0 et ﬂf’p définies par :
ulP . T, AT
ul 0 = Moul*, Lo, )= ulr — P (10.25)

L'image de L?(Q7) s’identifie avec L?(]0,T[) par Papplication IIy : L2(]0,T[) s’injecte dans L?(2r)

en définissant g — i(g) = g. Nous omettrons désormais la référence a U'injection i. Par définition de
T7p70 NTvp - - 3 .

uy™" et uy'f, il est facile de voir que :

V20!

1Dyt |l 2 , (10.26)
VP
3
/I%T’p(t,n) dn = 0, (10.27)
)
D af" = 0. (10.28)

=41

N

La plus petite valeur propre strictement positive de la réalisation de Neumann de ’opérateur —6% sur

. T . T
|—3, 5[ vaut 7% Par construction de @; " et comme le montre la relation (IIL2T), @, * est orthogonale
aux fonctions constantes qui forment le sous-espace propre associé & la valeur propre nulle, alors :

T, T,
1Dy P2y = 7l Pl z2 ) (10.29)

Par conséquent, en utilisant (IID:?H) et ([IZ9), nous démontrons ([LZI)) avec C' = @ Mais,
commme ||u1T’p Y2, @) || ||%2(QT)’ la relation (ILZT]) conduit & ’encadrement ([I2Z). Rap-

pelons la relation vérifiée par ( (T, p),ul) :
2(Dy — n)t(Dy — n)ui? + pD2 T = (T, p)ul*. (10.30)

Appliquons 'opérateur Il a la relation ([IL30) en utilisant la décomposition de uf’p et les propriétés

de qu

1
Lmev Ty 0 4 / 2D D, =iy dy = (T, ) (10.31)

1
2

1
Développons I'expression de /2 2Dy — n)t(Dy — n)al ™’ dn :

_1
2

1

1 1
2 ”‘Tvp — y 7p
/ 2(Dy—n)t(Dy—n)uy " dn =2 (z/ nuy " dn — 2tDt/
1 1
-1 -1 _

1
2

2

nal* dn—l—t/

2’ dn> . (10.32)

1
2

Effectuons le produit scalaire v(T, p) <u1T’p TR ’0>L2(] 0 en utilisant les relations (I03T]) et (IL32) :
0,

T
T,p,0 moy, T,,o T,p,0 . ~T.p T,
AT oy = (LT 42 [ Tl ) 70

T
—4/ Do (nii: ") T”°dt+2/ tlo(n°iy ) u dt. (10.33)
0 0
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Une majoration brutale conduit & :

LmovauT’p’O,uT’p’0> < u(T, p)ljuy "°|3 +2‘/ nay” ul " dt dﬁ‘
< . L0 (T, p)llur ™72 0,1 0, ™

+4

/ Dy ul ey dtdn'—i—?
Qr

/ n?tan Pul PO dt dn‘ . (10.34)
Qr
Estimons chaque élément de cette relation ([L34) :
1 Cl/
T T : P,
[ i e dn‘ T2 17 120 < 5= selon (TIZI) et (22D,
Qp 2.\/p
T T : VT T,0,0 VT C” T,0,0
/ n*tay w0 dt dn <—||U1 Pl 20 ||Vt L2y < —— — [|[Vtuy * 22 (0)-
O 4 4Vp

e Estimons le dernier terme en effectuant une intégration par parties :

/ UtDtﬂ,{vp uf,lho dt d"?' < / |77U1 p| |uTP,0| dt d77+/ t|7’]| |u1 ,P| |Dtqu7 | dt d??
Vol C’”\/_

= 3 IVEDug || g2 0.1
\/— 2\/p

£2(0,7)) Notons que H\/EulT’p’OHB(]o,T[) <V6,\/C(T,p) et

H\/ZDtﬁf’p 9 r2qorp < VC(T, p), alors la relation (L34 et les estimations de chaque terme ménent
4 la majoration :

(10.35)

A 3 . — ,T T7p70 T7p70
Définissons C(T', p): = <Lm°y uy ", uy

C(T,p) < v(T,p)+ 33—; + 40'\/?/0(1 p). (10.36)

Si T > 1 et ¢'il existe une constante M finie telle que % < M, alors C(T, p) est fini et il existe une
constante C'(0c0) > 0 indépendante de T et de p telle que C (T, p) < C(00) < +o0o. En utilisant ([[IL22),
ceci conduit a I'encadrement ([IZO) de A" O

10.1.4 Synthése de ces constructions

La synthése des constructions précédentes permet de démontrer le Théoreme [LT1
Montrons que pour tout > 0, il existe a3 < g tel que pour tout a €]0, 1], A(a) > A\ —n.
Soit > 0. Reprenons la relation (I3 et la Proposition LA en choisissant ¢ = % et T'= <. Alors :

1
v <T, aQ—T) > A1V g (10.37)

La relation (ILIH) et la Proposition montrent que pour ¢ choisi précédemment, il existe g > 0
et § > 0 tels que pour tout a €]0, o] :
1 _s
Ma) >v (T, o7 ) T€ e (10.38)
Il existe a; < a tel que pour tout a €]0, aq], e o < 4, ainsi, reprenant ([[L3T) et ([[I38), il vient :
Aa) > AT —n. (10.39)
Or, nous savons que u(«) et A(«) sont liés par la relation u(a) = aA(«), donc :

Va < ag, pla) > aX]™ —na. (10.40)
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10.1.5 Comportement des vecteurs propres

Remarquons que lors de la preuve du Théoréme [Tl nous pouvons justifier, en utilisant les mémes
notations, le résultat de convergence suivant :

Proposition 10.5. Il eziste ¢ telle que la premiére valeur propre de PP est simple pour tout p, T
tels que % + \/% < c. Notons uf’p le premier vecteur propre associé a l'opérateur PP et urlnoy’T le
vecteur propre normalisé associé a Uopérateur L™VT . Alors, il existe Ty > 0, C' tel que pour T > Ty

1 T .
etp>0avecp+\/;§c.

|[TIo (uy ) — Uy o "%2(077“) < Cl=4+4/—], (10.41)
P P
1 T

||u?7p _ Uran%TH%Q(QT) S C (; + ;) . (1042)

. . . T, T csoN EBN
Démonstration : Soit u; "’ un vecteur propre normalisé associé & la premiére valeur propre pour P7*
et définissons u% o= o (uy #) sur |0, T[. Aprés une multiplication éventuelle par un nombre complxe,

nous supposons que u% p S€ décompose sous la forme suivante avec ag > 0 :
b

u, = a7 +ad (10.43)

e X 5 . T . . .
ol u?} p est orthogonale & la premiére fonction propre uj ”™" de L™oy:T  Estimons le produit scalaire

LmOY’TUO uO >
< T.,p> ~T,p £2(]0,T)

juste apres, il existe une constante A indépendante de T" et de p telle que pour T, p vérifiant T > 1 et

% uniformément borné, alors :

. En utilisant la relation ([L34) et les estimations de chaque terme établies

mo; | T
<L y,Tu%p, u%vp>L2(}0,T[) < V(Ta p)““%,p”%?(]O,T[) + A ;

Reprenons la relation ([ILZ3]) et injectons cette inégalité dans la derniére relation en utilisant la
L . 0 . . . A
décomposition de up , bour exprimer la norme, il vient :

T, 0 0 T 2 ~0 )2 T
(L™ ur uTvP>L2(}0,T[) < APYN(of + iyl [22q0,rp) T A4/ o (10.44)
Utilisons le principe du min-max et la décomposition de u0T7 , pour minorer <Lm°y7Tu% o u0T7 ">L2 007D
et notons )\gloy’T la deuxiéme valeur propre de I'opérateur L™ T alors :
.0 0 T 2 T11=0 112
<Lm0y uT,/ﬂ uT7p>L2G0,TD 2 )\Ilnoy o + )\Iznoy HuT,p’ ‘LQGQTD. (1045)

Rassemblons les relations ([IZ4) et (LZH), alors :

moy,T’ moy,T’ ~ T
<>\2 y.T _ ymoy )Hu?r,pH%%]o,T[) < AMZ. (10.46)

L’inclusion de domaines permet de minorer )\gloy’T par Ay’ et en reprenant (IIL3), il existe Tj indé-
pendant de p tel que pour tout T > Ty, la relation (ILZ6) conduit & :

- . 24
@172 < A=, avee A = oy oy (10.47)
Tpllz20,17) N

SR
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Cette derniére relation montre que ||@9. p||%2 407D tend vers 0 quand p tend vers 'infini.

Par I’hypothése sur la décomposition de uOTW, nous avons : af = ||qu||L2( 0T ~ ||12£}7p||%2(07T). Re-

prenons les relations ([IL22) et (A7), alors :
c" LT

1-— A /=<ad<1 (10.48)

p p

Calculant ||uf, , — w12 T2(o.77) Rous déduisons alors (ILAT). La décomposition de ul”? donne :

T, T T, T 2
[y ? = ug™” ||L2(QT) < 2[[Ho(u; ) —up™” ||L2 @) T 2|| ||L2(0,T)'

Cette relation couplée avec les estimations ([T et (LZT]) achéve la preuve de ([[LZ2).
Raisonnons par ’absurde et supposons que v(T, p) n’est pas simple, alors il existe un vecteur propre
normalisé vlT orthogonal & ul ? pour la plus petite valeur propre. Nous avons alors :

T,p T,p T.,p moy,T’ T,p moy, T’ (1 T
oy = uy |72 Q) = 2/[v1 " — uy ||L2(QT) +2f|uy™ —uy ||L2(QT) <C ;+ P
Ceci est en contradiction avec le fait que ||v1T —uy p||LQ(Q ) = 2 dés que C’ (% + \/%) < 2. O
Proposition 10.6. Notons uy'® le vecteur propre normalisé associé a la valeur propre A\, uflnoy’T
le vecteur propre mormalisé associé a la valeur propre A™¥T et @1 son prolongement par 0 pour
prop prop 1 p g p p
t>T. Alors :
_T
|Juy® — ay™ y.T 2@ty =0 (e 4\/§) pour T — +o0. (10.49)
Démonstration : Décomposons la fonction zlrlnoy’T sous la forme :
~moy,T
al ™" = aguy™ + 1,

ot v1 est orthogonale a u]™™, alors nous avons :

_moy,T
||y ||L2(R+) =1=af+ ||U1||L2 (R+)"

En outre,

1 Uy » 1

)\moy T <Lm0y ~moy,T ﬂmOY7T>L2 (R+) a%)\inoy + )\I2n0y | |’U1 | |%2 (R+) . (1050)

Par conséquent :

()\moy _ )\1’1’10}77

9 1 )||v1||L2 (R+) < ao()\mo}uT . )\moy) < )\rlno}uT oy

1 1

Utilisant la Proposition [LZ nous en déduisons :
T
= 9 ~ —
O = AP — o) [y < 3.

L T
Or, nous savons que Ay > — A" = \[, donc HleL2(R+ =0 ( 3) et ap =140 < > quand
T tend vers l'infini. Il suffit maintenant d’écrire :

moy ~moy, T _ 2|, moy |2 2 = 7%5
— Uy ||L2 R+) = (1 —ao)”lluy ||L2(R+) + ||v1||L2(R+) =0 (e '

1

O

Nous ne nous servirons pas des estimations obtenues sur les premiéres valeurs propres mais re-
prendrons les mémes techniques pour les secondes valeurs propres.
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10.2 Estimation de la seconde valeur propre

La majoration du bas du spectre du Chapitre B donne ’existence d’une valeur propre avec le
développement limité ap(™ + O(a?**3), nous avons en outre montré a la section précédente que le
premier terme du développement limité de p(«) était minoré par % — ea. Si I'écart entre les deux
premiéres valeurs propres de P, est suffisamment grand, alors le Théoréme spectral montrera que
le développement limité obtenu par la solution formelle est celui de u(a). Commengons par donner
un résultat sur la minoration de la deuxiéme valeur propre et I’écart entre les deux premiéres valeurs

propres :

Proposition 10.7. Quand o tend vers 0, le nombre de valeurs propres de l'opérateur Py, o, tend
vers linfini. Si nous notons p(a), pa(c) les deuz premiéres valeurs propres pour P, o, et par A\{*7,
Ao'™ les deuz plus petites valeurs propres de L™, alors pour tout € > 0, il existe o telle que pour
tout a €]0, o] :

v

pe () aXy'” —ea, (10.51)
pa(e) — p(e)

«

> (ARY APy g, (10.52)

Comme pour la détermination du premier terme du développement limité, nous utilisons plusieurs
opérateurs.
10.2.1 Quelques estimations des deuxiémes valeurs propres

Rappelons 'expression du second élément du spectre a 1’aide du principe du min-max :

U
Xo(a) = sup inf %f() (10.53)
veL?(Q) ueVN ulv [|ul ‘LQ(Q)
m0y7

Les expressions sont similaires pour Ag(a), Ay YA et vo(T, p). L’indice 2 indique qu’il s’agit du
deuxiéme élément du spectre. Par inclusion de domaines, nous établissons :

ADY >\ (a), 10.54
2
AT(a) > Ao(a), (10.55)
Aoy > \moy, (10.56)
Aoy T S (T p), 10.57
2
1

M) > (Ta2—T> (10.58)

En utilisant la relation ([IL54), le réel \o(a) peut étre majoré par une constante indépendante de «,
ce qui implique que pg(a) = aXy(«) tend vers 0 avec « donc il existe ay tel que pour tout o < ay,
u2(a) < Bg. Ceci nous assure que uo(a) est une valeur propre pour des angles assez petits.

10.2.2 Comparaison de v, et \y'”

Proposition 10.8. [l existe g > 0, ag > 0 et une constante ¢ > 0 telles que pour € < eg, a < «q et
T=2=%:
[0

1 m
s (T, ﬁ) > N — ce. (10.59)
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Démonstration : Selon la Proposition avec p = ﬁ et T = £, il existe eg > 0, apg > 0 telles que
pour € < &g, a < o, v(T, p) est simple.

Soit € < g ; notons T'= £ pour tout a > 0.

Considérons uf et ul les vecteurs propres normalisés associés aux valeurs propres v (T,(X%T) et

vy (T, 042LT) et définissons uip’O:: Hou, ug’O:: Houd et 4l = uf — ulTO, s = ud — uQT’O. Selon
la relation ([22)) avec p = OéQLT = é, il existe une constante C’ indépendante de « et de T telle que :
T T
a1 | 2oy < C'Veve, g llrzgory < C'Veva, (10.60)
T,0 7,0
1—Cea <|lup" |lr2qop <1, 1= Clea < |luy ™ |20, < 1. (10.61)
Décomposons ug’o selon la base des vecteurs propres de L™o:7
ur® = a4 al (10.62)
- . . T,0  T,0
Notons que a? + ||u2 ||L2( orp < b donc |aq]| < 1. Evaluons le produit scalaire <u2 , Uy >L2(]0,T[) en
T T —_0-
sachant que <u2 ,Uq >L2(QT) =0:
T,0 T _ /=T ~T =T T T ~T
<u2 » Uq >L2(]0,T[) - <u2 , U >L2(QT) <u2 , U >L2(Q ) <u2 ;y Uy >L2(QT) . (1063)
Utilisons la décomposition de u2 0 le fait que ul’ T 65t normalisé et que ﬂ2T est orthogonal a u} moy,T
T,0  T,0
pour donner une autre expression du produit scalaire <u2 U > :
L2(]0,T])
ro 1.0 . moy, T ~T,0 , T,0 moy,T>
, = a aiuy U —u . 10.64
(i >L2uo,TD 1+ (o TR TN ) e (10.64

La relation ([LAT) précise que HuT’O i ’THLz qo,rp < Ce. En outre, les relations ([IL60) permettent

<ﬂg,u{>L2(Q ‘ et ‘<u2,u{> 2 )‘ par C'\/e\/a ainsi que ‘<u2,u1 >L2 T)‘ par C"ca.
Reportons ces estimations dans ([@E63) et (MILE) en se rappelant que |aq]| < 1, alors :

de majorer

la1| < 2Ce + 20" \/ev/a 4+ Cca. (10.65)
Donc il existe a7 < ag et une constante C7 telle que pour tout o < a :
1| < Civ/e. (10.66)

. - T s < T
Cette relation signifie que le vecteur wus 0 associé a vs (T, ﬁ) est «presque» orthogonale a u]"™"".

En outre, en reprenant ([ILE1) et (ILGH), il existe une constante C' telle que :

~ ~T,0 T,0
1—Ce < ||uy ||%2(]0,T[ = |Juy ||%2(}0,T[) —aj <1. (10.67)
Comme nous ’avons fait pour <Lm°y’Tuf0 u{0> , nous encadrons <Lm°y’Tu2TO uQTO> :
L2(]0,TY) L2(]0,T7)
1
moy,T T70 T70 T,O 2
<L U2 ot >L2(}0,T[) = ¥ <T’ OPT) lluz " Hz2 o,y + Ce; (10.68)
et aussi :
moy, T, T,0 _T,0 2 moy,T’ moy7 2
<L Uy 5 Uy >L2(]0,T[) > aih H HLQ(}QT[)' (10.69)
Regroupons les relations ([I6S), ([L6Y) ; utilisons ([IET), (6O, (LED), ainsi que ([LHE), alors :
1 mo;
V9 (T, ﬁ) > )\2 Y — ce. (1070)

O
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10.2.3 Comparaison de \;(a) et \I(«)

Proposition 10.9. Pour tout € € }
T=2=%:

a -

,\/—{ il existe ap, & > 0 et C > 0 tels que pour « €]0, o et

0 < M (a) = Ma(a) < Cea. (10.71)

Démonstration : Comme nous ’avons fait pour la premiére valeur propre, montrons que Ag(«) est
proche de A¥'(a) en utilisant le Théoréme spectral ZZ31 Reprenons la fonction de troncature précédente
xr- Définissons vl = xrug 4 et estimons ||(PL — AQ(@))Ug"L2(QT). Soit (¢,n) € Qp, alors :

Plvg(t,n) = Pavg(t,n)
= XTPau2,a(ta 77) + [Pou XT]U2,a(t’ 77)
= Az(a)vg (t,1) + (8tDyuz,e — (i + tn)uz.a) Dexr(t, 1) + dtuz o DExT (8,1).
Par hypothése sur xr, il existe une constante C indépendante de T telle que |Dyxr| < % et |D2xr| <

79;, en outre, les dérivées de yr sont & support dans ] T. Le Corollaire @8 montre qu 11 existe d > 0
et ag > 0 tels que pour tout a < ag et T =

.
||u27a||L2(]%,T[X}—%,%[) <e @ (10.72)
Par conséquent, une intégration par parties permet d’estimer le terme ||tDyug oD x| -
_s
1P = da(@)lllpogany < Ce s (10.73)
De plus, commme |[v]|2, @) = |13 o |13 a) = =1—|jug |1, (T +ooix]—1,1p D utilisant (72, il
existe une constante c telle que :
_s
Wkl r2p) =1 —ce™a. (10.74)

Utilisons le Théoréme spectral et les relations ([I73) et ([, il existe alors ay < ag, une
constante ¢ et pour 7' = £, un élément M () du spectre de PL tel que pour tout a < oy :

M (@) = hoe)| < e

(10.75)

Montrons que nécessairement k > 2 en raisonnant par ’absurde. Supposons donc k£ = 1. Par inclusion
. T . .
des domaines de forme, nous avons AT (o) < A"”" | ainsi :

Xo(@) = AT < Gema,

Mais d’aprés la relation (IL5S]), nous déduisons :

Vo (T, %) - )\Ilnoy’T < ce .

L’application des Propositions [[LS] conduisent & la majoration :
Ay =AY < e~ a + Ce 23 +ce=ée a + Ce ™am + ce. (10.76)
L’estimation de I’écart entre A" et A5’ valant % montre que (IID:ED ne peut avoir lieu dés que

e < ﬁ (sinon il existe ay < ay tel que pour tout a < ag, ée™ o + Ce ™ 3v3a +ce < f) Donc k£ > 2

et alors X (a) > Al (). Se souvenant de ([IL5H), nous aboutissons a ([ILZI). O
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10.2.4 Minoration de py(«) et de ’écart entre \y(«) et A(«)

Démontrons maintenant la Proposition 0.7
Soit 17 > 0. Appliquons la Proposition LY avec ¢ = 5L. Alors, reprenant la relation (ILA6), il existe
o tel que pour tout o €]0, o] et T = £ -

1 moy _ 11
1] (T, 062—T> Z )\2 v 5 (1077)

Avec ce choix de e, la Proposition [[LY et la relation (IL58]) montrent qu’il existe a; < «ap tel que
pour tout « €]0, o] :

Ao(a) > 1 <T, %) - g (10.78)
Reprenons les minorations ([[IL77) et (L7, alors, pour tout « €]0, aq] :
Aa(a) > XY — . (10.79)
Or Ma) < AT, donc nous déduisons :
da(@) = A(@) = (P - XM — (10.80)
Nous utilisons maintenant cette Proposition [ pour justifier le développement limité de p(a) :

Théoréme 10.10. Soit n un entier positif. Considérons les m;, pour j < n, donnés de maniére
récursive par la Proposition [0, alors u(c) admet un développement limité au voisinage de 0 :

wla) = aija2j+(9n(a2"+3). (10.81)
=0

Démonstration : Reprenons la fonction U™ et le réel x4 définis en (8 et (&I)). Le Théoreme
précise qu'il existe une valeur propre py (o) de 'opérateur Py, o, telle que :

lun(a) —ap™] < Cca? L. (10.82)
Mais si NV > 2, alors par définition :

pnla) —ap™ > ps(e) — ap™. (10.83)

D’apres la Proposition 7 et la construction de (™, choisissons & < %, il existe alors a1 < g tel
que pour tout a €]0, 1] :

3

po(a) > ary™ — ag, (10.84)
ap™ < a4+ a%. (10.85)

Reportons ([ILR4) et (LEH) dans ([LEJ), alors, comme Ay — A" = % :
pv(e) —op™ = oY - AT) —ae > (10.86)

V3

Nous aboutissons alors a une contradiction avec la relation (I8Z)), donc N = 1 et le théoréme est
justifié. 0



Chapitre 11

Premiers termes du développement limité
de p(a)

Le but de ce chapitre est de montrer comment déterminer explicitement les coefficients du déve-
loppement limité & 1’aide de Maple qui est particuliérement adapté pour le calcul formel. Ensuite,
nous utiliserons les premiers termes du développement limité afin de construire une nouvelle fonction
test normalisée ayant une énergie plus petite et d’obtenir ainsi des informations supplémentaires sur
la nature du spectre de 'opérateur pour un secteur dont ’angle est compris entre 0 et 7

11.1 Deétermination des coefficients a ’aide de Maple

La Proposition [ZT] donne une expression de tous les coefficients m;, u; et u?. Selon la Proposi-
. . . ~ -l 0 ~ _ - 0 _ 0
tion [C4l, nous savons qu’il existe des polynomes P; et Pg tels que u; = Pjug et u; = Pj ug. Nous
pouvons donc en déduire un algorithme pour déterminer P;, PjO et m; de maniére récursive et déduire
les expressions de ces coefficients par calcul formel résolu par Maple. De cette fagon, nous déterminons
PP, P,my, ..., PJQ, P;, m; pour tout j € N.

De plus, nous pouvons donner une majoration de Ierreur entre u(a) et au™ () en utilisant U™ =
n

g o (P; + Pjo)uo comme fonction test, nous définissons ainsi :

=0
(n)
en = « M 1™ (a) |, (11.1)
TIPS

nous avons alors la majoration :
w(a) — ap™(a) < e,,¥n € N.

Donnons les expressions des premiers termes du développement limité.
Au premier ordre, nous avons :

my =L, P(t)=1, Po(t,n) =0, ey =0.

Au second ordre :

23
m; = ——,
' 35v/3
Pi(t,n) = 2it773 - thnQ - ——it’n® + lztzn - —t77 + —t277 + LtQ
3 6 3v3 3 23 720
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19 23 11, 2

P)t) = ——+—+t+ t3
1(t) 42 " 70v/3 210 189v/3
a’/3 28161000 + 925246302
e —
! 1155 44100 + 36571a
Donnons les expressions des termes au troisiéme ordre :
298
my = o9 3,
0 811247 31627 35747 5 10973 5
Pj(t) = — — — t
485100  32340v/3 485100 4365903
7253 4 17 5 2 5

th — t
1746360 17325v/3 107163 "’

~ 7 2 2
Py(t,n) = t <%77 + @773 - 21—5775>

+t? <i PRI R A LI énﬁ’)
280 8403 84 315v/3 7 3v/3 9
5 451 1993 121, 2903 ,
<_21600\/§ ~"Tooso” T 31573 560"
631 11 28 2
_630\/§774_Z%"5+K\/§ 6+Z§777>
+t4< 12547 . 1639 - 953 I 2689 . 1223 .
7257600 ' 30240./3 30240 22680v/3 15120

i 5 i 6 L 7+i 8>
00v3! 18" T a3 T a
i

1 1 2
+t5<—7—— + 24 3 4),
97203 567 1 567\/377 1701 56N§77

20843431270[7 1— 4345222757204346 2 _ 12979510475587361 a4 + 62074497527760923 . 6

€9 = — 259198489558085 4583720657448240 11764883020783816
- 9 36571 4 _ 3725864213 6 416607365958127 ]
165540375\/3 L+ 14100 ¥ 662161500 & + 10401232842000

Remarquons que les coefficients en in des polyndmes P, sont réels comme le prévoyait la Proposi-
tion [

L’algorithme permet de poursuivre la détermination de chaque coefficient.

11.2 Utilisation des premiers termes du développement limité

En choisissant uy comme fonction test, nous avons montré que p(«) est une valeur propre pour
a < v/30y. Pour améliorer cette information, nous allons estimer le quotient de Rayleigh de ug+Ga2u;
avec un choix particulier du paramétre 3. Selon les calculs précédents et apres simplification, nous
déduisons :
Qa(uO + Ba2u1)
HU’O + ﬁOéQ’LLlH%Q(QO)

= f(aaﬁ)7

avec :
a 485100 — 3187803a2 + 120688132

11v3 44100 + 365713204

[, B) = (11.2)
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Qa(uo + ﬁOé2U1)
HUO + 604271/1”%2(90)

Nous choisissons le paramétre § de fagon & minimiser « pour o = v/30g. Nous

avons :

053900 — 106260035 + 12068810 32

309, 8) =
J(v/360,8) 11 4900 + 365710132

Calculons la dérivée selon (3, alors :

42003 —1239700 + 1877400002 5 + 120688104 52
0 30 = 0 9 o
3£ (Y300, 9) 11 (4900 + 3657104 32)2

Nous choisissons donc :

5 _ 70 <\/20323683139 _ 134100)

~e? 9252463

qui est bien un minimiseur pour f(v/30g, 3) car la dérivée seconde de f par rapport a 3 est positive
en ce point (v/30g, 3.). De maniére approchée, 3, ~ 0.183.
Selon le principe du min-max, nous pouvons majorer le bas du spectre par :

() < fla, o). (11.3)

Nous avons prouvé au Théoréeme B.I0 que le bas du spectre essentiel vaut ©g, donc nous sommes
assurés que p(a) est une valeur propre pour tout angle « tel que :

fle, Be) < Oq. (11.4)

f(a, Bs) est une fraction rationnelle en o dont le dénominateur peut étre choisi strictement positif et

le numérateur vaut P <@io) ou P est le polynome :

P(X) = 7022840539X° — 2340873139v/3X* — (14045902200 + 104742v/20323683139) X >
+(344758438251 + 2413800v/20323683139)(X — v/3),

Le polynome P admet une unique racine réelle, notée r1. Nous déduisons alors que p(a) est une
valeur propre pour « €0, Ogr1]. Approximativement, nous estimons que p(a) est une valeur propre
pour a €]0,1.089].

Si nous rappelons le Corollaire EEB], nous voyons que l'intersection entre les deux intervalles ot y est
une valeur propre n’est pas vide et nous en déduisons la <<Proposition>>ﬂ :

Proposition 11.1. Le bas du spectre (o) pour la réalisation de Neumann de l'opérateur de Schrodin-
ger avec champ magnétique constant égal & 1 est une valeur propre pour tout secteur angulaire d’angle

ae]o,g“?g)]

11.3 Estimations de pu(«)

Regroupons les différentes estimations de u(«) que nous avons obtenues et représentons-les aux

Figures [T.1] et :

! Nous mettons des «» pour rappeler qu’il s'agit d’une démonstration dépendant d'un calcul numérique dont la
précision n’est pas totalement démontrée.
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Localisation de p(a)

04 06

> s # =0.59F"0 !}
ol @ /6 @ o
0.58 - 1
0.2 B 0571 :
1
056 Localisation de pi(a) :
o1t :
085 bbb
w2
00 0‘5 ‘1 1‘5 é 2‘5 :‘i e 0.5?19 ]‘. 1‘1 1‘2 1‘,3 1‘4 1‘5 ‘ 1‘6
F1G. 11.1 — Localisation de pu(«), F1G. 11.2 — Zoom de la localisation de p(a),
Proposition BIH:  Va €]0,27], wu(a) < Oy, (1)

Proposition 7 : Vo €]0,27[, u(«)

IN

lati : z < - 4
Relation (EH) Vo €]0, 5[,  pla) < sna  dsno (0)%, (3)
) Oapp COoS (v 4 COSQv_,
. us <L /= __ _ *
Relation (@1) va €0, 3 nle) < sin « 4sina¢app(0) + sina” (3)

avec I = /0 (z — Capp)‘¢app(t)‘2 dt,
Relation &ZI0) :  Va €]0, 7], p(a) > @0%, (4)

Relation (IT3) :  Va €]0,2n], p(a) < f(a,Bs) avec f(o, 3) définie en [ITZ), (5)

2
Relation @20) :  Va € [§,7], p(a) < —au <g> . (6)
T
Notons (a4, pa), (ap,pp), (ac, puc) et (ac, pe+) les coordonnées du point d’intersection de la
droite u = ©q et, respectivement, de la courbe y = 7 = f(a, By) avec le précédent choix de [y,
CH) COos v

(C] cos 0)4
po= — _ i ¢(0)4 et p= .app - = ¢app( )
sina 4sina sin « sin « 4
données en (Z122)). Nous voyons que agq < ao= < ap, ce qui permet de visualiser le fait que p(a) est
une valeur propre pour « €]0, 7].

—ZQ> , pour les estimations numériques
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Troisiéme partie

Modélisation numérique

Pour compléter les informations obtenues aux deux premiéres parties sur le bas du spectre de
I'opérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant sur un secteur angulaire, nous mettons
en ceuvre une méthode numérique. Le but de cette partie est de déterminer numériquement p(a).

Le Chapitre [ est consacré a I’analyse et & la critique de trois algorithmes permettant de calculer
le bas du spectre de Pp 4, o pour un domaine {2 borné. Nous proposons tout d’abord un algorithme de
recherche de valeur propre généralisée et constatons l'inefficacité de la méthode standard consistant a
construire les matrices de masse et de rigidité du probléme comme nous ’expliquons & la Section
Considérant les propriétés de 'opérateur Pp 4,0, nous proposons une nouvelle approche du probléme
numérique en ([[ZZ0) et discutons la pertinence de deux nouveaux algorithmes aux Sections [Z4] et
23 Ce chapitre permet ainsi de construire une méthode robuste pour déterminer numériquement le
bas du spectre de Pp4, 0.

Pour controéler I'erreur entre la solution numérique et la solution exacte du probléme, nous construi-
sons des estimateurs a posteriori. Cette construction est donnée en détail en Annexe [Al qui fait 'objet
d’un article. Les indicateurs d’erreurs permettent d’adapter une technique de raffinement de maillages
au Chapitre Nous couplons ainsi la méthode robuste développée a la Section et le raffinement
de maillages afin d’obtenir les éléments propres avec une bonne précision. Cette technique conduit, a
la Section [[34] & une estimation numeérique de p(a) concordant avec les résultats théoriques obtenus
précédemment. La Section propose des estimations numériques du bas du spectre et de 1’état
fondamental pour quelques domaines a bord régulier ou n’ayant qu’un sommet d’angle minimal.

Les résultats de cette partie sont annoncés dans la note [6].







Chapitre 12

Analyse numérique du probléme

12.1 Introduction

Nous avons obtenu des informations sur la localisation du bas du spectre de 'opérateur de Schro-
dinger a champ magnétique constant dans un secteur angulaire. Ces informations sont illustrées aux
Figures [Tl et Les deux expressions de la dérivée de p, données en (B3) et (224)), ne sont pas
suffisantes pour préciser sa monotonie. Nous allons donc utiliser une méthode numérique pour prévoir
et estimer le comportement de p(a) selon l'angle a.

Le Théoréme a établi que le vecteur propre associé a la valeur propre u(a) décroit exponen-
tiellement avec la distance au coin du secteur angulaire. Pour illustrer cette estimation, nous utilisons
des outils numériques. Mais, du fait méme de la concentration au coin du domaine, un traitement
numérique est assez difficile et il faut trouver une méthode qui pallie au mauvais conditionnement du
probléme.

Les outils numériques permettent également de visualiser la localisation de ’état propre pour des
domaines plus généraux. Dans le cas de domaines réguliers, Helffer-Morame ont montré dans [60] que
I’état fondamental est localisé aux points du bord de courbure maximale. Pour des domaines non
réguliers, il est donc naturel de s’intéresser au réle et & I'influence de la présence de coins sur la loca-
lisation de I’état fondamental. Nous donnerons des éléments de réponse au Chapitre [[0l dans le cadre
de 'analyse semi-classique. Il suffit de se référer a la Remarque pour voir qu’il est équivalent, dans
le cas de champ magnétique constant, de prendre un parameétre semi-classique petit ou de considérer
un champ magnétique B intense.

Hornberger et Smilansky [65], 66] traitent de maniére numeérique la détermination des états excités
a l'aide d’'une méthode d’intégrales de bord et peuvent également déterminer les états fondamentaux.
Leur technique est propre aux domaines réguliers mais pourrait probablement se généraliser & des do-
maines non réguliers. Nous proposons d’utiliser la méthode des éléments finis qui semble plus naturelle.

Deux questions retiendront notre attention lors du traitement numérique :
— Comment agit la valeur de ’angle o« d’un secteur €2, sur la valeur propre associée a 'opérateur
Py 0. ?

— Quelle est 'influence de plusieurs coins pour la détermination de ’état fondamental ?

Pour étudier le comportement de u(«) selon «, nous allons privilégier la détermination numeérique
du bas du spectre de 'opérateur de Schrodinger avec un champ magnétique constant sur un secteur
angulaire. Le domaine de calcul numérique doit étre borné. Il faut donc tronquer le secteur angulaire.
Compte-tenu de 'effet des coins sur la localisation de ’état fondamental et sur la valeur de I’énergie,

115



116 Analyse numérique du probléme

il faut effectuer une troncature réguliére & ’aide d’une portion de cercle de maniére & ne pas créer
de nouveau point singulier. La Figure [CZT] montre la facon d’approcher un secteur par troncature.
Nous notons L la longueur du secteur angulaire consideéré, auquel est recollée une portion de cercle
tangent aux cotés du secteur angulaire. Avec les notations de la Figure [211 les points A, B et D ont
les mémes abscisses, A et B sont sur les cotés du secteur avec des ordonnées opposées et D est sur
I’axe des abscisse. Alors la longueur L est la distance OD. Nous recollons & cette portion de secteur
un cercle tangent au secteur en A et B et de centre C situé sur l'axe des abscisses. Notons QL le
domaine obtenu.

B

Fi1G. 12.1 — Troncature du secteur.

Le domaine de travail numérique est donc le domaine Qé qui tend vers le secteur €2, quand L tend
vers 'infini. Si la troncature a lieu trop pres de lorigine, c’est-a-dire si L est trop petite, il risque d’y
avoir une perte d’information en comparant avec I’état fondamental sur le secteur tout entier. D’apreés
le Théoréeme @Il nous savons que I'état fondamental est localisé dans 'angle du secteur et décroit
exponentiellement en s’éloignant du coin. Par conséquent, une troncature engendre une perte d’infor-
mations d’autant plus petite qu’elle est faite loin du coin et cette perte est exponentiellement petite
avec L. Nous effectuons donc I’étude sur un secteur d’une longueur fixe et montrerons, en éloignant
progressivement la troncature, ce qui revient & augmenter la longueur L, que la différence entre les
énergies calculées sur chacun de ces domaines est de l'ordre de la précision de nos calculs comme le
précise le Tableau 38

Dans la suite de ce chapitre, aprés avoir présenté un algorithme de recherche de valeur propre
généralisée, nous proposons et faisons 1’analyse critique de plusieurs méthodes numériques pour dé-
terminer 1’état fondamental de ’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant. Grace a
I’invariance de jauge, rappelée a la Proposition Bl nous nous restreignons a des champs de la forme
A = BAy. De plus, 2 est borné, donc le domaine de forme de 'opérateur —VQBAO est H'(Q) et le
domaine de la réalisation de Neumann est :

Dy:={u e H*(Q)| v (V —iBAy)ug = 0}.

Nous noterons plus simplement ap q la forme a1 p4,,o définie sur H L(Q) par :
apo(u,v) = /(V —iBAp)u - (V —iBAp)v dx. (12.1)
Q

Considérons ’]}10 une triangulation de €2 dont le diamétre de chaque élément est majoré par h. Nous
noterons 7;/ une translation de vecteur (j,0) du maillage ’1710. Le maillage 7}/ est ainsi un maillage du
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domaine € translaté de (4,0). Nous noterons P¥(7},) ou plus simplement P* espace des éléments finis
de degré k, ¢; les fonctions de base associées telles que ¢; est a support dans I’élément T; du maillage
et ddl le nombre de degrés de liberté.

12.2 Recherche de valeur propre généralisée

Comme nous le verrons dans les différentes méthodes utilisées, nous aurons besoin de calculer une
valeur propre généralisée. La méthode proposée ici ne semble pas courante dans la littérature et se
base sur un algorithme de gradient conjugué (cf [95]).

Considérons A et M deux matrices symétriques définies positives, nous souhaitons déterminer la plus
petite valeur propre généralisée associée & A et M ainsi que son vecteur propre associé. Nous cherchons
donc le plus petit réel p et un vecteur x tels que :

{ Axr = uMz,

Le probléme ([Z2) revient donc & minimiser (Az,z) 2 sous la contrainte (Mz,x) 2q) = 1, ou

(12.2)

encore, en utilisant le changement d’inconnue y = M %x, a déterminer y tel que M 3 AM 7%y = uy
sous la contrainte ||y|| = 1.

Proposition 12.1. Soit zg un vecteur tel que <Mx0,x0>L2(Q) = 1. Pour tout entier n > 0, nous
considérons le vecteur w, solution du probléme de minimisation

min (A(zn + w), Tn + W) 12(q) - (12.3)

w\(Mxn,w)Lg(Q):O

Définissons le vecteur
Ty + Wy

LTn+1:= .
\/<M($n + wp), Ty + wn>L2(Q)

(12.4)

Alors la suite (xzp)nen est normalisée pour ma matrice M, son énergie associée <Axn,a:n>L2(Q) décroit
et converge vers une valeur propre généralisée pu pour les matrices (A, M).

Si la valeur propre u est simple, alors la suite (x,,) converge vers un vecteur propre normalisé associé.
Sinon, il existe une sous-suite de (x,) qui converge vers un vecteur propre normalisé pour L.

Démonstration : Soit n > 0. Considérons le vecteur wy, solution du probléme de minimisation ([Z3]).
L’équation d’Euler associée au probléme ([Z3]) conduit a la relation

Azp +wy) = (A(@n + wn), Tn) 2(q) Mn. (12.5)
Nous déduisons immédiatement que
(A(zn + wn), wn) 2(g) = 0. (12.6)

Montrons que l’énergie associée au vecteur z, + w, est inférieure & celle de x,. Par ’hypothése
d’orthogonalité sur la fonction wy,, nous avons (Mx,,, wn>L2(Q) =0, donc :

(M(zn +wn), Tn + W) r2q) = (MTn, Tn) 120y + (Mwp, wn) 2y = 1+ (Mwn, wn) 120y = 1. (12.7)
La définition ([[ZA]) de z,41 et la relation ([Z7)) meénent ainsi a U'inégalité :

(AZpi1, Tng1) p2(0) < (A@n + wn), Tn + wn) 12(0) = (An, Tn) 20y — (AWn, W) 2 - (12.8)
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En sommant la relation ([ZJ) et utilisant la décroissance de la suite ((Azn, on) 12 (q)), nous déduisons
que la série de terme général ((Awp,wn)2(q)) converge, donc (Awy,wn)2(q) tend vers 0 quand
n — oo. Nous construisons ainsi une suite de vecteurs (z;,), normalisés selon la matrice M et dont
I’énergie associée décroit. Comme 1’énergie est minorée par la plus petite valeur propre généralisée
pour (A, M), elle converge vers un réel E, > 0. La suite (x,) est bornée, donc nous pouvons extraire
une sous-suite qui converge vers I, vecteur propre pour la valeur propre FE,, selon ([Z3]).

Si la valeur propre Eo, est simple, montrons que toute la suite converge vers le vecteur propre zo,
en raisonnant par Pabsurde. D’aprés la relation ([Z3), toute valeur d’adhérence est vecteur propre
généralisé pour les matrices (A4, M), donc la suite a au plus deux valeurs d’adhérence. Si la suite (zy,)
admet deux valeurs d’adhérence, elle en admet au moins une troisiéme car z,4+1 — x, tend vers 0
quand n — 0o, ce qui ne peut étre. Par conséquent, la suite (x,) n’a qu'une seule valeur d’adhérence
et elle converge vers xo,, vecteur propre généralisé pour (A4, M). O
Précisons la maniére de construire w,,. Définissons le projecteur orthogonal II,, sur (Mz,,)" :

(Mw,zn) 20

IL,:w— w —
" HMan%2(Q)

Maz,,. (12.9)

Par construction du projecteur, (II,,w, Mxn>L2(Q) = 0. L’hypothése sur w,, méne a la relation :
A(zp + wy) = fin Mz, avec i, = (A(x, + wy), z, + wn>L2(Q) . (12.10)

Par conséquent, I1,, A(x,, + w,) = 0. Comme (Mx,,, wn>L2(Q) =0, alors I, w, = w, et nous déduisons
I’expression de w, : II,All,w, = —IL, Ax,. La matrice 11, AIl,, est symétrique, définie positive sur
(Mz,)", donc nous pouvons déterminer le vecteur w,, par la méthode du gradient conjugué.

Nous avons ainsi congu un algorithme pour déterminer une valeur propre généralisée. Notons qu’un
vecteur propre est un point critique pour I’Algorithme mais nous pensons que les erreurs numé-
riques permettront a ’algorithme de converger vers la plus petite valeur propre.

Algorithme 12.2 (Recherche de valeur propre généralisée ).

— Donnée d’un nombre d’itérations mazximal Ny,q, et d’un seuil de tolérance d’erreur c.

— Initialisation de Uerreur g = 1, du compteur n = 0, de xy vérifiant <Mx0,xo>L2(Q) =1
et de la valeur propre g = (Axo,x())Lg(Q).

— Tant que le nombre d’itérations n est inférieur a Npqe et que erreur &, est supérieure
a la tolérance ¢ :

(Mw, Tn) 20

HM'%.NH%Q(Q)
(1l est inutile de construire complétement la matrice 11, il suffit de savoir calculer
le produit de la matrice I1,, par un vecteur.)

1. Construction de la matrice du projecteur 1l,:w — w — n-

2. Détermination de wy, solution de 11, All,w, = —II,Ax, & l'aide d’un algorithme
de gradient conjugué avec une précision € et un nombre d’itérations limité a nypaq-
Ty + wp

\/(M(xn + Wn), Tn + wn>L2(Q)

4. Calcul de Uénergie : ppi1 = (ATpi1, Tnt1) 12(0)-

3. Construction de T, =

5. Calcul de Uerreur : epq1 = max(|fin, — tns1ls ||2n — Tni1l])-

6. Incrémentation n =n + 1.
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12.3 Meéthode numérique standard

La formulation variationnelle du probléme revient & chercher (u,u) € R x H(Q) tels que :

/VAu-VAv dr = ,u/uﬁdx,
¢ minimum et Yo € H(Q), Q Q (12.11)
/]u\z dx
Q

= L
Le probléme discret associé consiste naturellement & déterminer (up,up,) € R x P¥(T;,) tels que :

Vaup - Vavp de = pp / up vy, dz,
Q

(1, minimum et Yoy, € P*(75,), 0 (12.12)
[ o
Q

= 1.

L’idée naturelle, mais naive comme nous le verrons par la suite, est de construire les matrices de masse
et de rigidité pour le probléme ([ZTZ). Rappelons-en le principe.
Décomposons uy, selon les fonctions de base (¢;); :

up =y uj by, (12.13)
i

avec uj € C et uj, normalisé. Le probleme ([CZT2) revient a trouver les coefficients u; et le plus petit
réel py tels que :

Vh, Y uj | Vag; - Vadrdr = pn» u; | ¢; dp do. (12.14)
; ]A J ; ]A J

Les matrices de masse M et de rigidité A sont déterminées par leurs coefficients M;j et A;; qui
sont des approximations numeériques de (¢;, ¢y) r2() € ap,a(¢j, ¢r) (celles-ci sont calculées avec des
formules de quadrature d’ordre élevé) :

M]-,k:/ggbj@ dx et Aj,k:/QVAgbj-VAgbk dx.

Remarque 12.3.
— Les matrices M et A sont creuses car les coefficients Mj ), et A;j sont nuls dés que les éléments
T et Ty ne sont pas voisins.
— Si la formule d’intégration numérique est au moins d’ordre 2k + 2, alors le calcul des intégrales

(¢j7¢k>L2(Q) et apa(pj, dr) est exact.

Pour tout uy, € P¥(7;,) qui se décompose comme en ([ZI3) dans la base des (¢;);, nous notons U
le vecteur de coordonnées u;. Avec ces notations, les matrices M et A vérifient :

/uhm dr ~ VMU, (12.15)
Q

apqlup,vy) ~ VAU (12.16)

Par conséquent, le probléme continu consistant a :
trouver u € H(Q) et le plus petit p € R tels que pour tout v € HY(Q), apo(u,v) = p (U, v) 12(02)»
revient de maniére naturelle au probléme discret :
trouver U € C% et le plus petit u; € R tels que pour tout V e C VAU = MZVMA.
Le probléme numérique est donc de déterminer les plus petites valeurs propres et vecteurs propres
généralisés de la matrice A pour la matrice M, c’est-a-dire de trouver le plus petit uj, € R et U € C%!
tels que :
AU = pp, MU et 'UMU = 1. (12.17)
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Remarque 12.4. La formulation (IZI4) n’est pas invariante par changement de jauge. En effet, siu
est polynomial par morceauz, alors €'®u, avec ¢ linéaire, n'est pas polynomial par morceaus donc n'est
a fortiori pas dans l’espace de discrétisation. Ainsi, le probléme discrétisé ne respecte pas l'invariance
de jauge.

L’Algorithme [Z2 permet de déterminer numériquement pyp, et U vérifiant (CZ17).
Nous avons établi 'effet d’une translation sur le vecteur propre a la Proposition B4l Regardons si
cette premiére méthode respecte I'effet d’une translation.
Considérons le domaine décrit par la Figure [ZT] avec o = § et L = 3. Un maillage de ce domaine
est noté 7, translaté d'un vecteur (1,0) et (2,0) afin d’obtenir les maillages 7,} et 7,2 du domaine Q%
translaté de (1,0) et de (2,0).
Appliquons un champ magnétique d’intensité B constante et déterminons numériquement les états
fondamentaux sur ces trois maillages avec une résolution P2, une formule d’intégration d’ordre 5, une
précision de 10~ pour le gradient conjugué et un nombre d’itérations limité & 400 pour le calcul de
la valeur propre généralisée.

Commencons par appliquer un champ B = 50 Teslas sur des maillages & 138 éléments. Les résultats
sont présentés au Tableau [2] et aux Figures et [CZ3)

Maillage a 138 éléments Maillage a 1328 éléments
27.6519 | 43.7395 | 51.1149 || 21.3263 | 26.7383 | 47.5876

TAB. 12.1 — Energie associée a des maillages translatés, B = 50 Teslas.

F1a. 12.2 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,
B = 50 Teslas, maillage a 138 éléments.

Les résultats, présentés a la Figure [ZZ2 ne sont pas conformes & ceux de la Proposition B4l En
effet, les valeurs propres et les modules des états fondamentaux devraient étre identiques pour chaque
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Fi1a. 12.3 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,
B = 50 Teslas, maillage a 1328 éléments.

maillage. Cette divergence s’explique par le fait qu’une translation de vecteur ¢ engendre des oscilla-
tions de la forme %x A t. Un maillage trop grossier empéche de capter les oscillations. Une condition
sur la taille de la discrétisation est d’étre inversement proportionnelle & B||t||.
La Figure présente les résultats sur un maillage & 1328 éléments, raffiné uniformément. Les mo-
dules associés aux maillages sans translation et avec une translation de vecteur (1,0) sont assez proches.
Par contre, pour la translation de vecteur (2,0), le terme e 77N egt trop grand et les oscillations sont
trop importantes. La partie réelle permet de visualiser les oscillations a la Figure [CZ3]

Reprenons les deux maillages précédents mais considérons un champ moins intense B = 10 Teslas.
Le Tableau et les Figures 2.4 et donnent les valeurs propres, les modules et parties réelles

des états fondamentaux sur des maillages translatés.

Maillage a 138 éléments || Maillage a 1328 éléments
4.3306 | 4.2551 | 5.4980 | 4.1860 | 4.1810 | 4.2330

TAB. 12.2 — Energie associée a des maillages translatés, B = 10 Teslas

La Figure [CZ4] présente les résultats pour le maillage grossier : le méme phénoméne se produit que
pour le maillage fin avec un champ B = 50 Teslas. Dés que la translation est trop importante, les os-
cillations sont trop intenses et les résultats sont erronés. Par contre, sur un maillage fin (Figure [[Z3),
les modules associés a chaque maillage translatés sont superposables et les énergies sont comparables.
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Fi1a. 12.4 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,
B = 10 Teslas, maillage a 138 éléments.

Fi1a. 12.5 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,
B = 10 Teslas, maillage & 1328 éléments.
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Prenons un champ intermédiaire B = 30 Teslas. Les résultats sont présentés au Tableau [[Z3] et
aux Figures et 27 Le comportement oscillant est nettement visible.

Maillage a 138 éléments Maillage a 1328 éléments
14.3868 | 18.1965 | 30.2870 || 12.6555 | 12.9483 | 20.3891

TAB. 12.3 — Energie associée a des maillages translatés, B = 30 Teslas.

F1a. 12.6 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,
B = 30 Teslas, maillage a 138 éléments.

Fi1a. 12.7 — Modules et parties réelles des états fondamentaux associés a des maillages translatés,
B = 30 Teslas, maillages a 1328 éléments.
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Donnons rapidement des résultats similaires pour un triangle. Le Tableau [[Z4] donne les énergies
et les Figures et permettent de visualiser le module de I’état fondamental.

Maillage & 163 éléments Maillage a 1583 éléments
10 | 2.0570 | 2.0424 | 2.0681 || 2.0414 | 2.0412 | 2.0415
50 | 25.7975 | 15.0563 | 12.5649 || 21.6893 | 12.1225 | 12.0221

TAB. 12.4 — Energie associée a des maillages translatés

F1G. 12.9 — Modules et parties réelles des états propres sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.
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Si le champ n’est pas trop intense, ’algorithme permet de capter les oscillations (cf Figure [[ZH).
Par contre, pour un champ plus intense, B = 50 Teslas, le résultat est acceptable quand le plus petit
angle est proche de l'origine car dans ce cas, le terme gx At est petit. Dés que le plus petit angle
du domaine, ot I’état devrait se concentrer, est trop éloigné de 'origine, ce qui est le cas du maillage
Tho ou le plus petit angle a pour coordonnées (2,0), alors le terme %x At devient conséquent et si le
maillage n’est pas assez fin, les oscillations ne sont plus captées et les résultats sont erronés.

Cette méthode n’est donc pas acceptable car elle ne respecte pas les changements de jauge ni les
invariances de translation. La solution sur les maillages translatés n’est pas la solution translatée du
maillage initial. De plus, il est nécessaire d’avoir un maillage d’une finesse inversement proportionnelle
a l'intensité du champ magnétique, ce qui interdit tout raffinement localisé. Or il semble que ’état
fondamental soit localisé dans ’angle du secteur et il serait beaucoup plus avantageux de trouver une
méthode qui soit invariante par translation et compatible avec un raffinement localisé.

Nous allons donc chercher une approche du probléme qui conserve 'invariance du bas du spectre
par translation du domaine.

Comme la phase joue un réle déterminant lors d’un changement de jauge ou d’une translation,
nous cherchons une nouvelle formulation du probléme en prenant la phase comme inconnue.
12.4 Une approche différente du probléme

Nous avons vu que la méthode standard ne permettait pas de déterminer le vecteur propre car
une translation de domaine engendre des oscillations qui nécessitent un maillage particuliérement fin
pour les capter, nous cherchons une nouvelle formulation en privilégiant la phase. Il est donc naturel
de décomposer les fonctions u € H(Q) sous la forme :

Ve e Q, u(z) = p(z)e?@), (12.18)

Supposons que nous pouvons écrire u sous la forme ([[ZIX) avec p € HY(Q) N L>®(Q) et 0 € H(Q),
alors, par changement de jauge (cf Proposition Bl) :

/ |(V — iBAy)ul* dx = / |(V —i(BAy — V0))p|* do = / Vo2 + |(BAy — V0)p|? dz. (12.19)
Q Q Q
Définissons 'opérateur Png,Q par :

Phag.ap=—V’p+|BAg— VO|p. (12.20)

Il vient alors : A A
Ppaga(pe’) = € Pg 4 ap. (12.21)

Par conséquent, u = pe'® est un vecteur propre de phase 6 pour l'opérateur Pp Ao, si et seulement si
p est un vecteur propre réel pour l'opérateur Pg Ao,
Le probléeme revient donc a déterminer le minimum :

/ (VP2 + | BA — VOP) da
Q

inf (12.22)

9 H1(Q),pe HL (Q)NL> (2),p£0 / pl? dz
Q
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Remarque 12.5. Montrons que si ) est régulier et si le module p du premier vecteur propre de
Pp a0 est minoré uniformément par une constante strictement positive, alors le probléme de minimi-
sation (IZZ23) est équivalent & celui posé par le Principe du min-max[ZA. 1l s’agit donc de comparer

w(B,) et 4(B,) définis par :

(V6P + 21840 - 6%) do
Q

i(B,Q) = inf (12.23)
0 H1(Q),pe HL(Q)NL> (), p£0 / o da
Q

/ ((V —iBAg)u|? dx
B,Q) := inf Q 12.24
1 ) wEH ()0 / ’u‘z I ( )

)
Dés que p € HY(Q)NL>(Q) et € HY(Q), alors pe? € HY(Q), donc de manicre évidente :

u(B,9) < i(B,Q). (12.25)

Ainsi, la formulation (IZZ3) donne une majoration du bas du spectre u(B,<Q).
Notons u € H(Q)) un vecteur propre nmormalisé tel que / (V — iBA)u|* dz = u(B,Q). Alors
Q

u € D(Ppay0) C HA(Q), donc u € L®(Q).
Supposons que |u| soit minoré uniformément par po > 0. Montrons que ﬁ € HY(Q). Pour cela,
u .

calculons Vu a laide Vm

Vu=V <ﬁ|u|> = [u|V e + —V]ul.

|ul jul  Jul

D’ou, en remarquant que Re <%V Y > =0:

Tul

2
+[V]ul[®> > p5

2
u u

V— V—
Jul |ul

Nous avons donc montré que si u € HY(Q) est minoré uniformément par py > 0, alors ﬁ € HY(9).

D’apres les travaur de Bethuel-Zheng [I8], Bourgain-Brézis-Mironescu [30, 129, (3], il existe ¢ € H'(Q)

tel que u = |u|e’®. Donc le vecteur propre s’écrit sous la forme (IZI8) et alors :

Vul? = Juf?

w(B, ) = i(B,9Q).

Reprenons les calculs précédents, nous avons ainsi montré que st le module du vecteur propre est minoré
uniformément par une constante strictement positive et si le domaine est réqulier, alors la formula-

((V — iBAp)u|* dx

tion [IZZA) est équivalente au probléme de minimisation inf

Q
wer! (2.0 / luf? da
Q

Bien que ’égalité p(B,) = (B,Q) ne soit pas totalement justifiée, nous utilisons la nouvelle
approche du probléme et nous concentrons sur la formulation disréte (IZ28) dérivant naturellement
de (IZ22) :

(V6P + 21840 - 67) do
inf Q .

(p,0)EPE(Tp),p7#0 /Q’p’2 de

(12.26)
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Nous montrerons la performance et la robustesse de cette nouvelle formulation ([Z2Z6) afin de
valider ce choix.

La Section Bl propose quelques propriétés élémentaires de bas du spectre de I'opérateur Pp 4,0
notamment les effets de changements de jauge ou de translations de domaine. Il semble donc pertinent
de choisir une méthode numérique qui respecte ces propriétés, la formulation ([ZZ0) présente donc
un premier avantage important comme le souligne la proposition suivante.

Proposition 12.6. La formulation (IZZ0) est invariante par changement de jauge si la jauge est
dans lespace de discrétisation de la phase. Elle est de plus invariante par translation ou rotation du
domaine pour toute discrétisation contenant les fonctions linéaires.

Démonstration :

1. Justifions l'invariance de jauge pour toute jauge dans ’espace de discrétisation de la phase.
En effet, si nous considérons un potentiel magnétique de la forme B.Ay + V¢ avec ¢ € PF(T},),
la Proposition Bl montre que le vecteur associé a l'opérateur Ppa,+veo est ug: = ey ou
u est I’état fondamental associé a l'opérateur Ppy, . La formulation ([ZZ) ne voit pas les
changements de jauge au sens ol nous avons :

(BAy+ V¢) — V(0 + ¢) = BAy— Vo

2. La formulation ([Z26]) est invariante par rotation du domaine. La Proposition mentionne
qu’une rotation d’angle a du domaine © laisse le spectre invariant et u = pe? est un vecteur
propre pour le domaine initial si et seulement si uq:= pe’®=®) est un vecteur propre sur le
domaine aprés rotation d’angle a. Or V(6 — o) = V6, donc la formulation (CZZ6) ne voit pas
les rotations de domaines.

3. Si la discrétisation des phases 6 contient les fonctions linéaires, alors la formulation (CZZ0) est
invariante par translation. En effet, la Proposition B4 annonce que u est un vecteur propre

. . ;B
pour 'opérateur Ppg, n si et seulement si v:z +— e' 2Ny (z — t) est un vecteur propre pour

lopérateur Ppg, 0, ol £ est le domaine déduit de €2 par translation de vecteur ¢. Or :

B B t
9(Zeniee)=Z( 2 Yivo

Donc si la discrétisation en 6 contient les fonctions linéaires, c’est-a-dire si k > 1, le probléme
de minimisation ([Z26) est invariant par translation car :

2
inf /|BA0—V0|2 dr = inf /
0eP(T;,) Ja 0eP*(T1) Jo

dz.

B

O

Remarque 12.7. Supposons que [’état fondamental u s’annule et que ses zéros sont isolés, notés
(xi)i=1,..N, ceci engendre des problémes de détermination de la phase. Dans ce cas :

N
rot (BAy — V) = B+ 21 Y did,,,

i=1
ou d; € Z est le degré de la singularité.
Le probleme devient beaucoup plus difficile numériquement et nous ne le traiterons pas.
Toutefois, a la vue de la construction du quasi-mode sur un secteur angulaire 2q pour a petit que nous
avons faite a la Proposition [Z), il semble raisonnable de penser que le vecteur propre ne s’annule pas
dans un petit voisinage du sommet.
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Déduisons-en alors un algorithme pour calculer I’état fondamental.

Algorithme 12.8.

Initialisation :

1. Assemblage des matrices de masse M et de rigidité A associées au maillage Tp, du
domaine et a l'opérateur Pp, o.

2. Détermination de la plus petite valeur propre généralisée et de son wecteur propre
associés aur matrices (A, M) a Uaide de I’Algorithme [IZ23.

3. Calcul du module du premier vecteur propre, noté p.
Itération :

1. Détermination de la phase 0 du premier vecteur propre par minimisation de la fonc-
tionnelle J,, p étant connu, avec J, définie par :

Jp(0) = 11pV 0|72 () — 2B/Qp2Ao -V dz. (12.27)

2. Construction du nouvel opérateur PI_%AO q par le biais de sa matrice de rigidité Ag.
Calcul des éléments propres généralisés associés a (M, Ag).
Critére d’arrét :
Réitération avec le nouveau couple (p,0) jusqu’a ce que la phase ou la valeur propre soit
déterminée avec la précision requise.

Présentons les résultats de cet algorithme sur les maillages précédents. Appliquons un champ ma-
gnétique de 10 Teslas et déterminons numériquement 1’état fondamental & I'aide de I’Algorithme
avec une formule d’intégration d’ordre 5, une approximation P?(7;,), une précision de 107¢ pour le
gradient conjugué, un nombre d’itérations limité & 800 pour le gradient conjugué et I’Algorithme de
recherche de valeur propre généralisée et une précision de 102 pour la valeur propre.

Le Tableau donne les valeurs propres estimées pour deux maillages de tailles différentes et
sur des maillages translatés. Les Figures et présentent a la premiére colonne les résultats
pour le maillage initial 7,°, & la deuxiéme colonne les résultats pour le maillage ’]}11 translaté d’un
vecteur (1,0) du maillage 7,2 et la troisiéme colonne pour le maillage 7,2 translaté de (2, 0). Les lignes
de ces figures illustrent respectivement le module et la phase de I’état fondamental calculés & 1’aide
de I’Algorithme ainsi que I’évolution de I’énergie selon le nombre d’itérations.

Maillage a 138 éléments || Maillage a 1328 éléments
4.2116 | 4.2120 | 4.2143 || 4.2208 | 4.2163 | 4.2269

TAB. 12.5 — Energie estimée sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.

Analysons davantage les résultats obtenus pour le maillage 7}12 translaté de (2,0) pour le maillage
a 138 éléments (cf Figure [[ZT0). L’énergie est plus lente & converger car le vecteur propre était initia-
lement localisé au centre du domaine et pour minimiser 1’énergie, il s’est concentré au sommet. Ceci
annonce un premier défaut de I’algorithme da & la difficulté pour I’état de se concentrer au sommet.
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FIG. 12.10 — Etats propres sur des

F1G. 12.11 — Différence de phases pour les états propres associés & des maillages translatés, B = 10
Teslas, maillage a 138 éléments.

En effet, la premiére étape de I’Algorithme revient juste a appliquer la méthode standard décrite
a la Section Or nous avons vu son inefficacité pour des champs magnétiques trop intenses. Par
conséquent, cet algorithme risque d’étre cotiteux en temps afin de délocaliser I’état de son endroit ini-
tial si cette localisation ne permet pas de minimiser 1’énergie. Nous avons toujours le probléme initial
de la mauvaise détermination de I’état propre lorsque la phase est trop oscillante. Cette difficulté est
visible au niveau de la phase qui reste assez mal déterminée et ’effet de la translation sur la phase n’est
pas nettement visible. La Figure [ZT1] donne la différence de phases entre celles associées au maillage
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non translaté et au maillage translaté respectivement de (1,0) et de (2,0) mais la mauvaise précision
de la phase ne permet pas d’y visualiser les résultats de la Proposition B4l qui précise qu’en effectuant
une translation de vecteur ¢ du domaine, la différence de phase entre les états fondamentaux vaut
exactement gx/\t. Ainsi, si B=10et t = (1,0), alors %x/\t = —bxg et sit = (2,0), %x/\t = —10xs.
La différence de phase est donc constante selon les abscisses et linéaire selon les ordonnées.

Présentons les résultats sur un maillage a 1328 éléments au Tableau et Figure et

FiG. 12.12 - Etats propres sur des maillages translatés, B = 10 Teslas, maillage & 1328 éléments.

F1G. 12.13 — Différence de phases des états propres, B = 10 Teslas, maillage & 1328 éléments.
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La convergence est beaucoup plus lente et I’énergie calculée plus élevée. Cela s’explique simplement
par le fait que les algorithmes de gradient conjugué n’ont pas convergé avec le nombre d’itérations
limité. La Figure [ZT3 donne la différence de phase comme précédemment.

Toutefois, les résultats sont meilleurs que ceux obtenus par la méthode standard comme le montre
la comparaison des résultats du Tableau et des Figures [CZ4], avec ceux du Tableau et
des Figures 210, Le module de I’état fondamental est presque le méme sur les trois maillages
translatés avec la méme énergie pour cette nouvelle méthode alors que les résultats divergeaient déja
beaucoup par la méthode standard de la Section

Appliquons un champ magnétique plus intense B = 30 Teslas et présentons les résultats au Ta-
bleau et Figure [2T4

7, 7, 7
12.9934 | 12.9952 | 12.9989

TAB. 12.6 — Energie associée 4 des maillages & 138 éléments translatés, B = 30 Teslas.

FIG. 12.14 — Etats propres sur des maillages translatés, B = 30 Teslas, maillage a 138 éléments.
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La difficulté de convergence de I’énergie apparait dés la translation de vecteur (1,0). La Figure [ZT3l
donne la différence de phases entre celles associées au maillage non translaté et au maillage respecti-
vement translaté de (1,0) et (2,0).

F1a. 12.15 — Différence de phases pour les états propres associés & des maillages translatés, B = 30
Teslas, maillage a 138 éléments.

Si nous augmentons davantage le champ magnétique, ’algorithme ne converge plus car, reprenant
I'expression (ZZ27) de la fontionnelle J,, nous avons J,(0) = HpVHH%Q(Q) —2B [, p* Ao - VO dx. Or si
le champ magnétique est intense, la localisation dans le secteur est plus accentuée (cf Théoréeme [@T)
donc p décroit exponentiellement vite en s’éloignant du coin. Ceci explique pourquoi la phase reste
mal déterminée. Le probléme semble mal conditionné et il faut envisager un préconditionnement.

Donnons I'exemple du triangle sur lequel U'effet de la translation est beaucoup plus visible. Com-
mencons par appliquer un champ B = 10 Teslas. Les illustrations du calcul numérique sont données
a la Figure [ZT06 Le calcul numérique donne la méme valeur pj, = 2.0414 sur les trois maillages
translatés. Visualisons effet de la translation & la Figure [ZT7 Les figures représentent la différence
de phases entre les maillages maillages ’T,? et Thl puis Tf? et ThQ

La Figure [LZT7 montre que chaque différence est constante selon des abscisses et linéaire selon les
ordonnées. Notons fy, 61 et 65 les phases associées aux états propres calculés respectivement sur le
maillage initial 7,0, le maillage 7;! translaté de (1,0) et le maillage 7,2 translaté de (2,0).

La Proposition Bdlmontre que la différence de phase vaut exactement —%x/\t. Or le champ magnétique
B est de 10 Teslas donc :

» Ory(00 —01) =5, (12.28)
Dy, (00— 02) =0, 9y, (Ao — 62) = 10. (12.29)

Nous retrouvons ces valeurs théoriques sur les calculs numériques et représentation des différences de
phase de la Figure [CZT7
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F1G. 12.16 — Modules, arguments du premier vecteur propre et convergence de la valeur propre, B = 10
Teslas, maillage & 138 éléments.

Fi1a. 12.17 — Différences de phases des états propres calculés sur des maillages translatés, B = 10
Teslas, maillage & 138 éléments.

Prenons un champ magnétique plus intense, B = 30 Teslas. Alors, il faut préconditionner le pro-
bléme par p?. La valeurs propres calculées sont données au Tableau [Z7 Les modules et phases des
états fondamentaux ainsi que la convergence de la valeur propre sont représentés a la Figure [ZT8 La
phase commence & étre mal déterminée. Visualisons toutefois I'effet de la translation a la Figure
qui représente graphiquement le coefficient %x At.
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Si nous souhaitons une précision plus importante sur la phase, le probléme devient trés mal condi-
tionné et 1’algorithme ne converge plus.

Proposons une critique de 1’algorithme. Lorsque l'intensité du champ magnétique augmente, le
module du vecteur propre devient de plus en plus petit a 'intérieur du domaine. Pour déterminer la

phase 6, nous minimisons la fonctionnelle J,(0) = / p*(|VO|> — 2B Ay - V) dz. Mais si le module p
Q

devient trop petit, la phase ne peut plus étre déterminée par minimisation. Le probléme persiste avec
préconditionnement.

Cette méthode n’est donc pas assez satisfaisante. Remarquons que nous sommes intéressés par
la valeur de I’énergie et la localisation du module. Nous n’avons donc pas besoin de connaitre avec
précision la phase et nous allons aborder le probléme de minimisation ([Z26]) différemment.

12.5 Une méthode plus robuste

La plus grosse difficulté est de déterminer la phase une fois déterminé le module qui est, comme nous
Pavons vu, trés petit a 'intérieur du domaine. Reprenons la formulation (TZ26]). Nous faisons donc
le cheminement inverse de 1’Algorithme Nous initialisons le calcul de la phase # du probléme de
minimisation J,(#) & partir d'un module p aléatoire. Ceci engendre une premiére phase 6 trés réguliere.
Ensuite, nous déterminons le vecteur propre p associé & ’opérateur Pg Ao, A T'aide de ce nouveau
p, nous résolvons le probléme de minimisation de J,(f). Le gros avantage est que quand le module p
est petit, il n’y a pas de probléme de détermination de phase car elle a été déterminée lors de I'étape
d’initialisation. En fait, la minimisation de la phase va essentiellement s’effectuer aux degrés de liberté
ol p n’est pas trop petit comme nous I’expliquerons par la suite.

Algorithme 12.9.

1. Calcul de la matrice de masse M.
2. Choix initial d’un vecteur p normalisé et d’un vecteur 6.

3. Détermination de 0 qui minimise, & ['aide d’une méthode de gradient conjugué, la
fonctionnelle :

J,(0) = / P*(IVO> —2BAy - V) da.
Q
4. Calcul, d’apres la relation (IZI3), de l’énergie associée a la fonction pe® :
= [ 95 +1(B Ao = D0}

5. Détermination de (up,p), état fondamental pour Png o=-V2+(BAy— V)2

6. Réitération avec le nowveau couple (p,0) jusqu’a ce que l’énergie py, converge.

Reprenons les mémes exemples que précédemment. Appliquons un champ B = 10 Teslas au
secteur angulaire maillé grossierement avec 138 éléments puis plus finement avec 1328 éléments. Nous
effectuons une approximation P?(7) avec une formule d’intégration d’ordre 5, en prenant comme
critére d’arrét un écart entre deux valeurs propres consécutives inférieur a 1074,
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Maillage a 138 éléments || Maillage a 1328 éléments
4.2137 | 4.2153 | 4.2149 || 4.2144 | 4.2238 | 4.2166

TAB. 12.8 — Energies pour des maillages translatés, B = 10 Teslas.
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Fi1a. 12.20 — Phases, modules du vecteur propre, convergence de la valeur propre et différence de

phases sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.
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F1a. 12.21 — Phases, modules du vecteur propre, convergence de la valeur propre et différence de
phases sur des maillages translatés, B = 10 Teslas.

Notons (p, Ok, ,u’fl)kzo,m le module, I'argument et la valeur propre calculés sur le maillage 7}1’“
Les résultats numériques associés & chaque maillage sont rapportés au Tableau qui donne les
estimations d’énergies (1F). Les Figures et [ZZT] représentent les phases (0;)r et modules (pg )
des vecteurs propres calculés ainsi que la convergence de la valeur propre en fonction des itérations.

La derniére ligne illustre les différences de phases respectives 8y — 01 et 0y — 0-.

Expliquons en détail ce que produit ’Algorithme au cours des itérations.
A la premiére itération, nous calculons une phase trés réguliére et comme nous avons initialisé une
valeur aléatoire de p, il n’y a pas de probléme de détermination de la phase par minimisation de la
fonctionnelle .J,. Ce premier calcul est donc aussi précis que voulu.
Nous calculons ensuite ’état fondamental p associé a 'opérateur P A, &laide de Algorithme
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Nous déterminons a nouveau 6 par la minimisation de la fonctionnelle J,. Nous appliquons une
méthode de gradient conjugué en initialisant 6 & la phase 6 calculée précédemment. La contribution
dans la fonctionnelle J,(#) des endroits ot p est trés petit est elle méme tres petite, donc il n’y a pas
de probléeme de minimisation dans cette partie du domaine. En effet, si nous notons €2, la zone ou
p < g, alors :

J,(0) = / P*(|VO> —2BAy - V) dox = / P2(IVO> = 2BAy - VO) dx + O(£?). (12.30)
Q O\ Qe

Autrement dit, la phase 6 reste quasiment constante aux endroits ot le module p est trés petit. Seules

interviennent les zones ou le module n’est pas négligeable. Le probléme de minimisation se réduit a

ces zones {2\ §2.. Par conséquent, seules les valeurs de la phase 6 dont les coordonnées sont dans €2\ €2,

vont étre modifices de fagon a réaliser le minimum. C’est pourquoi, au fil des itérations, les valeurs

de la phase restent constantes loin du coin et se «tordent» au niveau de I’angle de facon a minimiser .J,.

Il est important de noter que la phase peut étre trés oscillantes dans la région ou p est petit, ceci
ne posera pas de probléme pour la détermination du module. Seule la détermination de la phase dans
la région ot le module est localisé doit étre précise.

Les représentations des différences de phases des Figures et [CZ2T] illustrent vaguement le

terme —gx At. Pour la translation (1,0), ce terme vaut 5zg et pour la translation (2,0), il vaut 10z;.
Nous montrerons les résultats sur un domaine triangulaire ou I’effet d’une translation est nettement
plus visible.
Les valeurs propres ,uﬁ sont trés proches I'une de 'autre. Toutefois les valeurs propres calculées sur le
maillage plus fin sont parfois plus élevées parce que l'algorithme du gradient conjugué utilisé & deux
reprises pour la minimisation de la fonctionnelle J, et le calcul de la valeur propre généralisée n’a pas
convergé avec le nombre d’itérations donné.

Augmentons le champ magnétique & B = 30, B = 50 et B = 100 Teslas. Notons que les méthodes
précédentes montraient déja leurs limites pour B = 30 Teslas. Les résultats numériques sont décrits
au Tableau et aux Figures [222 223 MT224 2251 et avec les mémes conventions
que précédemment pour B = 10 Teslas. Nous ne représentons plus la convergence de la valeur propre
ni la différence des phases.

Maillage a 138 éléments Maillage a 1328 éléments

30 | 12.9965 | 12.9964 | 12.9954 || 12.6075 | 12.6084 | 12.6092
50 | 22.6233 | 22.6232 | 22.6233 || 21.0096 | 21.0101 | 21.0107
100 | 49.1604 | 49.1604 | 49.1605 || 42.1852 | 42.1857 | 42.1858

TAB. 12.9 — Energies pour des maillages translatés.

Les différences entre les valeurs propres estimées sur un maillage grossier et un maillage fin ont

deux explications :

— Les valeurs propres sur le maillage fin sont plus élevées lorsque le gradient conjugué n’a pas
convergé pour le nombre d’itérations donné.

— Les valeurs propres sur le maillage grossier deviennent tres largement supérieures aux valeurs
propres calculées sur le maillage fin quand le champ magnétique B augmente car la taille du
maillage est trop importante pour contenir toutes les informations que des localisations aussi
ponctuelles requiérent. Toutefois, les valeurs propres restent concordantes en comparant les



12.5 Une méthode plus robuste 139

résultats sur des maillages translatés de méme taille ce qui renforce l'idée que la différence

d’estimation entre maillage fin et large est uniquement due & la perte d’information provenant
de la taille du maillage.
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F1a. 12.22 — Arguments et modules du vecteur propre sur des maillages translatés, B = 30 Teslas.
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F1G. 12.23 — Arguments et modules du vecteur propre sur des maillages translatés, B = 30 Teslas.
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F1G. 12.24 — Arguments et modules du vecteur propre sur des

maillages translatés, B = 50 Teslas
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F1a. 12.25 — Arguments, modules du vecteur propre sur des maillages translatés,

B = 50 Teslas.
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F1G. 12.26 — Arguments et modules du vecteur propre sur des maillages translatés, B = 100 Teslas.
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F1a. 12.27 — Arguments et modules du vecteur propre

sur des maillages translatés, B = 100 Teslas.
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Notons qu’en augmentant le champ magnétique, ’état fondamental se localise de plus en plus vite
dans le coin du secteur comme le prévoit la théorie. Cette méthode est donc beaucoup plus robuste
que les précédentes pour lesquelles les résultats n’étaient plus cohérents dés B = 50 Teslas.

Reprenons ’exemple du triangle. Considérons uniquement le maillage a 163 éléments. Nous ap-
pliquons des champs B = 10, 30, 50, 100 et 1000 Teslas. Les estimations d’énergies sont regroupées
au Tableau [ZTI0l Pour chaque champ magnétique, nous notons encore (p, O, l‘]fi)kZO,L? le module,
I'argument et la valeur propre calculés sur les maillages 7,F. Les Figures [Z28, 229, et 23T
illustrent les résultats pour les champs respectifs B = 10, 50, 100 et 1000 Teslas. La premiére ligne
represente respectivement 6y, 01, 02, la deuxiéme pg, p1, p2 et la troisitme donne les différences de
phases 0y — 61 et 6y — 05. L’effet de la translation du domaine sur la différence de phases des états
propres calculées sur chaque domaine est bien mis en évidence. Comme le précise la Proposition B4l
la différence de phase vaut Bz At. Ainsi, les translations (1,0) et (2,0) engendrent une différence de
phases constantes selon les abscisses et linéaires selon les ordonnées avec une pente de gtl ou t1 vaut
respectivement 1 et 2. Les Figures [Z28 [229], TZ30 et M2Z3T mettent nettement en évidence cette
différence de phases.

De plus, le module associé & chaque champ magnétique se concentre de plus en plus dans 'angle le
plus petit du domaine. Cette localisation est particuliérement concentrée pour le champ B = 1000
Teslas : ’état propre est localisé sur 3 éléments du maillage.

N N I
10 2.0414 2.0414 2.0414
30 7.2163 7.2159 7.2141
50 12.0298 12.0298 12.0295
100 24.0935 24.0935 24.0932

1000 | 248.4943 | 248.4936 | 248.4942

TAB. 12.10 — Energie associée sur des maillages translatés.
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F1G. 12.28 — Arguments, modules et différence de phases du vecteur propre sur des maillages translatés,

B

10 Teslas.
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F1G. 12.29 — Arguments, modules et différence de phases du vecteur propre sur des maillages translatés,

50 Teslas.
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F1G. 12.30 — Arguments, modules et différence de phases du vecteur propre sur des maillages translatés,

B

F1G. 12.31 — Arguments, modules et différence de phases du vecteur propre sur des maillages translatés,

B
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Nous avons ainsi déterminé un algorithme invariant par translation, rotation et par changement
de jauge si la jauge est dans I'espace de discrétisation de la phase. En outre, cet algorithme est par-
ticulierement robuste et performant car les résultats restent tout & fait cohérents pour des champs
magnétiques trés intenses et donnent une localisation trés concentrée (uniquement sur 3 ou 4 éléments

pour les Figures [[2Z37] et [[Z26]).

Afin de valider ce modele, il faut estimer I’erreur commise entre la solution exacte et la solution
calculée numériquement. Pour cela, nous allons construire des estimateurs a posteriori locaux qui pré-
sentent l'avantage de donner les erreurs en chaque éléments du maillage.

De plus, nous avons constaté que les énergies calculées sur un maillage grossier différaient peu
des énergies calculées sur un maillage raffiné quand le champ magnétique n’est pas trop intense et
toute l'information est contenue au niveau de la localisation dans I’angle. Ceci suggére d’utiliser un
raffinement localisé afin de déterminer avec précision le comportement du vecteur propre au niveau de
sa concentration et de mailler grossiérement l’intérieur du domaine pour optimiser le temps de calcul.
Les estimateurs a posteriori permettront d’effectuer des raffinements localisés en nous indiquant les
zones ou le calcul manque de précision.






Chapitre 13

Raffinement de maillages

13.1 Construction d’estimateurs a posteriori

Il est important de pouvoir évaluer I'erreur commise en approchant 1’état fondamental. Pour es-
timer I’écart entre I’état fondamental exact et celui calculé par la méthode numérique, nous utilisons
un estimateur a posteriori. Mentionnons briévement les résultats obtenus. Cette étude se base sur les
travaux de Verfiirth [I00] et les démonstrations des résultats suivants sont données en Annexe [Al qui
fait I'objet d’un article.

Commencons par rappeler le principe et 'intérét des estimateurs a posteriori.
Nous souhaitons déterminer un critére qui permet de savoir, uniquement & ’aide des calculs numé-
riques de la solution et des données du probléme, si la solution numérique approche la solution exacte
avec une précision requise. Pour ce faire, nous construisons un estimateur a posteriori qui estime
localement, en chaque élément du maillage, ’erreur commise. Le grand intérét est donc de localiser
exactement ’endroit ou le calcul n’est pas assez précis et donc de permettre de raffiner le maillage a
ce niveau. Présentons maintenant ces estimateurs.

Soit 73, une triangulation de Q. Pour tout élément T' € 7Ty, nous noterons £(7'), 'ensemble des
arétes du triangle T', £}, o, 'ensemble des arétes internes, wr, I’ensemble des éléments ayant une aréte
commune avec 1. Supposons la triangulation réguliére : I’angle minimal de tout triangle de 7} est
minoré de maniére uniforme par une constante strictement positive indépendante de h. Alors, pour
tout T, 7" € Tp, sans sommet commun, et tout E € E(T), Z—; et ;LL—TT/ sont bornés uniformément.

Soit (up,up) une solution du probléme approché. Définissons l'estimateur a posteriori np pour tout
élément T de la triangulation 7p, :

2
=1 [ |-V —manl*+ Y ke [ fne Vaagule?. (13.1)
T EeE(T)NEn.q E

— La premiére intégrale estime 1’erreur commise sur la valeur propre.
— La deuxiéme mesure le défaut de la condition de Neumann au passage de chaque aréte.

Théoréme 13.1. Soient v et uy les plus petites valeurs propres des opérateurs continus et discrets de
vecteurs propres normalisés associés u € H}4(Q) et up, € P2. Il existe alors hy et des constantes ci, co
ne dépendant que du paramétre de régularité telles que les estimations a posteriori suivantes soient
vérifiées pour tout h < hqg :

1/2

|H—,Uh|+||U—Uh||H}BAO(Q) < a Z 7 ) (13.2)
TeT
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1/2

Smp < a{li—ml+ -l @) (13.3)
TET,

Démonstration : La preuve de ce théoréme fait ’'objet de l'article [28] présenté en Annexe [Al Men-
tionnons les étapes de la démonstration.

Nous commencons par donner une estimation a priori de I’écart entre la solution numérique et la
solution exacte du probléme. Les techniques classiques telles que le lemme de Céa ne sont pas ap-
pliquables ici car le probléme n’est pas linéaire. Nous proposons une estimation obtenue & 1’aide de
la décomposition dans une base orthonormée de vecteurs propres. Cette estimation fait ’objet de la
section

Munie de cette relation, nous adaptons les techniques de Verfiirth [I00] (cf section [AZ4)). O

Les estimateurs permettent d’améliorer les résultats numériques obtenus par I’Algorithme en
combinant celui-ci avec des techniques de raffinement de maillages. En effet, le Théoréme [31] établit
une «équivalence de normes» entre la norme de la différence entre la solution e>;acte et la solution

1/2
numérique |p — pp| + ||u — uhHHllBAO (@) et la norme des estimateurs Z 7 . Par conséquent,
TET,
si 'estimateur a posteriori nr est «grand» pour un éléments 7' du maillage, ’écart entre la solution
exacte et la solution numérique sera «grand» également. Cette remarque permet de mettre en place
un raffinement de maillage.

13.2 Applications au raffinement de maillage

Exprimons plus mathématiquement cette notion. Reprenons le Théoréme [l et la relation (I33]).
Donnons-nous une tolérance d’erreur € entre la solution exacte et la solution numeérique.
Si, en un élément T du maillage, I'estimateur d’erreur locale i est supérieur a &, alors :

1/2

c<m <Yy e (ln—ml+ e —wlly, o)
TET,

Modulo la constante co, ’écart entre la solution numérique et la solution exacte sera donc supérieur
ae.

Or, nr > € signifie que la solution numérique up, est mal calculée sur 1’élément T'. Nous allons donc
raffiner cet élément ainsi que tous les éléments 7T tels que N7 > € et recommencer le calcul numérique
sur le nouveau maillage.

Le critére de raffinement 17 < e n’est pas suffisant, il faut que I'ensemble des erreurs nr soit inférieur
a . Pour essayer de prendre en compte de maniére uniforme les contributions d’erreurs de chaque
élément, nous prendrons le critére suivant :

3

<
" vCard T

ot Card T est le nombre d’éléments du maillage. Si tous les éléments T' du maillage vérifient la condi-
1/2

(13.4)

tion (34, alors la somme des erreurs g n% est majorée par €. Nous avons ainsi obtenu un
TeTh
nouvel algorithme de calcul :
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Algorithme 13.2.

— Donnée d’un maillage initial Ty, o, d’un seuil de tolérance € pour les estimateurs a pos-
teriori.
Calcul d’une solution numérique (pn.0,uno = proe™0) a Uaide de I’Algorithme [[Z3.
= Calcul des estimateurs d’erreur a posteriori (nr)reT,, grace a lexpression (LZT).
1/2
Calcul de la norme n: = Z e
TET

- Tant que n > € :
— Construction d’un nouwveau maillage Tp, 1 a partir du maillage Ty o en raffinant les

VCard T

— Interpolation du module py o et de l'argument 0o de la solution up o donnée sur le

éléments T' € Ty, o tels que nr >

maillage Ty, o au nouveau maillage Tp, ;.
— Calcul des états propres sur le nowveau maillage Ty, 1 en initialisant I’Algorithme [[Z74
avec les interpolations de py o et O .
- Sin < e, la solution numérique a la précision requise.

Reprenons I'exemple du secteur angulaire. Considérons un secteur angulaire d’angle % tronqué
de maniére réguliére par une portion de cercle. Nous appliquons un champ B = 30 Teslas, utilisons
une approximation P2, une formule d’intégration d’ordre 5. Nous souhaitons une précision de 1073
pour le gradient conjugué et la recherche de valeur propre. Pour obtenir cette précision, nous seuillons
le nombre d’itérations proportionnellement au nombre de raffinements effectués en se limitant a 200
itérations pour le premier maillage.

Le Tableau 3] mentionne, pour chaque raffinement localisé, le nombre d’éléments du maillage, le
nombre d’inconnues, la valeur de ’estimateur global n et la valeur propre calculée.

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Lh
1 38 101 38.993385 | 15.572444
2 102 235 22.828768 | 13.815911
3 206 459 9.037603 | 12.826912
4 394 855 5.857042 | 12.670129
5 800 1699 2.240146 | 12.638226
6 1726 3593 0.792354 | 12.628898
7 3807 7826 0.272165 | 12.627361
8 8219 16742 0.104900 | 12.626788
9 15517 31446 0.060877 | 12.626605

TAB. 13.1 — Estimations pour un maillage raffiné localement.

L’évolution de ’estimateur d’erreur et de la valeur propre au cours des itérations est illustrée a
la Figure [l Représentons aux Figures 32, (33 34 33, M6, T3 [3.8 et 33, les solutions

obtenues & chaque raffinement. Ces figures donnent le maillage raffiné, la convergence de la valeur
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propre, la phase et le module calculés sur ce maillage & ’aide de I’Algorithme

La Figure montre que la convergence de la valeur propre n’est pas toujours décroissante car les
algorithmes n’ont pas convergé avec le nombre d’itérations autorisées.

Le dessin de la phase provient de 'interpolation assez grossiére utilisée. Décrivons I’interpolation uti-
lisée. Considérons 7, o un maillage donné, 6y une fonction définie sur ce maillage et 7;, ; un maillage
raffiné & partir de 7}, o, nous définissons 61 I'interpolée de 6 sur le maillage 7, 1 de la facon suivante :
la valeur de 81 en un degré de liberté d'un élément 77 du maillage raffiné est donnée par la valeur de
o en un sommet de I'élément T € 7j, o tel que T C Tp. Cette interpolation, trés simple, devient trés
mauvaise dés que la fonction varie beaucoup sur un élément.

16 T T T T T T T 10?

F1a. 13.1 — Convergence de la valeur propre et comportement de I'estimateur d’erreurs au cours des
raffinements localisés, B = 30 Teslas.

Le raffinement local s’effectue prinicipalement au sommet du secteur tronqué et secondairement
sur le bord du domaine. L’intérieur est maillé plus grossiérement. Ceci semble naturel et concorde
avec les résultats de Helffer-Morame [60]] dans le cas de domaines réguliers. En effet, ils démontrent
que I’état propre est localisé sur le bord du domaine et particuliérement aux points de courbure maxi-
male. A la vue des résultats numériques et comme nous le présenterons dans le cadre semi-classique
a la Partie [V ce résultat s’étend & des domaines & coin et les sommets jouent le role des points de
courbure maximale. Il semble ainsi que pour des domaines & coin, ’état fondamental se localise sur le
bord du domaine et plus précisément dans les plus petits angles; autrement dit, I’état propre décroit
exponentiellement avec 1’éloignement du plus petit angle du domaine et cette décroissance est plus
rapide & l'intérieur que sur le bord du domaine.

Reprenons maintenant l’effet d’une translation en reprenant les exemples du Chapitre [2 Nous
avons vu que la méthode de la Section dont ’Algorithme conservait les propriétés théoriques
de la Proposition B4 d’'une translation du domaine. Vérifions que le raffinement de maillage adapté
donné par I’Algorithme reste en accord avec cette proposition.

Commencons par ’exemple du triangle et reprenons les notations du Chapitre Appliquons
un champ B = 10 Teslas. Les résultats numériques sont donnés au Tableau [32 la Figure
donne les courbes de convergence des valeurs propres et estimateurs d’erreurs pour chaque domaine.
La Figure [3TT] représente les modules et arguments calculés numériquement. Le Tableau et la
Figure donnent les résultats pour un champ d’intensité B = 50 Teslas.
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Fic. 13.2 — Maillage initial.
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F1G. 13.3 — Premier raffinement.
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Deuxieme raffinement
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F1G. 13.4 — Deuxiéme raffinement.
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F1G. 13.5 — Troisiéme raffinement.
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Quatrieme raffinement Evolution de la valeur propre
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FiG. 13.6 — Quatriéme raffinement.
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F1a. 13.7 — Cinquiéme raffinement.
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Sixieme raffinement
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F1G. 13.8 — Sixiéme raffinement.
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F1G. 13.9 — Septiéme raffinement.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n h
1 163 372 1.168925 | 2.041564
70 2 482 1045 0.329242 | 2.041205
3 1176 2489 0.106249 | 2.041153
4 2354 4909 0.045770 | 2.041146
1 163 372 0.826858 | 2.041527
T, 2 442 961 0.109108 | 2.041219
3 906 1935 0.050529 | 2.041156
1 163 372 3.599589 | 2.041479
72 2 495 1064 0.440350 | 2.041174
3 1428 2981 0.152688 | 2.041145
4 3427 7034 0.059953 | 2.041141

TAB.

2.0417

2.0416

N
2.0415F

2.0414

2.0413

2.0412

*-—

13.2 — Méthode de raffinement adapté sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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FiG. 13.10 — Comparaison de convergence sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.

Fi1a. 13.11 — Modules et phases pour des domaines translatés, B = 10 Teslas.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n LR
1 3 12 262.086287 | 13.202949
3 23 64 122.998366 | 12.223680
5 191 446 35.893436 | 12.018062
Tho 6 550 1209 10.203401 | 12.014173
7 1587 3354 2.766665 | 12.014093
8 4482 9261 0.893997 | 12.014222
9 11798 24051 0.318784 | 12.014427
1 3 12 34.737910 | 13.202537
3 22 61 19.988556 | 12.223230
T} 5 175 398 2.373939 | 12.016305
6 493 1068 0.837109 | 12.013544
7 1275 2680 0.301925 | 12.013299
8 2926 6051 0.106554 | 12.013069
1 3 12 48.553076 | 13.201298
3 29 80 15.851469 | 12.217716
’1712 5 197 462 2.264669 | 12.017391
6 524 1153 0.754572 | 12.014109
7 1382 2919 0.256103 | 12.013840
8 3458 7143 0.104408 | 12.016798

TaAB. 13.3 — Méthode de raffinement adapté sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.
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Fi1a. 13.12 — Comparaison de convergence et modules des états fondamentaux pour des domaines

translatés, B = 50 Teslas.
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Reprenons maintenant ’exemple du secteur angulaire pour un champ B = 10 Teslas. Les résultats
numeériques sont donnés au Tableau [34 et Figure

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n h
1 46 120 15.215786 | 4.552592
3 277 609 2.105893 | 4.193782
70 4 686 1456 0.766860 | 4.187680
5 1793 3719 0.252199 | 4.185689
6 4243 8677 0.094167 | 4.185354
1 46 120 7.908436 | 4.552419
3 278 608 0.989488 | 4.192943
T} 4 673 1425 0.344241 | 4.187215
5 1608 3342 0.117039 | 4.185014
6 3138 6448 0.056726 | 4.185071
1 46 120 35.876423 | 4.552458
3 258 568 6.427819 | 4.202484
Th2 4 575 1223 2.353766 | 4.196257
5 1298 2708 0.710766 | 4.193429
6 2785 5727 0.244450 | 4.192656
7 5822 11878 0.093527 | 4.192523

TAB. 13.4 — Méthode de raffinement adapté sur des domaines translatés, B = 10 Teslas.

F1a. 13.13 — Comparaison de convergence et modules des états fondamentaux pour des domaines

translatés, B = 10 Teslas.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n LR
1 46 119 68.543904 | 25.386867
3 209 464 11.072079 | 21.305702
77 5 924 1949 1.916424 | 20.936193
6 2070 4277 0.611482 | 20.927274
7 4753 9712 0.214392 | 20.924749
1 46 119 90.235415 | 25.386869
3 187 418 39.960178 | 21.306047
T, 5 832 1761 5.817248 | 20.933972
6 1692 3513 1.829678 | 20.925067
7 3401 6984 0.578329 | 20.921944
8 6766 13779 0.204180 | 20.921244
1 46 119 633.122996 | 25.386867
3 185 414 103.013897 | 21.306879
T2 5 837 1772 63.846558 | 20.935280
7 4261 8722 5.806855 | 20.923204
8 9328 18941 1.778011 | 20.921732
9 23584 47619 0.577784 | 20.924083
10 51881 104444 0.204525 | 20.925244

TaAB. 13.5 — Méthode de raffinement adapté sur des domaines translatés, B = 50 Teslas.

— - Domaine initial
Dom:

aine translate de (1,0)
— - Domaine translate de (2,0)

— ~ Domaine initial

Fi1a. 13.14 — Comparaison de convergence et modules des états fondamentaux pour des domaines

translatés, B = 50 Teslas.
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L’Algorithme respecte donc bien effet d’une translation du domaine : la solution calculée sur
un domaine translatée est bien la translatée de la solution calculée sur le domaine initial.
Notons que la convergence est plus rapide lorsque le coin de plus petit angle est situé a ’origine car
la phase, gac At, est alors peu oscillante et plus facile a capter.

13.3 Comparaison avec un raffinement de maillages uniforme

Au lieu de faire un raffinement localisé dans 1’Algorithme [[32, regardons les résultats obtenus
en raffinant uniformément le maillage & chaque itération. Reprenons I'exemple du secteur angulaire
d’angle § tronqué de maniere réguliére, appliquons un champ B = 30 Teslas et utilisons une approxi-
mation P2, une formule d’intégration d’ordre 5, une précision de 10~2 pour le gradient conjugué. Le
Tableau donne les estimations & chaque raffinement uniforme.

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n L
1 38 101 39.711605 | 15.569330
2 48 125 22.754814 | 13.816984
3 70 171 14.493879 | 13.440501
4 193 428 8.227542 | 12.826351
5 522 1113 4.960995 | 12.687395
6 1349 2790 2.059195 | 12.641156
7 3593 7350 0.772448 | 12.630521
8 9583 19448 0.279150 | 12.627457

TAB. 13.6 — Estimations pour un maillage raffiné uniformément.

16 T T . T . T 10°

L L L L L L L L L L L L
2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

F1G. 13.15 — Convergence de la valeur propre et comportement de ’estimateur d’erreurs au cours des
raffinements uniformes.
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FiG. 13.16 — Maillage initial.

Premier raffinement
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F1G. 13.17 — Premier raffinement.
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Fi1G. 13.18 — Deuxiéme raffinement.
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Fi1G. 13.19 — Troisiéme raffinement.
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Quatrieme raffinement Evolution de la valeur propre
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Fia. 13.20 — Quatriéme raffinement.

Cinquieme raffinement Evolution de la valeur propre
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FiG. 13.21 — Cinquiéme raffinement.
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Fi1G. 13.22 — Sixiéme raffinement.
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F1G. 13.23 — Septiéme raffinement.
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Comparons les résultats entre la solution donnée par 1’Algorithme [32] avec un raffinement local
et la solution obtenue par un raffinement uniforme a chaque itération. Les convergences des valeurs
propres et des estimateurs d’erreurs sont regroupées a la Figure [3.24]

Comparaison des valeurs propres ) Comparaison des estimateurs a posteriori
T T

T T T T T
— Raffinement local — Raffinement local
— — Raffinement uniforme — - Raffinement uniforme

Fi1aG. 13.24 — Comparaison de convergence entre raffinement local et uniforme, B = 30 Teslas.

Pour les premiers raffinements, les deux méthodes sont comparables puis la convergence est beau-
coup plus rapide en utilisant un raffinement localisé. Remarquons notamment que les estimateurs d’er-
reurs sur les maillages raffinés uniformément sont du méme ordre que ceux obtenus sur des maillages
raffinés localement avec deux fois moins d’éléments.

Présentons au Tableau [[3 et & la Figure [32H 1a comparaison entre les méthodes de raffinements
uniforme et adapté, en demandant une précision de 10~% pour les algorithmes pour un champ B = 100

Teslas.

Raffinement uniforme Raffinement adapté
nombre nombre nombre nombre

éléments | inconnues n L éléments | inconnues n LR
49 128 34.991228 | 47.940496 49 128 34.986807 | 47.940487
71 174 21.908672 | 47.174134 123 284 13.941710 | 43.036317
189 418 21.194727 | 44.782769 258 575 9.329434 | 42.342831
517 1102 14.456221 | 42.631534 522 1129 6.596768 | 42.147602
1341 2772 8.903879 | 42.335228 1161 2456 2.671001 | 42.101837
3595 7348 4.157598 | 42.163657 2617 5420 0.916694 | 42.089301
9563 19404 1.560718 | 42.101186 6049 12372 0.310959 | 42.085453
12903 26200 0.125129 | 42.083751

TAB. 13.7 — Caractéristiques des raffinements uniformes et adaptés, B = 100 Teslas.

En augmentant le champ magnétique, ’avantage de la méthode avec raffinement adapté est encore

plus marquant.

Remarquons qu’il semble que la précision sur la valeur propre soit plus importante que celle donnée
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Comparaison des valeurs propres Comparaison des estimateurs a posteriori
48y T T 10 T T T

~ — Raffinement local — Raffinement local
N — — Raffinement uniforme — — Raffinement uniforme

47

461

45

44 -

43

42
1

Fia. 13.25 — Comparaison de convergence des valeurs propres et des estimateurs d’erreurs entre
raffinement local et raffinement uniforme, B = 100 Teslas.

par l'estimateur : il semble que 1’écart entre la valeur propre réelle et la valeur propre numérique soir
de P'ordre de n? et non de 7.

La méthode de raffinement de maillage adapté est donc particuliérement pertinente et performante
car elle permet de localiser les zones ou I'information du probléme est contenue et donc d’économiser
un temps de calcul important.

13.4 Estimation numérique de pu(«)

L’objectif de la méthode numeérique est d’étudier le comportement du bas du spectre p(a) de

I'opérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant d’intensité 1 sur un secteur angulaire
d’angle . Nous avons des informations par les estimations théoriques et la localisation est synthétisée
a la Section et aux Figures TTTl et Afin de préciser cette localisation, nous utilisons les outils
numeériques que nous venons de développer.
Comme nous I'avons mentionné en introduction du Chapitre[[2a la Section [[21] nous devons travailler
avec un domaine borné pour appliquer la méthode numeérique. Utilisant le Théoéme [l nous savons
que ’état fondamental est exponentiellement décroissant avec 1’éloignement du coin du secteur. La
Figure [CZT] montre la fagon d’approcher un secteur par troncature.

Regardons l'influence de la longueur L sur le bas du spectre, noté u(1,10,Q%), de Popérateur de
Schrodinger avec champ magnétique constant B = 10 Teslas sur le domaine Q%. D’aprés le Théo-
réme [T, ces valeurs u(1, B, QL) doivent étre presque égales & Bu(a) pour L assez grand. Appliquons
I’Algorithme [32 sur le domaine Q% avec o = 7 et en variant la longueur L de 3 a 12. Le Tableau
donne les estimations numériques obtenues sur chaque domaine. A un facteur 10~2 prés, nous obte-
nons les mémes valeurs propres, ce qui justifie la troncature & la longueur L = 3.

Nous déduisons de la Remarque que sur un domaine invariant par dilatation, le bas du spectre
de 'opérateur —VQB A, est linéaire selon 'intensité du champ B. Or le secteur angulaire {2, est invariant
par dilatation, donc, avec les notations précédentes :

w(l, B,Qy) = Bu(a). (13.5)
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L M(l,B,Qé) n L M(l,B,Qg) n

3 4.210210 | 8.692934e-02 8 4.210667 | 7.760738e-02
4 4.209743 | 6.859190e-02 9 4.211533 7.891650e-02
5 4.210368 | 5.960120e-02 10 | 4.209843 5.263493e-02
6 4.212980 | 8.724359e-02 11 4.212832 7.823086e-02
7 4.211606 | 5.510494e-02 12 | 4.214231 7.113600e-02

TAB. 13.8 — Effet de la longueur de troncature, B = 10 Teslas, a = 3.

Numériquement, nous ne calculons pas p(a) mais p (1, B,Q%). Regardons si la relation ([Z5) reste
valable en remplacant le domaine Q, par QL. Appliquons I’Algorithme au domaine QL avec un
angle o = %, une longueur L = 3 et un champ B qui varie de 10 a 100 Teslas. Les résultats numériques
sont donnés au Tableau et la Figure montrent que la valeur propre reste linéaire par rapport

au champ magnétique sur un secteur tronqué.

B M(l,B,Qg) n B M(l,B,Qg) n

10 | 4.210321 1.028763e-01 60 | 25.257497 | 1.992841e-01
20 | 8.420078 1.592870e-01 70 | 29.466119 | 1.155900e-01
30 | 12.629303 | 1.147825e-01 80 | 33.673688 | 1.301665e-01
40 | 16.837936 | 1.362848e-01 90 | 37.884002 | 1.463756e-01
50 | 21.048137 | 1.698584e-01 100 | 42.093906 | 1.454220e-01

TAB. 13.9 — Linéarité par rapport au champ B, a = %, L = 3.

45

1y (173)

Fi1G. 13.26 — Linéarité selon le champ magnétique.

Nous utilisons ces deux résultats pour donner une estimation de (). Nous ferons les calculs avec
un champ B = 10 Teslas pour lequel nous avons vu que le bas du spectre restait presque constant
selon I’endroit de la troncature.

Nous allons ainsi estimer u(a) en évaluant numériquement (1, B, QL) avec B = 10 Teslas et
L = 3 alaide de I’Algorithme [[32 Le Tableau regroupe les valeurs calculées. La Figure
compléte la Figure [Tl en y ajoutant les estimations numériques.
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angle valeur propre angle valeur propre
0.216770 1.163281 1.231504 4.598354
0.276460 1.516657 1.291195 4.699306
0.336150 1.819787 1.350885 4.794468
0.395841 2.099811 1.410575 4.884436
0.455531 2.365336 1.470265 4.965702
0.515221 2.614952 1.529956 5.041289
0.574911 2.849356 1.570796 5.090822
0.634602 3.069188 1.589646 5.115938
0.694292 3.272993 1.623156 5.150248
0.753982 3.465656 1.649336 5.178721
0.813672 3.644322 1.675516 5.204923
0.873363 3.810177 1.709026 5.239050
0.933053 3.965025 1.780236 5.321830
0.992743 4.110520 1.832596 5.346868
1.052434 4.245068 1.888097 5.390835
1.112124 4.370848 2.067168 5.500348
1.171814 4.487640 2.094395 5.507900

TaB. 13.10 — Estimations du bas du spectre selon ’angle.
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F1G. 13.27 — Localisation et estimations numériques de u(c).
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Les estimations numériques concordent trés bien avec les résultats théoriques. Pour les petits
angles, ’asymptote p = % est respectée. De plus, ceci conforte la conjecture de la croissance de u(a)
pour «a €]0,x]. Cette conjecture est présente dans la littérature physique [47, 94] mais ne semble pas
démontrée jusqu’a présent.

Notons une limite des estimations numériques pour des angles proches de m. Dans ce cas, la
convergence de la méthode est beaucoup plus lente et difficile.

13.5 Localisation de I’état propre dans un domaine quelconque

Nous utilisons I’Algorithme [[32 sur divers domaines avec un seul coin d’angle minimal et nous
appliquons un champ B = 10 Teslas. Pour les calculs numériques sur ces différents domaines, nous
prenons une approximation P2, une formule d’intégration d’ordre 5.

Pour évaluer la robustesse de la méthode proposée, nous appliquons I’Algorithme [ aux maillages
courants de la Figure

YAVAVAYVAN
AP/ AVAVAVAVAY)
AVAVAVAVAVAY,

ORRER

FiG. 13.28 — Maillages initiaux.

Chacune des pages suivantes présente les résultats numériques pour les maillages courants de la
Figure Les tableaux résument les données numériques associées a la solution calculée & chaque
raffinement. Les figures présentent les convergences de la valeur propre numérique et des estimateurs
a posteriori ainsi que le module de I’état fondamental .
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Commencons par un triangle isocéle.

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n LR
1 1 6 308.875800 | 2.732378
2 7 24 59.346408 | 3.270049
3 21 60 35.294362 | 3.147853
4 68 167 16.370363 | 3.106369
5 201 456 5.455219 | 3.102015
6 580 1249 1.812983 | 3.101103
7 1553 3252 0.611276 | 3.101415
8 3983 8180 0.214650 | 3.101855

TAB. 13.11 — Données numériques pour le triangle isocéle.

Convergence de la valeur propre Convergence des estimateurs a posteriori
T T T 10 T T T T T T

27 L L L L L L L L L L L L
1

F1a. 13.29 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

Fi1G. 13.30 — Module de 1’état fondamental.
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Prenons maintenant ’exemple d’un quadrilatére.
nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n Lh
1 68 165 19.152135 | 2.835027
2 129 304 11.394829 | 2.793167
3 243 550 3.762476 | 2.736650
4 510 1115 1.356777 | 2.731465
5 1061 2246 0.434595 | 2.730693
6 2317 4824 0.148194 | 2.730754
7 4863 9996 0.058738 | 2.730782

TaB. 13.12 — Résultats numériques pour le quadrilatére.

Convergence de la valeur propre

Convergence des estimateurs a posteriori

2.84 T T

FiG. 13.31 — Convergence de la

valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.32 — Module de I’état fondamental sur un quadrilatére.
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cotés.

ad

Considérons un domaine

[th
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7.351830 | 4.276573
3.174105 | 3.997307

1.248583 | 3.961637

0.505628 | 3.952690

0.187081

0.080873 | 3.949768

nombre
d’inconnues

29
74
194
018
1434
3323

nombre
d’éléments

10

29

83
237
679
1604

raffinement

TaB. 13.13 — Résultats numériques sur un pentagone.

Convergence des estimateurs a posteriori

Convergence de la valeur propre
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F1a. 13.33 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.
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F1G. 13.34 — Module de I’état propre pour un pentagone.
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Raffinement de maillages

nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n LR
1 18 51 1158.880844 | 4.182646
2 33 88 16.149858 | 4.146704
3 76 183 6.843731 3.975409
4 184 415 2.626246 3.959261
5 502 1077 0.981198 3.950636
6 1332 2781 0.349618 3.950036
7 3261 6698 0.121670 3.949378
8 6429 13088 0.063152 3.948942

TAB. 13.14 — Résultats numériques & chaque raffinement.

Convergence de la valeur propre
T T

Convergence des estimateurs a posteriori
T T

L
1 2

L L
3 4

L L
6 7 8

F1G. 13.35 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.36 — Localisation de I’état fondamental.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n L
1 30 83 18.999110 | 3.767658
2 58 151 12.903821 | 3.572054
3 126 301 4.879399 | 3.505253
4 270 605 1.889506 | 3.493238
5 621 1336 0.656407 | 3.489856
6 1483 3094 0.232998 | 3.489374
7 3259 6702 0.089702 | 3.489386

TaAB. 13.15 — Résultats numériques selon le raffinement.

Convergence de la valeur propre , Convergence des estimateurs a posteriori
T T 10°

3.45 L L L L L 102 L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

F1a. 13.37 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.38 — Localisation de I’état fondamental.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n L
1 61 162 18.613669 | 3.272972
2 134 333 9.898006 | 3.204738
3 271 646 4.250593 | 3.109048
4 547 1244 1.332782 | 3.103143
5 1158 2511 0.480967 | 3.103391
6 2472 5213 0.168166 | 3.103409
7 4901 10152 0.067385 | 3.103463

TAB. 13.16 — Données numériques associées au domaine en forme d’étoile.

10°

Convergence de la valeur propre
T T

10'

t t t L L L L L
2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

F1a. 13.39 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

25

15

Fi1aG. 13.40 — Localisation de ’état propre.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n L
1 126 293 24.244864 | 2.103733
2 259 584 10.091428 | 2.065490
3 491 1090 3.723521 | 2.032816
4 939 2022 1.289144 | 2.023636
5 1813 3834 0.486839 | 2.022026
6 3576 7439 0.207868 | 2.024557
7 6436 13235 0.121855 | 2.023883

TAB. 13.17 — Données numériques pour un domaine quelconque.

2
Convergence de la valeur propre 10
T T

L L L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

F1a. 13.41 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.42 — Localisation de I’état fondamental.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n LR
1 220 497 1503.590682 | 5.601086
2 386 847 13.156766 | 3.672363
3 672 1441 6.679298 3.504339
4 1135 2404 2.629922 3.482447
5 2001 4182 1.029691 3.479574
6 3626 7501 0.341722 3.479124
7 6905 14140 0.131965 3.479168

TaAB. 13.18 — Données numériques a chaque raffinement.

Convergence de la valeur propre
T T

L L
2 3

25

15

L L L
4 5 6

7 1

L
3

L L
5 6 7

F1a. 13.43 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.44 — Localisation de I’état fondamental.
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nombre nombre
raffinement | d’éléments | d’inconnues n LR
1 76 195 112.528040 | 5.658344
2 157 358 76.093477 | 5.521041
3 368 795 45.994217 | 5.492665
4 909 1908 15.710266 | 5.484079
5 2222 4583 4.878483 | 5.482254
6 5675 11566 1.545591 | 5.480994
7 13849 28024 0.516508 | 5.529037
8 27234 54919 0.287226 | 5.573177

TaB. 13.19 — Données numériques a chaque raffinement.

Convergence de la valeur propre
T T T

Convergence des estimateurs a posteriori
T T T

L L L
2 3 4

L L
5 6

7 1

L L L
2 3 4

L L
5 6 7

F1G. 13.45 — Convergence de la valeur propre et des estimateurs d’erreurs.

F1G. 13.46 — Localisation de I’état fondamental pour un domaine régulier dont le bord présente un
seul point de courbure maximale.
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Dans ce dernier exemple, la convergence des estimateurs d’erreurs est difficile & améliorer mais
I’algorithme a déja convergé pour la valeur propre. Ce domaine, raccordement d’une demi-ellipse et
d’un demi-cercle, permet d’illustrer le résultat de Helffer-Morame [60] qui montre la localisation de
I’état fondamental aux points de courbure maximale pour les domaines réguliers. De plus, la décrois-
sance est plus rapide vers l'intérieur du domaine que sur le bord du domaine.

Nous avons ainsi trouvé une méthode robuste, performante qui tient compte de la géométrie du
domaine et raffine les endroits pertinents du domaine. Comme nous I’avons souligné au début de la Sec-
tion[[Z4), nous n’avons pas justifié ’équivalence des deux problémes de minimisation ([Z23)) et (CZ24) ;
toutefois les résultats numeériques et les mesures d’erreurs laissent penser que p(B,Q) = a(B,2) et
justifient pleinement l'intérét porté a la formulation ([Z2Z).

Notons toutefois qu’il semble que la convergence de la valeur propre soit de I'ordre de 7> et non
7. Ceci concorderait avec les estimations de Heuveline-Rannacher [64] qui proposent une autre forme
d’estimateurs basés sur la méthode de Galerkin.



Quatriéme partie

Asymptotique a grand champ magnétique
pour les domaines a coins
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Quatriéme partie

Asymptotique a grand champ

magnétique pour les domaines a coins

Cette partie est consacrée a la généralisation des résultats de Helffer-Morame [60)] sur les estima-
tions d’énergie et la localisation de 1’état fondamental pour l'opérateur de Schréodinger avec champ
magnétique variable sur un domaine régulier. Nous avons rappelé une partie de ces résultats au
Théoréme [L3 En introduction, nous avons expliqué briévement la démarche de Helffer-Morame pour
obtenir les estimations pour un domaine régulier et vu la nécessité d’étudier 'opérateur de Schrodinger
avec champ magnétique constant sur un secteur angulaire pour généraliser les résultats & un domaine
a coins. Les Figures et [L4A schématisent les domaines modeéles a étudier.

Nous utilisons 1’étude précédente sur ’opérateur de Schrédinger avec champ magnétique constant
sur un secteur angulaire pour analyser le bas du spectre de P, 4 sous les hypothéses :

(H1) Le domaine Q est un polygone curviligne borné de R? (cf Définition 1.4.5.1, p. 34 [52]). Le
bord I' de 2 est de classe C*° sauf aux sommets Si, ..., Sy. Nous notons «; ’angle en S;.
(H2) Le potentiel magnétique A est a rotationnel B strictement positif.

Nous définissons :

(Hs) b= inf B(z) et ¥’ = inf B(x).
zeQ €02

Le Chapitre [[d étend ’estimation d’énergie (CI4) & des domaines & coins et met en évidence
I’influence d’un coin sur le niveau d’énergie. Le Chapitre est consacré a la localisation de 1’état
fondamental et montre notamment la concentration exponentielle de premier vecteur propre dans les
coins de plus petit angle pour un champ magnétique constant. Une démarche heuristique est également
présentée pour préciser la localisation dans un polygone régulier. Le Chapitre [[6l propose un résultat
de simplicité de p(h, B,§2) en supposant le minimum min(u(e;),j = 1,..., N) atteint en un unique
sommet et le champ magnétique C(l)nstant. Nous présentons un calcul formel suggérant I’existence d’un
développement en puissance de h2 de u(h, B,Q).







Chapitre 14

Estimations d’énergie

14.1 Localisation par partition de I'unité et changements de variables
et de jauge

Pour justifier les estimations d’énergies que nous allons proposer, nous utilisons différentes tech-
niques présentées ci-apres.

14.1.1 Localisation grace aux partitions de 'unité

Soit () une partition réelle localement finie de 1'unité de R? dont les supports sont inclus dans les
boules B(z;,1) et telle que :

J

dxi=1, > |[vylP<c. (14.1)
j

Soit p un parametre tel que 0 < p < 1. Un changement d’échelle et une restriction de la partition de
R? 3 Q, polygone curviligne borné de R? de sommets Sy, ..., Sy, donnent une partition de 'unité sur
Q) vérifiant les conditions de la proposition suivante :

Proposition 14.1. Soit 0 < p < 1. Il existe une constante C telle que pour tout eg, il existe une
partition X? réelle de ) satisfaisant :

SIGP =1, (14.2)

J
DIVXIP < Cegtht, (14.3)
j

soit supp(x”) N oQ = 0,
supp(x?) C B(zj,e0h”) avec ¢ soit supp(xi?) N{Sk,k=1,...,N} =0 et z; € 00, (14.4)
soit z; = S;.
(en changeant les indices j de la partition, nous supposons que z; = S; pour j=1,...,N).

Notons une propriété qui découle immédiatement de la dérivée de I'équation ([Z32) :

ZX?(VX?) =0. (14.5)

Grace a la propriété ([[Zd]), nous découpons les fonctions en une partie faisant intervenir le bord,
I'autre 'intérieur du domaine. Nous séparons les indices en trois parties :

smt:={j| z; = S;}, bd:={j| z; € 0Q\{Sk,k=1,...,N}}, int:={j| z; € Q}. (14.6)
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Nous avons ainsi :

IEDI O

j int bd smt

Cette séparation des indices et le Lemme BI0 conduisent & la relation suivante valable pour tout
ue H ,17 A4(Q)

gnao(m) =Y anaoldu) + Y anaoldu) + Y anaaldu) = b2 IV lullfzg)  (147)
b :

smt int J

14.1.2 Changement de variables

Lemme 14.2. Soit € assez petit pour que QN B(z,€) ne rencontre aucun sommet, alors il existe des
constantes C, Cy et hy telles que pour tout point régulier z € 9\ {S1,...,Sn} et tout h €]0, hy], la
forme qn,a.o(u) peut se récrire pour une fonction u € H} () a support dans un voisinage QN B(z,¢)
du point z :

qh,A,Q(U)Z/RX]R+ > gri(@) <h@ —iAkﬂ> (hg—a —ifllﬂ) Vdet g(%) di,  (14.8)

T T
1<k,1<2 O t

ot @ et A se déduisent de u et A par changement de variables, g(%) = dydit(Z) en désignant par
le changement de variables envoyant un voisinage de 0 dans R x RT sur un voisinage de z dans € et
gk, les coefficients de la matrice g.

De plus, si u est une fonction a support dans B(z,eoh?), alors :

(1 - Cleohp)qh,f\,RX]R"‘ (u) < qh7A7Q(u) < (1 + Clgohp)qh,fl,RXR‘* (u) (149)

Démonstration : Soit z un point de 2\ {S1,..., Sy} et ¢ un C* diffeomorphisme d'un voisinage de
(0,0) dans R x R™ dans un voisinage de z dans € tel que :

¥(0,0) = z, (14.10)

Notons (z1,x2) les coordonnées dans € et (Z1,Z2) les coordonnées dans R x RT alors (z1,72) =
(%1, Z2). Le changement de variables donne un nouveau potentiel magnétique A vérifiant :

Aidxy + Asdzy = fildfl + figdig. (]_4:12)

2

() dx

Récrivons maintenant la forme quadratique g, 4.0(u) dans le nouveau repeére.
ou
h— —iAju h— —iAsu

2
_ di + /
an,a0(w) /Q Py (z) dx "o
/ ' O 071 | 0 0% . 0% .. 0%
RxR+

ou

2

he— =t 4 h=— e — A =— i — Ay ==
81’1 31‘1+ ({9@2 8.%'1 ! 131‘1u ! 28.%'1u

~ o~ ~ o~ ~ ~ 2
p 2000y O 0Ty iﬁl%a—iﬁz%a
2

+ 81’1 31‘2 81’2 31‘2 8.%'2

} \Jp(2)] dE,  (14.13)

en effectuant un changement de variables et en utilisant ([ZI2). Notons ¢(Z) la matrice :
g(ic) _ 8.%'1 31‘2 31‘1 31‘1 31‘2 8.%'2
31‘1 31‘1 31‘2 8.%'2 8.%'1 31‘2

(14.14)
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Reprenons le calcul de g5 4.0(u) en développant le carré du module puis en regroupant les termes,
alors, pour toute fonction v € H} ,(€), la forme g;, 4.0(v) se récrit :

qn.A0(v / Z 9k (Z <ha— —2Aw> (ha—z) —2}21117> Vvdet g(z) dz.  (14.15)
RxR+ 0y, 0Ty

1<k,1<2

Supposons maintenant que u est & support dans une boule B(z,e9h?). Grace aux relations ([ZI0)
et (IZIT), nous effectuons un développement limité de gy, et \/det g(Z) quand h tend vers 0 afin
d’approcher g, 4 o(u) par thRX]R+( @). Les hypotheses ([IZIM) et (IZTII) montre que ¢g(0,0) =1 et
det ¢(0,0) = 1. Appliquons la formule de Taylor a 'ordre 1. Les dérivées de g et de det ¢ ne font
apparaitre que des dérivées d’ordre 2 de 1. Il existe alors une constante C7 qui ne dépend que des
normes infinies de v, de ses dérivées premiéres et secondes telles que :

|gk.1(Z) — Ox1| < Creoh” (14.16)

IV/det g(2) — 1| < Chegh. (14.17)

Cette constante Cy dépend a priori du point z mais le bord du domaine est compact et nous avons sup-
posé qu’en chaque sommet S;, le bord du domaine est I'intersection de deux courbes C'°° prolongeables
de manieére C* au-dela du sommet S;. Donc nous pouvons choisir la constante C7 indépendamment
du point z. Il suffit de reporter ces développements limités dans ([ZI5)) pour aboutir & (). O

Lemme 14.3. I existe des constantes C, Cy et hg telles que pour un sommet S; de €2, nous récrivons
la forme g, 4,0(w) pour une fonction u € Hi 4(Q) a support dans QN B(S;,€) avec e < d(S;, Sk) pour
tout sommet Sy, # S :

qn,.A0(u / Z 91 (Z (hﬂ —zAku> <h§—u —zAlu) Vdet g(z) dz, (14.18)

X
@y 1<k 1<2 Lk !

ot 4, A se déduisent de u, A par changement de variables et la matrice g de coefficients gk, vient
du changement de variables envoyant un voisinage de 0 dans (o, sur un voisinage de S; dans 2. De
plus, si u est une fonction a support dans B(S;j,e0h?), alors :

(1- C’lsoh”)qhﬁyg% (w) < gnao(u) < (1+ Creoh’)q;, 10, (W) (14.19)

¥

Démonstration : Soit S; un sommet de €. Choisissons un repére tel qu’au voisinage de S;, origine
du nouveau repére, il existe deux fonctions C°, 1)1, 19, définies sur [—e,¢] (¢ assez petit pour que
QN B(S;,¢€) ne rencontre aucun sommet) vérifiant :

1(0) = 0,12(0 ) = (14.20)
P (0) = —tan ' x1,¢2( ) = tan% 1, (14.21)
QN B0,e) = {x € R?|z1 > 0,91 (x1) < @2 < ha(z1). (14.22)

Deéfinissons l'application ¥ au voisinage de (0,0) dans Qq,; par :

Yoy 1) = (wg(x;za;g(m)’m  tho() ;-T,Z)l(m)) (i1, 52). (14.23)
5
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Remarquons que ce C*°-difféomorphisme envoie un voisinage du point (0,0) de © sur un voisinage du
point (0,0) dans ;. En calculant la différentielle d¥,, nous déduisons :

Py(x1) — ¢i(9€1)2 \%(901)\2—\%(901)!2

2tan 4tan I
r):=d¥, dV = 2 14.24
o b Ry 1 429
4tan7

Notons G l'inverse de g, alors, le changement de variables ¥ ! permet d’exprimer la forme qn.A0(u) :

0 v —~ .
qn,A,0(v / Z Gr(z <h(9—vk —zAm;) <h(9—l —2A1v> Vvdet G(z) dz.  (14.25)

a5 1<k, 1<2

Supposons maintenant que u est & support dans une boule B(z, 60h"). Les relations ([Z20) et (TZ21)
permettent d’effectuer un développement limité de Gy ; et \/det G(Z) quand h tend vers 0 afin d’ap-
procher g, 4.0(u) par g, ARXR+( @). Pour cela, nous calculons le determmant de g :

2 - <|¢/1($1)|2 _ |¢é($1)|2>2 ) (1426)

(e}
4 tan =3

det g(x

‘7/)2 7/)3(331)
2tan

Remarquons que ¢(0,0) = 1 et det g(0,0) = 1. Appliquons la formule de Taylor & l'ordre 1. Soit
x1 €0, ¢l il existe deux points y1, 71 €]0, €[ tels que :

T o7 ~
Yy (z1) = — tan 7] + 2197 (y1) et P5(z1) = tan 7j + 2195 (G1). (14.27)

Du calcul de 4 (x1) — ¥ (1) et [¢](z1)]? — [ (21)|?, nous déduisons qu'il existe une constante Cy ne
dépendant que de 1 et 1o telle que :

|Gra(z) — Oka| < Cregh? (14.28)

I\/det G(z) — 1| < Cheoh?. (14.29)

Cette constante C7 dépend a priori du sommet .S; mais comme le nombre de sommets est fini, nous
pouvons choisir la constante C7 indépendamment du sommet S;. Le report de ces développements

limités dans ([Z25)) conduit & (TEI). O

14.1.3 Changement de jauge

Donnons-nous un point z € 2. Pour alléger les notations, nous définissons :
Ve e Q, dxp:=axp — 2, k=1,2, (14.30)

ainsi que le potentiel linéaire associé a ce point :

—5$1

Vr € Q, AU (z): = %B(z) < 02 > . (14.31)

Nous effectuons un changement de jauge de maniére & ce que la partie linéaire du nouveau potentiel
permette de retrouver le potentiel Ag étudié dans la partie précédente.
Le potentiel A" défini en (IZ31) a donc méme champ magnétique que la partie linéaire, notée AW,
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du développement de Taylor de A. En se référant au développement limité de A4, nous déterminons

expression de A1) par ses composantes Agl) et Agl) :

a 0A; 0A;

A7 = Ai(z) + e (2) dz1 + . (2) dz2, (14.32)
O 0A9 0As

Ay = As(z) + e (2) dz1 + . (2) dxa. (14.33)

Nous définissons également la différence A':= A — AD | D’apres D'estimation du reste d’un dévelop-
pement de Taylor de degré 1 et les définitions des potentiels A1) et A’ :

A—AY| = |4 < Clz — 2%, (14.34)
~ 2 2
en prenant comme constante C: = sup sup < ﬂ(m ‘ , 0" Az (x) ) . Soit ¢ un polynéme de degré
zeQ Jrk a.%']a%'k ijaxk
au plus 2 tel que :
: 1
AN (2) — dp(z) = A™(z) = =B(2) ( 022 ) : (14.35)
2 —5$1

Nous pouvons choisir pour le polynéme ¢ :

¢($1,$2) = A1(2)5$1 + A2(2)5$2
—f—% (8:,31A1(z)(5x1)2 + 8x2A2(Z)(5$2)2 + (&TQAl (Z) + axlAg(Z)) 5$1(5$2) .

Définissons désormais Apey: = A — d¢. Par construction des potentiels AL, A" A/ A, et du
polynéme ¢ :

Apew = A—dp=(AY —dp) + (A - AD) = A + A, (14.36)

Ainsi, selon (434 :
-Anew(z) = 0, (1437)
’A,‘ = ’Anew - Azm‘ < C".%’ - 2‘2- (14.38)

Pour toute fonction v € H%,A(Q)’ nous définissons la fonction vy € HAA(Q) ;

_.®
Vph =€ 'mv alors  gnaa(v) = qh, A, (Vsn)- (14.39)

Décomposons Ay, sous la forme A“" 4+ A’ et tenons compte du changement de jauge :

. 2
qhan(v) = /g)(‘(hazl—ifl{m)% )dx

+2 Re z/ <(h(3x1 — i A vy Alvg 4 (hOy, — iAgi”)v¢A'2v¢> dx
Q

2 i
+ ((ham — i ALY,

+/ (JALvg|* + |Abvg)?) da. (14.40)
Q
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14.2 Minoration du bas du spectre

Proposition 14.4. Considérons un domaine 2 et un potentiel A vérifiant les hypotheéses (Hy) et
(Hz). Alors, avec les notations (Hs), il existe hg > 0 et Cp > 0 tels que pour h < hg :

w(h, B,Q) > h inf (b O, ilanM(aj)B(sj)> — Coh®/*. (14.41)

Démonstration : Le principe du min-max exprime u(h, B,Q) a l’aide du quotient de Rayleigh
Rp a0

plh, A, Q) = inf Rpa0(u) avec R a0(u) = n,A0(1)

A, . (14.42)
u€H} 4(Q)uz0 HUH%Q(Q)

Nous allons donc minorer gj, 4 o(u) pour toute fonction u de H, % 4(2). Pour cela, nous utilisons une
partition de I'unité qui permet de localiser les estimations a effectuer et distingue la contribution de
I'intérieur du domaine et du voisinage du bord.

Rappelons la relation ([Z1) valable pour tout u € H. % FRUE

gnao(w) =Y anaoldu) + Y anaoldw) + D anaalu) =Y |V lullfzq).  (14.43)
smt int bd 7

Gréce a cette écriture ([ZZ3), deux types d’erreurs apparaissent : les erreurs d’approximation qui sont
d’autant meilleures que la localisation est importante (ce qui suggére une partition treés fine), et les
erreurs de localisation dues au dernier terme de ([ZZ3) (qui sont & 'opposé des précédentes). Pour
minorer g, 4.0(u) ot u € H,ll’A(Q), nous étudions chacun des termes de ([Z43]).

e Etude du terme hZZH |VX;~1| u||%2(9)

j
Par hypotheése sur la partition de 'unité (et notamment la relation ([Z3))), il vient :

RSV w2y < B2l || SDIVP| | < O llullZagy.  (14.44)
J J 00,02

L’erreur est donc d’autant plus faible que le support des fonctions de la partition est dans des boules
de rayons pas trop petits. Pour que I'erreur soit acceptable, il faut que 2 — 2p > 1, soit p < 1/2.

e Etude du terme ZQh7A7Q(X?u) :
nt
Soit v € C§°(R2), alors par définition des commutateurs et du rotationnel de A, nous avons :

[hDy, — A1, hDy, — AsJv =i h B v. (14.45)

Cette relation sur les commutateurs, la densité de C§°(Q) (restriction a 2 des fonctions de C§°(R?))
dans H(Q) (cf [52]), Pinégalité de Cauchy-Schwarz et la majoration 2|ab| < |a|? + |b? conduisent &
une minoration de la forme Qh,A,Q(X?U), pour tout u € H,%A(Q) = HY(Q):

h [ Bla) b @Plue)? do < g aa(do). (14.46)
Q

Par sommation sur les termes intérieurs,

> anao(u) > hZ/ )X ju(z)da. (14.47)

int int
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o Etude des termes Y g, 40(x}u) et Y ana0(ju) :
bd smt
Pour estimer g, AA’)(X?U), avec j € smt U bd, nous nous ramenons localement & I’étude du demi-

plan R x R* ou des secteurs angulaires selon que j € bd ou j € smt. Soit z un point du bord 99 de
coordonnées (z1, z2). Reprenons les changements de variables de la Section [Z T2 et les changements de
jauge de la Section [T afin d’étudier g, _4 o(v) avec v & support dans B(z,eoh?). Alors nous pourrons
minorer le terme qthvg(X?u) oll uj: = X?u est a support dans B(z;,eoh”). Selon la définition

de vy p, nous obtenons la relation ([[ZZ0) mais le terme / (|Ajvg)* + |AQvg|?) do dans (TZAM) est
Q

positif. Cette positivité permet de minorer g, 4 0(v) :

@h,4.02(V) > G avin o(vg) — 2 Im / (102, — ATy ATy + (hDa, — 1AS™ )0, Aq0y) . (14.48)
Q

Majorons maintenant le terme / (hOy, — iA™)vyAl vy dz| en utilisant une inégalité de Cauchy-
Q

Schwarz et I'inégalité 2|ab| < n|a|? + %\b\Q avec 1 = h?? il vient :

< _/ ‘ (hdy, — iAG™) %‘ dw—i——/ {A;%{ dzx. (14.49)

/(h@ac,C — i AM, Alvg dr
Q

En outre, la relation ([Z38)) et la taille du support de v conduisent a la majoration :
/Q (|A/1v¢|2 + | Abvg)?) dx < C~'2/Q |z — z|Yo(x)]? de < C~'2eéh4p||v||%2(m. (14.50)

Regroupons ces différentes inégalités ([Z4Y), (IZ00) dans ([ZZ8) pour obtenir :

Gh,A.0(0) = (1= h*)g, aein o(vg) — CPgh™ > [[0][72 () (14.51)
Les changements de variable de la Section dont les effets sont mentionnés aux Lemmes et
T2 avec en particulier les relations ([ZH) et ([ZIU), permettent d’écrire :

Gp,atin 0(Vg) = (1= Creoh”)gp acin o, (V)

¢
> (1= Cegh”) h pla / lv(z)|? da. (14.52)

. . . h . N
Reprenons maintenant les relat1on§ ([]IE[]) et ([Z52) en remplagant v par la fonction xju qui est a
support dans la boule B(z;,e0h”), il existe alors une constante C' > 0 telle que :

ha0(xiu) > (1 — Ch* — Cegh?)hu(oy)B(z)) /Q IXul? do — Cegh®™ 2|y ul|?. (14.53)

e Minoration de g, 4 0(u) :

A Taide des minorations ([ZZd)), (IZZ7) et ([[Z53), cherchons une minoration de gn 4o(u) pour
u € H} ,(€). Notons que p(m) = ©p afin d’évaluer ([ZR3) pour les éléments du bord qui ne sont pas

des sommets. Il existe une constante C' positive telle que pour tout v € H ,1L 4(£2), nous avons :

ghao) = Y anaaldu) +> anaoOdu) + Y anaaldu) =2 |1 VX ul?
j

int bd smt

hZ/ Dbul? de — Cey?h?2#|jul?

int

v
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+(1 = Ch* — Ceoh”)h©0 Y _B(z)) / Xul? da
Q

bd
~Ce 2yl ?
bd

+(1 - Ch¥ — Caohp)hZu(aj)B(Sj)/Q ’X?UP dx

smt

—Cegh™ 72> "Xl . (14.54)

smt

Appliquons cette relation ([Z5H4) avec p = %, 0= % et eg = 1, alors il existe alors Cy > 0 et hg telles
que, pour tout h €]0, h| :

Vu € Hjy 4(Q), qnao(u) > (hmin <b, S _inf u(aj)B(sj)> - Coh5/4> |ul|?. (14.55)

J= 7"'7N

Il reste & appliquer le principe du min-max pour obtenir (TZZT]). O

14.3 Majoration du bas du spectre

Nous proposons maintenant une majoration de 1’état fondamental du bas du spectre et nous
obtenons ainsi un développement limité au premier ordre en h pour ’état fondamental de I'opérateur
de Schrédinger avec un champ magnétique et dans un domaine & bord lipschitzien.

Proposition 14.5. Considérons un domaine Q et un potentiel A vérifiant les hypothéses (Hy) et
(Hs). Supposons que pour tout k = 1,..., N, u(ag) < Oq. Alors, avec les notations (Hs), il existe
hi1 > 0 et Cy > 0 tels que pour tout h €]0, hg] :

Rt

wu(h, B,Q) < h inf (b, Oob’, ilnf Nu(aj)B(Sj)> + Cohs. (14.56)
=

Démonstration : Nous démontrons la Proposition [[£3] en montrant successivement les contributions
des sommets, du bord régulier du domaine et de I'intérieur :

1. Contribution d'un sommet S; d’angle o : u(h, B, Q) < hu(a;)B(S;) + Coh/3,
2. Contribution du bord régulier : p(h, B, Q) < h©gb + Coh*/3,
3. Contribution de lintérieur : u(h, B,Q) < hb + Coh*/?.

Considérons x une fonction de localisation a support dans B(0,1) telle que :
1
X € C§°(R?,[0,1]) et x = 1 dans B <0, 5) . (14.57)

Considérons un point particulier zy € Q et définissons pour z € €2,

xi(): = x <x —txo> : (14.58)

La fonction x; avec t = hY va permettre de localiser au voisinage du point x.
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14.3.1 Contribution des sommets

Soit zp = S; un sommet de Q d’angle o tel que p(c;) < ©p, montrons la majoration :
w(h, B,Q) < hB(Sj)uley) + Ch/3. (14.59)

Nous redressons le bord du domaine au voisinage de ce point zy afin de nous ramener au modéle
du secteur angulaire d’angle «; comme lors de la minoration. Le Lemme [[43] et en particulier la
relation (TZIJ) permettent de majorer gy 4. (v) pour toute fonction v € H} ,(€2) comme suit :

4, 400w ) < (14 CLh")gn, a0, (Xnrv)- (14.60)

Rappelons ’abus de notation dans cette expression ot nous notons de la méme facon les fonctions
avant et apres le changement de variables. II suffit donc d’estimer g, A0, (Xprv).

Notons vy un vecteur propre normalisé associé a la valeur propre p(c;). En utilisant la Remarque B3]
nous définissons la fonction vy, normalisée, associée a la valeur propre hB(S;)u(c;) pour 'opérateur

Ph,B(5;) 40,00, PAT :
B(S; B(S;
Vo € Qo vp(z) = (T])vo ( (T])x> :
Le changement de jauge conduit & définir la fonction normalisée vy j, par :

Vh- (14.61)
Ainsi :
G, AQa; (XnV.h) = Gh, Ancw Qa; (X7 0R)- (14.62)

Utilisons la décomposition A, = A’ 4+ A“", alors, en reprenant la relation ([[ZZ0), il vient :

Ih A L0, (Xn1Vpn) = qh,Aem,ﬂaj(vah)Jr/ (AL xpon|* + |Abxpovp|?) da

)

2
+2 Re z/ Z(h@xj - iA?i")(thvh)A;vah dx.
@ g=1

Par construction de la fonction yp,~ et des potentiels A’ et A“", rappelée en ([[Z37) et ([[Z31)), il existe
une constante uniforme C telle que :

s, (0068) < i, Ca00n) +C [ fallbumun(o)? da
Qo
J

+C\// |2 |*[Xnrvn ()] dx\/Qh,A“”,Qaj (Xnvvn)- (14.63)
Qq .

J

Nous estimons ¢, gein o (Xprvn) en utilisant la relation (BI9) du Lemme B0, ainsi :

) K a]
qn atin q, (Xnvon) = Re <X2 Py, pein . Un vh> +h2H ‘VX <£)‘2|vh(az)|2 dx. (14.64)
P AT o P AT e T T 2 ) Q. hy
J

Rappelons que P, Atin 0, Vb = hB(S;) (), il existe donc une constante uniforme C' telle que :

Gn,atim 2, O vn) < AB(S5)p(e)lXmvnll T2, ) + Ch* . (14.65)
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Reportons ([Z65) dans ([Z63) en supposant vy < 3, il vient :
Bhase, C0n) < BB (o) |ximwnl B, ) + CHE

+C / & i (@)on()]? da
Qa .
J

+cwﬁ\/ /Q 24 (2)on () 2 dar (14.66)

Estimons/ |z|*|xn (z)vp, ()| dz en utilisant le changement de variable y = (}sz)x:
g
sy \|" B(sy)
| el @@ de = [ ol @ Uo( 5 ) 53 e
Qo Qa,
J J
2
h2 ha
= =5t x| === || lno)]* dy
Q, B(S;)? B(S;)
< gz [ W) a (1467)
< y*lvo(y)|? dy. :
B(S)? Ja,, "

Or d’apres le Théoréme [, nous savons que y — eV @07“(0‘1)75‘”2}0@) est de carré intégrable sur ),
pour tout € tel que ©g — u(a;) —e > 0, nous déduisons donc que |y|?vg(y) 1'est également. Reprenant
([Z50) et (LX), il existe ainsi une constante uniforme C' telle que :
_ 3
0h,A 00, (Xn1Vgh) < hB(Sj)N(O‘j)||Xh“fvh||%2(gaj) + Ch*™® + Ch* + Chz. (14.68)

Il reste & minorer la norme de ypvvp par une constante strictement positive. Remarquons que :

2 2 2
HXh”/UhHL2(Qaj) z thHL2(B(O,h“f/2)ﬁQaj) =1- \’UhHLz(cg(om/g)maj)- (14.69)
Le changement de variables y = @x et le Théoreme permettent de minorer ([Z69) car :

2 2
Uh = . rUO y dy
|| ||L2(CB(O7%)mQaj) /|y2 \ /B;Sj)h”’% | ( )|
2V ©o—p(aj)—¢lyl

= Nz lvo(y)I? dy
iz VI g JB(S;)\/B0nla;) et

< Ce—VBENVOi—ulay—h"3 (14.70)

. . o @0 — ,u(oz) . . . - .

Choisissons, par exemple, € = — 5 il existe alors C7 et Cy strictement positives telles que :

_1
/ w5, l@Pdy < Cren @R (14.71)
ly|>Y——h1"2

Ce terme est exponentiellement petit si v < 4. Il reste a reporter (IZZ1)) dans ([ZGY) pour obtenir :

_1
HthvhH%?(ﬂaj) > 1-Cp e @ (14.72)
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Regroupons les relations ([Z68) et ([L£72) afin d’appliquer le Principe du min-max 2 il vient :

Qh, A Q0 (X1 Vg,h) h2=27 4 B2 4 R
J < hB(Sj),u,(Oéj)—f—Cl o Ch’Y_%'
— 1 e 2

(14.73)

||Xh“fvh||%2(gaj)

Prenons en considération ’erreur commise lors du changement de variables pour se ramener & I’étude
du secteur angulaire, rappelée en ([Z60), nous déduisons :

ap,. i.0(Xn1vn)

HXh”/UhH%ﬁ(Q)

2—2y 2 2
(1+Cih7) (hB(sj)M(aj) T U L )

1-— Cl G_CQhW7%

< hB(S;)u(ey) + C(WT + b2 + B2, (14.74)

En choisissant v = % correspondant & la condition v+ 1 = 2 — 2+ qui optimise le reste dans ’estima-

tion ([IZT74)), nous obtenons :
p(h, B,Q) < hB(S;)u(ey) + Ch3. (14.75)
14.3.2 Contribution du bord régulier
Nous allons maintenant établir la contribution du bord régulier du domaine en montrant :
1u(h, B,Q) < hOob' + Chs3. (14.76)

Considérons un point xg € 99 tel que B(zg) = b'. Deux cas sont possibles :

1. Soit zg est un sommet S; d’angle ¢, alors nous avons établi en ([ZZH) que :
p(h, B,Q) < hB(S;)p(ay) + Chs.
Or, B(S;) =V et par hypothése, pu(a;j) < Oy, donc :
4
w(h, B,Q) < hb'0¢ + Chs.

2. Soit xp n’est pas un sommet, alors, par un changement de variables, nous nous ramenons &
I'étude du demi-plan et obtenons, comme dans [60)], la majoration :

u(h, B,Q) < hb/Oq + Ch. (14.77)

Nous reprenons la démonstration de ([ZT77) car nous utiliserons cette preuve pour généraliser la
Proposition a la Section ME3 Al Quitte a effectuer une rotation du domaine 2, nous supposons
qu’au voisinage du point zg, le bord du domaine € & pour équation zo = f(z1) avec f réguliére telle
que f'(29) =0, en notant (z9,29) les coordonnées du point z. Définissons la fonction v au voisinage
du point (0,0) dans R x RT :

(i1, E2) = (&1 + 28, &2 + 2 + f(31 + 1) — F(2)). (14.78)

Le calcul de la différentielle de v conduit & :

"7y + 29
9(Z1,29) = dibtdl/i(ihﬂh) = < f/(ﬂhl—i- w(l)) 1 ﬁ;,&:l ;)(1))’2 ) . (14.79)
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La matrice g a pour déterminant 1. Utilisons la formule de changement de variables donnée au
Lemme [[L2 pour une fonction v & support dans un voisinage de xq, alors :

2

iant) = [ ([00n —ids@| + 041G+ aDP) |00, - id)ita)

+2 Re /(&1 + 293)(h0z, — iA1)0(Z) (hdz, — iA2)5(1)> dz. (14.80)

Aprés un éventuel changement de jauge, nous pouvons supposer que A vérifie :

A(0,0) = 0,
. (14.81)

-
A = Abn 4 A avec A () = ( ng > et A4(z) = 0.

En effet, par définition du champ magnétique B, associé au potentiel A, nous avons :

B=rot A= 3_{11’
31‘2
donc :
. . A
b = B(0,0) = rot A(0,0) = g L(0,0).
2

Donnons quelques précisions supplémentaires sur le comportement du potentiel A’. Comme le champ
magnétique B atteint un minimum sur le bord du domaine, alors :

OB
—(0,0) = 0.

L’écriture du développement de Taylor a ordre 1 de B, montre qu'il existe une constante uniforme
C telle que :

- B
B(z) -V - 72D (0,0)] < C|&*. (14.82)
31‘2

Mais B(#) = @ et par intégration selon la variable Z5 en notant que A;(0,0) = 0, nous déduisons :

Ay (%) — b7y — —%a—?(o 0)

< Clao||z|2. )
595, < Olas||7] (14.83)

Cette relation ([Z83]) montre ainsi, en utilisant ([[ZXTl), que :

(@) - 228 .0

< Clzq||Z|%. :
> 9% < Clzol|Z| (14.84)

Utilisant la décomposition A = A% + A’ et nous aidant de ([ZZ0), ([ZR0) devient :

manl) = [ (0w -4y
+2 Re(hd, — iAF)O(E) Ko@) + 1AL + 11y + 2) P e,

+2 Re f'(i1 4 29)(hdz, — iA,)0(Z)hoz,0(Z )>dx (14.85)
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Nous omettrons désormais les tilde pour alléger les notations. Définissons la fonction v par :
b/
Vz € Rx RT, v(z) =h~ 5¢! \/7@931 (—) o ( —m) x(x2) g(h_%xl), (14.86)

— i < < &
ol x € C(C))O(R+, [0,1]) est telle que x(z2) = { é 21 22_;20_ 2 } et g € CP(R) est telle que

suppg C|— 2, 2[ et / g% = 1. La fonction ¢ et le réel ¢y sont définis par la Proposition EZIZ Estimons

R
qn.a0(v) en utilisant (TZR5).
| — T eom (1) 4 , L
° (h@xl — Z'A{Zn)v = ’L( thCO _ b’x2)v + he POES (%) ¢ < %$2> X($2)h_§h_29/(h—1x1)_

Par conséquent :

i o0 h
[l = iagmP de = w [ o= mPlowly (x/ym) d
RxR+t 0
t2nd [ g @R dyn [ lowlPx? (Vi) d
R 0
< [ (G- o d+ Ch, (14.87)
0

en effectuant le changement de variables :

b/

T2 (14.88)

=h" 43617 Yo =

et tenant compte des hypothéses sur les fonctions x et g.

o Wy, = he'V KO by (htay) (%)‘1‘ ((%)é ¢ (ﬂ) x(@2) + ¢ ([ ) x’<x2>>.

Ainsi, en effectuant le méme changement de variables (TZ88]) que précédemment :

2
h
WOy 0|* d = ,yz + o)X [\ 5y || due
RxR+ b b
< hb// ¢/ (y2)[* dyo + e1h? + cph?
0
< hb’/ |6/ (12)|? dyz + Ch. (14.89)
0

Des deux inégalites ([ZRT) et (LB, nous déduisons qu’il existe une constante C' indépendante de
h telle que :

[ 00— ia s < b [ (G o) + 16/ (e)?) doe + O < Yy -+ Ch.
X
(14.90)

e D’apres 'hypothese faite en (TER4) sur le potentiel A’, nous avons, en reprenant ([ZRR) :
b/

2
b/
A'vPdx 2 2 —
/quw‘ | N RxR+ h ¢ h

2
1 |h h
C - <h2\/ yy%yz + EZU%) lp(y2) > g% (v1) dy1 dys
X

x(22)2h 3 |g(h™ 5 ay) | *da

N

IN
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IN

cn? /0 (42 + 13)%16 () [Py
< C'Rn?, (14.91)

car la fonction ¢ — t*¢(t) est de carré intégrable pour tout entier naturel k.
e Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et les relations ([ZS7) et ([ZJI), nous déduisons :

/ Re i(hd,, — iA{™)v(z) Al v(z)de < \// |(hOy, — Z'A{m)v|2dx\// |Afv|?dx
RxR+ RxR+ RxR+
< Chs. (14.92)

e Par hypothése sur la fonction f et utilisation de la formule de Taylor, il existe une constante c telle
que | f'(z1 + 29)| < c|z1|. Ainsi, en utilisant 4 nouveau le changement de variables ([ZXS) :

b/
[ adPhonela < [ crvigdn (16 mR + 6P dn dr
RxR+ RxR+
< Chs. (14.93)

e Estimons le dernier terme / Re f/(x1 +29)(hdy, —iA)v(x)hdy,v(x) en utilisant la décomposi-
RxR+t
tion A5 = A%" + Al Par hypothése sur A} et le changement de variables ([Z88), nous déduisons :

/ If'(z1 + 29) Ajv(2)hdp,v(x)|de < C / x%]A’ldex\// |hOyz,v|2dx
RxR+ RxR+ RxR*

1

1 5
ch? \// h2y?(ydys + y3)26(y2) [2g* (1) dy
RxR+t

IN

< C'h2hi = chi. (14.94)
Le changement de variables (TZE8]) conduit & I'estimation :

/ Re f'(x1 + 29)(hdy, — ibxa)v(x)hdy,v(z)dx
RxR+

2
X <\/§y2>
X, (\/?2&)
+/RX]R+ hiy1h2hii‘g(yl)”g/(yl)‘ (%) ‘(ﬁ(yz)"(b/(w)’ X (\/?w)
[ g g ) e P (\/?y) ¥ (\/?y)

Grace aux hypotheéses sur g, x et les propriétés d’intégrabilité de la fonction ¢, il est facile de voir que
les deux derniers termes de ([ZZUH) sont majorés par Cht. De plus, comme |ab| < (|a|? + [b]?) et g

1 1
b 4 h ?
/ hiylmh|gh—y2|<ﬁ) [3(y2)I[¢ (3)| x(\/;w)
RxR+t

est & support dans | — 3, 5[, il vient :
VAF VI s

hb/ oo
< /0 (160 — w2l 1(w2)|* + 16 (y2)|*)dy2 < O 5 e (14.96)

1 b %
= [ VG - (ﬁ) 616 (02)] () dr ds

) h
_|_/ hayiVhv'h|Go — yallp(y2)|*x (\/ yw)
RxR+

1
!\ 2

g*(y1) dyy dys

2
dy1 dyo

dy1 dyg. (14.95)

9*(y1) dyr dyo

- 2



14.3 Majoration du bas du spectre 195

Comme t — tF¢(t) est de carré intégrable pour tout entier naturel k et que y et g sont a support
compact, il vient :

h h
/ . hiyVRYhIGo — y2llé(y2) 2 (\/ yy2> X' (\/ yy2> G (1) dyr dy» < Chi.  (14.97)
RxR
Reportons ([£90) et ([[Z97) dans ([£95), il vient :
/ Re f'(z1 + 29)(hdy, — ibz2)v(2)hdp,v(z)dz < c(h? + hi + h%) < Che. (14.98)
RxR+

Reportons les relations ([Z90), (TZ91), (T£92)), (T233)), (TX94) et (TZI8)) dans ([ZRH), nous obtenons

la majoration de la forme sesquilinéaire sur le domaine §2 initial :
ghan) < h'©y+Che. (14.99)

Minorons maintenant la norme de v en effectuant a nouveau le changement de variables ([ZX¥]) :

)

Or ¢ € S(RF) donc il existe hg et une constante C' tel que pour tout h €]0, ko], nous avons :

v g

h 2
dys > / 6(ya)P dyo.  (14.100)
0

10122 ) = /0 6(u2)

101122 sy = 1 — Ch*. (14.101)

Il reste & appliquer le principe du min-max, ce qui achéve la démonstration de la contribution du bord
régulier donnée en ([[ZT7T).

14.3.3 Contribution de l’intérieur

Nous montrons maintenant que :
p(h, B,Q) < hb+ O(h3). (14.102)

Considérons xg € Q tel que b = B(xg). Alors, trois cas sont possibles :

1. Soit zg est un sommet S; d’angle «;. Dans ce cas, nous avons démontré en ([IZ7H) que p(h, B, ) <
hB(xo)p(oy) + O(h%). Mais B(zg) = b et pu(a;) < 1, il vient alors :

w(h, B,Q) < hb+ O(h3).

2. Soit zy est un point régulier du bord du domaine, alors nous avons démontré en ([Z717) que
pu(h, B,Q) < h¥'Og + O(h%). Mais B(zg) = b < b et O < 1, il vient alors :

pu(h, B,Q) < hb+ O(h2).
3. Soit x¢ € 2, montrons dans ce cas :

(u(h, B,Q) < hb+ O(h3). (14.103)
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Supposons donc xg € Q2 et B(zg) = b. Nous localisons dans un voisinage de zy une fonction propre de
la réalisation de Neumann de P}, 4ein go.

Il existe hg > 0 tel que B(zo, h}) C Q. Reprenons les fonctions x et x; définies en ([Z57) et (TLDX)
avec t = hY et h < hg. Définissons :

b “blz — ao?
Ve e Q, u(z) = o5 P (%) , (14.104)

a(z) = exp <¢¢(}f)>u(x). (14.105)

Rappelons le résultat du calcul d’une intégrale gaussienne :

2 bR?
lu(z)|*de = 1l—exp|——]. (14.106)
B(wo,R) 4h
Les inclusions B(xg, h?) C Q C R? et la relation (IZI06) permettent d’encadrer ||u||%2(Q) et ainsi :
bh2fyfl
ull2() =1+ 0O (eXp <— 1 >) . (14.107)

Le développement limité ([[ZI07) explique la raison du choix v € ]O,%[. Donnons des propriétés

d’intégrabilité liées & la fonction wu, aisément justifiées par le calcul de gaussiennes :

Remarque 14.6.

h

6/ <3>3/2 : (14.108)

IN

[ 1o = a0l uta) P ds
Q
4h\ 2
/\x—x0]4\u(x)]2 dr < 2<?> . (14.109)
Q

Nous utilisons les potentiels définis précédemment avec z = . Afin d’obtenir I'estimation ([ZI103]),
nous utilisons le principe du min-max et évaluons g 4.o(xn @) en notant que x4 € H} 4(82). Par
changement de jauge, nous avons :

qh7A7Q(Xh’Y€L) = th-Anewyﬂ(Xh’Yu)' (14110)
Utilisons la décomposition Ape, = A% + A’ alors :
Qh Ao, Q(Xn1W) = @ atin o(Xnru) + || ‘A/’Xh’YUH%Q(Q) +2/ A Ayl da. (14.111)
Q

La relation (B19) du Lemme BI0 et la construction de la fonction u conduisent & :

Tr — X

2
qh,Aem,Q(thu) = hb||X}ﬂu||i2(Q) +h227/9‘vx< n >‘ |u(x)|2 dzx. (14112)

La fonction z — Vy (”Cgfo) est nulle en dehors de la couronne centrée en zy et de rayons % et hY.

Utilisant ([ZI06) avec R = 2 nous déduisons de ([ZIT2) :

_ b o
Gh,atim o (Xpr) < bl [xpoul[F2(g) + Ch* > Texp <—1—6h27 1). (14.113)
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Comme nous ’avons rappelé en nous savons qu’il existe une constante C' uniforme telle que
PP ) q q
A’| soit majoré sur Q par C|z — p|2. Par construction de A%", nous pouvons majorer |A’ - A“"| par
)
CLlx—z0|3. Ainsi, en majorant uniformément B sur Q et en reprenant il existe une contante
2 0 ) J p )
c indépendante de h telle que :

_ b o
Th, Apew,0 (1) < hb||Xh’Yu||%2(Q)+Ch2 Fexp <—1—6h27 1)+C/Q(|x—x0|4+|x—x0|3)|u|2daz. (14.114)

A la vue de la Remarque ([ZH), nous avons alors :
Gh Ao, () < hb+ B2, (14.115)

L’estimation ([ZI07) de la norme de u permet d’estimer ||xp u|[r2(q) et d’obtenir la majoration
(TZ103)). Ceci achéve la démonstration de la Proposition [[Z3

14.3.4 Généralisation de la majoration

Nous montrons dans ce paragraphe que si nous omettons I’hypothése «pour tout sommet S,
p(aj) < ©g», nous obtenons une majoration moins forte :

w(h, B,Q) < hinf (b, Oob’, inf N,u(aj)B(Sj)> + ChS. (14.116)
]: AR

Notons également que cette hypothése «pour tout sommet S;, u(a;) < ©g» n’est pas restrictive car

nous émettons la conjecture que p est strictement croissante de |0, 7] vers ]0, ©g].

Démonstration de ([I7.116) : Considérons donc un sommet S; tel que p(a;) = ©g et montrons que :
pu(h, B, Q) < hu(e)B(S;) + O(h%'%). (14.117)

Considérons un point T} sur le bord du domaine tel que 7} ne soit pas un sommet et d(S;,Tj) = hi.
Si h est assez petit, un tel point T} existe bien. Pour le point T}, nous pouvons reprendre 1’étude de la
contribution du bord régulier du domaine donnée a la Section et procédons de méme. Le seul
changement est qu’il faut choisir une fonction-test dont le support ne rencontre aucun sommet ni le
bord du domaine. Il faut donc choisir une fonction test dont le support est de taille dépendant de h.
D’aprés la relation ([Z3) :

(1 = Cieoh”)ay, 16(@) < ana0(w) < (1+ Ciegh?)q), 56(1),

il suffit d’étudier g;, 4. g+ (@) pour en déduire une valeur approchée de I’ordre de h” de g, 4 o(u) pour
une fonction u & support dans une boule de rayon h”. De la méme maniére que nous avons définie la
fonction v en ([[ZJH), nous choisissons :

1
. /B(T;) B T 4 B T
Vo € R x R, v(z) = eV r 0 <¥> o ( %) 92 (x—§> hig(hTsay),  (14.118)
hi

ott g1 € C°(] — 2, 2[,R) de L? norme égal 4 1, g € CSO(K—F) telle que :

<

)

N[

92($2) =1 si 0 < T
0 si T2 Z 1,
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et ¢,y définies par la Proposition Nous devons donc estimer g, 4 gxg+(v). De la méme facon
qu’a la Section 432 nous pouvons supposer que le potentiel magnétique vérifie :

A(0,0) =0et A=A+ A, (14.119)
avec : ‘
AL () = (B(T})x2,0), Ay(z) =0 et |Ay(z)] < Clzf*. (14.120)
Alors :

| AL v dx + 2 Re / (hdy, — Af™wAlw do.  (14.121)

G, ARxR+ (V) = @ A RxR+ (V) +/
RxR+

RxR+

Reprenons les calculs de la Section [Z32, en particulier les relations ([Z87) et (LX), il vient :

o (h0y, —iA ™) i(\/hB(T5)C — Jv
1
Z

MT Cxl AB 5, 3 : )
+he! ¢ X(mo)h ™16 h~ 8 g/ (W™ ay)
Par conséquent :
/ |(hdy, — iAf™)w|? dz < (Co — 12)216(y2) |2 dys + Ch2h ™1

RxR+ 0

e 5
< (Co — y2)?10(y2)|? dyz + Chi. (14.122)

0

Tt (52 < (s
+¢ ( @@) b5 b <:—§) )

/ hpyol? de < hB(T)) / 16/ (1) dys + c1h? + coh'
RxR+ 0

Ainsi, en effectuant le changement de variables ([[ZXY) :

< nB(T) [ 18P dy+ CnE. (14.123)
0

Des deux inégalités ([ZI22) et ([ZIZJ), nous déduisons qu'il existe une constante C' indépendante de
h telle que :

/ (hV —iA™yoPdr < hB(T)) / ((Go — 92)216(u2)| + |8 (u2)|?) dya + ChE
RxR+ R+
< hB(T})®g + ChS. (14.124)

Estimons les deux derniers termes : ,
e Comme la fonction v est & support dans un rectangle de coté hs, il vient :

/ A 22 dz < Ch. (14.125)
RxR+
e L’inégalité de Cauchy-Schwarz conduit & :

2 Re / (hdy, — AliMywATy dv < CVhhi = Chi. (14.126)
RxR+
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Reportons les relations ([Z124]), ([Z1Z0) et ([L£I120) dans ([ZIZT) :
Ghamxe+(v) < hB(T;)O0 + Chs. (14.127)

Minorons maintenant la norme de v en effectuant a nouveau le changement de variables ([ZXJ]) :

ool

b’h

e\ : ,
92 | rv2 dy22/0 [6(y2)* dys. (14.128)

[/ F—— / B(ya)?

Or ¢ € S(RF) donc il existe hg et une constante C' tel que pour tout h €]0, ko], nous avons :
101122 sy = 1 — Ch*. (14.129)

Appliquons le principe du min-max et tenant compte de l'erreur commise lors du changement de

variables :

h©oB(T}) + Ch¥
1 — Ch?

[es]%e]

w(h, B,Q) = h©yB(T};) + Chs. (14.130)

Mais, en écrivant le développement de Taylor de B, il existe une constante uniforme 3 telle que :
B(Ty) < B(S;) + BIT; — S;| < B(S;) + Bh. (14.131)
Injectons ([ZI3T)) dans ([ZI3M), il vient :

p(h,B.Q) < hOo(B(S;) + Bhi) + Chs = B(S;) + O(h

w|©

). (14.132)

Ceci nous donne le résultat souhaité. O






Chapitre 15

Localisation de ’état fondamental

15.1 Présentation

Pour la localisation a I'intérieur du domaine, nous reprenons les arguments de Helffer-Morame [60]

basés sur les techniques d’Agmon [T}, 2, B].

Afin d’estimer la décroissance de I’état fondamental, nous choisissons dans la relation ([Z354) 6 =

Nous fixerons par la suite les paramétres p et 9. Rappelons les définitions (H3) :

b= inf B(x) et ¥ = inf B(x).
z€eq €0

Notons B, la quantité :

B,:=min (b, O0, (1) B(S1), - - ., u(an)B(Sn)) .

< o
Reprenons la relation ([[Z54]) en choisissant u = eviuy, et § = %, il vient :

C o5
tast) = by [ B@huP o= 1l
0

int

+(1 — Chi — Cegh?)hOq ZB(ZJ»)/ Il de
bd &

+(1— Chi — C’eoh")hz,u(aj)B(Sj)/ IXJul? do
Q

smt

_1 _1
—Cegh™™ 3 "|Ixullf2q) — Ceoh™ 5> _|Ixullf2(0)-
bd smt

Considérons une fonction ¢ ayant un gradient continu presque partout sur €.
Utilisons le Lemme en choisissant pour la fonction w 1’état fondamental up, il vient

9.9
Re <€ ‘/Eph,A,Quhauh> =

o &
= Ghag (e«m) | V6] e unl o
12(0)

Mais, par définition de uy, nous avons Py 4 oup = p(h, B, Q)uy donc :
2
b é 9
= Gh,A0 <eﬂUh> = Rl Vo] e®unl[f2(q)-
L2(Q)

201

b
:U’(h’B,Q) evhup,

1

-

(15.1)

(15.2)

(15.3)

(15.4)

(15.5)
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La Proposition [[£3 donne une majoration de u(h, B, ) par hB, + C’Oh%. Reportons cette majoration
dans ([I53), alors :

2

b
h (B* + Coh%) evhuyp

& o
> qh, A0 <e\/ﬁuh> — hH ’V(ﬁ‘ e\/ﬁuhH%Q(Q). (15.6)
L2()

6 o .
La relation ([23]), estimée pour u = evhuy, permet de déduire différentes formes d’estimations selon
les choix des paramétres p et gg.

15.2 Décroissance a 'intérieur

Nous allons choisir les valeurs des paramétres p = % et gg grand. Commencons par un lemme nous
donnant une minoration de la forme g, 4 0(u).

Lemme 15.1. Choisissons p = % Il existe des constantes C, hgy et pour tout €9 > 0, une constante
C(eo) telles que, pour tout h €]0, ho] et tout u € H,llA(Q) :

Ch
/‘X?u’QdZ’——QZ/ \X?uPdm. (15.7)
Q €0 Q

int

Qh,A,Q(’U,) > hZ/QB(x)‘X?u’de — C(e’;‘o)h Z

int bdUsmt
Démonstration : Récrivons la relation ([23]) en prenant p = %, alors :

C
aha0(u) = hZ/QB(w)!X?U\Z dx — E_QhHuH%Q(Q)
0

int

+(1 — Chi — Ceoh?)hOy ZB(ZJ»)/ IXJul? do
Q

bd
(- Cnt - cgoh%)hzﬂ(aj)B(sj)/ l? de
smt Q
7 7
Y I ul By — CethE SN ul o (15.9
bd smt

Nous récrivons la norme ||u| \%Q(Q) al’aide de la partition de 'unité et obtenons le lemme en choisissant :

o < 7 6t Clen) = S+ Cosup(@0B (=), s BS;)) + Ceih
O
Utilisons ce lemme pour justifier la proposition :
Proposition 15.2. Avec les notations (I2l), supposons vérifiée la condition :
inf <@0b/, :mf N,u(ozj)B(Sj)> < b. (15.9)

Si uyp, est I'état fondamental associé a Py, 4.q, il existe alors des constantes C' >0, § > 0 telles que :

< Cllunl|z2(e)- (15.10)

HY(Q)
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Démonstration : Etablissons le résultat pour la norme L2. Nous appliquons le Lemme [5.1] avec
9
u = evhuy, alors :

2

¢ -
dacle?Tu) = 1Y [ B edtu do
int Q
s h o |
—C(g0)h Z /]X;?e\/ﬁuhpdx—c—?Z/ X?e\/ﬁuh dx. (15.11)
bdUsmt { €0 int 7§
Définissons la fonction ¢ par :
Vo € Q, ¢(z) = é max(d(z, Q), Vh), (15.12)

nous préciserons ¢ ensuite. Notons que |[V¢| < |§]. Combinons les relations ([.6l) et (CITl), alors,
utilisant les définitions de b et de By :

<b—B*—COh%—%—52>Z/

int

s Lo |?
Xjevhup Xjevhup| du. (15.13)

zdm < C(eo) Z /Q

bdUsmt

Par hypotheése, b > Bx, choisissons donc :
0 < Vb— Bx,

ainsi que hg assez petit et g9 grand, alors il existe une constante C' telle que pour tout h €]0, hg] :

2
b N
E /‘X?eﬁ% dr < C E /‘X?eﬁ%
Q Q

int bdUsmit

2
da. (15.14)

&
£ ., . , h . sLoa L
Comme e V% est majoré uniformément sur (g 5m: SUPP X ;, ceci conduit & :

3 -
evhuy, < Cllunllp2(0)- (15.15)

L2(Q)

Le Lemme permet d’écrire :

s 20 s
Gh. AL <€ﬂUh> = Re <6 ﬂPh,A,QUh,Uh> + || Vo eviup||Zaq)-
12(9)

Par hypotheése sur les fonctions uy, et ¢, nous avons alors :
- 9 N 9
an,a0 (eViup | < (u(h, B,Q) + hd”)|le Viup||72(q)-

Grace a la majoration de pu(h, B,2) donnée a la Proposition [[LH, il existe une constante C' indépen-
dante de h telle que :

- -
n. A0 <€”Uh> < ChlleVFunl[72(q)-

o
11 suffit de reprendre (IZIH) pour déduire une estimation H' de e Vi uy,.
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15.3 Décroissance sur le bord

Théoréme 15.3. Supposons ilnf N(,u(aj)B(Sj)) < min(b, Ogb") avec les notations (I1). Notons
=

=1,..

N’ lensemble des sommets de Q2 ou le minimum B, est atteint et soit uy ['état fondamental associé
a Uopérateur P, 4. Alors il existe des constantes C > 0, 6 > 0 et hg telles que pour tout h €0, ho] :

6d(z,/\f’)
e Vb ouy

)
< Cexp ( ) [unllp2(0)- (15.16)
H! (Q) hs

Démonstration : Commencons par établir le résultat pour la norme L? au lieu de H ,% 4+ Choisissons
b
eo=1let p= %, u = evhuy dans ([[53), la relation s’écrit alors :
< 2
ghao(eiup) > hY B p% eFup|? do — Ch4He\/_uhHL2

int

+(1— Cht — Chs )h©o Y B(z;) / b% efuh|2 dx

bd
o
+(1 - Chi - Ch%)hz,u(aj)B(Sj)/ e da
smt Q
5 2 5 R
—ChA Y |hbe T unlai) — ChEY IIxbevmunll3zq). (15.17)
bd smt

Reportons la derniére minoration ([517) dans (I58), divisons par h et regroupons les termes en
tenant compte de la partition de 'unité :

@
lleVrupl[72(0) = Z!\xjefuh\!p ﬁZijeWUhHm ﬁZijeWUhHm
int smt

Alors, par compacité du bord du domaine et régularité du champ magnétique B, il existe hg > 0 et
une constante ¢ telle que pour tout h €]0, hq] :

Z/ — B, —|V¢|? —ch4> IX; e\/_uh\2 dx

int

1 KN
+ Z/ <@oB(zj) — B, — |Vo|* - ch4) ]X;‘e\/ﬁuh]Q dx

+ Z/ (1(j)B(S;) — B —|V¢|2—ch4) B% heViuy|? de < 0. (15.18)

smt

Notons :
smty:= {j € smt| pu(a;)B(S;) = By}. (15.19)

Par hypothese, nous avons donc :

Vj € smty, p(o;)B(S;) < inf (b, Opb’, inf ,u(ak)B(Sk)> )

kesmt\smt

Nous allons séparer les indices de smt entre smt, et smt\ smt, pour lesquels la quantité p(a;)B(S;)—
B, reste strictement positive, la relation ([[5I8]) devient :

Z/ — B, —|V¢|? —ch4> IX; e\/_uh\2 dx

int
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1 KN
+ Z/ <@oB(zj) — B, — |Vo|* - ch4) ]X;‘e\/ﬁuh]Q dx

+ Z / p(oj)B — B, — |Vo|* - ch4> X efuh|2 dx
smit\smix
< Z / |ng§|2 +ch4) IX; efuh|2 dx. (15.20)
smitx

Choisissons maintenant la fonction ¢ sur {2 définie par :
Vo € Q, ¢(r) = d max <d (z,N) ,h%> , (15.21)

ou ¢ est un paramétre strictement positif. Nous remarquons qu’avec ce choix de ¢, |[V¢| < § et Vo

3 : ) o3 : o
est nul dans U B(S;,h8) car la fonction y est constante, égale & dhs. Pour avoir une estimation
JjEsmt«
intéressante a partir de ([220)), nous choisissons § vérifiant :

6% < inf (b — B.,00b — By, min  (u(a;)B(S;) — B*)> : (15.22)

JEsmt\smix

Utilisons ce choix de § dans (IoZ0) et notons que B > b sur €2, B(z;) > b/, pour tout j € bd, alors il
existe une constante C' telle que pour tout h €]0, hy] :

huh

dr < Ch4exp< ) /|X]uh|2 da. (15.23)

intUbdUsmit\ smitx smits

Notons :

U B(S;.he), (15.24)

JjEsmix
alors par définition de la partition de 'unité, nous avons les majorations :

2 2

sd(z,N") 3

/ e Vioup(x)| dxr < Z X?eﬁuh dzx,
oV intUbdUsmit\ smts @
26 9
X e\/_uh dr < exp|—t lup|” dz. (15.25)
SMix hs v
Reportons ces majorations dans ([[5:23]), nous en déduisons :
sda N') |2 ) 25 )
/ e Vi oup|l dr <Chiexp | — / lup|” de. (15.26)
Q\V hs %
sda N |2
Il reste & ajouter 'intégrale / e vh wuy| dz de part et d’autre pour obtenir I’estimation L? :

sd(z,N")
e Vh o up

2 1 26 26
/ dx < 2Chi4exp (—1> / lup|? dz < 2Cexp <—1> / lup|?® da. (15.27)
Q hs ’ hs /

Ajoutons maintenant la norme du gradient. D’aprés le Lemme B nous pouvons écrire :

2

¢ ¢ ¢
ah, A0 <6sz> = Re <6275Ph,A,QUh,uh> +hH V| eviuy,
12(0)
) 2 ) 2
= u(h B9 ||V, +hH V6| evru
12(Q) 12(Q)
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Par l'estimation de pu(h, B, 2) obtenue a la Proposition [[Z0] et par hypotheése sur ¢, il existe ainsi une
constante C telle que :

2 2
-l ¢
th,A <eﬁuh> < Ch|leviuy, . (15.28)
L*(Q) L2(Q)
Il suffit d’ajouter cette relation a l'estimation ([5:27)) pour obtenir le résultat souhaiteé. O

Corollaire 15.4. Sous les mémes hypothéses qu’au Théoreme [[2.3, considérons V un voisinage de
N, alors il existe d > 0 tel qu’en supposant up normalisée :

_5
oy =1+0 ().

Cette estimation est encore valable pour la norme attachée a HflL.AQ'

Démonstration : Soit r tel que U B(S,r) C V. Alors :
SeN’

2 2
unllzey) = 1 = llunllz2@@\Ug. 0 Bes)):
Or d’apreés le Théoréme [[A.3], nous avons :
26r )

< Ce Vi Wi,
L2(0\Usgens BS:r))

E
SE

, _
||uh||L2(Q\UseN, B(s.r)) S ©

Ainsi :

15.4 Localisation pour les polygones réguliers

Intéressons-nous a la localisation de ’état fondamental associé & un polygone régulier. De tels
domaines ne possédent que des angles de méme mesure et nous montrerons de maniére heuristique
comment l'invariance de ces domaines par rotation permet de construire un état fondamental associé
a la plus petite valeur propre et dont l’'intensité est répartie sur chaque sommet. Les résultats que
nous établissons ici reposent sur les techniques développées par Helffer-Sjostrand (cf Helffer [56] ou
[63]) pour analyser 'effet tunnel.

Insistons sur le fait que nous suivrons une démarche heuristique et ajouterons des hypothéses qui
semblent physiquement naturelles mais que nous ne savons pas justifier mathématiquement.

Nous considérons la fonction propre associée au secteur d’angle a,, angle au sommet du polygone & n
cotés, noté P™. Grace a cette fonction, nous construisons n fonctions localisées chacune en un sommet
du polygone. Nous estimons la distance entre le sous-espace F engendré par ces n fonctions et ’espace
F des n premiers vecteurs propres a ’aide du Théoréme EZZTl Nous projetons les n fonctions de E
sur F' et déduisons une base orthonormée ey, ..., e, a 'aide du procédé de Gram-Schmidt. Il reste a
analyser la matrice (((Pn,BAy,Pn€j,€k)); <jk<n €t regarder la localisation du premier vecteur propre.

Considérons le domaine P™ qui est le polygone régulier & n cotés inscrit dans le cercle unité et
supposons pour l'instant n > 4. Nous notons Sy, ..., S, les sommets du polygone et o, I’angle 515593,



15.4 Localisation pour les polygones réguliers 207

S3 Sz
a
n
P 2nh
Sy ) \ S
Ss s,

FiG. 15.1 — Polygone régulier P™, n = 6.

—_—
cet angle vaut 2=27. L’angle S;08;,; vaut donc 2& pour tout j = 1,...,n avec la convention que
n J J+ n 9 )
Snt1 = 51. Notons ¢ la rotation d’angle %’r et G la matrice associée :
cos 2% —sin 2%
G = sin 2 cos 2t ’
n n

Considérons une fonction u € DN (Pn,BAy,pn) OU B est un champ magnétique constant strictement
positif et comparons P, g4, pr(g * u) avec g * (Py pa, pru) en définissant :

Ve € P", g*u(zx): = u(g(x)). (15.29)

I

Par définition de g et G, pour tout z € P", g(z) =G ( . ), par conséquent, notant y = g(z), nous

calculons facilement :
_ qin 27 2n
( T2 > _ ( sin gﬂyl +C(.)S 2,#42 ) _ tG( Y2 ) ’ (1530)
—1 — COS -Y1 — S T 7Y2 —U

cos 2—”8y1u(y) + sin 2%(9y2u(y) >

—sin ZX0,, u(y) + cos 27”8y2u(y) (15.31)

Voulg(e)) = ‘GVyuly) = (

Nous déduisons ainsi :

(hV—i§A0>2(g*u)(x) — g« ((hV—i§A0>2u> (). (15.32)

La relation ([[532)) justifie immédiatement :

Vk = 0, ey, Ph7BA07pn(gk * u) = gk * (Ph7BA07Pnu), (1533)
ot g* designe la rotation d’angle %T’T Supposons que p(ay,) est une valeur propre et considérons

uY un vecteur propre normalisé associé & u(ay,) pour opérateur Pq,,,, . Définissons la fonction wu;

déduite de u{ par translation de OSy, rotation d’angle 7 et dilatation afin que u; soit une fonction

propre normalisée pour opérateur P 4,05, .5, Pour la valeur propre hBu(ay,) ou Qg, 5,5, désigne

le secteur de sommet S; d’angle au sommet «,. Considérons x¥ € C§°([0, 00[,[0,1]) dont le support
15

est inclus dans [0, 1- 5] et telle que x? = 1 sur [0,1 — ]. Définissons la fonction y. sur P" par :

r— S
Vo € P, xe(z):= XY (ﬁ) . (15.34)



208 Localisation de 1’état fondamental

La fonction x. permet de localiser la fonction propre u; au voisinage de S;. Définissons les fonctions
uy, sur P" par :

p = g" 1t (xewr), Ve=1,...,n. (15.35)
Les fonctions 4 sont localisées au sommet Sy,. La construction de la fonction uy et le Théoréme
montrent alors que pour tout § € ]0, ©0 — (o) [, il existe des constantes hgy et C telles que pour
tout h €]0, ho] :

_6(1—¢)d(571,52)
||U1—ﬂ1||L2(pn) S Ce Vh 5 (1536)
0(1—¢)d(S71,59)

Prpag,pr(t1) = hBp(an)in + 11 avec |[ri|[g2pny < Ce VR . (15.37)

Les relations ([5.36), (I537) et le Théoréeme spectral 23 montrent alors que :

_ 8(1—2)d(S],S9)
d(o(Pn,BAy,pr), hBu(ayn)) =0 (e Vi . (15.38)
La relation (I2:33]) et la construction des fonctions @ montrent que pour tout k = 1,...,n et h €
]Oa hO] :
1 3 _5(1-)d(51,57)
||g * Uq —Uk”L?(P") < Ce Vh s (1539)
- N _0(=e)d(5y,59)
Prpao.pr(tx) = hBp(oag)iy + i avec |[rgl|p2pny < Ce Vh . (15.40)
Notons F' ’espace propre associé aux n premiéres valeurs propres p(h, B, P"), ..., un(h, B, P") et E
I'espace engendré par les fonctions ¢! * (y.uy), pour k=1,...,n:
E = Span(Xeul,g * (Xsul), cee ’gn—l * (Xsul)) = Span(ﬂl, s aﬂn)’

ainsi que S la matrice :
5 = (g, ig) gy = (o5 e ) . 15.41
(356} o), ( 7o et s b)) (15.41)
Remarquons, en utilisant ([5.39%), que pour tout j =1,...,n :

26(1—¢)d(S1,59)

SJ"]' =1 + O <€ vh ) . (15.42)

Par localisation du support g* % x. et décroissance de la fonction propre u; exprimée au Théoréme BT,
nous avons également pour tout j # k :

o sd(S;.w) bd(Sjw) _ 8d(S;,58) _8d(S;,5k)
ISk = wjuy dr| < e Vi oaujlle Vb odyle Vo odx<Ce Vb . (15.43)
P’n/ n

Par conséquent, pour tout ¢’ € ]0, O0 — play) [, nous pouvons construire une fonction de troncature

Xe tel qu’il existe hg vérifiant pour tout h €]0, ho| :
5 d(S1,52)
S=Id,+0 (e v |, (15.44)

en notant Id, la matrice identité de taille n. Supposons que la valeur propre () est simple. Notons
c= W et J(h) Vintervalle |hB(u(ay,) — ¢), hB(u(ay) + ¢)[. Effectuons ’hypothese :

Jho > 0,3C > 0| Vh €0, ho], Card{\ € o(Py pa,.pn)| A < hB(u(ay) +¢)} < Ch™2 (15.45)
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Cette estimation résulte des travaux de Robert [86], Combes-Seiler-Schrader [36] et nous I’admettrons.
Alors, il existe nécessairement un intervalle de taille h* de J(h) ne contenant ni hByu(ay,) ni aucune
valeur propre de Py pa, pr. Si ce n’était en effet pas le cas, alors en coupant l'intervalle J(h) en
sous-intervalles de taille h*, chacun de ces sous-intervalles contiendrait au moins une valeur propre
de Pj, py,pr- Or, J(h) se décompose en 2h—%‘3 intervalles de taille 2%, ce qui donnerait au moins Qh—l?,,c
valeurs propres en dessous de hB(u(ay,) + ¢), ce qui contredit ([2ZH). Nous pouvons méme affirmer
qu’il existe de I'ordre de % intervalles sans valeurs propres. Reprenant les notations du Théoréme 22T]

il existe un intervalle I(h) contenant hBu(ay,) tel que :
U(Ph,BAo,P”) N (I(h) + B(Oa h4) \I(h)) = 0’
alors, reprenant ([2.40) :

_5(1_) 4(51,52)
9¢ 01—k n

VAT

ol )\gin est la plus petite valeur propre de la matrice S. Comme la relation ([[546]) est valable pour
tout € €]0, 1] et tout 0 € }0, O — (o) [, alors pour tout 0 € ]0, Oy — ,u(ozn)[ :

d(E,F) <

(15.46)

_Sd(sl’SQ)
d(E,F)=0|e VR . (15.47)

Pour tout k = 1,...,n, définissons la projection de uy sur F :
vp: = Tp(g" 1 * (xewr)) = Mpig, Ve =1,...,n. (15.48)

La relation ([[5:47) et la définition de la distance d impliquent alors :
_26d(S7,S9)
Remarquons 1’égalité pour tout j,k =1,...,n:
<Uja vk‘>L2(Pn) = <Z~Lj, ﬂk‘>L2(Pn) + <’U]' — Uj, U — ﬂk‘>L2(Pn) .

Nous déduisons alors de (249 :

-2 Sd(sl vSQ)

Vi k=1,...,n, <vj,vk>L2(Pn) = (ﬂj,ﬂk>L2(pn) +0 (e vk ) . (15.50)
Pour estimer (P, p.a,,prv;, vk>L2(P”)’ nous calculons :
(Ph,BAo,Prj Vk) p2(pry = (Ph,Bo,Pril, ) 2y — (Uj = Tjs Ph,Bag,Pr (V% — W) p2(pny - (15.51)
La définition ([(48) permet d’estimer Py, g, pr (v — Uy) & 'aide de (I40) :

Prpag.pr(ve —Ug) = Py pa,pr((Ip —1d)a)
= (IIp —Id) Py BA,, P (Tx)
hBM(Oén)(Uk — ﬁk) + (HF — Id)?“k.

Cette derniere égalité permet d’estimer <Ph7BAO7Pn’Uj7’Uk>L2(Pn) a 'aide de (Ph7BAO,Pn’ZLj,’llk>L2(Pn) :

~ ~ _25d(51,52)
(Ph,B.Ao,P”Ujavk>L2(pn) = <Ph,B.Ao,P”uj7uk‘>L2(Pn) + O (6 vk ) . (15.52)
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La relation (I540) conduit a :
<Ph,B.A07Pn@j, Z~Lk>L2(pn) = hB,U’(O‘n) <ﬂja Z~Lk>L2(pn) + <Tj, ﬂk>L2(Pn) . (1553)

Reportons cette relation dans ([[22) en se souvenant de (CA0) :

_53d(S1,52)
(Ph.BA0 PV} Vk) 2 (pny = hBpu(an) <vj,vk>L2(Pn)+<rj,ﬂk>L2(Pn)+O(e TV ) (15.54)

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt permet de construire une base orthonormée de F
a partir des fonctions vy, ..., v,. Notons (ey,...,e,) cette base, alors :

n

_1
Vk=1,...,n, e, = Z;(V 2)k,jv; avec Vi= (<vj’vk>L2(Pn))1§j7k§n' (15.55)
]:
Les relations (I550) et (IZ4) conduisent a l'estimation de la matrice V' :
_ 8d(51,59)
V=Id,+0 <e Vi ) . (15.56)
Nous en déduisons :
, _§ds1S)\ _ (51,55
Vi=1,...,n,e,=v;+0|e M =u;+0|e Vr . (15.57)
Notons que I'orthonormalisation respecte 1’effet de la fonction g :
VeE=1,....n, " 1xer =ey. (15.58)
Définissons la matrice hermitienne M :
M:= ((Pupag.pn — hBpu(on))e;, e, >L2<P">>1§j,kgn‘ (15.59)

La matrice M renseigne sur le spectre de l'opérateur Py p4, p» comme le précise la proposition
suivante :

Proposition 15.5. Soit P™ un polygone régulier d’angle au sommet «, tel que u(ay,) < Op. No-
tons F' l’espace propre associé aux m plus petites valeurs propres de Py pa, pr, alors pour tout ¢ €
10, v/©0 — plaw,)[, il existe ho tel que pour tout h €0, hol :

_ 8d(57,59)
d(J(thBAmpn‘F),hB,u(ozn)) =0(e ). (15.60)

En outre, il existe une base orthonormée de F' telle que dans cette base, le spectre de Ph7BAO,Pn‘F est
_Sd(sl’SQ)

décrit par celui de la matrice M = (mj)1<jr<n définie en (I229) telle que M = O |e V&
et dont les coefficients vérifient les propriétés suivantes pour tout j, k € 1,...,n, avec la convention
m]7k+n = m]vk 3

® My = M1 k—j+1;

i m.]vk - mky.] 7.

® m]vk = m]72]_k'



15.4 Localisation pour les polygones réguliers 211

Sous des hypothéses supplémentaires, nous précisons maintenant le spectre de M de la forme :

a; a2 ... Qp-—1 Qp,
an, ai a9 e Ap—1
M= ;

az ... Qap aq a9

az as ... Ay, aj
ot les coefficients sont des complexes tels que a; est réel, pour tout j = 2,...,n, a; = U,y2—;.
Définissons les vecteurs X, pour k=1,...,n :

2ik(j—1)m
Xy = (eT) | . (15.61)
Jj=1,...n

Un simple calcul montre que les vecteurs (Xj)g—=1,. » forment une base de vecteurs propres pour la
n

2ik(j—1)m

matrice M, associés aux valeurs propres A\, = Zaje n . Par propriétés de la matrice M, nous
j=1
simplifions ’expression de Ay :
n
2ik(j—1)m
Me = Re > aje & . (15.62)
j=1

Effectuons une translation de maniére & ce que a; = 0. Supposons que les coefficients dominants dans
la matrice M sont les coefficients sur- et sous-diagonaux :

las| >> max(|as], ..., |an—1]). (15.63)

Cette hypotheése est naturelle car I'influence des fonctions e; est sans doute beaucoup plus importante
sur les voisins les plus proches et décroit exponentiellement avec les voisins suivants. Cette hypothése
n’est pas justifiée mathématiquement. Nous considérons donc la nouvelle matrice N :

0 ¢t 0 ... 0 e
e 0 et 0 0
0
N = |ag] _
0 0 e 0 e
et 0 0 e 0
Les valeurs propres de N’ valent :
ik 4 ik 2k
Ak = \ag\e”e% e ite™ 0" = 2|az| cos <t + _7r> , k=0,...,n—1 (15.64)
n

Les vecteurs propres associés sont les X. Les états propres, en particulier celui de la plus petite valeur
propre, est localisé sur chaque sommet car aucune composante n’est nulle. Les valeurs propres A sont
simples sauf si t € {%7‘(‘, ceey 2”—1;377} modulo 27, auquel cas il existe une valeur propre A double.
Considérons la plus petite valeur propre A\ et supposons qu’elle est simple. Alors, récrivant le vecteur
propre X}, dans la base des (e;);, nous définissons :

S N s (15.65)

=1
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Alors, reprenant (I22D), 1 est réparti sur tous les sommets Sj, ce qui laisse présumer que l'état
fondamental vit sur chaque sommet avec une décroissance exponentielle en s’éloignant des coins si
nous supposons que l’écart entre les deux premiéres valeurs propres de N est supérieur a ’erreur
d’approximation de M par la matrice N.
Supposons que la plus petite valeur propre A est double (donc t € {%77, e %ﬂ} modulo 27);
solent k et k' tels que :

A = A (15.66)

. n 2ik(j—1)m n 2ik’ (j—1)w
Nous avons deux fonctions propres ¢, = > 1€ nooejet Y = j—1€ n €;. Montrons que
2im

toute combinaison linéaire de . et 1, annule au plus une composante. Soit w = e » alors ¥, et Yy
se récrivent a ’aide de w :

T;Z)k = Zwk(jil)ej et T;Z)k’ = Zwk/(jil)ej.
7j=1

J=1

Soit a € C, alors ¥, — atpyr vaut :

n

Y — ahp = Z(wk(j_l) - awk/(j_l))ej. (15.67)
j=1

Alors, de maniére évidente, il existe au plus une composante nulle dans v, — a)y/. Par conséquent,
I'état fondamental de P g4, p» est réparti sur au moins n — 1 sommets. Nous déduisons ainsi le
résultat :

Reésultat heuristique 15.6. Reprenons les hypothéses et notations de la Proposition 2. Supposons
que la matrice M vérifie les conditions :

® m171 =0 5

e |mi2| >> max(jmisl,...,|min-1]);

° m172:pe”.
2k
O'<Ph7BAO7Pn‘F): 2p cos t—}—;ﬂ' , k=0,...,2n—3 ;.

Alors :
3 . 2ik(j—1)m
Une base de vecteurs propres est donnée par les fonctions X = (e n ) .
j:17"'7n

Si la plus petite valeur propre de M est simple et que la seconde est «suffisammenty éloignée de la
premiére, alors ’état fondamental de Py pa, pn est réparti sur les n sommets et décroit exponentiel-
lement en s’éloignant des sommets.

Si la plus petite valeur propre de M est double, alors nous pouvons construire un état propre de
Py, Bay,pr Téparti sur n — 1 sommets, mais pas moins.



Chapitre 16

Simplicité de la premiére valeur propre de
Ph.A0

16.1 Domaine particulier

Proposition 16.1. Soit Q un domaine vérifiant les conditions (Hy). Nous supposons de plus qu’il
existe un réel € > 0 tel que QN B(S1,¢e) = N, NB(0,¢), a translation et rotation pres.
Supposons :
- <inf (1,0 inf
p(ar) < in < ,80, _in Nﬂ(%));

=Ly

- (o) est simple.
Alors, si B est un champ magnétique constant, il existe hy tel que pour tout h €]0, hy), la valeur propre
associé a l'opérateur Pp, pa, ., p(h, B,Q), est simple.

Remarque 16.2.

— Les hypothéses sur le sommet Sy reviennent & dire que localement dans le voisinage de ce som-
met, le domaine  est un secteur angulaire. De plus, d’aprés les résultats de localisation de la
Section [L1 et en particulier le Théoréme [[23, I'état fondamental de l'opérateur Pj, pa,o est
localisé au sommet S.

— L’hypothese de simplicité de u(oy) est vérifiée pour les angles oy petits comme nous l'avons
établi a la Proposition [IIL7A. Il est connu que la premiére valeur propre du Laplacien est simple
mais nous savons (cf Avron-Herbst-Simon [, 8, [4], Bauman-Phillips-Tang [12], Helffer [26],
Lavine-O’Carroll [T])]) que la multiplicité peut étre grande pour l'opérateur de Schrodinger avec
champ magnétique.

Démonstration : Pour simplifier les notations, nous supposons que QN B(S1,¢) = Qq, NB(0,¢). Nous
allons comparer les états propres des opérateurs P, g AgQa, €t Py, Bay,o et montrer qu'un vecteur
propre de 'un fournit un quasi-mode pour 'autre.

La Remarque montre que la premiere valeur propre de P, pa,,,, vaut hBu(ai) et le vecteur
propre associé se déduit de celui de Py 4, q,, par changement de variables. Notons ua, » 5 un vecteur
propre normalisé pour l'opérateur P pa, q,, - Alors :

Pr,BAg, 00, Uar,h,B = hBp(on)ua, n,B-

Soit x € C§°([0, 0], [0,1]) telle que x = 1 sur [0, 3]. Définissons la dilatée de y : x=(.) = x (2) et la
fonction :
z € Q= xe(|z])ua, nB(7),

213
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que nous noterons par abus de notation X:uq, n 5. Choisissons € assez petit de telle sorte que 2N
supp X = {2, N supp x.. Comme nous ’avons déja calculé & plusieurs reprises, le Théoréme et
la Remarque permettent de connaitre le comportement du vecteur u,, , p et ainsi, pour tout
d €]0,v/B(©¢ — p(ar))][, il existe hg tel que pour tout h €]0, ho] :

_ 0 €
Pettas Bl = 1+0 (e 72). (16.1)
De plus, nous avons :
Pr B ag(XeUay hB) = hBp(ar)Xeta, hB + [Ph.BAo.Qs Xe)Uay,h,B-

_ 6 ¢
Le Théoréme et la Remarque montent que ||[Py BAy.05 Xe|tas,nBllr2@) = O <e \/E2>, et
permettent de déduire :

|(Pn,5.A0,0 — hBp(on)) (Xetay h,B)l 120
| |X€uoz1,h,B| |L2(Q)

b e
=0 (5«%2) . (16.2)
Le Théoréme spectral affirme donc qu’il existe une valeur propre A de P}, g4, o telle que :

1)
Vh

N

I\ — hBu(a)| < O (e ) . (16.3)

Nous allons maintenant montrer qu’il existe une valeur propre de P}, pa,q,, exponentiellement

proche de la plus petite valeur propre de P}, g4, q- Soit A(h) une valeur propre de Py, Bay 0 telle que
_S ¢

Ah) e B (hB p(aq), Coe Vh 2) avec Cy assez grand. Notons uy, un vecteur propre normalisé associé et

définissons vi: = xeup. Commencons par établir une estimation de la norme L? de vj,. Comme v, = uy,
au voisinage du sommet, le Corollaire [[2.4] montre qu’il existe & > 0 et hy > 0 telles que pour tout
h €]0, ho] :

_5
HUhHL2(Q) =140 (6 ﬂ) . (164)
Comme précédemment, nous calculons P, g Ao Qay Uh- Si le support de . est assez petit, nous avons :

Pr.B Ay 0, Vb = Pr.B AoV = MR)vn + [Ph B Ay 0, XelUn- (16.5)

_4
Le Corollaire oA montre que ||[Ph, pae.0, Xelunl|r2(0) = O <e ﬂ). Par conséquent :

1P, 5a0.0 = A(M)vnllL2) _ <ei> . (16.6)

v
l[vnll L2

D’aprés le Théoréeme spectral B3] il existe donc une valeur propre p de Py p Ao e, telle que :

= A(R)| = O (a«gz) _ (16.7)

Il reste & montrer que les deux estimations ([6.3]) et (I6.7) permettent de conclure & la simplicité
de la premiére valeur propre de Py, p4,.0-

_ 0 e
Comme A(h) € B (hB,u(ozl),Coe \/ﬁ2>, les deux estimations ([63) et ([67) montrent alors qu'il
existe des constante C' et d telles que :

sk

|hBu(aq) —p| < Ce (16.8)
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L’hypothese de simplicité de p(ay) implique qu’il existe une constante C' > 0 telle que :
hBps(ay1) — hBu(ay) > CBh. (16.9)

La combinaison des deux relations ([I68) et (IEJ) montre qu’il existe hy < hg tel que pour tout
h €]0,h1], p = hBp(az). Supposons que la valeur propre A(h) est double, notons u), j = 1, 2 les
vecteurs propres normalisés associés, vi = Xsu{1 les fonctions tronquées et E; les espaces engendrés
par vi. Reprenons les calculs précédents avec vy, = v}l puis v, = 0}21, alors :

P BAo 0w,V = ARy, 417 avec [[r |2 = O <e_75> . (16.10)

Notons F' I'espace engendré par le premier vecteur propre de Py pa,q noté 1. Le Théoréme 2T et
la relation (EZ53) montrent que pour & €]0,4] :

_3 i
vall_leL2(Q):O<e ﬁ) etHU;QL—l/ﬂHp(Q):O(e ﬂ)

_
Cette relation permet de majorer la norme |[v} — U%L||L2(Q) par O (e \/ﬁ>, ce qui ne peut étre. Donc

la premiéere valeur propre pour P g4, est simple. O

16.2 Simplicité de la premiére valeur propre de P}, 40

Comme nous I'avons vu dans la démonstration de la simplicité de la Proposition [Tl nous utilisons
des minorations de I’écart entre les deux premiéres valeurs propres sur le secteur angulaire pour justifier
la simplicité de la premiére valeur propre. Pour démontrer la simplicité dans un cadre plus général, nous
aurons besoin d’une minoration de I’écart entre les deux valeurs propres sur un domaine quelconque.
Pour établir ce résultat, nous nous inspirons des travaux de Simon [98] (cf aussi la présentation dans
[39]) qui considérait le probléme de 1’équation de Schridinger.

Proposition 16.3. Soit Q un domaine vérifiant 'hypothése (Hi). Notons pa(h, B,Q) la deuxiéeme
valeur propre de l'opérateur P, 4o avec champ magnétique B = rot A et e, la n-iéme valeur propre
de @j PB(Sj)AO,Qaj comptée avec multiplicité. Supposons :

e p(a) < Oy,

o B(S1)u(ar) < inf(b, Opb',inf(B(S;)p(e),j =2,...,N)).
Alors :
£ ,ug(h, B, Q) >

limin

€9.
h—0 h

Démonstration : Reprenons la partition de I'unité définie a la Proposition [ZTlavec les notations ([Z6l)
et définissons :
h. _
X0+ = Z |X§l|2-
j€bdUint

Ainsi la partition (X?)ij,...,N est telle que :
— Pour tout 5 =1,...,N, suppxé1 C B(S;,h).
— suppxf N {S1,...,Sn} = 0.
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Il existe alors hg > 0 tel que pour tout h €]0, hol, les fonctions (X?)jzl,___,N sont a support disjoint.
La relation ([Z1) s’écrit alors :

N
an.A0(u Z‘JMQ xju) = h2 Y 11V ullZaq). (16.11)
Jj=0

Supposons u normalisée et choisissons comme précédemment p = % ; alors I’hypothése sur la fonction
x conduit & :

N

5
dn,a0(u Z gh.a0u) + O ) [ulF2 ) = D ahao(u) + Ohd)|lullfaq).  (16.12)
7=0

Estimons chaque terme Qh,A,Q(X?U) pour j = 0,...,N. Pour le bord régulier (j = 0), la Proposi-
tion [[L4] avec les définitions ([[5.Jl), méne & la minoration :

dnan(xiu) > (hinf(b, ©') — O(h))|xhul |2 q- (16.13)

Considérons le changement de variables donné par un C!-difféomorphisme g qui envoie localement
Qq, sur QN B(S;,¢). A translation et rotation pres, ce changement de variables (déja mentionné a
la Section MZTZ) ramene l'étude de Py 40 & celle de Ph7B(Sj)AO’Qaj pour 1 < j < N en reprenant

([IZXZ3) et notant )2?11 la fonction déduite de X;‘u par changement de variables, nous avons alors :

qh.AQ X] / Z 91 (RO — zAk)(X a)(hoy — zAl u)y/det g dx. (16.14)

J 1<k, 1L2

Aprés un éventuel changement de jauge, nous pouvons supposer que A = B (Sj)Ag + A" avec A" =
O(x?) (cf sous-section [AI3). Reprenons I'estimation de (614, alors :

anao(Xfu) = 0h,B(S) A0, (Xra)
e S (VARG e 0u) (0~ i) ()0~ AN () d (16.15)
a5 1<k, 1<2
+ /Q <|(hV—z’/l)(>Z?ﬂ)|2—|(hV—z’B(Sj)A0)(>2?a)|2> dz. (16.16)

i
Estimons le terme ([6.15)). Reprenons les relations ([428) et ([Z29), alors il existe une constante C'
tel que pour tout z € B(0, h%) :
[V det g(x) gri(x) — k] < Chs. (16.17)

Comme le support de )2? est inclus dans B(0, h%), alors, notant C; = (hd; — z.%IJ)()Z;‘ﬂ) pour j = 1,2,
d’apreés ([[617), il existe alors hg > 0 et C tels que pour tout h €]0, ho| :

/ \/ det g gk — 5k,l> CyCp dz| < / ng 1C,Cy y/det g dx

o 1<k,l<2 @kl

Cthh,A,Q(XjU)- (16.18)

IN
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Considérons maintenant le terme ([G16]). Remarquons que :

|(hY — i A)(RGD)* — |(AV — iB(S))Ao) (X a) |

= Re (iENY i+ B A (D B840 — D)

= 2R ({5 — A (B340~ A ) = (B4~ DDE (1619

Or B(Sj))Ag — A = A = O(2?) et )Z? est & support dans B(O,h%), alors, reprenant ([[EI8) et
remarquant que 2h%\ab\ < h%]a\Q + h%]bP :

/Q (109 — A& ~ [0V —iB(S) A)(Ki) ) d

J
3 9
< § / ngleCl \/det dx—l—(’) § HXJUHLQ(Q )
5 ki
< OE ) anlu) + OWDIIKLl e, (16.20)
Reportons ([[EIX) et ([620) dans ([[610) et (IETIM), il vient :
3 o~ 52

(1+O(h%))gn 4.0(Xj¥) = Gh,B(5;)40.00, (X5 8) + OI)|IX} |72 0, )- (16.21)

Par hypothese e; = B(S1)u(aq). Notons v1 un vecteur propre normalisé associé & e; pour 'opérateur
EBPB(Sj)Ao Q. - Soit e €leq, eg[, alors, notant II; la projection orthogonale sur v, nous avons :
. ’ a]

G, B(S1) Ap 0y (X1T) = BB(S1)pa(cn )| (X10)]* + hel|(1d — IL ) (1 a)| 1%, (16.22)
De plus, pour tout j =2,..., N :
01, B(5;) A0 20, (X 0) = hel [}l (16.23)
Reportons ([E13), ([E21), ([[E22) et (I623) dans ([[EI2), alors :
3 5 ) 5
1+ 00 Nanaa) = OBl + (hinf(b, Ob) — Ol kulZe
+hB(S1)p(an)| [T (X)) |[72 (9a,) T hell(Id = 1) (x ﬁ)HmQa )
N 9
+he Y |IXjilli2(q, ) + O(h%) Z 1%5l172 0, ) (16.24)
=2

Les hypothése du changement de variables ([6.I7) et la taille du support de Xj conduisent a :

~h~ 3
1%l = (1 + ORI ullL2 o). (16.25)

Notons (t1,12) les deux premiers vecteurs propres normalisés pour I'opérateur Py, 4 o et choisissons u
normalisé, dans I’espace engendré par 1 et3¢2 tel que @ soit orthogonal & vy, alors, par décroissance
de vy (cf Théoreme ELT), ||II; (X7 @)|| = O(h¥), nous déduisons :

3 9
(14 O(h#)gnanw) > hinf(b,O0t)|xGull72 (0 +heZ||xju||L2 +O(hs)|[ull72(0
7=1
N 9
> he Y |IXjullizi) + Ohs)||ullf2(q)- (16.26)

J=0
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N
Par hypothése sur u, nous avons g5, _4.0(u) < p2(h, B,Q) et Z HX?UW = 1. La relation ([6.26]) permet
=0
g h,B,Q
d’écrire po(h, B,Q) > hetO2) — he + O(h%). Ainsi lim inf Hz(h, B, 1) > eg. O
1+O(h8) h—0 h
La Proposition [[6.3] apporte un résultat de simplicité du bas du spectre de 'opérateur Pj, 4.0 :

Corollaire 16.4. Reprenons les mémes hypothéses qu’a la Proposition [I0.3 et supposons que p(aq)
est simple, alors la valeur propre u(h, B,Q) est simple dés que h est suffisamment petit.

Démonstration : Selon les hypothéses, nous avons ey > e1. La Proposition [6.3 indique une minoration
de MZ(ha Ba Q) :
h,B,Q
lim inf K21, B, Q)

= €2.
h—0 h

Donc, pour tout £ €]0,eq — e1], il existe hg > 0 tel que pour tout h €]0, ho| :
,U,Q(h,B, Q) > (62 - 6)h
Or u(h, B,Q) < hB(S))u(an) + O(h3) = hey + O(h3), donc nous déduisons :

pa(h, B, Q) — pi(h, B,Q) > h(es — e — &) — O(h3) > 0. (16.27)

16.3 Développement limité semi-classique pour ’état fondamental

Soit Q vérifiant la condition (H;). Supposons :
inf {1 inf

p(aq) < in ( ,@o,k:gleu(ak)>,

- a1 ¢ WQa

— p(aq) est simple.
Nous allons établir formellement que la valeur propre p(h, B,2) admet un développement selon les

puissances de h2 pour h — 0.

Pour justifier ce développement formel, nous nous inspirons de la démonstration de simplicité de
la valeur propre pour le probléme de puits [56]. La non régularité du bord du domaine engendre
toutefois des singularités pour les solutions, ce qui améne & écarter certains angles (cf [62], Chap. 4 et
5). Nous allons choisir une jauge pour simplifier la condition de Neumann. A cet effet, rappelons un
cas particulier du Théoréme 5.1.2.4 de [52], p. 260 :

Théoréme 16.5. Soit () un domaine polygonal d’arétes';, j = 1,..., N, d’angles au sommet o; et de
normale unitaire extérieure v; pour I'j. Considérons f € HE(Q) et gj € H’H%(I’j) pour j=1,...,N
et k € N. Supposons que pour tout d=1,... . k+1ettout j=1,..., N, d% n’est pas un entier, alors
il existe uw € HFT2(Q) tel que :

Au = f  sur £,

ou . 16.28
G—Vj = g; sur I';Vji=1,...,N. ( )

Ce théoréeme va nous permettre de choisir un potentiel A tel que A-v =0 sur IV :
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Proposition 16.6. Soit Q) un domaine polygonal d’arétes I';, j = 1,..., N, d’angles aux sommets
a; et de normale unitaire extérieure v; pour I'j. Considérons A € H> (). Il existe une fonction

¢ € H®(Q) telle que le potentiel magnétique A:= A — V¢ vérifie :

{d}VA = 0 sur £, (16.29)

A-vi = 0 sur T;Vji=1,...,N.

Démonstration : Donnons-nous un potentiel magnétique A € H*(Q). Définissons f:= div A, alors
f € H*®(Q). Définissons également sur chaque aréte I';, la fonction gj: = A - v}, alors g; € H*(T'y).
D’apres le Théoréme [[6.3), il existe donc une fonction ¢ € H*(Q) telle que :

Ap = divA sur €,

0o .
(9—1/j = A-v; sur I'y,Vj=1,...,N.

(16.30)

Définissons le potentiel A=A — V¢, alors A e H*(Q), div.A =0 sur Q et pour tout j =1,..., N,
A-v; =0sur I';. Le potentiel A vérifie donc les conditions demandées. O

Revenons au développement formel de la valeur propre p(h, B, ) selon les puissances de h3.
D’apres le Corollaire [[64] il existe € > 0 et hg > 0 tels que pour tout h €]0, hg), il n’y a qu’une seule
valeur propre dans |0, h(Bu(aq) + €)].

Considérons g le changement de variables défini sur Q tel que g(Q) = Q et le voisinage de 0 dans
Qq, soit envoyé sur un voisinage de S7 dans 2. Pour simplifier les notations, nous supposerons S; = 0
et QN B(S1,e) = g(Qay NB(0,€)) N B(S1,¢).

Reprenons les changements de variables de la Section et en particulier la démonstration du
Lemme [[Z3, nous sommes amenés a étudier I'opérateur P sur  avec P défini par :

2
P:=— Z det gfi(haj —iAj)det g%gj7k(h(3k — 1Ay )det gfi. (16.31)
k=1

Nous allons chercher une solution formelle (u(h), uy) telle que : (P — pu(h))uy = O(h*)uy,. Ecrivons

les développements de Taylor du potentiel A et du changement de variables. Notons 2" = x]"z5? si

x = (x1,22) et n = (n1,n2), il existe alors des constantes A}, i1 et dy telles que :

( n,.n
In/>1
Vet ggjr(z) = |Z grE™, gy = Ok, (16.32)
n|>0
(det g)fi(x) = Z dpa™,  do=1.
[n|>0

Grace a la Proposition [[6.6, nous supposons, aprés changement de jauge éventuel, que le potentiel
magnétique est tangent au bord de (2.
Exprimons 'opérateur P a ’aide des développements de Taylor :

P=— Z Z dpz" hoj —i Z Ajx" Z g5 K" ho, — i Z Apa” Z dpz"
Gk \In|>0 In|>1 In|>0 In|>1 In|>0

Effectuons le changement de variables :
z = Vhy. (16.33)
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L’étude de Popérateur P se ramene donc, apres division par h a celle de P, :

Py = ~h) | D] a3 g By Zgﬁkh%y”

gk \In[>0 In|>1 [n|>0
xlov—i S apn™ g | [ S danzy . (16.34)
Inl>1 [n>0

Du fait de la tangence du potentiel A au bord de Q, la condition de Neumann s’exprime :

dyup = 0 sur IV (16.35)

Notons A! le potentiel magnétique défini par A':= <A§1’0)y1 +A§°’1)y2,A§1’°)y1 +A§0’1)y2>, alors

rot A! = 1 (1.0) Ago’l) =rot A= B.
La relation (I]:GI)_"ZI) conduit au développement P, = —h(V —iA)% + O(h%). Déterminons une solution

formelle sous la forme : ;
un(y) = Y hiu,(y)

320 16.36
ph) = h> hip;. (1650

Jj=0
Avec cette expression ([[636]) de up, la condition de Neumann ([[635) s’écrit :

S 0% dyun(y) = 0 sur I, (16.37)
In|>0

Annulons les coefficients des puissances de h% dans la relation Ppup = p(h)uy, avec la condition de

Neumann ([637).
L’annulation du coefficient de h s’exprime :

—(V —iAY%uo(y) = pouo(y) sur €,
{ dyug = 0 sur TV (16.38)

Nous choisissons pour pg I'état fondamental de la réalisation de Neumann de I'opérateur —(V —i.A41)?
sur Qg, et pour ug un vecteur propre normalisé associé. Comme rot A! = B, alors nous déduisons :

po = B(S1)p(an). (16.39)

De plus, par changement de jauge éventuel, le comportement de I’état fondamental ug est décrit par
le Théoréeme @11 .
Annulons maintenant le coefficient de h'*2 avec k> 1 :

k—1
1 k A
—(V —iAY) Zu]uk i(y) — jzz:o Liu; sur (16.40)
Opup, = 0 sur I,

Dans la relation (I6.40), Lk est un opérateur d’ordre 2 obtenu en développant les sommes dans

Pexpression ([6.34)) de P}, et en ne gardant que les coefficients d’ordre B3 Le systéme ([640) s’écrit
aussi :

(16.41)

k
(=(V —iA")? — po)ur(y) = Zﬂjukfj(y) -

0 sur I

k—1
L?uj sur €,
7=0

&,uk
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D’apres ([[624T]), 'annulation des coefficients de h conduit au systéme :

(—(V—=iAY)? —po)ur(y) = puo(y) — Louo(y) sur  Q,
{ ou; = 0 sur IV, (16.42)

en supposant que piug — L8u0 est dans L%(Q), régulier et & décroissance rapide. De telles conditions
vont permettre d’itérer le procédé de construction des coefficients uy et des fonctions wug. Afin de

satisfaire la condition d’orthogonalité <u1u0 — Lguo, u0> L2()> BOUS choisissons 1 :

1 = / Liuowg d. (16.43)

Qay

Nous choisissons wu; solution de ([[642)) et déterminons récursivement py et ug tels que :

N N
(15 = h%Mk> 3 hiu, = O(hF). (16.44)
k=0 k=0

Il reste a justifier I'existence d’une solution au probléme :

(Paga, —po)u = [ sur Qg
du = 0 sur TV, (16.45)
anl uugder = 0,

pour f € L?(Qy,) tel que / ftg dx = 0, en notant (p0,up) 1'état fondamental associé & Paq,, et
Qay
de déterminer la régularité et décroissance de la solution u (cf [A0, [71]).
N
k
Il suffira ensuite de tronquer la somme partielle Z h2wuy afin de montrer une estimation de la forme :
k=0

N+1

Ao (P), p (1)) = d(0(Py,pag o), 1™ () = O (R75),

en définissant p™ (h) = Z hg,uk.
k=0






Chapitre 17

Conclusion

A Tl'aide d’outils théoriques et numeériques, nous avons rappelé et approfondi, au Chapitre B de
la premiére partie, 'étude de la famille d’opérateurs H(¢) = D? + (t — ¢)? sur RT, construisant no-
tamment un quasi-mode en utilisant une méthode des différences finies. Nous avons ainsi obtenu une
valeur approchée de ©g, bas du spectre de la réalisation de Neumann de —(V — iA4g)? sur R x R,
4 107° prés. Nous savions, d’aprés [&T], que ©q était le bas du spectre essentiel de Py, rxr+ €t nous
avons établi, en généralisant le Lemme de Persson au Chapitre Bl que ©g restait le bas du spectre
essentiel de Py, o, pour tout secteur angulaire Q,, « €]0, 27]. Munis de cette information, nous avons

construit au Chapitre Bl des fonctions tests d’énergie inférieure & O sur des secteurs d’angle voisin de
s
2

montrant ainsi que p(a) est une valeur propre sur |5 — ¢, .

Nous complétons ces résultats dans la deuxiéme Partie en donnant un développement limité
de u(a) au voisinage de 0. Ce résultat se base sur I’étude intermédiaire de deux opérateurs et
la construction formelle d’une fonction U(®) = Zajuj et d’un réel u(oo) = Zajmj, tels que

>0 >0
Py 0, U (00) — () y(*) = 0, au sens ou les coefficients uj, m; sont choisis de maniére & annuler
chaque puissance de « apparaissant dans (B23]). Cette construction explicite donne un quasi-mode de
la fonction propre associée a p(a). En outre, nous avons établi le comportement exponentiellement
décroissant des états propres. Les résultats de ces deux premiéres parties montrent ainsi que p(«) est
une valeur propre pour tout « €]0, %]

L’étude de la troisiéme partie a permis de mettre en ceuvre une méthode numérique déterminant
le bas du spectre de I'opérateur Py, o pour un domaine 2 n’ayant qu'un sommet de plus petit angle.
Cette construction présente I’avantage de controler I’erreur commise entre la solution numérique et la
solution exacte a I’aide d’estimateurs a posteriori (cf Annexe [A]) et d’utiliser les techniques de raffi-
nement de maillages particuliérement adaptées lorsqu’une quantité est trés localisée. La méthode que
nous avons proposée ici conforte I'idée de la stricte monotonie du bas du spectre p(a) pour o €]0, 5| et
est cohérente avec ’asymptotique pour @ — 0 démontrée a la Partie Il Nous avons également illustré
le comportement exponentiellement décroissant de ’état fondamental pour des domaines & coins.

A T’aide des informations obtenues théoriquement et numériquement sur u(a), nous avons déduit,
a la Partie [V, le comportement asymptotique de p(h, B, Q) pour un domaine € a coins et précisé la
localisation de l’état propre associé. Ce résultat compléte ceux de Helffer-Morame [60] qui analysent
I’effet de courbure des domaines réguliers. Nous obtenons ainsi la localisation de 1’état fondamental au
coin d’énergie la plus basse. Notons que les résultats théoriques et numériques nous incitent a penser
que p est une fonction strictement croissante de |0, 7] sur |0, ©g]. Si cette monotonie est justifiée, la
localisation de I’état propre associé a pu(h, B,2), pour Popérateur Py, g4, avec B > 0 constant, a lieu
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dans le plus petit angle du domaine Q. Sous 'hypotheése de simplicité de p(a), nous avons établi au
Chapitre [ la simplicité de u(h, B,$2) pour h assez petit et un développement formel de u(h, B, Q)
selon les puissances de h%, pour un domaine 2 tel que I’état fondamental n’est localisé qu’en un seul
sommet. Pour justifier rigoureusement le développement formel de p(h, B, ), il est nécessaire d’ana-
lyser davantage la régularité des solutions [40), [7T]].

Malgré les informations apportées sur u(a), nous ne savons pas pour 'instant démontrer sa stricte
monotonie de ]0, 7] sur |0, ©¢], méme si celle-ci est largement admise dans la littérature physique.

Nous avons ébauché une méthode heuristique laissant penser que I’état propre de Py g4, p» ot P"
est un polygone & n cotés, est réparti «en général» sur chaque sommet. Il serait intéressant d’illustrer
numeériquement ce résultat et d’étudier la localisation pour des domaines ayant plusieurs sommets
d’angle minimal, en admettant la monotonie de u. Notons toutefois que sauf dans le cas ou il y a des
symétries, la localisation devient extrémement instable. Pour I’étude semi-classique de 'opérateur de
Schrodinger, nous avons 'effet appelé par B. Simon : «la puce de 1’éléphant» illustrant ce phénomeéne
dans un cadre voisin. Lors du traitement numérique, nous devrons construire de nouveaux estimateurs
d’erreurs en tenant compte de la multiplicité de la premiére valeur propre.

Enfin, I’étude de la simplicité développée a la Section peut servir & étudier les branches de
bifurcation de 1’équation de Ginzburg-Landau (CI) pour des domaines particuliers en utilisant [19]

37, 38].



Annexe A

A posteriori error estimator

Abstract

The ground state for the Neumann realization of the Schrédinger operator for constant and sufficiently
large magnetic field presents a localization in the boundary of the domain and particularly in the
corners where the angle is minimum. As the solution decreases exponentially fast away of the corner,
it is rather difficult to catch it numerically. A natural idea is to try using a mesh refinement method
coupled to a posteriori error estimates. The purpose of this paper is to provide such an estimator
adapted to the problem.

Keywords : Eigenvalue problem, a priori error estimate, a posteriori error estimator.

A.1 Introduction

A lot of papers have already been devoted to the Schrodinger operator with magnetic field among
which we can quote those of Bernoff-Sternberg [I7], Lu-Pan [78], [[9], Helffer-Morame [59, [60] in the
case of regular domains. Our goal is to establish similar results in a domain with edges. Physicists
such as Brosens, Devreese, Fomin, Moshchalkov, Schweigert and Peeters and mathematicians like Ja-
dallah and Pan contribute to the study of this problem in recent literature [34} 68| [70, 83, 94]. A more
general theoretical study can be found in [25, 26] where it is proved the ground state is exponentially
decreasing outside corners with smallest angle for a constant and large magnetic field and where the
behavior is precised according to the smallest angle and given an asymptotics of the eigenvalue for
angle tending to 0.

In order to have a deeper understanding of the behavior of the first eigenvalue and eigenvector, we
employ numerical tools.

Hornberger and Smilansky [65] use a boundary integral method to compute the first eigenvectors.
Their method is readily available for regular domains but may probably be extended in the case of
non smooth domains.

Here, we only deal with the finite elements method which is more natural. Since the first eigenvec-
tor decreases exponentially fast away of the smallest corner and is localized in a small neighborhood
of the boundary, a numerical data processing is quite difficult and the problem is badly conditioned.
So it is necessary to find a criterion which permits to know, using only computed numerical solution
and data of the problem, if the numerical solution is close to the exact solution with a prescribed
accuracy.

The fundamental tool is the a posteriori error estimator which allows to be more specific about local
error and permit to adopt adaptive mesh-refinement techniques.
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A posteriori error estimators have been studied in several domains. We can quote works of Babuska

[0, 1], Bernardi-Métivet [16], Bernardi-Métivet-Verfiirth [I5], Verfiirth [I00] who tries to make a more
systematic analysis of any problem. He begins with the Poisson equation with mixed boundary condi-
tions and pursues with the nonlinear equation F(u) = 0. This permits to determine a posteriori error
estimates for quasi-linear equations of second order or some eigenvalue problems for operators such
like —V - (AV) + d (cf. Proposition 3.10 and Proposition 3.17 in [I00]) but these estimates present
a great drawback because they only hold if the numerical solution is sufficiently close to the exact
solution. Then, to obtain an efficient estimator, we propose a result where this condition does not
appear.
Furthermore, it seems that a posteriori error estimators for eigenvalue problems have not yet been
found in generality and we can’t deal with an eigenvalue problem as with the problem F'(u) = 0.
As we will see later and particularly in Section [AZ3, we have to use other methods. In this paper,
we propose an a posteriori error estimator in the case of the Neumann realization of the Schrédinger
operator with constant magnetic field.

This paper consists of two major parts. In Section [A4], we adapt techniques of Verfiirth. In order
to do that, we use a functional F' whose definition and study are developed in Section To deal
with this functional, we need an estimate of the gap between the numerical solution and the exact
solution. This point is analyzed in Section and Theorem [A4] gives the main result. We notice that
the classical techniques to obtain a priori estimates are not optimal here because the problem is not
linear and particularly, we can’t use Céa’s Lemma. To this mind, the Section and more precisely
Section [AZ3 ] consists of an original analysis to the error estimate. The great point to obtain equivalent
estimate is the fact that the operator is self-adjoint and we use a decomposition in a orthonormal basis
composed of eigenvectors. Lemma [A-4] gives a priori estimates but contrary to what is happened in
the linear case, estimates of the norm in L? and in H' of the gap between the exact solution and the
numerical solution have the same order. We develop this method in Section [AZ37] Let us begin with
some notation in Section

A.2 Notation and results

A.2.1 Physical problem

Let © be a bounded, open and polygonal set in R?. We denote by I' the boundary of Q and v
the unit outer normal where it is well defined. We consider the magnetic potential A with a constant
magnetic field B defined by :

.A - —(—.%'2,$1). (Al)
We denote :
— A (A.2)

We are interested in the Neumann realization of the operator —V?A from C§°(€2), which is the restric-
tion to Q of the functions in C*°(R?) with a compact support. We define the sesquilinear form a in

the form domain :
Y:= H4Y(Q) = {u € L*(Q)|V_au € (L*(Q))?}, (A.3)

by :
a(u,v) = / Vau-Vvde, Yu, v € H}4(Q) (A.4)
Q
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The sesquilinear form a is semi bounded from below and so a admits a unique self-adjoint extension
—Ay = —Vi defined on the domain :

DN(=A4):={u € HY(Q)| Viu e L*(Q), vV 4uy,, = 0}.
Furthermore, due to integration by parts, the following relation holds :
Vu € DN(=Ay), Yo e Y, (—=Aqu,v) = a(u,v). (A.5)

For every open set w of €, we denote by 7 the boundary of w, L*(w), H}(w) and H%(w) the Sobolev

spaces with the norms :
1/2
lollay = { [1oF as} " (A.6)

1/2
ol = { [68 +9a0P) s} (A7)

1/2
lollger = { [0 + (902 +9%0P) e} (A3)
As Qis bounded, the norms || || g1, and || HH}L‘(w) are equivalent, like the norms || || f2(,y and || HHj(w)-

Our goal is to determined the ground state for the operator —A 4. So, denoting by X:= R x Y/,
the weak formulation of the problem is :

/VAU-VAU = )\/uﬁ,
Find (\,u) € X s.t. Y(u,v) € X, L & (A.9)
1.

/ uf? =
Q

We can not determine explicitly an exact solution of this problem ([AZ), so we look for a numerical
solution and want to determine the gap between the exact solution and the approximate solution given
by the finite elements method.

We use the same notations as Verfiirth [I00], p. 7-8. Let 75, h > 0 be a family of triangulations of
filling the following conditions :

1. Any two triangles in 75, share at most a common complete edge or a common vertex.

2. The minimal angle of all triangles in the whole family 7} is bounded from below by a strictly
positive constant.

Let P1(7},) be the space of all continuous, piecewise linear finite element functions corresponding to
Th, and Yy,: = P%(7,) the space of all continuous, quadratic finite element functions corresponding to
Th. We denote by Xj: =R X Y, and consider the following eigenvalue problem :

Vaup - Vv, = )\h/uhﬁh,
Q

Find (Ap,up) € Xp s.t. V(up, vp) € X, Q (A.10)
I

= 1

A.2.2 Notation

For any element T of the triangulation 75, we denote by £(T') and N (T') the set of its edges and
vertices respectively and we define :

&= &), Nu:= | N(T).

TeTy, TeT,
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For T € 7, and F € &, we define pp, hy and hg their radius of inscribed circle, diameter and length,
respectively. We assume hp, hg < h. We remark that if the triangulation satisfies the condition 2,
then the ratio Z—; and ;L‘—f/ are bounded from below independently of h for every T, T" € T}, such that

N(T)NN(T") # 0, and for every E € E(T).
We split &, and N}, as follow :
En=EnaUéhr, N =NpoUN,r,
with :
5}179: = {E S gh‘E C Q}, 5}1711: = {E S 5h’E C F},
Nh,g: = {x S Nh]m S Q}, ./\/h,p: = {x S ./\fh\x S F}.
For any E € &, we denote by N (F) the set of its vertices. For T' € 7y, E € &, and x € N}, we define :

wr:= U T' :  elements with common edges with T,
E(T)NE(T")#0
wg:= U T elements which admit E as edge,
EeE(T)
Wy = U T - elements which admit x as vertex,
zeN(T)
wp: = U T' : elements with a common vertex with T,
N(T)NN (T7)#0
g = U T' : elements with a common vertex with F.

N(E)WN (T")#£0
For any edge E € &, we associate a unit vector ng (equal to v if E C T'). For any E € &, q and
¢ € L*(wg) such that ¢,, is continuous on T’ for any T' C wg, we denote by [¢]g the jump of ¢
across F in the direction ng.
We now recall a property of the interpolation operator of Clément denoted by I and given in
[35, 32).

Lemma A.1. There exists a constant ¢ depending on the regularity parameter of the triangulation,
such that for every u € HY(Q), for every T € Tp, and for every E € &, :

lu— Thullpzery < chrllullg @, (A.11)
1/2
llu = Tnull 2z < chil?[ullm @p)- (A.12)

A.2.3 Main result
For any (A, u), (u,v) € X, we define :

1O w)lx:= LA+ llul G, o} (A.13)
POV, i) i= [ (T Tz wn) ([ o= 1) (A14)
Q Q
Our goal is to find (A\,u) € X and (Ap,up) € X, such that :
V) € X, (FOvu), (o) =0, (A1)
V(uh,vh) € Xy, <F()\h,uh), (,uh,vh)> = 0. (A.16)

We introduce the a posteriori error estimator :

2
77%:: h%/ |—V?4uh—)\huh| + Z hE/ |[nE'V.Auh]E|2- (A17)
T Ec&E(T)NER 0 E
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As we see in the following theorem, the estimator nr has a fundamental role to see if we are close to
the exact solution or not and to increase accuracy of the numerical solution :

Theorem A.2. Let (A, u) € X be a solution for the problem (AIH) and (Ap,up) € Xp, be a solution
for the problem (AIA) such that \ and A, are the smallest eigenvalues of the continuous and discrete
operators. Then, there exist hg > 0 and constants c1, co which depend only on the reqularity parameter
of the triangulation such that for all h < hg :

1/2
A=l = il < SO B Y (A.18)
TeT),
1/2
donpp <=l llu = unllg o)) (A.19)

TeTh

Remark A.3. Theorem [AQ holds also for a simple eigenvalue X\ : there exists R > 0 such that if
(An,up) is a solution of (AZA) with ||(A — Ap,u —up)||x < R, then (AI8) and (AZ3) hold.

A.2.4 Scheme of the proof of Theorem

We want to use the same scheme as Verfiirth [I00], p. 81-84 for the eigenvalue problem for the
operator —V - (AV) + d with a Dirichlet boundary condition. The fundamental point is the study
of the functional F' and particularly, we have to find a neighborhood of (A\,u) € X on which the
differential of F', denoted DF is invertible. We will use DF to estimate the gap between F'(\,u) and
F(Ap,up) and we have first to establish an a priori estimate in Section of ||u — wupl|. This is the
great difference between our problem and examples presented by Verfiirth because our problem is not
linear and we can’t use classical argument such as Cea’s Lemma. The study of the functional F' is
presented in Section and will be used to follow the same techniques as Verfiirth in Section [AZ4]
to propose an a posteriori error estimator.

A.3 A priori estimates and applications

A.3.1 A priori estimates

To obtain a priori estimates, we use the self-adjointness of the operator. The Neumann realization of
the Schrodinger operator —A 4 with constant magnetic field is self-adjoint with compact resolvent and
so we can decompose each function of DV (—A 4) in an orthogonal basis of eigenvectors. This argument
to obtain Theorem [A4 does not seem to be usual and we give further details in the following. The
estimate of the gap between F'(\, u) and F'(\p, up,) allows to deduce an estimate of ||(A, u)— (Ap, up)||x -
We estimate ||u—uyp,| |H}4(Q) and |A\—\p| according to h using a spectral decomposition of the functions :

Theorem A.4. There exists a constant C such that for solutions (\,u) and (Ap,up) of problems (A13)
and [ATA) respectively where X\ and A, are the smallest eigenvalues of the continuous and discrete
operators, the following upper bounds hold :

IN

[lu = unl| 1, o) Ch,
A= < Ch2
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Proof : We use the same name C for constants even if it can change at each line. As u is an eigenvector
of —A4, w is in the domain of the operator, and so, in particular, u € Hi(Q) We denote by Z,u the
interpolation of u by a function of Po(7). There exists a constant C' such that :

lu = Thull 2y < Ch®|ulpq), (A.20)
IValu = Zpu)llrz@) < Chlulpz(q). (A.21)

To justify the second estimate (A2I]), we use the equivalence of the norms H'(€2) and H'(). The
first estimate (A220) gives the bound :

1— Ch* < ||Zpullr2) < 14 Ch%. (A.22)
We denote by ug = u, uq, ... an orthonormal basis of eigenvectors for —A 4, associated to eigenvalues
Ao = A, A1, ... in increasing order. We decompose Zpu in this basis :
Ihu = Z QG U; .
i>0

We express u — Zyu, estimate |[u — Zpul|r2(q) and |[Va(u — Zpu)||r2(q)

u—Tpu = (1—a0)u—2a,~u,~,

i>1
e = Thullfoqy = 11—aof + ) |aif, (A.23)
i>1
IValu = Ty)lFa@ = AlL—aol+ > Aiasf” (A.24)
i>1

Taking into account Relations ([(A20) and ([A21)), coupled with (A23) and (A224), there exists a
constant C such that the following upper bounds about the coefficients «; hold :

1 —aol> < ChY, (A.25)
> lail? < Cnt (A.26)
i>1
ML —ap)? < Ch? (A.27)
> N> < cnt (A.28)

We write now the decomposition of wuy, in the basis (u;);>0 :

Up = Z Bi;.

>0

Multiplicating u by a complex of modulus 1, we may assume [j is a nonnegative real number. With
this assumption and since ||uh||%2 @ = 1, we deduce 0 < By < 1. The min-max principle leads to :

A = in 7HVAUH%2(Q)
veHY (Q) ||U||%2(Q)

|1V 4vn]|?
v €P2(T) ||Uh||L2(Q)
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We easily deduce :
||V AZpul @,2 ()

A< 0= IV aunl? (4.29)
2O = Tl g
We are able to estimate HVAIhuH%Q(Q) by using Relations (AZ21)) and [A=23) :
IVl = Vaul oy + Vo= 0oy + 2 [ Vow Valla =) de
= A+ |[Va@hu = )|[720) +2XA g — T
< A+ CH (A.30)
From the bounds (A22), (A29) and ([A30), we get an upper bound of A, by A\ + Ch?
A< A\, <A+ COR2 (A.31)

So we can deduce the bound on the eigenvalues A and A, stated in Theorem [AZ4]

Let us take again Relation [A29) and look at the relations obtained with the coefficients ;. We
know that ||V qup |2, @ = Z)\i\ﬁi\g. Therefore, from [A22) and ([(A29)

>0

=> Algi < Va@aliz < DAl | 1+ CR?). (A.32)

i>0 HI’LUHLQ(Q i>0

Since the eigenvalues ); are in increasing order, wuy, is normalized and (3 is a real number, we notice
that

1> (6P =55 =1-> |8 > 1——ZA 1812, (A.33)

i>1 z>1

We deduce from ([AZ32) and [AZ33) that

1 A 1 A
2>1—— | (1+Ch? \ilag|? — \B2 ><1——a2>—— Nilag|? + =32 —ch®. (A.34
By > ( )Z |ovi By | = A1| of Al; |ovi Alﬁo (A.34)

A
1 i>0

Reporting [A2]) into [AZ34), we obtain

A A A
(1 - —> 8 > <1 - /\_1’0‘0‘2> —~Ch? = <1 — /\—1> + A—1(1 — |ag|?) — Ch2. (A.35)

It comes immediately by normalization of uj; and Relation ((A23) that :

1>p62>1-Ch2 (A.36)
Since 1 = Z 13i|%, we deduce that :
i>0
0<1-6 <Ch?and Y _|B|* < Ch”. (A.37)
i>1

Let us compute ||u — uhH%Q(Q) by using ([AZ37) :

= unl |72y = 11— Bol” + Y 18i* < 2Cn%. (A.38)
i>1
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We now compute ||V 4(u — uh)H%Q(Q) by using that Z Nl Bil? = A
i>0

IV 4w = un)l[F2i) = AL = Bol> + Y NilBil* = 2A(1 = Bo) + (An — A) < Ch?, (A.39)
i>1

And thus, [[Va(u —up)|lp2@q) < Ch. O

Remark A.5. It is interesting to note that we have the same power of h for the norms |[u —up||r2(q)
and ||V a(u—up)||r2(q) in (A28) and (A39). This is very different of what happens in linear problems
for which the L?-estimate is better (typically in h?).

Let us also note that the a priori estimates of Theorem hold just for the smallest eigenvalues.
A.3.2 Study of the functional F

Let us give some properties of the functional F :

Lemma A.6. Let (\,u) € X be the solution of problem (A1), then the differential DF(\ u) is an
isomorphism from X onto X*.

Proof : We begin with the calculus of the differential DF at the point (A, u). Let (u,v) € X and
(v,w) € X, then :
(DF (A u)(p,v), (v,w)) = / Vv -V qw — (A + pu)w + 2vus. (A.40)
Q
To justify the fact that DF'(A, u) is an isomorphism from X onto X*, we will use the following theorem
given in [32] p. 131 :

Theorem A.7. Let U, V be two Hilbert spaces, then the application L:U — V' is an isomorphism if
and only if the associated sesquilinear form a:U x V — R satisfies the three following conditions :

1. Continuity : there exists a constant C such that :
V(u,v) €U x V, |a(u,v)| < Cllullu||v]lv.

2. Inf-Sup condition : there exists a constant v > 0 such that :

inf sup lalu, o)l =
wel ey |[ullulfollv

3. Forallv eV, v#0, there exists u € U such that a(u,v) # 0.

Let us apply this theorem by choosing U = V = X and for the form a the differential form
DF (X, u). We have to verify each condition of Theorem [A7 :
1. Continuity : we consider (u,v), (v,w) € X and estimate :

[ (DF (A u)(p,v), (v,w)) | = '/Q Vv Vaw — (A + pu)w + 2vu

< Vavllzo) IV awl|z2@) + (Ml 22 @) + [#Dlwl| 2 @) + 2[v[l[v]|z2 @)
< (4 4+ N, 0)[Ix [ (v, w)|] x -

The condition 1. holds.
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2. Let us verify the Inf-Sup condition. We want to prove that there exists a strictly positive constant
a such that for all (u,v) € X, there is (v,w) € X with (DF (A, u)(u,v), (v,w)) bounded from below
by al|(u,v)||x||(v,w)||x. In order to show this, we establish the lower bound for some (v,w) € X,
dependent on (u,v) and so deduce a lower bound by taking the upper limit. We decompose v and
w in the form : v = au + ¥ and w = Pu + w with ¥ and @ in the space orthogonal to u, so, in

particular / ud = 0, / wiw = 0 and since (A, u) is solution of the problem ([A-TH), we also deduce
Q Q

that / VauV 40 = 0 and / VuV 4w = 0. Thanks to these remarks, we deduce the norm in X of
Q Q

(1, v) and (v,w) :
105k = [IVavllzag) + 10]72q) + 17
= |IVadllzzq) + 10]72(0) + (A + 1)a? + 4%,
Wk = [[Vawljzq) + [[wllZ2q) + v
= HVAﬁ)H%%Q)"‘Hme(Q) + A+ 15+ 02
We compute the form (DF(\, u)(u,v), (v,w)) :

(DF(\,u)(p,v), (v,w)) = a/Q(VAu-V—Aw—)\u@)
+/QVA®-V—Aw—(A6+Mu)w+2m
= O—i—ﬁ/ﬂ(VAT)-V—Au—)\T)E)
+/Q(VA®-W—(A®+MU)E)—Mﬂ+2va
= /Q(VA@.W—)\QN)E)—Mﬂ—l—QVOA

We choose (v,w) € X such that @ =0, f§ = —p and v = a and estimate (DF (A, u)(u,v), (v,w)) :
v),

(DF(A,u)(p,v), (v, w)) = HVA@H%%Q) - )‘"6"%2(9) + 1 + 207 (A.41)

We bound from below ||VA17||%2(Q) - )\||17||%2(Q) according to ||z7||§{}4
later. Then :

() Let & €]0,1[ to be determined

. . - - A
IV 48[ 72(0) = Mlol[720) = 0lIV.4B]I 720y + (1~ 6) <||VAU||%2(Q) — 1 5||v||%2(9)) - (A42)

We know that A is an eigenvalue of —A 4, then the second eigenvalue A; is given by the min-max
principle :

Vag
A= inf M (A.43)
(Q)m<u>a¢¢o 1811720y

As we have decomposed w so that @w_Lu, we so bound from below ||VA17||%2(Q) :
IVadllTaiq) = Mlloll2(q)- (A.44)
We plug the estimate [A44) into (A42) :
- A
(5||V_AU||%2(Q) ( 6) <)\1 ) ||v||L2(Q

51Vl 22 + ((1 = 6)A1 = N[5l 22 - (A.45)

Y

IV.48][72 = Allo]]7

Y
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Choosing ¢ such that 6 = (1 —J)\; — A, then

A1 — A
= 0
A +1 e
and the lower bound (AZ47]) becomes :
A1
(DF Q) (0, () 2 31 ) + 1+ 207 (.40

We have now to compare ||v|| 1) + p? 4 202 with the product of norms of (i, v) and (v, w).

)\ +1
With the choice on (v, w), we have :

1w, 0) B = 118121 gy + (A + D + .

This implies that ||(v,w)||x||(p,v)||x < ||v||H1 @ T (A +1)(u? + a?). We take v = 1nf< SvEnEw
then :

>/
‘H
\_/

Al

v Huvum + 24202 = (19l o + (42 +a?)(A+ 1))

M ) x| (v, w)][x-

v

We so have proved that for all (u,v) € X :
| <DF(>"U)(M’U)’ (Vl’w1)> | | <DF()\,U)(,U,,’U), (V’w)> |
(v, w)|x

> A, 0)llx,

sup
(v1,w1)EX [[(v1, w1)l|x

and the Inf-Sup condition holds.

3. Let us justify the last condition. Let (v, w) € X, we decompose w in the form w = fu + w such
that w_lLu and we consider :
(u,v) = (=B, vu+w) € X.

As we have seen in the justification of the Inf-Sup condition, we have :

[(DEQ, u)(p, v), (v, w)) |
[, w)l|x [ (s, 0) [ x

> v>0,

so, particularly, (DF'(X\,u)(p,v), (v,w)) # 0, and then the third condition holds.
We get that DF(\, ) is an isomorphism from X onto X* and the proof of Lemma [AZf] is achieved. OJ

Corollary A.8. Let (\,u) € X be the solution of problem (A1), so there exist R > 0 and constants
c1 > 0 et cg > 0 such that for any (p,v) € Bx((A\,u), R), the following bound holds :

| [F( 0)|[x < N[ w) = (s, 0)l[x < eol [F(p, 0)|[x+-

Proof : First, we show that DF' is Lipschitz-continuous in (A, u). Let (A1, u1), (i, v), (v,w) € X and
estimate (DF(A, u)(1,v) — DF (A, w1)(1,0), (v, w) , according to [[(AX, Aw)llx]|(, o)L x|, w)]l1x
by denoting :

(AA, Au) = ()‘1 - )\,Ul - u),
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then :

‘<DF()‘7U)(M7U) _DF()‘hul)(:U'av)v(V?w)H = '/Q()‘l _)‘)Um"i_lu'(ul _71/)E"i_21/(u_71/1)6
A[(AN, Aw)[ x| (1, 0) x| (v, w) [ x-

IN

Then, for any (A1,u;) € X,

IDFOu) — DF( )l eoxx
X <y, AAT
10va) — Oy )| (A.47)

We have already seen that DF(A, u) is an isomorphism, so we can express (A1, u1) with (A, u) by :

(AN, Au) = (A, u1) — (A uw) X
= (DF(\u))~ ! (F(Al,ul) + /0 (DF(A\,u) — DF((\u) + t(AX, Au))) (AN, Au) dt).

This expression gives an estimate of the gap between (A, u) and (A1, u1) according to the triangular
inequality and Relation (A7) :

1
AN Au)llx < [[(DFOu) ™ e x) <|IF(>\1,U1)IIX +4/0 t dt[[(A, AU)H%()

< NDOFO ) Hleeesx) (PO un)llx + 20[(AN, Au)ll ) -

We take 0 < R < Ry:=

4HDF(>\7U)1’1IIL(X*,X)’ then for all (A1, u;) such that (A1, u1) € Bx((A\,u),R) :
IDEw) "l xollF (A un)] | x+

A - (A <
(s ur) = (A u)lx < 1—2R|[DF(\u) Y| g(x+ x)

< 2|[DEw) ] e 30 [1F (A, un) || xe-

(A.48)
We now have to prove the second inequality. Let (u,v) € X with ||(i,v)||x =1, then :

<F()\17u1)7(/~67v)> = <DF;()‘7U)(A)‘7 Au)a(lu'av» +
< /0 (DF((\ 1) + HAN, Au)) — DE(A,w)) (AN, Au)dt, (1, v)> .

X*

We deduce an upper bound of ||F(\y, u1)]

[F (A1, u1)]

x < |IDEO u)lleixxe

< |[DFX\u)llgex,x)

1
(AN, Au)|[x + 4/ ¢ dt][(AN, Au)|
0

(AN, Au)||x + 2[[(AX, Aw)[% .

Taking 0 < R < Ry: = I2EANeceo o see that for all (A, us) in Bx (A, u), R) :

[[F'(A1,u1)]

x+ < (IDFNw)llgex,x+) + 2R) AN, Au)l|x < 2IDF, u)llzix, x| [(AX, Au)||x .
(A.49)
Choosing R: = min(R1, Ra), Relations (AA48)) and ([(A49) justify Corollary with the choice ¢; =

LIDF(, )|z xey and ez = 2[(DF (A )~ [lzixe x). 0
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A.4 Adaptation of Verfiirth’s techniques

A.4.1 Shape functions and associated properties

For every T' € Tj, and E € &, o, we define the triangle-bubble function b7 and the edge-bubble
function bg like Verfiirth [T00] p. 9. We denote by A11, Ar2 and Ar3 the barycentric coordinates of
T. We define the triangle-bubble function by by :

| 2TA7aAreAr3 on T
br = { 0 on Q\T. (4.50)

Given an E € &, o such that wg = T1 UT,. We enumerate the vertices of T and 73 in the such way
the vertices of E/ are numbered first. We define the edge-bubble function bg by :

. 4)‘Ti,1)‘Ti72 on Ti, 1= 1,2
be = { 0 on Q\wg. (A-51)

We can easily prove the following properties about functions by and bg :

Lemma A.9. Let T € 7, and E € &,. Then :

suppbr C T, 0<br <1, max br(x) =1, (A.52)
suppbg Cwg, 0<bg <1, r;leaé(bE(x) =1, (A.53)
ahy < [pbr=5IT| < cahi, (A.54)

Jpbe = ;hE, (A.55)

cshy < [pbp =T’ < eshf, VI C wp, (A.56)
IVbrllrery < eshz'llbrlleer), (A.57)

Vg2 < cohig'|bBll2n, YT C wp. (A.58)

The constants c1,...,ce depend only on the smallest angle in the triangulation.
We consider a lifting prolongation operator P: L>(E) — L*°(T') by :
Pu(z):=u(z'), Ve € T,2' € E s. t. \j(z") = \j(x).
We now give a particular case of Lemma 3.3 of [T00] p. 59 :

Lemma A.10. There exist constants cq,...,cy such that the following inequalities hold for all T € Ty,
Ec&(T),ue HO\T and o € H1|E :

ubpv
alldlzm < swp ZY <l . (A.59)
vello| . ||v||L2(T)
obpT
allollzm < s EET <ol (A60)
T€lly ), 7|2 ()
eshpt|lbrullr2ery < (IVOru)lleery < eahg'|lbrullpzen, (A.61)
cshr [IbePolp2ry < ||V (bePo)||g2ry < cshy |bEPol| 21, (A.62)

165 Poll 2y < erhil [0l 12 (m)- (A.63)
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A.4.2 Preliminary lemmas

We have defined the projector I, from H'(Q) onto P?(7;) and we consider Rj,:= (0,1;). We
denote by : .
Yy: = span{brv,bpPo| v € lg,,0 € Iy, T € Ty, E € Er},

and Xh: =R x Y/h.
Lemma A.11. Let (\n,up) € X}, be the solution of (A18) and (u,v) € X, then :

Fonun ) = ¥ ([P mpwor 5 [ e Vawlo). (a6

T€eT, E€& oNE(T)

Proof : We estimate (F(A\p,up), (u,v)) for (Ap,up) € X, the solution of [(AI6) and (u,v) € X :
<F(>‘h,uh)a (,U,,’U)> = /Qv.Auh Vv — Apupv + K </Q |uh|2 - 1>

= / Vaup - V A0 — Apup,
Q

since (Ap,up) € Xp, is solution of ([(AT6) so / lup|> = 1. An integration by parts on each T C Q
)

/VAuh Vv = — /VAuhv—{— Z / ng - Vaup g

E€&(T)

gives :

Furthermore, if £ € &, p, then the term [ng -V qup)p vanishes since we deal with the Neumann
realization. Indeed, if up is an eigenvector of —Vil, up, is in the domain of the self-adjoint extension
of —V?, so ng - V qup|, = 0. We deduce :

o) = 3 ([P mantor S [ e Vawleo)

TeT, N7 E€EE, onE(T)

O

Lemma A.12. Let (\p,up) € X be the solution of (AIA), then there exists a constant C' only
depending on the reqularity parameter such that :

1/2

1(Zd = Rp)*F(Anun)llx- < C< > 07 . (A.65)
TeTh

Proof : We begin with writing the definition of the norm ||.||x~ :

= sup ( ()\h,uh)( ) Rh(lu'a )>
(0| x =1

= sup <F()‘h’ uh)? (M, v = Ihv)> : (A66)
()] x =1

We compute the last term of ([A66) by using Lemma [ATT] :

[[(Id — Rp)*F (A, un)||x

= — 2 — Up\U — v n u v — v
(F(Ansun), (v — Ipv)) —T;h [/T( Vo —An)up(v — I )+EESZQ;16(T / £ Vaulg (v —Tv) .
(A.67)
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We estimate each term with a Cauchy-Schwarz inequality :

/T(—Vit = Mn)un(v = )| < |[(=V% = Mw)un|| gy 10 = Dol p2ry, (A.68)

/E[TLE -VAuh]E (1) —Ih?}) < (/E’[nE -VAuh]E‘2>2 HU_IhUHLQ(E)- (A69)

We consider upper bounds (A1) and ([(AT2) of Lemma [A] to evaluate integrals / lv — Iyw|? and
T

fE ‘?} — IhUP s

lo = Ipvllrery < ahrllvllaer), (A.70)
o= Inollzaey < cahif 1ol ). (A.71)

We report these inequalities into ([AZB8]) and (A28 to obtain :

| 9= Ml =T0)| < euhrlolln el = Vo = Mwanllae (A.72)
T

[ 1 V) = To0)| < cabifolln o i - ¥ aunl 125 (A73)

We report (A7) in (A67) and use the Holder inequality :

> g - Vauplp (v —1Iw) < > lne - Vaunlgll 2 gy v = Invll L2 i)
Beg, one(m)’F Ee&,.anE(T)
1/2
< ¥ ( [l Vanls) kbl e
Ec&p onE(T
<ol ¥ s Jlne Vawlp [ ol ey
Ec&y, onE(T Ee&p onE(T)

We notice [|v]|5,, Gm) S |[v][2, () and deduce that there exists a constant ¢ depending on the regularity
parameter of the triangulation such that :

Yo Ml < dblli g (A.74)
EEE), onE(T)

According to the inequality vA 4+ v B < v/2v/A + B used in (A7) coupled with (A7), (A7) and

([AZT4), there exists a positive constant C' independent of the triangulation such that :

<F()\h, uh), (,u, v — Ih?})> = Z </T(—V?4uh - )\huh)(v - Ih?})

TeT),

+ > /E [nE-VAUh]Em>

EEE oNE(T)
< Clollm m(ZhT/r V% Al
TeT;, )
2
+ > hE/lnE V aup) |>

EeEh oN&E(T)

2

< C ZU:QF o[l a2, o)

TeTh
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since the domain €2 is bounded, and the norms H'(£2) and H(Q) are equivalent. So, we deduce :

2

(FOnun), (v = Iy0)) <C | D2 ng | ol o) (A.75)
TeT),
Let us come back to the calculation of ||(Id — Rp)*F (A, up)||x+ from [A60) and (ATH) :
1/2
1(1d = Rp)*F(An,un)llx- < € sup Yo | ol o
||(:U'7U)||X:1 TET,
1/2
< > m| (A.76)

TeT),

because HUHH}A(Q) < \/’MP + HUH?{}A(Q) = ||(p,v)||x = 1. This last upper bound achieves the proof of
Lemma O

Lemma A.13. Let (\,,up) € Xy be a solution of [A18), then there exists a constant C depending
on the reqularity parameter such that :

(F(An, un), (0,0))

nr < C sup (A.TT)
(O7U)6Xh7supp vCwr ||(0’ ’U)| |X
Proof : Let us give T' € Ty, and E € &, o N E(T'). We recall that :
2
=0 [ V=Ml + S he [ e Vel (A.78)

EES(T)PIS}LQ
We consider w € {T,wg,wr} and denote :
Yy ={¢ € V3| supp(¢) C w}.

We begin with the study of || — V4u), — Antp|| 27y by using Lemma Relation (AZ61)) gives the
following upper bound for all v € ITy .

brol|pz(7)
cthy < H—( A.79
' NCDIEE (A.79)
Then, for all v € TIy . :
_ orvll L2y [1(=V% = An)unll 2 (o
crcg hr||(=Vi = An)unl |2y < @ @ A @ (A.80)

IV (o)l L2(r)

Now we use the inequality (AEd) with u = —VZu;, — Apuy

/(_viluh — Apup)brv
all(=V4 = Munll2y < sup =L

velly | HUHL2(Q)
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But, we know that 0 < br <1, so |[brv|[z2(q) < [|v]|12(q). Then :

) -
|[brv||12(0) /T(_vAuh = Anun)brv

~1 2
hr|| — - A <
cicy hrl|| = Viup — Mupllp2ry < velly,, 15 (o)1) ol 22 @)
< sup ||V(bTv)||221(T) <F(>‘h,uh)a (Oa bTv)> :
vEHl\T

According to the construction of functions by, we deduce bypv € H&(T) and we apply the Poincaré
inequality. So there exists a constant Cq such that for all 7" € 7, and all function v € IIy ., the
following inequality holds by using also the equivalence between norms H'(Q) and H}(Q) :

IV (brv)ll2(0) = Callbrvllgy o)
Furthermore, if v € IIy |, then brv € }N/MT' This leads to the upper bound :

clcglhTH — Viluh — Anunllp2(ry < C _ sup (F'(Anyup), (0,0)) . (A.81)
PEY R 1ol Blly=1

We now estimate the term |[|[ng - Vqup]g|/2(g). We look at inequality (AG) with ¢ = [ng -
V qup)E- By the construction of the prolongation operator P, for all function o € IIy|,,, the equality
Po,, = o holds. Then :

/ [ng - Vauppbpo / [nE - VauplpbpPo
sup £ = sup ZE
o€llyy, ||U||L2(E) o€llyy, ||PJ||L2(E)
> olllng - Vaulellrzm)- (A.82)

But, according to Lemma [A-TTl with u = 0, v = b Po, we obtain :

/ [ng - VauplgbpPo = (F(Ap,up), (0,bpPo)) — / (—Vauh — Apup)bpPo.
E

wWE

Then :

(F O ), (0.05P0)) = [ (9% = \)ubiePo

clllne - Vauplellrze) < sup = . (A.83)
A o€y, \{0} [[Pol12 k)
Relation ([AZ62) leads to :
' < e Poll IV (s Pl (A.84)
Using now (AZ63l), we deduce :
_ _ _ _ 1/2 -
Mol = e IPolh gy < W2IbePoll g, (A.85)

We group together Relations [A84]) and ([ARH) to obtain :

S 1,1/2 he _
' il ol < /5 IVOEPO)I (A.86)



A.4 Adaptation of Verfiirth’s techniques 241

We use this upper bound to study ([(AE3) which will be multiply by cg er 1h11,3/2 and we will consider
each term separately.
We begin with the term :

1/2
sup e FQwun), ©bpPo)) - Jhe o (FQous), (0.05P0)) -y o
oelly ,\{0} C6€7 lollze(m) I ooy V0P 2

=

We use the Poincaré inequality on wg since b Po € H& (wg), so there exists a constant ¢ independent
of E such that :

(F(An,un), (0,bp Po))

<F()‘h7 uh)? (07 U)> )

sup <c¢ sup (A.88)
ety \oy  |IV(bEPo)[L2(m) 0.0V, vy
Look now at the term :
G sw ol / (=VZup — Apun)bsPo
UEH”E\{O} wE

We know that 0 < bg < 150 |[[bpPo||12g) < [|o]|r2(g)- We use also Relation [AG3), we deduce that :

1bEPo|| 1200y, < 2¢7v/ hrpllol| 2y,

by defining hr,:= sup hp. Then :
Tewr

/ (—Viuh - )\huh)bEPa
wWE

—V2%up, — A\yup)bpPo
, T /WE( AUp — Apup)bg

VhE
sup < sup
C6C7 oelly), \{0} ol L2k 6 gerly, \{0} 165 Po|12(wp)
< C sup <F()‘h’ uh)? (0’ ¢)> . (A89)

EY w9y =1
Putting together Relations ([A8]) and ([AZRJ)), we conclude that :
B2 hE
2 sup —Zllng - Vaunlpllap) < (/3= +C) sup (F(An,un), (0,9)) . (A.90)
UEHUE\{O} CeCr T PEYh w8y =1

We just have to put upper bounds ([A90), (ART)) in the expression ([ATR]) of 7, so there exists a
constant C' depending on the regularity parameter such that :

(F()‘lw uh)? (07 U)> ]

nr < C sup (A.01)
(0,v)eX}, ,supp vCwr H(07 U) ’ ‘X
This concludes the proof of Lemma O

Lemma A.14. Let (\y,up) € Xp, be a solution of (AIA), then there exists a constant C depending
on the reqularity parameter such that :

1/2

S| <CIFGw )l (4.9
TETh
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Proof : From the definition of the norm and the assumptions on (A, uy), we notice that :

1Ensun)llgx = [ Ans wn)ly»

So, for all ¢ > 0 and all T € T}, there exists a function vy € Y}, with support included in @y such
that :

<F()‘h,uh)’(0’v)g > 0, )
ap [Euk O O G
(0,v)€X}, ,supp vCwr H 07?})”)( H(Ova)HX
We define the function :
=2 [100, vr)llx ||X

TeT;

then this function v is in Y} as a linear combination of elements of Y}, and the norm of v in Y is
bounded from above by 1 by using the triangular inequality.
We take again the result of Lemma [A2T3 and sum 52 on elements of 7y, then :

- F 2
Z nm < C? Z sup (F((Ans un)), (0,0)) (A.93)
X 11(0,v)|] x
TET, TeT;, (0,v)EXp supp vCwr
Using the functions vr :
- F 2
Z ,’7% < 02 Z ‘( ()\h,Uh),(O,UT»‘ +e
= D ARSI
2
< Cf? Z <F()\h,Uh), (O,’UT)> + O2N€
200l
< C*|(F((An,un)), (0,v)) |* + C*Ne, (A.94)

with N a upper bound of the number of the triangulation’s elements. Next, we take the upper limit
on (0,w) in Xj, :

2
Yo o< & sp |[EOnu)Ow) T sy
TeTh (O,UJ)EX}L ||(0?w)||X

< CUE (s un) %, + C*Ne. (A.95)
So, making ¢ going to 0 leads to :

1/2

>0t < COIIF Oy u)ll . (A.96)
TETh

with C' depending on the regularity parameter. U
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A.4.3 Proof of Theorem

e We begin with justifying the first inequality (AIS) :
We estimate (F(A\p,up), (i, v)) for (u,v) € X such that ||(p,v)||x =1:

(F(Anyup), (s 0)) = (F'(Any un), (1, 0) = Ba(ps v)) + (F(Ans un), Ba(p, v)) - (A.97)

We estimate the second member ([A207) according to preliminary lemmas.
Lemma leads to an upper bound of the first term of ([(A97) :

1/2

(F(nun), (1,0) = Rp(m,0)) < Cig > g - (A.98)
TeT,

Furthermore, as (Ap, up) is a solution of problem ([ATH), then for (up,vs) € Xy,

(F'(Ans un), (pn, vn)) = 0.
But, for all (u,v) € X, the operator Ry, is defined so as to Ry (u,v) is in X}, so particularly :
V(p,v) € X, (F(Ap,up), Rp(u,v)) = 0. (A.99)
We report Relations (A09) and (AZ0]) in (A97) and obtain an estimate valid for all (u,v) € X, this
leads to the upper bound :
1/2

IFEQnun)llx= < O > mp s (A.100)
=

Let R given by Corollary If A and A are the smallest eigenvalues of the continuous and discrete
operators such that (A, u) and (A, uyp) are respectively solution of ([(AIH) and ([AZI6), then applying
Lemma [A4] there exists a constant C' such that

A= | < Ch? and [Ju — up|| g1, (o) < Ch. (A.101)
So, if h is small enough, ||(A\,u) — (Ap,up)||x < R, then Relation ([AZT00) and Corollary [A-8 lead to :

1/2

Ivu) = Qnsun)llx < eq D g - (A.102)
TET,

But |A — Ap| + |Ju — Uh||H}4(Q) < V2| u) — (An, un)||x, and we deduce :

1/2
A= Mnl 4l = wnll ) < V2eq D mpo (A.103)
TeT),

e We have now to justify the second estimation ([(AZT9) :
We have seen in Lemma [AT4] on Relation (A92) that :

1/2

> oy < l[FAn, un)ll 5
TeTh
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But X, C X so ||F()\h,uh)||)~(; < ||F(An,up)||x*, this leads to the upper bound :

1/2

STud s < clFOnun)llx-. (A.104)
TeET,

Using Corollary cif (p,v) € Bx((A,u), R), the following bound holds :
[ F (s, 0)|[x+ < 1A u) = (1, 0)l1x < col[F(p, 0)|[x-
Then, according to the a priori estimate (Lemma [A4]),
I\ w) = (Anyun)llx <R

if the triangulation is thin enough so :
1/2

C
> oy < —lu) = s un)lx-
TeTh 1

A.5 Conclusion

We have given an a priori error estimate of the gap between the exact solution and the numeri-
cal solution. This estimate is useful to construct an a posteriori error estimator as in Theorem
This estimator can be used to improve numerical computations by using adaptative mesh-refinement
techniques. We hope to come back in a future paper to propose numerical simulations with this new
method, particularly to estimate the monotonicity of the bottom of the spectrum for the Schréodinger
operator with a constant magnetic field equal to 1 in an angular sector according to the angle.
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Notations

[|]] norme L2

(., produit scalaire L2

A potentiel magnétique

.Ao %(1‘2, —.%'1)

B champ magnétique associé a A, B = rot A

B(z,r) boule centrée en z, de rayin r : {z € R?||lz — z| < r}

BE(RT) {ue L2RY)| Vj=0,---,k,t/u € L2RT)}

C5e(Q) restriction a  d'une fonction de C§°(IR?)

DN (P) domaine de la réalisation de Neumann de l'opérateur P

DN(Pya0) {u€ L*(Q)] Vhau e L*(Q), —V; que L*(Q), v-Vj au), =0}

I’ points du bord de €2 ou la normale v est définie

H espace de Hilbert

H(¢) D} +(t—(¢)P?surRY, (eR

HF 4(2) {ue L2(Q)| Vj=0,---,k,(hV —iA)u € L*(Q)}

A(Q) bas du spectre de la réalisation de Dirichlet de H(()

14 U(u,v) = [q0 2(Dy —n) u(Dy —n) vt dt dn

L 2Dy — WDy — 1)

oy tmoy (u,v) = [;°2 (DD + 5uv) t dt

Lmey 2Dyt D, + {5 sur ]0, +oo[ avec condition de Neumann en 0

Loy, 2DytD; + {5 sur ]0,T[ avec condition de Neumann en 0 et de Dirichlet
en T’

Loy 2DD; +

An Y n-éme valeur propre de L™, valant 2"731

amoy,T n-éme valeur propre de L™ T

AMa) bas du spectre de 'opérateur P,
pla) = ai(a)

M (a) bas du spectre de 'opérateur P

w(¢) bas du spectre de la réalisation de Neumann de H(()

12(C) deuxiéme valeur propre de la réalisation de Neumann de H(()

w(h, B, ) le bas du spectre de Pj, 4 pour A tel que rot A = B

pn(h, B,2)  n-éme élément du spectre de P, 4 o pour A tel que rot A = B

(o) bas du spectre de 'opérateur P; 1,0,

(@) n-éme élément du spectre de P 1 o, donné par le principe du min-max

VPN (a,e9)  bas du spectre de D2 +(Dy, —x1)? sur QQQ)N avec condition de Dirichlet
sur ’arc de cercle et de Neumann sur les deux demi-droites



vn(T, p) n-iéme élément du spectre de PT

Q ouvert de R? simplement connexe & bord lipschitzien
Qo secteur de R? d’angle a : Q= {z € R?|z1 > 0, |z2] < tan Sz}
Qé secteur d’angle a tronqué par un cercle tangent aux points d’abscisse L

du bord du secteur Q, (cf Figure [[Z1))

é\{ g)N secteur tronqué et translaté représenté a la Figure :

QNDN: = {2 € R?| (1 + R, x3) € Qq \ B(0,R)} avec R = =

Q(eo) demi-bande ]0, +-00[x | -2, |

Qo demi-bande ]0, 00[x] — 3, 5[

Qrp demmi-bande tronquée ]0, T[x] — 3, 1|

1) fonction propre normalisée associée & ©y pour 'opérateur H((p)

Gapp quasi-mode pour H ((app), d’énergie O,pp

P ®S(RF) espace des fonctions polynomiales a coefficients dans S(RY)

P* éléments finis d’ordre &

Py a0 réalisation de Neumann de —V,QMA = (hV —iA)? sur

P, 2(D; — n)t(Dy — ) + 52 D2

PT réalisation de 2(Dy — n)t(Dy — 1) + 5 2tDQ sur Qp avec condition de
Dirichlet en ¢t =T

pTe 2(Dy — ) (D¢ =)+ §D;

qnh,A,Q qh, A Q fQ hV - Z.A)u|2 dx

qa Qa fQO (zt’Dtu -7 u’2 2a2t ‘37721’2)

o(P) spectre de 'opérateur P

Sy B(0,r)

S (E+) restriction & R* d’une fonction de S(R)

9 inf () = (o)
CeR

’T,? maillage d’'un domaine dont les éléments sont de taille inférieure a h

T} maillage déduit de 7,0 par translation des éléments de (1,0)

T2 maillage déduit de 7,2 par translation des éléments de (2,0)

up™ premier vecteur normalisé pour L™ assoicé a A"

pN {u € LX(Q0)] L:0,u € LA(Q°), V(0 — i n)u € L2(QO)}

Vi {u e L2 QW (Dy —n)u € L*(Q)}

Vioy {u € L*(RT)| Vtu € L*(R"),VtDyu € L*(R*)}

V oy T {u e L*(0,T])| Vtu € L*(]0,T), VtDyu € L*(10,T|), uj,_, = 0}

VA, {u € L2(Qr)| Loyu € L2(Qr), ViDu € IX(Qr), uj,_, =0

VP {ue L2(Q7)| (D; — n)u € L*(Qr), Dyu € L2(Qr), uj,_, =0}

W () {ue Hm*'f(w)\tku € H™RN},V0O<k<m
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ANALYSE MATHEMATIQUE DE LA SUPRACONDUCTIVITE DANS UN DOMAINE A COINS :
METHODES SEMI-CLASSIQUES ET NUMERIQUES.

Résumé :

La théorie de la supraconductivité, modélisée par Ginzburg et Landau, motive les travaux relatifs
a 'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique. L’objet de cette thése est d’analyser I'influence
de la géométrie du domaine sur I’apparition de la supraconductivité en étendant les résultats existant
pour des domaines réguliers a des domaines & coins. L’analyse semi-classique conduit & étudier trois
opérateurs modeles : la réalisation de Neumann de 'opérateur de Schréodinger avec champ magnétique
constant sur le plan, le demi-plan et les secteurs angulaires. L’étude des deux premiers est bien connue
et nous nous concentrons sur le dernier.

Aprés avoir déterminé le bas du spectre essentiel, nous montrons que le bas du spectre est une
valeur propre pour un secteur d’angle aigu. Nous explicitons le développement limité de la plus petite
valeur propre quand ’angle du secteur tend vers 0 et précisons la localisation de ’état fondamental
grace aux techniques d’Agmon.

Nous illustrons et estimons ensuite le comportement des vecteurs et valeurs propres a 1’aide d’ou-
tils numériques basés sur la méthode des éléments finis. La localisation de 1’état fondamental rend le
probléme discret trés mal conditionné mais ’analyse des propriétés de I'opérateur et des défauts des
méthodes classiques permet malgré tout de mettre en ceuvre un algorithme robuste et efficace calcu-
lant I’état fondamental. Afin d’améliorer les résultats numeériques, nous construisons des estimateurs a
posteriori pour ce probléme aux valeurs propres et utilisons les techniques de raffinement de maillages
pour localiser 1’état propre dans des domaines généraux et étudier la variation du bas du spectre en
fonction de I'angle du secteur.

Mots clés : Opérateur de Schrodinger avec champ magnétique dans un domaines a coins, théorie
spectrale, analyse semi-classique, estimations d’Agmon, éléments finis, estimateur d’erreur a priori et
a posteriori, raffinement de maillages.

Classification A. M. S. : 35J10, 35J20, 35P15, 35Q40, 65N15, 65N25, 65N30, 81Q10
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