Ezxamen EDP du 24 janvier 2019. Notes manuscrites autorisées. Toutes les connexions internet, téléphoniques,
etc... doivent étre éteintes. L’heure sera réguliérement indiquée au tableau.

1. EXERCICE

Soit F' une fonction strictement croissante et lisse (par exemple F(v) = 1+v2)' Montrer que le

systéme (”d’ondes non-linéaires”)

Opu = 0,(F(v)), O = Oyu,
ouu=u(t,r) € R, v =v(t,z) € R, t >0, z € R, est un SELC (au sens du cours). [On montrera
directement que toute solution C' admet une loi de conservation supplémentaire pour une entropie

strictement convexe de la forme €(u,v) = G(v) +u?/2 et on calculera explicitement G en fonction de F,
- N
en particulier dans le cas F(v) = W]

2. PROBLEME

Etant donné un ouvert lisse et borné U de R?, on note Hg(U) I'espace obtenu par complétion de
C(U) pour la norme

u—||ul|m = \//U (IVu(z)]? + u(z)) dx .

On considere le probleme de minimisation

Tomin = T, o) = /U (G (Vu(z)) + (u(z) — 1)2)dz,

ot € > 0 est fixé et G. 1y € R — ¢e|y|? + /e + [y]2.

1) Montrer que ce probleme admet une unique solution ..
2) Trouver 'EDP et les conditions aux limites satisfaites par u..
3) Montrer que u. prend ses valeurs dans [0, 1]
(on pourra supposer a priori u. € H}(U) N C?(U) pour simplifier I'argument).
On se limite, pour la suite du probléme, au cas particulier d = 1, U =]0, L[ et on suppose € €]0, L%/4].
Pour o € [0, 1], on introduit
E, ={uc H}(U), sup u(x)=o}, Joemin = Inf{Je(u), we€ Ey}.
z€]0,L[
4) Montrer que pour tout u € E,, fOL |/ (z)|dz > 20
et en déduire que J, ¢ min > 20 + (o0 — 1)2L.
5) Montrer que Jy. ¢ min < 20 + (00 — 1)L + O(\/e).
6) Calculer la limite de Je yn quand € | 0.
7) Deviner la limite de u. quand € | 0 et dire (au moins dans le cas L > 1) §’il y a convergence dans
H}(]0, L[) (fort ou faible). Commenter sur la pertinence du probléme de minimisation quand € = 0.

3. EXERCICE

Soit U un ouvert borné lisse de R? et f > 0 positive. On considere le probleme aux limites :

Ay = f dans U
(3.1) { u=Au = 0 sur OU

Montrer u > 0. (On pourra supposer que f, u et Au sont dans C?(U) pour simplifier.)



4. CORRIGE DE L’EXERCICE

Pour toute solution C! de du systéme (”d’ondes non-linéaires”)
0w = Ozu, Opu = 0, (F(v))

on a, en posant

E(v,u) = 5 + G(v),
O (E(v,u)) = udu + G' (v)Ov = ud,(F(v)) + G’ (v)pu
= 0, (F(v)u),
a condition de prendre G'(v) = F(v). Pour F(v) = ﬁ, G(v) = v/1 4+ v? convient.

5. CORRIGE DU PROBLEME

1) (On omet momentanément I'indice e pour alléger 1’écriture.) Ce probléme admet une unique solution
pour les raisons suivantes :
a) la fonctionnelle J est strictement convexe sur H}(U) (car G l'est sur R?) ;
b) elle est sci sur 'espace complété H}(U) (alors qu’elle ne le serait pas sur C>(U)) ;
¢) Vinfimum Jy,;,, est positif ou nul (évident) et fini (il suffit de prendre u = 0 pour le voir) ;
d) Pour toute suite minimisante u,,, on voit que

sup/ |V, (z)|> < +oo,
n Ju

donc, par inégalité de Poincaré (cf. cours)
sup ||un || g < +o0,
n
et il s’ensuit qu’il existe une sous-suite, encore notée u, qui converge faiblement dans HE(U) vers une
limite u.

Comme la fonctionnelle est convexe sci on a forcément J(u) < liminf J(u,) et donc J(u) = Jpmn ce qui
montre que u est optimale. Comme J est strictement convexe, le minimum est forcément unique.

2) En perturbant u par n¢, ot ¢ est arbitrairement donnée dans H}(U), et en dérivant J(u + n¢) par
rapport a 7 en n = 0, on voit que

| (Vote) - (V6)(Vala)) + 20(e)(u(z) = 1)) d =0
ce qui est la formulation ”variationnelle” de 'EDP
-V - (VG)(Vu)) +2(u—1) =0,
avec condition aux limites de ”Dirichlet homogene” u = 0 sur QU. Comme

2y

Vet

VG(y) = 2ey +

on a, plus explicitement
Vu

Ve+|Vul?

soit, en coordonnées (et en notant les dérivées partielles avec des virgules),

—eAu —V - ( )+u—1=0,

—€U f — Bk +u—1=0
’ Vet |Vul? ) ’

((6 + |VU|2)5Z] — U,,"U,J')Uﬂ'j

Ve+ |Vu|23

ou encore

—€U gk — +u—1=0.
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3) Si on suppose u de classe C? on peut appliquer le principe du maximum. Soit ¢ un point de maximum
de usur U. Si zg € U, on a u(zg) =0 (car u € H}(U)) et tout va bien. Si xq est intérieur, i.e. 2o € U,
on a Vu(zg) = 0 et la matrice u ;;(zo) est semi-définie négative En utilisant PEDP et en remarquant que
la matrice
(6 + |Vu|2)6ij — U U
est toujours symétrique définie positive, on obtient
(e + [Vul?)dij — uiuj)u

Ve+ |Vu|23

k(o) > 0 et donc u(xg) < 1. Pour un point de minimum intérieur, on devrait avoir u(zg) > 1 pour
exactement la méme raison. Comme u est nulle sur le bord de U, ce n’est pas possible. Ainsi le minimum
est forcément atteint sur le bord et vaut donc 0. Finalement on a bien montré que u est a valeurs dans
[0,1].

(x9) >0,

4) (Pour cette question (et les suivantes) on note explicitement la dépendance par rapport a € > 0.)
Soit u € E,. Comme u est dans Hg(]0, L[), u est une fonction absolument continue (car sa dérivée est
dans L?). Soit zg un point ol u atteint sa valeur maximale u(zg) = 0. On a donc

L
/ v/ (@)|dz > |u(wo) — u(0)] + |u(L) — u(zo)| = o = 0] + |0 — 0| = 20.
0
Par définition de J. on a donc
L
T.(u) > / (1 (2)| + (u(z) - 1)?) de > 20 + L(1 - o),
0

en utilisant le résultat précédent et le fait que 1 —u(xz) > 1 —supu=1—0 > 0.

5) Comme 0 < /e < L/2, on voit que la fonction u définie par u(z) = o min{1,z//€} lorsque x € [0, L/2],
et étendue par symétrie & [L/2, L], appartient bien & E,. (Elle est lipschitzienne et s’annule au bord, elle
est donc dans H}(]0, L]), et admet o pour valeur maximale.) Il est facile d’évaluer

L
Je(U):/O (el (@) + Ve + [u/(@)2 + (u(z) = 1)*)dz

L/2

NG
:2/0 (co?/e + €+02/e+(ax/\/g—1)2)dx+2/f (Ve+ (o —1)2)dz

< 2(yer? + Ve 402+ \e) + Ly/e + L(o — 1)?
<204 Lo —1)> +Cv/e
ou C est une constante qui ne dépend que de L (sachant que /e < L/2).

6) On sait que la solution optimale u. prend ses valeurs dans [0, 1] et donc appartient & 'un des E, pour
o € [0,1]. On a donc

Je,min = Je(ue) = inf Jo’,e,mirr
0<o<1

Comme (d’apres la question précédente)
20+ Lo —1)? < Joemin < 20 + L(o — 1)? 4 CV/e,
on voit que Je in ne peut que converger vers

I'= inf (20+L(o— 1)?).

<o<1

Ce qui donne comme limite 2—1/L si L > 1 (car I'inf est alors atteint pour 0 =1—1/L) et L autrement
(auquel cas I'inf est atteint pour o = 0).



4

7) Le résultat précédent suggere que la limite de u. est la constante 1 — 1/L si L > 1 et la constante 0
si L < 1. Dans le premier cas, la convergence ne peut pas avoir lieu dans I'espace H{(]0, L[) (faible ou
fort) car la constante 1 — 1/L n’en est pas élément. Le cas L < 1 est moins clair. De toutes fagons, si
€ = 0, dans le cas général d’un ouvert borné lisse U de R?, I'espace H(U) n’est pas la bonne complétion
de C°(U) pour la norme adaptée au probleme qui devrait plutot étre

u%/ |Vu|dx + /uQ(:c)d:c.
U U

6. EXERCICE (BI-LAPLACIEN

Soit U un ouvert borné de R? et f positive (f : U — R*). On considere le probleme aux limites
suivant:

Ay = f dans U
(6.2) { u=Au = 0 sur OU



