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1 Variables gaussiennes et vecteurs gaussiens

On rappelle qu'un vecteur aléatoire X a valeurs dans R est gaussien si pour tout u = (uy, ..., uq),
la variable u - X est gaussienne. En écrivant u = E [X] la moyenne de X et K = (cov(X;, X;))1<i,j<da Sa
matrice de covariance, on a alors pour tout u € R? :

E [ei"'X} = exp (zu = ;tuKu> .

Exercice 1 Soit X = (Xi,...,X) un vecteur gaussien centré, i.e. E [X] = 0. Montrer que X; et X; sont
indépendantes ssi E [X; X;] = 0.

Solution de l’exercice 1 Le sens direct est immédiat. Pour le sens indirect, d’aprés le rappel ci-dessus,
pour tous u et v on a

E [ei(ux,;wx_j)} = exp (_; (E[X7] +E[X}] +2E [XinD>
= o (—3 ®1X] +E[x))
= E[e"%]E [e™%].

Comme la fonction caractéristique détermine la loi, le couple (X;, X;) a donc la loi de deux gaussiennes
indépendantes.

Exercice 2 Soient X, Y et ¢ trois variables aléatoires indépendantes avec X et Y gaussiennes de loi

A(0,1) et P(e = —1) =P (e = 1) = 4. Lesquels des vecteurs suivants sont gaussiens ?
1. (X,e) 5. (e|X],e|Y))
2. (X,Y) 6. (X, X+Y)
3. (X,eX) 7. (X, X +¢€Y)
4. (X,eY) 8. (X,eX+Y)

Solution de l'exercice 2 Les vecteurs 2, 4, 6 et 7 sont gaussiens. Les vecteurs 2 et 4 le sont car ils ont
leurs deux coordonnées indépendantes de loi .47(0,1). Les vecteurs 6 et 7 le sont car ils sont les images
respectivement des vecteurs 2 et 4 par une application linéaire.

Le vecteur 1 n’est pas gaussien car sa seconde coordonnée ne ’est pas. Le vecteur 3 ne l'est pas car
P(X+eX=0) = % donc la somme de ses deux coordonnées n’est pas gaussienne. Pour montrer que
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le vecteur 8 ne l'est pas, on peut par exemple calculer la fonction caractéristique de la somme de ses

coordonnées : )
—u?/2

. 1 2\ €
E |:ezu((1+6)X+Y)] — (1 Feu ) )
2 Vor

Pour montrer que le vecteur 5 ne ’est pas, on peut soit calculer aussi sa fonction caractéristique, soit
remarquer que (¢|X|,e]Y]) a une densité strictement positive sur RT x RT mais une probabilité nulle
d’étre dans R~ x RT.
Exercice 3 Soit £ une variable aléatoire gaussienne de loi .47(0,1) et x > 0.

1. Montrer que \/% (2 - 2%) e T 2<P(E>a) < %%e‘mz/?

2. Montrer que P (£ > z) < e /2,

Solution de Uexercice 3

1. On calcule la dérivée du membre de droite :

d 1 1 2 1 1 2
Bl et o ] _ - 2 —x%/2
e = - 1+2%)e
dz <\/27rx ) or x? ( )
1 —a?)2

et, comme P (¢ > z) = [° e~t*/2dt, on obtient la borne supérieure en intégrant entre z et +oo.
De méme, la dérivée du membre de gauche est

AL (1 LN ep) L 3 e
dr \vV2r \z a3 Vo zd

et on obtient la borne inférieure en intégrant entre x et 4oc.

2. Si on pose f(x) = e /2 P (¢ > z) alors f'(z) = (\/% —x) e=*"/2 donc f est croissante sur

[07 \/%} et décroissante sur {\/%7 +00 [ Comme on a aussi f(0) =0 et lim,_, o f(z) =0 on en

déduit que f est positive sur RT.

Exercice 4 Soit (£,) une suite de variables gaussiennes sur R qui converge en loi vers une variable
aléatoire X. Montrer que X est gaussienne.

Solution de l’exercice 4 On passe par la fonction caractéristique : pour tout n, on note u, ’espérance et

2,2
oL

02 la variance de &,. Pour tout u € R on a ¢¢, (u) = exp (iunu - ) — ¢x(u). En prenant u = 1

2
et en considérant le module, on obtient que exp (—%”) converge donc o2 converge vers o>.

On en déduit que e?*“ converge pour tout u donc u, converge vers u € R (c’est le théoréme de

Lévy pour des variables déterministes), donc ¢¢, (u) — exp (i,uu — "22“2> donc X est bien gaussienne

(éventuellement de variance nulle).

Exercice 5 Construire des variables X, Y et Z telles que les vecteurs (X,Y), (Y, Z) et (Z, X) soient
gaussiens mais pas le vecteur (X,Y, Z).

Solution de Uexercice 5 Prendre par exemple (X,Y, Z) = (e1]&1], 2|&2l, e182|&3]) avec €1, ea, &1, &2 et &3
indépendantes, les &; gaussiennes de loi .#7(0,1) et les &; uniformes sur {—1,1}.

Il est facile de vérifier que X, Y et Z ont pour loi A47(0,1) et que deux d’entre elles sont tou-
jours indépendantes. En particulier, deux d’entre elles forment toujours un vecteur gaussien. Si (X,Y, Z)
était un vecteur gaussien, alors X, Y et Z seraient indépendantes, ce qui est faux, par exemple car
P(X>0Y>0,Z2<0)=0etP(X>0)P(Y >0P(Z<0)= %.




2 Problémes de mesurabilité

Soit T' > 0. On note C([0,T]) I'espace des fonctions continues de [0,7] dans R. On note F la plus
petite tribu sur C([0,T]) qui rend mesurable les applications coordonnées x — z(t) pour tout ¢ € [0,T.

Exercice 6 Montrer que F coincide avec la tribu borélienne en munissant C([0, 7']) de la norme uniforme.
Est-ce toujours vrai en remplagant C([0,T]) par espace L>([0,T]) des fonctions mesurables bornées de
[0,7] dans R (toujours muni de la norme uniforme) ?

Solution de l’exercice 6 On note B(C([0,T])) la tribu borélienne issue de la norme uniforme. Les appli-
cations coordonnées sont continues pour la norme uniforme donc mesurables, donc F C B(C([0,T]) par
définition de F.

D’autre part, on veut montrer que tous les ouverts de C([0,T]) sont dans F. Comme C([0,T7]) est
séparable, tout ouvert est une union dénombrable de boules donc il suffit de montrer que les boules sont
dans F, donc que pour tout zg € C([0,7]) fixé, lapplication  — d(zg, ) est mesurable. Or, c’est vrai
car

d(xz,x9) = sup |xz(t) —xo(t)|= sup |x(t) — zo(t)]-
te[0,T] te[0,T]NQ

En remplacant les fonctions continues par les fonctions bornées on a toujours F C B (L>°(]0,T])), mais
I’autre sens ne marche plus, notamment car les valeurs d’une fonction sur les rationnels ne déterminent
plus la fonction. Pour montrer que F # B (L>°(]0,T])), on note Fgepn ensemble des A € B (L>*([0,T]))
qui ne dépendent que d’un nombre dénombrable de valeurs. Plus précisément, ce sont les A pour lesquels
il existe une suite (¢,) telle que, si z(t,) = y(t,) pour tout n, alors € A ssi y € A. On vérifie que
Faen est une tribu, et qu’elle rend mesurable les applications coordonnées. On a donc F C Fyen. Or, il
est facile de vérifier que Fyen # B (L>([0,T7)). Par exemple, les ensembles {z|sup;co 7 [#(t)] < 1} ou
{2 continu} ne sont pas dans Fger,.

Exercice 7 Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans l'espace C([0,7]) muni de la méme
tribu que ci-dessus. On suppose que pour tout k > 1 et tous t1,...,t; € [0,7], les vecteurs

(thvXt27"'ath) et (1/!‘417}/252?"')}/1%)

ont la méme loi. Montrer que X et Y ont la méme loi.

Solution de ’exercice 7 C’est une conséquence de l'exercice précédent et du lemme de classe monotone.
D’aprés exercice précédent la tribu C([0,T]) est engendrée par les événements de la forme {X; € A}
avec t € [0,T] et A € B(R), donc par les événements de la forme

{X, € A1, Xy, € Ag, .., Xy, € A} (1)

avec t1,...,tx € [0,T] et Ay,..., A € B(R). De plus, les événements de la forme (1) sont stables par
intersections finies. D’aprés le lemme de classe monotone, la classe monotone qu’ils engendrent est donc
B (C([0,T7)). Or, 'ensemble des A € B(C([0,T])) telsque P (X € A) =P (Y € A) est une classe monotone
(c’est une vérification facile), qui contient les A de la forme d’aprés 'hypothése de ’énoncé. On a
donc P(X € A) =P (Y € A) pour tout A € B(C([0,T])) donc X et Y ont la méme loi.

3 Processus de Poisson
Soit A > 0. On rappelle que le processus de Poisson (Ny);>o d’intensité A est défini par
Nt:min{’l’LEN|X0—|-X1+'”—|—Xn Zt,}

ol (X;)i>o est une suite de variables ii.d. de loi exponentielle de paramétre A, c’est & dire de loi
)\eiAE:ﬂ.z>0 dl’)

On rappelle également que la loi de Poisson de paramétre A est définie par )OA(/C) = e*/\% pour
tout k € N.



Exercice 8 Montrer que pour tous s et t les variables N, et Nsy; — Ny sont indépendantes de lois

respectives ><>,\t et )Q,\S.

Montrer que pour tous 0 = tg < t1 < -+ < iy, les variables Ny, — N, pour 0 < i < k — 1 sont
indépendantes de lois respectives @A(t

ip1—ti):

Solution de Uexercice 8 Soient £ > k > 0. On veut calculer P (N; = k, Ns;+ = ¢). Cet événement équivaut
a
ot +&1<t<&+ - +&etl+ - +&1<s+t <&+ + &)

donc

0+1 A
PVe=k N =0 = A ’ /i+1 et ng)150+"'+§k—1ﬁt§§0+“'+£k
R
Leotter<t<eot+e, Ao - - - dy

/41 —As
A /,Z+1 €™ Lsp<oSspor St<sp <o Ssp <stt<s, S0 - - dse
R
“

—+oo
= M (/\/ e_)‘séng) X / dsg...dsp_1
s+t 0<s0<s1<--<sp_1<t
/ dSk N dSé—l
t1<sp<spt+1<<sp_1<s+1

en faisant le changement de variables s; = 2o + #1 + - - - + x;. Le premier facteur vaut e *(5+%)  le second

% (c’est un simple calcul par récurrence sur k, en intégrant d’abord sur les k& — 1 plus petites variables,

X

: LN £ A ~
puis sur s;_1) et le troisieme vaut J; (c’est le méme calcul que pour le second facteur a changement de

variable prés). On obtient donc P (N; = k1, Noyr = k1 + ko) = %e‘”%eﬂ\s, d’ou le résultat.

Avec plus de deux accroissements, le calcul est similaire mais juste un peu plus long & écrire.

Exercice 9 Soient N et N(?) deux processus de Poisson indépendants de parameétres respectifs A\ et
2. Montrer que N + N est un processus de Poisson de paramétre A\; + Ao.

Solution de Uexercice 9 D’aprés 'exercice 6 il suffit de calculer la loi de

17 k

1 2 1 2
(NP + N2 NED - )

pour tous k > 0 et 0 < t; < .-+ < tg. Plus précisément, d’aprés 'exercice 7 il suffit de montrer que
les Nt(ilgl + Nt(i)l — Nt(il) — Nt(f) sont indépendantes, de lois respectives ><>(A1+>\2)(ti+rti)- Or, d’aprés

— NP et NP

tiin — Nt(f) sont toutes

I'exercice 7 et par indépendance de NV et N(?) les variables Nt(lg L
+ N2

D Nt(il) — Nt(f) sont bien indépendantes, et chacune est la somme
de deux variables indépendantes de lois )@Al(tiJrl,ti) et XQM(“H,M. I suffit donc de vérifier que
la somme de deux variables de Poisson X et X, de paramétres A et u est une variable de Poisson de

paramétre \ + p, ce qu’on peut faire par exemple en calculant sa fonction caractéristique :

indépendantes donc les Nt(;)l

E [eiu(X)\—i-Xu)} - K [eiuXA] E [eiuXu]
k ¢
— Zeiuke—)\% Zeiuée—)\%
k>0 £>0

= exp ()\ei“ — )\) exp (,uei“ — u)
exp (A + p)(e™ ~ 1)).
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