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TD 4 : Marches aléatoires et mouvement brownien

Lundi 10 Octobre

1 Exercice a préparer pour la séance

Exercice 1 Soit (X,,)nen une marche aléatoire simple sur Z, et M,, = max{X;|0 < k <
1. Montrer que pour tous a,n € N* on a P(M,, > a, X,, < a) =P (M, > a, X, > a).
2. En déduire une expression aussi simple que possible de la loi de M,, en fonction de
celle de X,,.

3. Soit B un mouvement brownien et soit S; = sup{B;|0 < s < t} pour tout ¢t > 0.
Montrer que S; a la méme loi que |By|.

4. En déduire que S; a la méme loi que |B;| pour tout ¢ > 0.

5. Est-il vrai que (S}),-, a la méme loi que (|B;),5,?

Indication : I’outil & utiliser pour la premiére question se nomme "principe de réflexion".

2 Loi du logarithme itéré pour le mouvement brownien

Exercice 2 Soit B un mouvement brownien. Le but de cet exercice est de montrer que
presque stirement :

li B _,
msup ——~ =1,
s B(t)

avec h(t) = v2tInlnt. On rappelle que P (B; > x) ~ e\;;—w/; quand x — +00.

1. Soit € > 0 et .S comme dans I'exercice précédent. En utilisant 1’exercice précédent,

estimer P (S(4epn > (1 +€)h ((1+¢)")) pour n € N.

2. En déduire limsup,_, % <1ps.

3. Soit 7 > 1. Montrer qu’il existe une infinité de n tels que B — Bun-1 > 1/ =2h(r").

T

4. En déduire limsup,_, % =1ps.


mailto:thomas.budzinski@ens.fr

3 Marches aléatoires et fonctions harmoniques
Exercice 3 Soit S une marche aléatoire simple sur Z et a,b > 0. On note
Top = inf{n € N|S,, = —a ou §,, = b}.
1. Montrer qu’il existe A,c > 0 tel que P (T, >n) < Ae " pour tout n € N. En

déduire que E [T, ] < +o0.

2. En s’inspirant de la méthode vue en cours pour calculer la loi de St ,, calculer
E [Tos)-

3. En déduire que si T, = inf{n € N|S,, = b}, alors E [T}] = +o0 pour tout b # 0.

Exercice 4 (Marche aléatoire biaisée)

On se donne p > 1. Soient (X;);>0 i.i.d. avec P(X; = —1) =1—pet P(X; = +1) = p.
Pour tout n > 0, on écrit S, = X; + --- + X,,. Solent a,b > 0. On note T,;, = inf{n €
N|S, = —a ou S, = b.}.

1. Déterminer la loi de S7, , .

2. En déduire la loi de min{S,|n > 0}.

3. Reprendre I'exercice 3 pour la marche aléatoire biaisée.
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