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Exercice 1 (Vrai ou faux)

Soit

(S,) une marche aléatoire simple sur Z. Lesquels des processus suivants sont des chaines de Markov

sur Z 7 Pour ceux qui le sont, donner la matrice de transition.

Ll A

A= (Sn)nzm 5. E= (S, + (*l)n)nzm
B = (S, +n)n207 6. F'= (‘STLDnZOa
C=(S,+ n2)n>0, 7.G=(52-n .

- D= (5, +10"),,5, 8. H = (52),,50

Solution de exercice 1

1

2.
3.

. Oui. La matrice de transition est Q(x,y) = 5 si |z —y| =1 et 0 sinon.

N D=

Oui. La matrice de transition est Q(z,y) = 5 si y =2 ou y = = + 2, et 0 sinon.

Non. Si C était une chaine de Markov de matrice de transition @), on aurait d’une part
P(Co=0,C1 =0) =Q(0,0)
soit Q(0,0) =P (S; = —1) = 1, et d’autre part
P(Cy=0,C, =0,Co =0) =Q(0,0)?,

mais Cy > —2+ 22 = 2 donc P (Cy = 0) = 0 donc Q(0,0)? = 0 et Q(0,0) = 0, d’ott la contradiction.
Oui. La matrice de transition est la suivante : pour tous n € N et k € Z de méme parité que n tel
que [k| <n, on a Q10" 4+ k, 10" + k+1) = Q(10" + k, 10" + k — 1) = L, et Q(10" + k,y) =0
pour tous les autres y. Cette définition a bien un sens car chaque entier peut s’écrire d’au plus une
maniére comme 10" + k avec |k| < n. Notons que cet argument ne marche plus pour I'exemple
précédent, car par exemple 0 peut s’écrire 02 + 0, mais aussi 12 + (—1).

. Oui. La matrice de transition est la suivante : si x est pair alors Q(z,y) = % siy=z—louy=x—3

et 0 sinon. Si x est impair alors Q(z,y) = % siy=x+1ouy=2x+3 et 0 sinon.

. Oui. La matrice de transition est la suivante : on a @Q(0,1) = 1 et Q(0,y) = 0 pour tout y # 1 et,
pour z > 1, on a Q(z,y) = 3 si [y — | = 1 et 0 sinon.

Non. Si G était une chaine de Markov de matrice de transition ), on aurait d’une part
Q0,00=P(G,=0)=P(S;=1)=1
et d’autre part

Q(0,0) =P (G5 =0|Go=0,G; =0,G3 =2,G3 =6,G4 =0) =0
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car P (G5 = 0) = 0 (il faudrait S2 = 5), alors que
P(Go 207G1 :0,G2 = 2,G3 = 6,G4 :0) > P(Sl = 1,52 = 2753 = 3,54 = 2) > 0.

8. Oui. La matrice de transition est

% six =y,
Qz,y) = i st |z —y| =1,
0 sinon.

Exercice 2 (Chaine de Markov et indépendance)

Soient S un ensemble dénombrable et (G, G) un ensemble mesurable. Soient aussi (Z,),>1 une suite de
variables i.i.d. & valeurs dans (G, G) et ¢ : S x G — S une application mesurable. On définit une suite de
variables (X,,),>0 & valeurs dans S par Xg =z € S et X,,41 = &(X,, Zn41) pour tout n > 0. Montrer
que (Xy,)n>0 est une chaine de Markov et déterminer sa matrice de transition.

Solution de exercice 2 Soient n > 0 et (zo,...,z,) € S™. On a par indépendance :

P(Xo = 20, ..., Xn = 2,) =P(Xo = 20, p(x0, Z1) = 21, 9(21, Z2) = T2, ..., d(Tp_1,Zpn) = Tp)
=P(Xo = z0)P(¢(w0, Z1) = 21)P(d(21, Z2) = 72) .. . P(S(T0—1, Z1n) = 1)
=P(Xo = 20)P(¢(w0, Z1) = 71)P(@(71, Z1) = x2) .. . P(Pp(T0—1, Z1) = T0).

On pose Q(y, z) = P(¢(y, Z1) = z) pour tout (y, z) € S. On peut alors écrire
P(XO = ZQy--- 7Xn = xn) = P(Xo = xo)Q(.ro, xl)Q(xl, .TQ) . Q(xn_l, xn)
Cela signifie que (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition Q).

Exercice 3 Soit (S),),>0 une marche aléatoire simple sur Z issue de 0. Pour tout ¢ > 0, on pose
T; = min{n > 0|S,, = i} (on rappelle que tous les T; sont finis p.s. par récurrence de S).

1. Montrer que les variables T; 1 — 7; sont i.i.d.
2. On suppose maintenant que S est une marche biaisée négativement, i.e. les S;, ;1 — .5, sont i.i.d. et

1

Montrer sans calcul que M = max{Sy,|n > 0} est une variable géométrique.

Solution de Uexercice 3

1. Soit ¢ > 0. Par la propriété de Markov forte, conditionnellement & Fr,, le processus (St,+n)n>0

a la loi d’une marche simple issue de 4, donc S = (ST,4n — )n>0 est une marche simple sur Z
conditionnellement & Fr,. De plus, on a

Tit1 — Ty = min{n > 0|5, = 1},

donc conditionnellement a Fr,, la variable T;4; — T; a la méme loi que 77. Comme cette loi est
toujours la méme, la variable T;; —T; est indépendante de Fr,. Or, les variables Ty, T5 -1, ..., T; —
T;_1 sont Fr,-mesurables, donc T; 41 —T; a laloi de T; et est indépendante de (Tj4+1 — Tj)o<j<i—1,
d’ou le résultat.

2. Le raisonnement est similaire. Soit ¢ > 0. Conditionnellement a Fr,, si T; < 400, le processus
S = (S7,4n — ©)n>0 est une marche simple sur Z par la propriété de Markov forte, donc

P (Tjs1 < +00|T; < +00) ( +1) =P (T} < +00).

Par récurrence, on en déduit P (T; < +00) = P (T} < 400)’ pour tout i > 0, d’ott le résultat car
T; < 400 équivaut & M > 1.



Remarque Le résultat de la deuxiéme question a déja été obtenu (avec le paramétre de la loi géométrique)
de maniére plus calculatoire dans ’exercice 4 du TD4.

Exercice 4 Soit (Sy,)n>0 la marche aléatoire simple sur Z. Pour x € Z avec x # 0, montrer que ’espérance
du nombre de visites de & avant le premier retour en 0 vaut 1.

Solution de l'ezercice 4 Pour tout i € Z, on note 7; = inf{n > 0[S, = i}. On note aussi N,([0,79[) le
nombre de passages en x avant le premier retour en 0. Dire que N,([0,7[) = k revient a dire que la
marche atteint x sans repasser par 0, puis en partant de = revient k — 1 fois sur = toujours sans repasser
par 0 et enfin en partant de z va en 0 sans repasser par x. D’aprés la propriété de Markov forte, on a
donc

IP)O (NI([O,T()D = k) = ]P() (Tx < T()) ]Pz (Tm < T(])kil IP)I (’7'(] < Tz) .

Il faut donc calculer ces trois quantités. Supposons z positif. On a, en utilisant la propriété de Markov

simple,
11
Po(1: < 70) =Po(S1 =+1 et 7. < 79) =Po(S1 = +1)Py (12 < 70) = 33

Par symétrie, on a aussi P,[rg < 7,] = 5 et P,[r, < 7] =1 — 5. L’espérance cherchée vaut donc

2x

00 k—1
Bole (00D =K =Y kg (1-50) 5o =t
k=1

Exercice 5 (h-transformée d’une chaine de Markov)
Soit S un ensemble dénombrable et (X,,),>0 une chaine de Markov sur S de matrice de transition Q.
Soit h : S — Ry. Soit P la matrice définie sur Sy = {x € S|h(zx) > 0} par la formule

, h(j)

P(i,j) = i, 7).
(i,5) 0] Q(i, )

1. Donner une hypothése sur h qui garantit que P est la matrice de transition d’une chaine de Markov
sur S*. Que signifie cette hypothése si X est la marche aléatoire simple sur un graphe? On dit

alors que P est la h-transformée de Q.
2. Soit Y une chaine de Markov de matrice de transition P. Déterminer la dérivée de Radon-Nikodym
de la loi de (Y;)o<i<n par rapport a celle de (X;)o<i<n.
3. On considére la marche aléatoire simple S sur Z. On note T; = inf{n > 0|S,, = i}. Pour N > 0 et
k € [0, N], on définit
P = Py( - [Ty < Th).
(a) On rappelle que P(Ty < Tp) = % Montrer que sous PéN), (SnpAaTy )n>0 €st une chaine de
Markov et donner sa matrice de transition.

(b) Trouver une fonction & : [0, N] — Ry telle que la matrice de transition de la question précé-
dente soit la h-transformée de la matrice de transition de la marche aléatoire simple.

(¢) Proposer une définition de la "marche aléatoire simple sur Z conditionnée a rester positive".
Solution de ’exercice 5

L. 11 faut avoir Y7,y P(4,j) = 1 pour tout i € ST, soit

> QG )h(H) = hi).

jest

Par définition de ST, le membre de droite est égal a jes @i, j)h(j) car les contributions pour
j € S\ST sont nulles. Une condition suffisante est donc

Vie ST (i) = Qi 5)h(j)-
jeSs
Si X est une marche aléatoire simple, i.e. Q(4,5) = ﬁ(i):ﬂ.iH]‘, cette condition signifie que h est
harmonique sur S7.



2. Soient yo,...,y, € ST. On a

PYo=v0. -, Yn=0yn) =

Qyo, y1) - - MQ(%% Un)

(Xo = o) P(yo,y1) -+ P(Yn—1,Yn)
( W)

h(Xn)

La dérivée de Radon-Nikodym recherchée vaut donc (X"

3. On calcule

P’iN) (Xn+1 = xn+1|X0 =Zg,..- ,Xn = LL‘n)
 Pr(Xo=w0,..., X =20, Xpnp1 = 21 et Ty < Tp)
- Py (Xo =20,...,Xp =2, et Ty <Tp)

Par la propriété de Markov simple, on a Py (Xo = xg,..., Xn =2, et Ty <Tp) = 2% - %, ainsi
que Py, (Xo =20,..., Xy = T, Xny1 = Tng1 et Ty <Tp) = 5y - “5EL. Par conséquent,
N Tn+1
PIE )[Xn-i-l = J,‘n+1 |XQ = $07...,Xn = .’L‘n] = 27; .
n

La marche arrétée sous la proba P,iN) est donc une chaine de Markov de matrice de transition

Qle.y) = F-Ljpyim1 et QIN,N) =1.

11 s’agit de la h-transformée de la marche simple stoppée en N avec h(x) = x.

Conditionner une marche aléatoire simple sur Z (issue, par exemple, de 1) & ne pas taper 0 n’a a
priori pas de sens. Une maniére de lui donner un sens est de la conditionner & taper N avant 0 puis
de faire tendre N vers 4+oo. D’aprés la discussion qui précéde, pour tous n et zg,1,...,T, avec
xo=1ona

n—1

(N) _ _ Tit+1
P (Xo = zo,. .., X, = 3,) — HO 20 Loy s —as|=1-

=

Un candidat naturel est donc la h-transformée de la marche simple avec h(x) = z1,50.

Remarque L’utilisation d’une h-transformée pour "conditionner" une marche aléatoire & un événement
de probabilité nulle (par exemple ne pas taper un état ou un ensemble d’états donné) fonctionne dans
des cas assez variés.

Exercice 6 (La fourmi et la montre)

Une fourmi se proméne sur une montre de la maniére suivante : elle démarre sur le chiffre 0 et, toutes
les minutes, elle se déplace avec proba % d’un chiffre vers la gauche et avec proba % d’un chiffre vers la
droite. On note C le dernier chiffre de la montre visité par la fourmi. Montrer que C' est une variable
uniforme sur {1,2,...,11}.

Solution de l’exercice 6 Notons d’abord que C' < 400 p.s. car la fourmi finit forcément par faire 12
pas consécutifs vers la gauche (argument déja vu en TD, par exemple exercice 3 du TD4). Pour tout
i € Z\12Z, on note T; le premier temps auquel la fourmi découvre i. Pour tout i € (Z/12Z)", on a

]P)(C:Z) = ]P’(E >Ti 1,7 >E+1)
= P(Tio1 <Tij1 <T) + P(Tiya <Tioa < T3)
P(Ti1 < Tix1) P(Ti1 < Ti|Tim1 < Ti1) + P(Tipr < Tim1) P(Tica < TilTia < Ti-a).-

Mais d’aprés la propriété de Markov forte, conditionnellement a Fr,_,, la marche de la fourmi aprés T;_;
a la méme loi qu'une marche aléatoire démarrée de i — 1, donc P (T;11 < T;|T;—1 < T;11) est égale a la



probabilité qu’une marche démarrée en ¢ — 1 atteigne ¢ + 1 avant ¢. Par invariance par rotation, cette
probabilité ne dépend pas de ¢ donc vaut P (75 < 7). De méme, on a

P(Tio1 < Ti|Tipa < Tioy) =P (Tho <Tny) =P (Th <T1),
ou la derniére égalité s’obtient par symétrie. On obtient donc

]P(C:Z) = ]P’(CTZ',1 <E+1)P(TQ <T1)+]P)(:r7;+1 <TZ’,1)P(TQ <T1)
= ]P(TQ <T1).

Comme cela ne dépend pas de i, on en déduit que C' est bien uniforme sur {1,2,...,11}.

Remarque Au passage, au a montré que P (T < T7) = ﬁ, c’est-a-dire que pour la marche simple sur Z

onalP(T_10<Th) = ﬁ, résultat qu’on a déja obtenu par le théoréme d’arrét.



