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TD 10 : Toujours des martingales !
Corrigé

Mercredi 22 Novembre

Exercice 1 (Martingales a incréments bornés)
Soit M une martingale. On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que |M,+1 — M, | < ¢ presque siirement pour
tout n. Montrer que p.s., soit M converge, soit liminf, . M, = —oo et limsup,,_, ., M, = +oc.

Indication : On pourra utiliser les martingales Maeb = (Mn/\Ta b)7 ol T4 est le premier instant ou M
passe en-dessous de —a ou au-dessus de b.

Solution de Uexercice 1 Quitte a considérer (M,, — My), on peut supposer My = 0 p.s.. Pour tous a,b
entiers positifs, on note 7,5, = inf{n > 0|M,, < —a ou M,, > b}. Notons que M*® = (Mn/wmb) est
une martingale. De plus, comme les incréments de M sont bornés uniformément par ¢, M®® reste dans
[—a — ¢,b+ c], donc est bornée dans L, donc elle converge p.s. et dans L! vers une variable Mgcgb. Par
conséquent, p.s., soit M converge, soit M atteint —a, soit M atteint b. P.s., cela est vrai pour tous a,b > 0
entiers, donc si M ne converge pas, on a forcément limsup,,_, . |M,| > min(a,b) pour tous a et b, donc
cette limsup vaut +oo. Il suffit donc de montrer qu’il est impossible d’avoir limsup,, M,, = 400 mais
lim inf,, M,, > —oo.
Or, pour tout a, on a

P (lim sup M,, = 400, liminf M,, > —a> = P(V£>0,M%" >0)
n n
= lim P(M%">b)
b——+oo

= lim P(Mgéb—i—a—i—czb—i—a—&—c)

b——+o0
E[M%P +a+
< liminf [ < T4 C]
b——+00 b+a+ec
.. E[My]+a+c
= liminf —————
b—+c0 b4+a+c
= 0.

On a utilisé 4 la fin I'inégalité de Markov (valide car M %P + a + ¢ est positive), puis la convergence dans
L' de M*®. On en déduit P (lim sup,, M,, = +oo, liminf,, M,, > —a) = 0 pour tout a > 0, d’oi1 le résultat.

Exercice 2 (Processus de Galton-Watson surcritique)
Soit 1 une loi sur N telle que Y, ip(i) = m > 1 et Y, i%u(i) < +oo. Soient (Z ), ;o des variables i.i.d.
de loi p. On définit le processus X par Xy =1 et, pour tout n > 0,

Xn
XnJrl - § Zn,i~
i=1
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1. Que peut décrire le processus X ?

2. On pose p, = P(X,, =0) et p = P(In, X,, = 0). Montrer une formule de récurrence de la forme
Prn+1 = f(pn), et en déduire que p < 1.

3. On pose M,, = m~"X,,. Montrer que M est une martingale. En déduire que M,, converge p.s. vers
une variable M.

4. Trouver une relation de récurrence sur E[M?2], et en déduire que M,, — M, dans L.

5. On note ¢ = P(My = 0). Donner une équation sur ¢g. En déduire que ¢ = p. Qu’est-ce-que cela
signifie sur la croissance de X,, 7

Solution de Uexercice 2

1. Supposons qu'une population évolue de la maniére suivante : & chaque génération n, les individus
se reproduisent indépendamment des générations précédentes et les uns des autres, de telle maniére
que le nombre d’enfants d’un individu a pour loi u. Alors le processus X décrit le nombre d’individus
a la génération n.

2. Dire que X, 1 = 0 revient a dire qu’il existe ¢ tel que le premier individu a eu ¢ enfants (ce qui
arrive avec proba p(7)), et chacun de ces i enfants n’a pas de descendant a la génération n (ce qui
arrive avec proba p, pour chaque enfant). Par conséquent, on a

Pt = Zu(i)pi = f(pn),

avec f(z) = >, p(i)z’. On sait de plus que p = lim,,_, o p,, donc p est un point fixe de f. De
plus, f est croissante (les () sont positifs), donc si p’ est un point fixe de f, on a par récurrence
pn < p’ pour tout n, donc p < p’. On en déduit que p est le plus petit point fixe de f, donc montrer
que p < 1 revient & montrer que f admet un point fixe strictement inférieur & 1. Or, on a f(1) =1
et f'(1) =m > 1, donc f(z) < x pour x assez proche de 1. Mais on a aussi f(0) > 0, donc par le
théoréme des valeurs intermédiaires f admet un point fixe dans [0, 1[, donc p < 1.

3. Soit #, la tribu engendrée par les Zj; pour k¥ < n — 1. Alors X,, ne dépend que des Z; avec
k<n-—1letieN,donc X est (%,)-adapté, donc M aussi. De plus, comme M est positif, on peut
faire le calcul suivant sans savoir M,, et M, ;1 sont intégrables :

E[Mps1|Fn] = m~("TURE [(Xnt1]Fn]
Xn
Z Zn,i yn‘|
i=1

Xn
= (D) ZE (Zn.i| F0)

i=1

Xn
= m D Z m
i=1

m~ "t m X,

= M,.

= m (DR

En particulier, on en déduit que E[M,] = E[My] < +oo pour tout n, et M est une martingale
positive, donc elle converge p.s..



4. Notons o2 la variance de la loi x. Pour tout n, on a

X, 2
E [M5+1|yn] = m72(n+1)E (Z Zn,z) ‘yn
=1

Xn
= m 2t N R[22,

ij=1

XW,
— 20D ZE [272“] + Z]E [Zn,i) E[Zn,5]
i=1 i#]
= 20D ((m2 + UQ)Xn + mQXn(Xn - 1))
2

_ 2 g
= Mg+ —seyy Mo

En prenant 'espérance des deux cotés, on obtient

- E[M,] =E [M?] + -

n

g

E [My] =E[M:] + —r

mn+2 :

Comme ) m‘ﬂ—; < 400, on en déduit que E [Mﬁ] est borné, donc M est bornée dans L?, donc
elle converge dans L2.

5. On dit qu'un individu z est & descendance lente si le nombre de descendants de x aprés n générations

est o(m™). En particulier, un individu dont la descendance s’éteint est & descendance lente, et ¢ est
la probabilité que I'individu de départ soit & descendance lente.
Dire que l'individu de départ a une descendance lente revient a dire qu’il existe i tel qu’il a 7 enfants,
et chacun d’eux a une descendance lente. De méme que dans la question 2, la probabilité que cela
arrive vaut >, u(i)¢' = f(g), donc ¢ = f(g). Or, p est une série entiére & coefficients positifs, et il
y a au moins un i > 2 tel que p(i) > 0, donc f est strictement convexe, donc elle a au plus deux
points fixes. Comme p et 1 sont deux points fixes de f, on a donc soit ¢ = p, soit ¢ = 1. Mais dans
le second cas, on a My, = 0 p.s.. C’est absurde car M,, converge vers M, dans L?, donc aussi dans
L', et E[M,] = E[M] = 1 pour tout n. On a donc q = p. Cela signifie que presque stirement, soit
le processus X s’éteint, soit X, est asymptotiquement équivalent & m™ fois une variable aléatoire
strictement positive.

Remarque On a utilisé la convergence L? pour montrer une convergence L'. Il est naturel de se demander
si la convergence L' de M reste vraie si u n’est plus de carré intégrable. Le théoréme de Kesten—Stigum
affirme que M converge dans L' vers M, si et seulement si

Z ilogi p(i) < 4o0.

Pour une preuve du théoréme de Kesten—Stigum, voir par exemple le chapitre 12.2 de Probability on
trees and networks|, de Lyons et Peres.

Exercice 3 (Propriété de Liouville)
Soit G = (V, E) un graphe infini, connexe et localement fini (i.e. ot chaque sommet n’a qu’un nombre
fini de voisins) et h: V — R. On dit que h est harmonique sur G si pour tout © € V, on a

1
h(z) = m g;r h(y),

ot la somme est effectuée sur les voisins y de x et ot deg(x) est le nombre de ces voisins. On dit que G
vérifie la propriété de Liouville si toute fonction bornée harmonique sur G est constante.
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5.

. Montrer que si h est harmonique et (X,,) est une marche aléatoire simple sur G, alors (h(Xy)),,>¢

est une martingale.

. Montrer que si la marche aléatoire simple sur G est récurrente (i.e. si elle visite presque stirement

tous les points une infinité de fois), alors G vérifie la propriété de Liouville.

. Soient z,y € Z¢ tels que Z?zl x; = Z?zl yi; (mod 2). Montrer qu'il existe (X,,) et (Y;,) deux

marches aléatoires simples (non indépendantes!) issues respectivement de z et y telles que p.s.,
pour n assez grand, X, =Y.

En déduire que Z? vérifie la propriété de Liouville.
Donner un exemple de graphe (connexe, localement fini) ne vérifiant pas la propriété de Liouville.

Indication : Pour la question 3, commencer par le cas d = 1 puis essayer d’adapter a d quelconque.

Solution de Uexercice 3

1.

Soit #,, = o(Xo, ..., X,). Conditionnellement & %, le sommet X,, 11 est uniforme parmi les voisins
de X,,, donc E [h(X,,41)|%,] est la moyenne de h sur les voisins de X,,, c’est-a-dire X,, car h est
harmonique.

. Soit h harmonique bornée sur G. Soient =,y € V et (X,,) une marche aléatoire simple issue de z.

Alors (h(Xy)),,>( est une martingale, donc elle converge p.s. Or, elle visite une infinité de fois z et
y, donc elle prend une infinité de fois les valeurs h(z) et h(y), donc h(x) = h(y), et ce pour tous x
et y. La fonction h est donc constante, donc G est Liouville.

. Dans le cas d = 1, 'idée est de faire démarrer deux marches aléatoires indépendantes X et Y issues

de x et y. Par récurrence de la marche aléatoire snnple sur Z (plus la condition de parité), le temps
1nf{n|X =Y, } est fini p.s. On prend alors X = X ainsi que Y, = =Y, pourn <7 et Y, = X,

pour n>T.

Dans le cas général, il faut "coupler les coordonnées une par une" : on démarre deux marches

indépendantes de x et y, et on note 71 le premier temps ol leurs coordonnées selon e; coincident.

A partir de 71, on applique la stratégie du cas d = 1 pour que les coordonnées selon e; restent les

mémes pour n > 71. Puis on attend 75, le premier temps ot les coordonnées selon es coincident, et

ainsi de suite.

Les détails sont laissés en exercice, vous pouvez aussi venir me voir au bureau V2.

. Soit h harmonique bornée sur G et soient z, iy, X et Y comme dans la question précédente. Alors

(h(Xn)),>0 et (R(Y2)),>o sont deux martingales bornées, donc elles convergent p.s. et dans L'
vers respectivement X, et Y... Comme X, = Y,, pour n assez grand, on a X,, = Yo p.s. Par
convergence L', on peut donc écrire

h(z) = E[Xw] = E[Yo] = h(y),

donc h est constante sur {z € Z9| Zle x; = 0 (mod 2)}, et il est facile d’en conclure que h est
constante sur V.

. Considérer P’arbre binaire infini. La marche aléatoire est transiente (car la "hauteur" augmente de

1 avec proba % et diminue de 1 avec proba %), donc & partir d’un certain rang elle reste soit dans
la moitié gauche de I'arbre, soit dans la moitié droite. On peut alors poser

h(xz) = P (la marche aléatoire issue de x finit dans la moitié gauche de larbre) .

On vérifie facilement que h est harmonique et bornée (par 1). De plus, si x est "trés haut" dans la
moitié gauche de 'arbre, il a une trés faible probabilité de redescendre jusqu’a la racine, donc h(x)
est proche de 1. Les détails sont laissés en exercice.

Exercice 4 (Une preuve de la loi forte des grands nombres)
Soit (Z,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que E[Z,,] = 0 pour tout n > 1

et Zn>1 Var(Z) < 400, On pose, pour n > 1,

n2

Mn:ié et Sn:ilZ
i=



1. Montrer que M, converge p.s. quand n tend vers +oo.

2. En exprimant S en fonction de M, en déduire = —> 0.
OO

3. Soit X une variable aléatoire telle que E[X] = 0. On considére une suite (X,),>1 de variables
aléatoires i.i.d. de méme loi que X. Pour tout n > 1, on pose Y,, = X,,1,x,,|<n - Montrer que :
(i) E[Y,] —— E[X]
(i) PAn > 1,V > n, X; = Y;) =
(i) 3,5, 5 < o0

n2

4. En déduire la loi forte des grands nombres.

Solution de l’exercice 4

1. Comme les X; sont d’espérance nulle, on vérifie facilement que M est une martingale. De plus, par
indépendance des X;, pour tout n on a

E[M?] = Var(M, ZVar( >

qui est bornée par 'hypothése sur les variances. La martingale M est donc bornée dans L2, donc
elle converge p.s. vers une variable M,

2. Pour tout n > 1, on a

n—1 n—
S":ijM —M;_) = Z;M > G+ 1M, :Mnf% M.
Jj=1 Jj=1 )=

n

D’aprés le lemme de Cesaro, le membre de droite tend vers 0, d’otl % — 0 p.s.

3. (i) On a E[Y,] = E[X1|x|<n], avec X1 |x|<,, — X p.s. et [ X1 x|<,| < |X|, donc E[Y,,] — E[X] =0
par convergence dominée.

(ii) Pour tout j > 1, on a P(X; #Y;) = P(|X;| > j) = P(|X]| > j) donc

SR 2 ) = S B(X] ) < [ B(X] > ) d = EX] < v,
j=1

j=1

donc d’apreés le lemme de Borel-Cantelli, p.s., X; = Y; pour j assez grand.
(iii) Enfin, on a

Z Var i

n=1

_ Z]E{

B | 1XP? 5| = cBxi < 4o

]E PGS %

n>1V|X]|

IN

en utilisant a la fin 3° -, =0 (1)

4. On se place dans le cadre de la question 3. Pour tout n > 1, posons Z,, = Y,, — E[Y,,]. On a
Var(Z,) = Var(Y,,) pour tout n > 0 donc (Z,),>1 vérifie les hypotheses des questions 1 et 2, donc

1 n
;Z::Y E[Yj]) == 0.

Or E[Y,] — E[X] = 0, donc d’aprés le lemme de Cesaro on a
lf:E[Y»]—m doi f§:y
n 4 f I s ’ n— oo
=



Enfin, p.s., il existe J > 1 tel que Y; = X, pour tout 5 > J. On a alors

n—oo

1 172 1

X ==Y X+ -y ——0,
n < n “
j=1 j=J

Jj=1
ce qui achéve la démonstration.

Exercice 5
Que représente la jolie image ci-dessous 7

Solution de l’exercice 5 Le but est d’illustrer I’exercice 3. Plus précisément, il s’agit d’un graphe planaire
"hyperbolique" G, qui ne vérifie pas la propriété de Liouville. On a représenté GG par un empilement de
cercles : les cercles correspondent aux sommets du graphe, et deux cercles sont tangents si et seulement si
les sommets correspondants sont reliés par une aréte (un trés joli théoréme affirme qu’un graphe planaire
peut toujours se représenter de la sorte). De plus, on a colorié en bleu les cercles visités par la marche
aléatoire sur notre graphe. On peut montrer que presque stirement, la marche aléatoire sur G converge
vers un point aléatoire X, au bord du disque. Cela permet de définir des fonctions harmoniques bornées
non constantes sur G. En effet, soit f une fonction mesurable bornée sur 0D. Pour tout z, on pose
h(z) = E; [f(Xoo)]- En conditionnant sur le premier pas de la marche aléatoire, il est facile de vérifier
que cette fonction est harmonique. Plus généralement, on peut définir ainsi des fonctions harmoniques
sur tout graphe qui posséde une notion naturelle de "bord", telle que la marche aléatoire converge p.s.
vers un point du bord. Notons que cela ne marche pas si on remplace ce graphe par le réseau triangulaire,
car ’empilement de cercle correspondant remplit le plan, et n’a donc pas de bord.
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