Topologie Algébrique ENS Paris, 2024-2025

Correction du TDS8 : Algébre homologique

Exercice 1. Le lemme des cing %

1. Soit z3 € G3 tel que @3(x3) = 0. Alors on a bz o p3(x3) = @4 0a3(rs) = 0. Comme @4 est injective par
hypothéses, on en déduit que as(z3) = 0. Or la suite est exacte donc Ker az = Im ag. 11 existe donc
y2 € Gy tel que az(y2) = g. Mais comme le diagramme est commutatif,

@30 a2(y2) = @3(x3) = by o pa(y2) =0.

Comme Ker by = Im by, il existe z; € Hy tel que by(z1) = p2(y2). De plus @1 est surjective, donc il
existe u; € G tel que ¢1(u1) = 2z1. On a par construction

by o pi(ur) = bi(z1) = p2 0 ar(ur)
et on obtient wa(a1(u1)) = p2(y2). Comme par hypothéses ¢y est injective cela implique que yo =
ai(u1) et yo2 € Im a; = Ker ag. Ainsi, g = aa(y2) = 0 et @3 est injective.

2. Soit x3 € Hs. Comme ¢4 est surjective, il existe ys € G4 tel que @4(ys) = b3(x3). Par commutativité
du diagramme, on a
@5 0 a4(ya) = bs © pa(ys) = by o bg(xs) = 0.
Comme 5 est injective par hypothéses, on en déduit que a4(ys) = 0. Donc y4 € Ker ag = Im ag et il

existe z3 € G5 tel que as(z3) = y4. Par construction, on a

@4 0 a3(23) = pa(ys) = bz o p3(23) .

On en déduit que bs(x3) = b3 o p3(z3) donc x3 — ¢3(23) € Ker bg = Im be. 1l existe donc ug € Ho tel
que ba(ug) = w3 — ¢3(23) et comme w9 est surjective, on trouve également vy € G tel que pao(va) = ua.
Enfin,

bg o @2(02) = 30 CLQ(’L)Q) = T3 — @3(23) .
Ainsi, z3 = @3(a2(v2) + 23) et @3 est surjective.

3. Immédiat avec les deux questions précédentes.

Exercice 2. Le lemme du serpent *

1. En considérant I'inclusion i, du noyau Ker o de o dans A et la projection m, de A’ sur son conoyau
Coker «, on a une suite exacte

0 — s Kera —— A —%3 A —™ 4 Cokera —— 0

On obtient de méme une suite exacte pour 8 qui s’insére dans le diagramme commutatif suivant

0 — Kera —o s A —% 4 A" ™4 Coker @ — 0

bl

0 — Ker 8 —2 B B ™ Coker  — 0

Considérons f := fiker o €t @ € Ker a. Alors fo f(a) = goa(a) =0 et f(a) € Ker 8. On en déduit
que I'image de f est incluse dans Ker 3 et que f : Ker o — Ker 3 est bien défini. On a de plus que
f Olgq = iﬂ °g.

Considérons g : Coker a — Coker 3 définie par m,(a) — 7g o g(a). Notons que I'application est bien
définie puisque que si a’ € A alors

gla(a’)) = Bo f(d) et g(la(a)]) =[Bo f(a’)]=0.

Pour toute question, n’hésitez pas & m’envoyer un mail & coline.emprin@ens.psl.eu, ou venir me voir au bureau T12.



On a de plus que gom, = mg o g. Ainsi, les applications f et g s’inscrivent dans le diagramme voulu,

la

0 —— Ker a @y A T2y Coker « — 0

NI

0 —— Ker 8 w f,p Coker 3 —— 0

2. Tout d’abord, on peut compléter le diagramme comme & la question précédente :
0 0 0

f|Ker @ h|Ker B

Keraao —— Ker § ——— Ker v

A f B B C 0
@ B Y
0 A—2 p—r L
Tao uyei Ty

Coker o —%— Coker 8 —F— Coker

0 0 0

La premiere et la derniére ligne sont exactes puisque Im f = Ker h implique Im figer o = Ker Ajger g
et Im g = Ker k implique Im g = Ker k.

On est donc ramenés a construire ¢ : Ker v — Coker « tel que Im Ak, g = Ker § et Im § = Ker g,
ou g est Iapplication induite par g sur Coker «a. Soit x € Ker . Comme h est surjective, il existe
y € B tel que h(y) = x. Puis v(z) = 0 = ko f(y) donc B(y) € Ker k = Im g. Il existe z € A’ tel que
g9(z) = B(y). Ce z est unique puisque g est injective. On définit 6(x) := m4(2).

On doit verifier que cela ne dépend pas des choix. Soit ¥’ € B un autre antécédent tel que h(y') = x.
Alors h(y —y') = 0 et y —y' € Kerh = Im f. 1l existe donc a € A tel que f(a) = y — y/. Par
commutativité, on a g o a(a) = B(y) — B(y'). Ainsi, B(y') = g(z — a(a)). Comme g est injective,
z — a(a) est le seul antécédent possible de B(y'). Puisque 7, (2 — a(a)) = ma(z), on en déduit que la
définition de d(x) ne dépend pas de l'antécédent de x par h.

On obtient donc une application bien définie § : Ker v — Coker a. 1l reste a vérifier exactitude.

. Ker 0 =Im hker g
Soit b € Ker 3. Alors B(b) = 0 et g(0) = B(b). Donc §(h(b)) = 74 (0) = 0 et h(b) € Ker J.
Réciproquement, si x € Ker 4, avec les notations de la construction de 4, z € Im «. 1l existe a € A

tel que a(a) = z. Alors goa(a) = B(y) = Bo f(a). Doncy— f(a) € Ker B et h(y— f(a)) = h(y) = .
On en déduit que = € Im Ak g-

«Imi=Keryg
Soit §(x) = ma(2). Par construction, g(z) = B(y) donc gomy(2) = mg 0 g(2) = mg 0 f(y) = 0. Donc
ma(2) € Ker g.
Réciproquement, soit m,(a) € Ker g. Alors g(a) = B(b) pour un certain b € B et §(h(b)) = ma(a).
3. On suppose que f est injective. Soit x € A tel que fiker o(®) = 0. Alors on a aussi f(z) = 0 donc z =0

et fiKer o €St aussi injective.

On suppose que k est surjective. Soit m,(c) € Coker ~. Alors il existe u € B’ tel que k(u) = ¢ par
surjectivité de k. Mais alors ko mg(u) = m,(c). On en déduit que k est également surjective.



Exercice 3. Sommes directes de complexes %

1l suffit de vérifier que ker(9, ®),) = ker(d,) @ ker(9),) et que Im(9,,) ®Im(9,) = Im(d, ® 9,,). On remarque
que cela marche pour une somme quelconque de complexes.

Exercice 4. Complexes sur un corps x

1. Soit Z, le sous-espace vectoriel des cycles et B,, C Z, l'espace des bords. On choisit un scindement
de D'espace vectoriel C,, comme Z,, & R,, puis un scindement de Z, comme B, & H,. En effet, un
supplémentaire de B,, dans Z,, est canoniquement isomorphe au quotient H, = Z,,/B,.

On définit alors ¢ en degré n comme l'inclusion H,, — C, et p comme la projection C,, — H,. On
vérifie sans difficultés que p et ¢ sont des morphismes de complexes et que p o ¢ = id.

On construit maintenant une homotopie entre 7 o p et id. Pour cela, on observe que la différentielle se
restreint en un isomorphisme R,11 = B,. On définit alors h, : B, — Ch4+1 comme la composée de
Iinvrese de la différentielle avec l'inclusion R,41 — Cri1. On définit h, par zéro sur H, et R,. On
peut alors calculer I'application dy41 © hy, + hp—1 o dy,. Sur B, et R, cette application est l'identité.
Sur H,, cette application est nulle.

On a donc bien construit une homotopie h entre ¢ o p et I'identité.

2. Pour tout complexe C,, notons i¢ : C, — C, le morphisme homotope a l'identité donné par la question
précédente. La composition

i€ f i
cC,~—~C,-= D, = D,

est homotope a f et c’est un isomorphisme de complexes.

Exercice 5. Suites exactes courtes x %
Soit 0 — A i> B % C — 0 une suite exacte courte de groupes abéliens.

1. (a) = (b) et (a) = (c) sont claires. Pour (b) = (a), définir le morphisme

AaC — B
(a,c) = fla)+s(c)

et montrer que c’est un isomorphisme donnant le diagramme souhaité. Pour (¢) = (a) faire pareil avec

B — AeC
b (r(b),g(b))

2. Si C est un groupe abélien libre, alors la condition (b) est satisfaite : envoyer chaque générateur de C
sur n’importe lequel de ses antécédents.

Exercice 6. Exemples élémentaires de complexes x x

1. On peut prendre C,, = A, pour la premiére question, avec d = 0. Pour la deuxiéme question, on
peut écrire chaque A, comme le quotient d'un groupe abélien libre par un sous groupe libre® : 0 —
F, —» Gy — A, — 0. On définit C,, = F,,_1 ® Gy, avec dy(g, f) = (0,ip,-1(f)), ot i,—1 est U'inclusion
Fn—l — Gn—l-

2. Considérer par exemple le complexe

0 2 0 2 0
.05 0—=-0Q03 00— ...

Tous ses groupes d’homologie sont nuls.

1. Regarder par exemple le livre "Algebra" de Serge Lang, page 880.



Exercice 7. Caractéristique d’Euler d’un complexe * x
Pour tout entier n > 0, d’aprés le théoréme du rang :

dim C,, = dimkerd,,_1 +rgd,_1.
D’autre part, par définition,

dim H,(C) = dimkerd,,—1 — rgd,.
D’ou

Z(—l)" dim H,(C) = Z(—l)" dimker d,,—1 + Z(—l)"rg dn
n

n n

= Z(—l)”(dimker dp—1—rgdn_1)

n

= Y -ra,

n

Exercice 8. Cohomologie des groupes * x x

1. 11 faut vérifier que 9_,—1 0 d—, = 0. Remarquer que dans la double somme les termes (7, ) et (j,7) se
simplifient.

2. On a Cy(G, M) ~ M et Ker(0g) ~ {x € M,g.x, = 0¥g € G} = MC.
3. Si l’action est trivial alors 9y est nulle et (0_1.f)(g1,92) = f(92) — f(g192) + f(g1)-

4. On a une suite exacte courte de complexes
0— Cu(G,M") = C.(G,M) — C.(G,M") — 0.

Puis appliquer les résultats de l'exercice 5.

A’



