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Classes de Kaledin & critéres de formalité

1. La notion de formalité

2. Structures supérieures
® Une approche de la formalité comme probléme de déformation.

3. Classes de Kaledin
® Théorie de I'obstruction a la formalité pour n'importe quel
anneau de coefficients.

o

. Critéres de formalité
® Descentes de formalité
® Critere de formalité intrinséque
® Morphisme tordant & relévement d'automorphismes
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Espaces topologiques formels

R : anneau commutatif

Définition
Un espace topologique X est formel s'il existe un zig-zag de
quasi-isomorphismes d'algébres associatives différentielles graduées

Cohg(XiR) <=« = o & - 5 HYLL(XIR) .

sing

— Provient de la théorie de I'homotopie rationnelle (pour Q C R)

X formel = La cohomologie Hg, (X, Q) caractérise entierement

le type d’homotopie rationel de X.
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Exemples

— Espaces formels
e Spheres, espaces projectifs formels, groupes de Lie
e Variétés kahlériennes compacts [DGMS, 1975]

— Un espace topologique qui n'est pas formel
e Le complémentaire des anneaux borroméens
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Formalité d'une structure algébrique
A : complexe de cochaines de R-modules

(A, ¢) : structure algébrique différentielle graduée (dg) sur A

— une algébre associative dg,
— une algebre de Lie dg
*> e

Définition
(A, @) est formelle s'il existe un zig-zag de quasi-isomorphismes

~

ou @, est la structure induite sur H(A).

Exemples

o X formel = (C3,4(X; R),U) formelle comme algébre associative dg

e C(Dx;R) est formelle en tant qu'opérade [Kontsevich, 1999]
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Rétract homotopique
Définition
(W, dw) est un rétract homotopique de (V, dy) s'il existe des
applications

v (Vedy) = (W.dw)

i

ot idy — ip = dyh+ hdy et i est un quasi-isomorphisme.

Proposition
Si R est un corps, la cohomologie H(A) de tout complexe de
chaines (A, d) est un rétract homotopique :

P (Ada) === (H(4).0)
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Transfert de structures algébriques

(A, da, @) : algébre associative dg et un rétract homotopique

o (Adad) = (H.dn)

i

— Produit transféré : ¢y == po¢poi® : H®? - H
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H903:H®3—>H

1

i [
p p

— Dans Hom(H®3, H) :

— (pp est associative a I'homotopie 3 prés.
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— @p : H®" — H, pour tout n > 2
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Algebres associatives & homotopies prés

H : complexe de cochaines de R-modules

Définition
Une structure d'As.-algébre sur H est une collection d'applications

on: H®" - H

de degré 2 — n, pour tout n > 2, telles que

Exemples
e Une algébre associative (A, ¢) est une A-algébre avec ¢, =0,V n> 3.

o (H,dn,p2,3,...)
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Théoréme de transfert homotopique

Théoréme (Kadeishvili, 1982)

Soient (A, da, ) une structure associative dg et

’ C (A, da.¢) = (H.dn)

i

un rétract homotopique. Il existe une structure d'As.-algébre sur H
telle que p (et i) s'étendent en A,-quasi-isomorphismes :

(Av d, (b) NN (H(A)a ¥2,P3, P4 - - )
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Morphismes d'A,.-algébres
Soient (A, da, ¢2,...) et (H,dy, ¢2,...) deux Ax-algébres.

Définition
Un A,.-morphisme f : A ~» H est une collection d’applications

fp: A" — H, n>1,

de degré 1 — n, telles que

A%

... f; |17
ANV AR S
k>1 kti=n+1
4 tig=n ¢k nggﬁ fk

ol ¢1 = dga et p1 = dy.
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A.-quasi-isomorphismes
Définition

Un A..-quasi-isomorphisme f : A <5 H est un As,-morphisme pour
lequel f; : A — H est un quasi-isomorphisme.

Proposition (R est un corps de caractéristique zéro)
quasi-isos d’algébres associatives Asc-quasi-iso

Corollaire
Une algébre associative dg (A, ¢) est formelle si et seulement si

3 (A, ¢) = (H(A), ) -
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Une autre caractérisation de la formalité

(A, d, ) : algébre associative dg telle que H(A) est un rétract homotopique

(A, d, ) Wﬂm (H(A), @, ©3,¢a,...) Produits de Massey supérieurs
37
Formalité
(H(A), ¢-)

= Si les produits de Massey supérieurs s'annulent alors (A, d, ¢) est formelle.
Définition
® (A, d,¢) est jauge formelle si 3 (H(A), 0x, 03, 04...) <~ (H(A), ).
® (A, d, ) est jauge n-formelle si

E (H(A)7¢*7¢37904‘“) = (H(A)7@*707'"707@:#17-“) .
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Complexe de Hochschild

Structure transférée : (H(A), ¢x, ©3, @a,...)

n € Hom(H(A)®", H(A)), |¢nl =2—n
Complexe de cochaines de Hochschild :
g =[] s Hom(H(A)®", H(A))
n>1
Crochet de Lie : [x,y] == xxy — (—=1)XMy x x

n

Xxy = Z(—l)(’.fl)(mfl)x ojy
i=1

pour x € Hom(H(A)®" H(A)) et y € Hom(H(A)®™, H(A)) .
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Une déformation formelle

Structure transférée :

(0403, 0a,...) € g:= [ [ s~ Hom(H(A)®", H(A))

n>1

Une déformation formelle :
® = g+ p3h+ah® + - € g[h]] := g @ R[[A]]
Proposition : ade = [®, —] définit une différentielle sur g[[h]]

Algebre de Lie différentielle graduée tordue :

allANl® = (allh]]. [, -], ado)
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Classes de Kaledin

Op® = 3 4 204h + 3psh® + - -- € g[[h]]
Lemme : 9,® est un cycle dans g[[h]]® := (a[[h]], [-, —], d®), i.e.
ad¢(8h¢) = [¢,8h¢] =0.
Classe de Kaledin :
Ko = [0p®] € H? (g[[h]]¢) :

n-iéme classe de Kaledin tronquée :

K3 = [p3+2p4h+ -+ (n— 2)p,h" %] € H ((Q[U']]/hn_l)a;) :
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Classes de Kaledin

Classe de Kaledin :
Ko = 3 + 2pah + 3psh? + -] € H' (g[lh]]® )

n-iéme classe de Kaledin tronquée :
Ky = [p3+2psh+ -+ (n—2)p,h" 3] € H! <(g[[h]]/hn—1)¢>

Theorem ([Kaledin, 2007], [Lunts, 2007])
Si R est une Q-algebre et (A, ) une algébre associative dg

® (A, ¢) est jauge formelle <— Ko = 0.
® (A, o) est jauge n-formelle <—= KJ = 0.
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Classe de Kaledin :
Ko = [p3 +2pah+3psh® + -] € H' (g[[H])°)

n-iéme classe de Kaledin tronquée :

Kg = [p3 + 20ah+ - + (n— 2)p,h" 3] € H! ((9[[h]]/hn_1)$>

Theorem ([Kaledin, 2007], [Lunts, 2007], [Melani-Rubié, 2019])

Si R est une Q-algebre et (A, ¢) une dg P-algébre sur une opérade
P de Koszul

® (A, @) est jauge formelle <— Ko = 0.
® (A, ¢) est jauge n-formelle <= Kg = 0.
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Classe de Kaledin :
Ko = [@3 + 2¢4h + 3(p5h2 + - ] e H! (g[[h]]q’)

n-iéme classe de Kaledin tronquée :
Ko = [p3 +2psh+ -+ (n—2)p,h" ] € H! <(g[[h]]/h"1)¢>

Theorem (E., 2023)
R : anneau commutatif
P : opérade colorée, propérade

(A, ¢) : dg P-algébre telle que H(A) est un rétracte homotopique

® (A, ¢) est jauge formelle <= Ko = 0.
® (A, ¢) est jauge n-formelle <= Kg = 0.
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Heuristique

— Structures d'Ac-algébre sur H(A) :

o= (p2,03,...) €g = [[ s~ Hom(H(A)®", H(A))
n>1

<,(2,,:H®"~>H7 lenl =2—n

1 2 ceeon
d = > =
k+l=n+1
1<j<k

— Eléments de Maurer—Cartan : MC(g) = {p € g' | ox¢ =0}

n

fxg:= Z(—l)(i_l)(m_l)f oi g

i=1
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— Structures de A-algébres sur H(A) = MC(g)

— Groupe de jauge [ = (go, BCH,0)
Formule de Baker—Campbell-Hausdorff : A, i € go,
BCH(A, 1) = A4+ 31 ] + 5 ([N I ]+ [, [, AID) + -

— Action de jauge : I x MC(g) — MC(g)
Np) = A= ()

Proposition (Dotsenko — Shadrin — Vallette, 2016)

3 co-quasi-isomorphisme (H(A), ) ~ (H(A), ¢.)
<~
FNET tel que A - =
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Action de jauge :

< MC(g) — MC(g)
Ae) = Xp=e*N(p)

Champ de vecteurs T sur MC(g) :
VAeT, Ta(p) = adx(p)

%’Y)\(t) = Tx ((t))

Intégration pour v,(0) = ¢ :
(t) = e (p)

[ Np=v=nl)=v |

Criteres de formalité
000000000000
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Le cas de la formalité

Est-ce qu'il existe A € T, tel que 7A(0) = ¢. et 1\ (1) = ¢ 7
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Est-ce qu'il existe A € T, tel que
M(0) = s et (1) =7

Tentative : “®(h) = @, + p3h + @ah® +---"
Est-ce qu'il existe A € T, tel que ® =, 7?

¢ = YN — op® = T)\(q)) = ad,\((b)

= 9o est un bord dans g[[h]]®
<—> Kq> = [3h¢] =0
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Descentes de formalité
(A, ¢) : dg P-algebre telle que H(A) est un rétracte homotopique
H'(A) : projectif, de type fini pour tout .

@ : R-algébre commutative fidélement plate

Proposition (E., 2023)
(A, ¢) jauge n-formelle <= (A®r Q, ¢ ® 1) jauge n-formelle.

Démonstration

Ho1 (8rallA®) @rpep QRUAIL = Ho1 (8H(a2ro) 1A ®#?)
W W

Ko®1=0 <~ Kog1 =0
Exemples

o C(Dy; Q) est formelle <= C(Dx; R) est formelle [GSNPR, 2005]
° Z(/) C Zy



Formalité Structures supérieures Classes de Kaledin Critéres de formalité
000 000000000 000000000000 0O@0000000000

Formalité intrinséque

Une P-algébre (H, ¢, ) est dite intrinséquement formelle si toute
P-algebre (A, ¢) telle que (H(A), p.) = (H, x) est jauge formelle.

g¥ (97 [_7_]7d<p* = [90*7_])

Proposition (E., 2023)
H_1(g¥*) =0 = (H, @) intrinséquement formelle.

Démonstration.
Pour tout (A, ¢) telle que (H(A), px) = (H, ¢4),

Ko =0¢ H' (l[]®) -

Résultats antérieurs : [Hinich, 2003]
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Preuve de Tamarkin de la formalité de Kontsevich

k : corps de caractéristique zéro

A : algébre polynomiale sur k

Théoreme (Hinich, 2003)

Le complexe de cochaines de Hochschild C(A; A)[1] est formelle
comme algébre de Lie différentielle graduée.

Démonstration.
e Lie[l] C Gerst;
® (HH*(A), ¢.) a une structure d'algebre de Gerstenhaber ;
® C(A;A) a une structure de Gerst-algébre induisant ¢, ;
® (HH*(A), ¢.) intrinséquement formelle comme Gerst-algébre ;
— H_1(g¥*) =0, 00 g = Hom(@],EndHH.(A)) )
L]
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Le morphisme tordant

(A, @) : dg P-algebre telle que H(A) est un rétracte homotopique

o : unité de R.

0o : morphisme tordant par «

— automorphisme linéaire de H(A) qui agit par o x sur H¥(A).

Théoréeme (Drummond-Cole — Horel, 2021)

Si 04 admet un relévement, i.e. 3 f € End(A, ¢) t.q. H(f) = o4,
* Yk, ak —1€ R* = (A, ¢) est jauge formelle.
* Vk<n ok —1c RX = (A, o) est jauge n-formelle.
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Théoreme (Drummond-Cole — Horel, 2021)

Si o, admet un relévement, i.e. 3 f € End(A, ¢) t.q. H(f) = 04,
* Yk, ok —1 € R* = (A, ¢) est jauge formelle.
e Vk<n, ak—1c R = (A, o) est jauge n-formelle.

Heuristique :

— Les produits de Massey supérieurs sont compatibles avec le
relévement.

— Ils mélangent la multiplication par o et la multiplication par a*
pour | # k.

— lls sont forcément triviaux.
Résultats antérieurs : [DGMS, 1975], [Sullivan, 1977], [GSNPR, 2005]

Exemple
C(Dx; Q) est formelle [Petersen, 2014], [Boavida de Brito — Horel, 2021]
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Complément d'arrangements de sous-espaces

X : complement d'arrangement d’hyperplans sur C
— complément d'une collection finie d'hyperplans affines dans AZ.

K : extension finie de Q,

q : ordre du corps de résidus de |'anneau des entiers de K
| : nombre premier différent de p

h : ordre de g dans FF}*

Proposition (Cirici — Horel, 2022)
Si X est défini sur K, i.e. 3 K — C et 3 X un complément

d’'arrangement d'hyperplans sur K t.q. X xx C = X, alors
C*(Xan, Z;) est jauge (h — 1)-formelle.
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Proposition (Cirici — Horel, 2022)
Si X est défini sur K, i.e. 3 K — C et 3 X un complément

d’arrangement d’hyperplans sur K t.q. X xx C = X, alors
C*(Xan, Z;) est jauge (h — 1)-formelle.

Heuristic :
— C.(Xan,Z/) = Ce.t(Xﬁv Z/).
— L'action d'un Frobenius sur He: (X5, Z;) est og, [Kim, 1994].

Descente de formalité = C*(Xan, Z(y)) jauge (h — 1)-formelle.
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Relévement d'automorphismes

(A, @) : dg P-algebre telle que H(A) est un rétracte homotopique

Theorem (E., 2023)

Soit u € Aut(H(A), p«) admettant un relévement. Soit
Ad, : Endpga) — Endya) t.q. Vp €N, and Vo) € Endpya)(p)

Ady(¥) = uotpo(u )P,

1. Si Ad, — id est inversible sur les éléments de degré k pour
tout k < n, alors (A, ¢) est jauge n-formelle.

2. Si Ad, —id is inversible, alors (A, ¢) est jauge formelle.
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Relévement d'automorphismes

R : corps

(A, ¢) : dg P-algebre telle que H(A) est un rétracte homotopique
et de dimension finie

Corollaire
Soit u € Aut(H(A), p«) tel queV k< n, etV (ki,..., kp),

Spec(uxy .1k, +k) N Spec(ug, @ -+ @ uk,) =D ,

ou uj = Ujicay- Si u admet un relévement au niveau des chaines
alors (A, ¢) est jauge n-formelle.
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Frobenius & nombres de Weil

K : extension finie de Q,

q : ordre du corps de résidus de |'anneau des entiers de K
I : nombre premier différent de p

X : schéma projectif lisse sur K

Définition

a € Q est un nombre de Weil de poids n si

Vi:Q —=C, |ua)=q"?.

Théoréme (Deligne, 1974)

Pour tout n, les valeurs propres de I'action d’un Frobenius sur
HZ, (X%, Q) sont des nombres de Weil de poids n.
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Corollary
Pour tout schéma projective lisse sur K, C®(Xan, Q) est formelle.

Démonstration.
® C.(Xana QI) ; Ce.t(Xﬁv Ql)
® Soit u I'action d'un Frobenius sur Hg, (X5, Q) et
fixons ¢ : Q; — C.

® Pour tous k > 1, (ki,...,kp) et s ==k +--- + kp,

Spec(usyk) N Spec(ug, @ -+ D up,) =9 .
W W
o p

) =% > (8)| = g

Résultats antérieurs : [Deligne, 1980], [GSNPR, 2005]
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Merci pour votre attention |
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