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Abstract � We give a numerical condition on the images of two morphisms to a Grassmannian
�or a product of projective spaces� that ensures that their �bered product is connected� thereby
extending connectedness results of Fulton and Hansen� This result is valid over any algebraically
closed �eld � it yields a condition on the class of an irreducible subvariety of a Grassmannian
that implies that it is simply connected� This applies in particular to Fano varieties of certain
hypersurfaces in a projective space�

Le th�eor�eme de connexit�e de Fulton�Hansen �enonce que si X est une vari�et�e

irr�eductible compl�ete et X� Pn �Pn un morphisme dont l�image est de codimension � n �
l�image inverse de la diagonale est connexe ��FH	� �FL
	�� Le point de d�epart de cet arti�
cle est une remarque de Fulton et Lazarsfeld sugg�erant que cette propri�et�e de la diagonale
pourrait �etre essentiellement num�erique� C�est ce que nous v�erions dans la premi�ere partie�

en d�emontrant une th�eor�eme de connexit�e analogue pour les morphismes �a valeurs dans
un produit d�espaces projectifs �th� ����� qui entra��ne en particulier que l��enonc�e ci�dessus
reste valable si l�on remplace la diagonale de Pn �Pn par n�importe quelle sous�vari�et�e

irr�eductible de dimension n qui domine chaque facteur�

Dans la seconde partie� nous �etudions le m�eme probl�eme pour les morphismes �a
valeurs dans une grassmannienne� Dans �H	� Hansen montre que si X est une vari�et�e

irr�eductible compl�ete et f � X� G�d�Pn��G�d�Pn� un morphisme dont l�image est de
codimension � n � l�image inverse de la diagonale est connexe� Des exemples montrent que
cette borne d�ecevante est la meilleure possible en g�en�eral � x ��� Notre but est d�am�eliorer
ce r�esultat en tenant compte des propri�et�es num�eriques de f�X� � Le th�eor�eme ��
 mon�

tre que l�image inverse de la diagonale est connexe� pourvu qu�il existe des partitions

� � ���� � � � � �d� et � � ���� � � � � �d� v�eri�ant �i � �d�i � n� d � i � �� � � � � d � telles que

�f�X�	 � p���� � p
�
��� �� � � �� et �� sont les classes de Schubert�� On en d�eduit un crit�ere

num�erique qui assure la simple connexit�e d�une sous�vari�et�e irr�eductible d�une grassman�

nienne �cor� ����� et qui entra��ne par exemple que la vari�et�e de Fano d�une hypersurface

g�en�erique de degr�e � n� � dans Pn est simplement connexe �exemple �����

Ce r�esultat contient celui de Hansen� mais n�est pas optimal � lorsqu�on se donne

des vari�et�es irr�eductibles compl�etes X et Y � et des morphismes f � X � G�d�Pn� et
g � Y � G�d�Pn� � il requiert l�hypoth�ese �f�X�	 � �g�Y�	 � ��������� � �n�d� �� � pour conclure
�a la connexit�e de X �G�d�Pn� Y � Cette hypoth�ese est trop forte lorsque par exemple f est
surjective� puisqu�il su�t dans ce cas de supposer g non constante� ou lorsque l�image de f

est un diviseur� puisqu�il su�t dans ce cas de supposer �g�Y�	 � ���� et �g�Y�	 � �� non nuls
�cf� �D
	 et x ��� Dans x �� on montre qu�on peut a�aiblir l�hypoth�ese lorsque Y est une
sous�vari�et�e de Schubert de G�d�Pn� � ou une intersection de vari�et�es de Schubert sp�eciales�
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Sans entrer dans les d�etails� mentionnons simplement que lorsque Y est une vari�et�e de
Schubert sp�eciale de classe �m � la condition requise est �f�X�	 � ��m�� � �m�m� �� � �

Tous nos r�esultats sont valables sur un corps alg�ebriquement clos de caract�eristique
quelconque� Les m�ethodes employ�ees sont celles de �FL
	 � on prouve d�abord dans x � un
r�esultat du type Bertini � si X est une vari�et�e irr�eductible� f � X� G�d�Pn� un morphisme
et H un hyperplan g�en�eral de Pn � f��

�
G�d�H�

�
est irr�eductible si f�X� rencontre

G�d�M� pour tout sous�espace g�en�eral M de Pn de codimension � �le th�eor�eme de Bertini
usuel correspond au cas d � � �� Une astuce classique permet de passer de cet �enonc�e �a celui
sur l�image inverse de la diagonale� Lorsque X est compl�ete� les r�esultats de connexit�e s�en

d�eduisent en utilisant une factorisation de Stein�

Notations et conventions

On adopte des conventions analogues �a celles de �FL
	 � les �enonc�es se rapportent

�a un corps de base alg�ebriquement clos arbitraire k �cadre hhalg�ebrique ii �� sauf ceux
marqu�es �k � C� � pour lesquels le corps de base est C � et la topologie la topologie
usuelle �cadre hh topologique ii �� Dans le cadre topologique� si f � Y � X est une application
continue� avec X connexe� on �ecrira ���Y� �� ���X� pour signier qu�il existe y � Y tel

que l�homomorphisme induit ���f� � ���Y� y� � ��
�
X� f�y�

�
soit surjectif� Lorsque Y est

connexe� cette propri�et�e ne d�epend pas du choix du point y �

Si f � X� S est un S�sch�ema et � un automorphisme de S � on notera �X le

S�sch�ema �f � X � S�

Les sous�vari�et�es seront toujours ferm�ees dans l�espace ambiant� Connexe �resp�
irr�eductible� signie connexe �resp� irr�eductible� et non vide�

Soit L un espace projectif � on notera G�d�L� la grassmannienne des sous�espaces
lin�eaires de L de dimension d et� pour tout u � G�d�L� � �u l�espace lin�eaire correspondant
�a u �

I� PRODUITS D�ESPACES PROJECTIFS

Dans cette partie� on xe des entiers positifs n�� � � � � nr � on note P le produit
Pn� � � � � �Pnr et Aut��P� le groupe

Qr
i��PGL�ni � 
� k� agissant diagonalement sur

P � Pour toute partie non vide I de f
� � � � � rg � on note nI �
P
i�I ni � PI �

Q
i�IP

ni et

pI la projection P� PI �

�� Un th�eor�eme de Bertini

LEMME 
�
�� Soient Y une vari�et�e irr�eductible compl�ete� X une sous�vari�ete irr�eductible

de Pn �Y � et p � X� Pn � q � X � Y les deux projections� Soit L un sous�espace lin�eaire

de Pn � g�en�eral de codimension � dimp�X� � Alors

dim q
�
p���L�

�
� min

�
dim q�X��dim�X� � codim�L�

�
�

D�emonstration� Compte tenu du th�eor�eme de Bertini ��FL
	� th� 
�
�� il su�t de traiter le

cas o�u L est un hyperplan� On a alors dim p�X� � 
 � de sorte que p���L� est un diviseur

�



de X qui varie sans point base� Soit a la dimension d�une bre g�en�erale de la projection
X� q�X� � c�est��a�dire a � dim�X� � dim q�X� � Puisque X est irr�eductible� les diviseurs D
de X tels que la codimension de q�D� dans q�X� soit � 
 sont en nombre ni� Si a � � �

on a donc� pour L g�en�eral�

dim q
�
p���L�

�
� dim q�X� � 
 � dim�X� � 
 �

Si a � � � l�hyperplan L rencontre chaque bre de la projection propre X� q�X� �

de sorte que q
�
p���L�

�
� q�X� � Ceci prouve le lemme�

On aura aussi besoin du r�esultat suivant� pour lequel je n�ai pas trouv�e de r�ef�erence

ad�equate�

LEMME 
���� Soient X une vari�et�e unibranche sur un corps alg�ebriquement clos de carac�

t�eristique nulle� f � X� Pn un morphisme� et L un sous�espace lin�eaire g�en�eral de Pn �

Alors f���L� est unibranche�

D�emonstration� La normalisation h �  X� X �etant un hom�eomorphisme� il en est de m�eme
de �fh����L� � f���L� � Il su�t donc de montrer que �fh����L� est normal� et on se
ram�ene ainsi au cas o�u X est normal� La d�emonstration est alors classique �cf� �J	� �K	�

remarque ���� et proc�ede comme suit � posons Z � f �x� u� � X�G�d�Pn� j f�x� � �u g �
la premi�ere projection Z� X est lisse� de sorte que Z est normal � par cons�equent� la
bre g�en�erique de la seconde projection q � Z� G�d�Pn� est normale �ses anneaux locaux

sont des anneaux locaux de Z �� donc g�eom�etriquement normale sur le corps K
�
G�d�Pn�

�
puisque ce dernier est de caract�eristique nulle ��Gr
	� prop� ������� L�ensemble des points u

de G�d�Pn� tels que q���u� soit normal �etant localement constructible ��Gr�	� prop� �������
il contient un ouvert dense �

Montrons maintenant un th�eor�eme de Bertini pour les produits d�espaces projectifs�

TH�EOR�EME 
���� Supposons donn�es une vari�et�e irr�eductible X � un morphisme f � X� P �

et� pour chaque i � 
� � � � � r � un sous�espace lin�eaire g�en�eral Li de Pni � tels que

dimpI
�
f�X�

�
�
P
i�I codim�Li� pour toute partie non vide I de f
� � � � � rg � notons

L � L� � � � � � Lr �


� f���L� est non vide de codimension
Pr

i�� codim�Li� dans X �

�� Posons J � fi � f
� � � � � rg j Li �� Pnig et supposons de plus que pour toute partie I
de f
� � � � � rg rencontrant J � on ait dimpI

�
f�X�

�
�
P
i�I codim�Li� �

a� f���L� est irr�eductible �

b� �k � C� si X est localement irr�eductible� ��
�
f���L�

�
�� ���X� �

D�emonstration� Quitte �a projeter sur PJ � on peut supposer J � f
� � � � � rg � Sup�

posons donc dimpI
�
f�X�

�
�
P
i�I codim�Li� �resp� � � pour toute partie non vide I de

f
� � � � � rg et montrons 
� �resp� ��� par r�ecurrence sur r � Lorsque r � 
 � 
� est triv�
ial et �� d�ecoule de �FL
	� th� 
�
� Supposons r � 
 � Si� pour chaque i � 
� � � � � r � on
a dimpi

�
f�X�

�
� codim�Li� � il ressort de l�hypoth�ese dim

�
f�X�

�
�
Pr
i�� codim�Li� que

f�X� �
Qr

i�� pi
�
f�X�

�
� auquel cas 
� est trivial� Supposons donc dimp�

�
f�X�

�
� codim�L�� �

Soit I une partie non vide de f�� � � � � rg � Par �FL
	� th� 
�
� X� � �p�f����L�� est ferm�e

irr�eductible de codimension codim�L�� dans X � et f�X�� � f�X� � p��� �L�� � D�autre part�

�



le lemme 
�
 appliqu�e �a la sous�vari�et�e pf�g�I
�
f�X�

�
de P� �PI donne

dim pI
�
f�X��

�
� min

�
dim pI

�
f�X�

�
�dimpf�g�I

�
f�X�

�
� codim�L��

�
�
X
i�I

codim�Li�

�resp� � �� On peut donc appliquer l�hypoth�ese de r�ecurrence au morphisme
f � � pf������kgf � X� � Pf������kg � la propri�et�e 
� �resp� ��a�� en r�esulte� Sous l�hypoth�ese
resp�ee� et si X est unibranche� il en est de m�eme de X� �lemme 
��� � le cas r � 
 en�

tra��ne ���X���� ���X� tandis que la propri�et�e ��b� pour X� entra��ne

��
�
f���L�

�
� ��

�
f ����L� � � � � � Lr�

�
�� ���X

�� �

La propri�et�e ��b� pour X en d�ecoule�

Passons maintenant au cas des espaces lin�eaires quelconques�

TH�EOR�EME 
���� Supposons donn�es une vari�et�e irr�eductible X � un morphisme f � X� P �

et� pour chaque i � 
� � � � � r � un sous�espace lin�eaire Li de Pni � tels que

dimpI
�
f�X�

�
�
P
i�I codim�Li� pour toute partie non vide I de f
� � � � � rg � notons

L � L� � � � � � Lr �


� Si f est propre au�dessus d�un ouvert V de P et que L est contenu dans V � f���L�

est non vide�

�� Posons J � fi � f
� � � � � rg j Li �� Pnig et supposons de plus que pour toute partie I
de f
� � � � � rg rencontrant J � on ait dimpI

�
f�X�

�
�
P
i�I codim�Li� �

a� Si f est propre au�dessus d�un ouvert V de P et que L est contenu dans V �

alors f���L� est connexe �

b� �k � C� si X est localement irr�eductible� pour tout voisinage ouvert U de L dans

P � on a ��
�
f���U�

�
�� ���X� �

D�emonstration� Comme plus haut� on peut supposer J � f
� � � � � rg � Montrons ��b� � tout
voisinage U de L contient des produits M� � � � � �Mr auxquels le point ��b� du th� 
��
s�applique� d�o�u ��b�� Supposons maintenant f propre au�dessus d�un ouvert V de P et

montrons 
� et ��a�� Pour chaque i � 
� � � � � r � notons Gi la grassmannienne des sous�
espaces lin�eaires de Pni de m�eme codimension que Li et G � G� � � � � �Gr � Soit W
l�ouvert de G qui consiste en les �u�� � � � � ur� tels que �u� � � � � � �ur 	 V � notons

Z � f �x� u�� � � � � ur� � X�W j f�x� � �u� � � � � � �ur g �

La premi�ere projection r�ealise Z comme un ouvert dans un br�e en produits de
grassmanniennes au�dessus de X � de sorte que Z est irr�eductible� Comme f est propre au�

dessus de V � la projection q � Z� V est aussi propre� Si dimpI
�
f�X�

�
�
P
i�I codim�Li�

�resp� � � pour toute partie non vide I de f
� � � � � rg � le th� 
�� entra��ne que les bres
g�en�erales de q sont non vides �resp� irr�eductibles�� Il s�ensuit que q est surjective �resp� que
les bres de q sont connexes� par un argument classique utilisant la factorisation de Stein

de q �cf� �FL
	� th� ��
�� Ceci termine la d�emonstration�

�



Remarque 
���� On aura besoin de la version plus ne de ��b� suivante � pour tout

x � f���L� � l�homomorphisme ��
�
f���U�� x

�
� ���X� x� est surjectif� Cela se d�emontre

comme dans �FL
	� remark ����

�� Th�eor�emes de connexit�e

On note ! la diagonale de P�P et� pour tout � � Aut��P�� �! l�image de ! par
l�automorphisme �x� y� 
� �x��y� de P �P �

LEMME ��
�� Soient X une vari�et�e irr�eductible et f � X� P�P un morphisme�


� Si X est compl�ete et que dim�pI � pI�f�X� � nI pour toute partie non vide I de

f
� � � � � rg � f���!� est non vide�

�� On suppose que dim�pI � pI�f�X� � nI pour toute partie non vide I de f
� � � � � rg �

a� Pour � � Aut��P� g�en�eral� f����!� est irr�eductible �

b� si X est compl�ete� f���!� est connexe �

c� �k � C� si X est localement irr�eductible et compl�ete� ��
�
f���!�

�
�� ���X� �

D�emonstration� On suit �FL
	� p� �� � pour chaque i � 
� � � � � r � on consid�ere des
coordonn�ees homog�enes �x�i�� y�i�	 sur P�ni�� � o�u x�i� et y�i� sont des �ni � 
��uplets

d��el�ements de k � On note Vi l�ouvert de P�ni�� d�eni par x�i� �� � et y�i� �� � � et on pose
V � V� � � � � �Vr � D�enissons un morphisme 	 � V � P �P par la relation

	��x���� y���	� � � � � �x�r�� y�r�	� � ��x���	� � � � � �x�r�	� �y���	� � � � � �y�r�	� �

Soit  �� � ��� � � � �  �r� �
Qr

i��GL�ni � 
� k� � soit � son image dans Aut��P� et soit
	�iLi 	 Vi l�espace lin�eaire d�eni par les �equations x�i� �  �i�y�i�� � Les 	�iLi forment un
ouvert dense dans G�ni�P

�ni��� et 	 induit un isomorphisme entre 	�L � 	��L� � � � � � 	�rLr
et �!�

Notons X� � X�P V et f � � X� � V le morphisme canonique � f ����	�L� est isomor�
phe �a f����!� et f � est propre lorsque X est compl�ete� Le point ��a� est alors cons�equence
du th� 
�����a� et les points 
� et ��b� du th� 
��� Le point ��c� se d�eduit du point ��b� du

th� 
�� et de la remarque 
��� comme dans �FL
	� th� ��
� et cor� ����

TH�EOR�EME ����� Soient X et Y des vari�et�es irr�eductibles et f � X� P et g � Y � P des

morphismes�


� Si X et Y sont compl�etes et que dimpIf�X� � dimpIg�Y� � nI pour toute partie non

vide I de f
� � � � � rg � X �P Y est non vide�

�� On suppose que dimpIf�X� � dimpIg�Y� � nI pour toute partie non vide I de

f
� � � � � rg �

a� Pour � � Aut��P� g�en�eral� X�P �Y est irr�eductible �

b� si X et Y sont compl�etes� X �P Y est connexe �

c� �k � C� si X et Y sont localement irr�eductibles et compl�etes�

���X �P Y��� ���X �Y� �

D�emonstration� Appliquer le lemme ��
 au morphisme �f� g� � X�Y � P�P �

�



COROLLAIRE ����� Soient X une vari�et�e irr�eductible compl�ete� f � X� P un morphisme et

Y une sous�vari�et�e irr�eductible de P tels que� pour toute partie non vide I de f
� � � � � rg �
on ait dimpIf�X� � dimpI�Y� � nI �

a� f���Y� est connexe �

b� �k � C� si X est localement irr�eductible� ��
�
f���Y�

�
�� ���X� �

D�emonstration� Le point a� se d�eduit du th� ������b� � le point b� se d�eduit du th� ������c�
comme dans �FL
	� cor� ��� �consid�erer la normalis�ee de Y ��

Le lecteur remarquera que le lemme ��
��� est cons�equence du cor� ���� On d�emontre
aussi par les m�emes m�ethodes des r�esultats analogues �a ceux des cor� ��� et ��� de �FL
	�

comme par exemple �

COROLLAIRE ����� Soit X une sous�vari�et�e irr�eductible de P telle que� pour toute partie

non vide I de f
� � � � � rg � on ait dimpI�X� �
�
�
nI �

a� �alg� �X� � � �

b� �k � C� X est simplement connexe�

Le cor� ��� entra��ne que certaines sous�vari�et�es d�un produit d�espaces projectifs ont
des propri�et�es de connexit�e analogues �a celles de la petite diagonale de �Pn�r � telles qu�elles

sont expos�ees dans �FL
	�

On dira qu�une sous�vari�et�e Z d�une vari�et�e P est encombrante si elle rencontre toute
sous�vari�et�e de P de dimension � codim�Z� � On a �

PROPOSITION ����� Pour qu�une sous�vari�et�e irr�eductible Z de P soit encombrante� il faut

et il su�t que pour toute partie non vide I de f
� � � � � rg � on ait

dimpI�Z� � min
�
dim�Z�� nI

�
�

D�emonstration� Supposons que dim pI�Z� � min
�
dim�Z�� nI

�
pour toute partie non vide

I de f
� � � � � rg � soient Y une sous�vari�et�e irr�eductible de P de dimension � codim�Z� et

I une partie non vide de f
� � � � � rg � Si dimpI�Z� � nI � alors dimpI�Z� � dimpI�Y� � nI �
Sinon� on a dimpI�Z� � dim�Z� � comme

dimpI�Y� � dim�Y� � �dim�P� � nI� � nI � codim�Y� � nI � dim�Z� �

on a encore dim pI�Z� � dimpI�Y� � nI � Il r�esulte du th� ����
� que Z rencontre Y �

Supposons inversement Z encombrante� Soit I une partie non vide de f
� � � � � rg telle
que pI�Z� �� PI � et soit L un sous�espace lin�eaire de PI de codimension dimpI�Z� � 
 �
disjoint de pI�Z� � Alors Z ne rencontre pas p��I �L� � de sorte que

dim�Z� � codim p��I �L� � dimpI�Z� � 
 �

Ceci entra��ne dim�Z� � dimpI�Z� et termine la d�emonstration�

On dira qu�une sous�vari�et�e Z de P est bonne si dimpi�Z� � dim�Z� pour tout

i � 
� � � � � r �

�



PROPOSITION ����� Soient X une vari�et�e irr�eductible compl�ete� f � X� P un morphisme

et Z une sous�vari�et�e irr�eductible de P telle que dim f�X� � codim�Z� �

a� Si Z est encombrante et que dimpif�X� � � pour tout i � 
� � � � � r � f���Z� est

connexe �

b� si Z est bonne� f���Z� est connexe�

D�emonstration� Soit I une partie non vide de f
� � � � � rg � Sous les hypoth�eses de a��
on a soit dim�Z� � nI � auquel cas dimpI�Z� � nI et dimpIf�X� � dimpI�Z� � nI � soit
dim�Z� � nI � auquel cas dim pI�Z� � dim�Z� et

dimpIf�X� � dimpI�Z� � dimf�X� �
X
j��I

nj � dim�Z�

� codim�Z� �
X
j��I

nj � dim�Z� � nI �

Dans chacun de ces deux cas� on peut appliquer le cor� ���� Sous l�hypoth�ese b�� on
est toujours dans le deuxi�eme cas�

Remarques ����� 
� La petite diagonale de �Pn�r est bonne � on retrouve donc les r�esultats
de connexit�e de �FL
	�

�� Sous les hypoth�eses du corollaire� �etre encombrante n�est pas su�sant en g�en�eral

pour assurer la connexit�e de f���Z� � comme le montre l�exemple suivant� Soit " une courbe
irr�eductible dans P� �P� telle que la premi�ere projection "� P� soit de degr�e � 
 � Soient
s � P� �Pr � P�r�� le plongement de Segre et P � P� �P�r�� � l�image Z de "�Pr

par Id� s � P� �P� �Pr � P est encombrante� mais� pour un point g�en�eral x de P� �

Z � p��� �x� n�est pas connexe� bien que dim�Z� � dim p��� �x� � r � 
 � �r � 
 � �r � � �

II� GRASSMANNIENNES

On appelle partition un �d � 
��uplet � � ���� � � � � �d� d�entiers tels que
n� d � �� � � � � � �d � � � on sous�entendra toujours �i � � pour i � d � et on omet�
tra m�eme souvent les �i nuls� On note j�j � �� � � � � � �d l�entier partitionn�e � #� la

partition �n� d� �d� � � � � n� d� ��� � et �� la partition ����� � � � � �
�
n�d��� � d�enie par

��i � maxf j j �j � i g � pour i � �� � � � � n� d� 
 � On a �� � #�� �

Si � et � sont deux partitions� on �ecrit � � � si �i � �i pour tout i � �� � � � � d � et
� � � si �i � �i pour tout i � �� � � � � d �

A toute partition � correspond une classe de Schubert �� dans Aj�j
�
G�d�Pn�

�
�

Pour tout drapeau L � �L���	 � � � 	 L�d�	 Pn� avec dim�L�i�� � n� d� i � �i � �� est
la classe de la vari�et�e de Schubert

$L � f u � G�d�Pn� j dim
�
�u � L�i�

�
� i� pour i � �� � � � � d g �

Pour m � f�� � � � � n� dg � la classe �m est dite sp�eciale � les vari�et�es de Schubert
associ�ees sont

$L � f u � G�d�Pn� j �u � L �� � g �

�



o�u codim�L� � d�m �

Les classes de Schubert forment une base du Z�module A�
�
G�d�Pn�

�
� On a

�� � �
� � 
 � si X est une sous�vari�et�e de G�d�Pn� � sa classe dans A�
�
G�d�Pn�

�
s��ecrit

donc �X	 �
P
� �X	� �� � avec �X	� � �X	 � �
� � les �X	� sont des entiers positifs non tous

nuls�

�� Calcul de Schubert

Voici un r�esultat �el�ementaire pour lequel je n�ai pas trouv�e de r�ef�erence�

LEMME ��
�� On a

�� � �� �� � �� � � #� �

En particulier� si �� � �� �� � et �� � � � alors ��� � �� �� � �

D�emonstration� Si la propri�et�e � � #� n�est pas v�eri�ee� �� � �� � � ��GH	� p� 
����

Supposons au contraire � � #� � Montrons par r�ecurrence sur j#�j � j�j que �� � ��
est non nul� Si j�j � j#�j � alors � � #� et �� � �� � 
 � Si j�j � j#�j � on choisit i� minimal
tel que �i� � �d�i� � n� d � La partition �� d�enie par ��i � �i � 
i�i� v�erie �� � #� et

��� � n� d � et l�hypoth�ese de r�ecurrence entra��ne ��� � �� �� � � Comme �� intervient avec
un coe�cient non nul dans la d�ecomposition du produit �� � �� en somme de classes de
Schubert donn�ee par la formule de Pieri ��F	� p� ��
�� on a aussi �� � �� � �� �� � � d�o�u le
lemme�

Le lemme entra��ne � soient X et Y des sous�vari�et�es de G�d�Pn� � pour que X �Y

soit non vide� il faut et il su�t qu�il existe des partitions � et � avec �X	� �� � � �Y	� �� �
et � � #� �

�� Le r�esultat de Hansen

Hansen a obtenu dans �H	 un th�eor�eme de connexit�e pour les vari�et�es de drapeaux�
qui s��enonce comme suit dans le cas des grassmanniennes � soient X une vari�et�e irr�eductible

compl�ete� ! la diagonale de G�d�Pn� �G�d�Pn� et f � X� G�d�Pn� �G�d�Pn� un

morphisme� Si dim f�X� � n � alors f���!� est connexe�

Il montre aussi par la construction suivante que sa borne est la meilleure possible�

���
� L�exemple de Hansen�Harris� Dans Pn � on consid�ere une sous�vari�et�e irr�eductible

S de dimension l et un sous�espace lin�eaire L de codimension l rencontrant S transversale�
ment� La vari�et�e X � f �p� u� � S�G�d�Pn� j p � �ug est projective irr�eductible � notons
f � X � G�d�Pn� la seconde projection et Y � G�d�L� � Lorsque d � n� l � f���Y� a deux
composantes connexes� On a d�autre part codim f�X� � n� d� l et codim�Y� � l�d� 
� �

plus pr�ecis�ement �cf� �F	� ex� 
������

�f�X�	 � deg�S� �n�d�l et �Y	 � �l�����l �

On remarquera que �f�X�	 � �Y	 � ��������� � �n�d� � � �

����� Dans la m�eme veine� soient d et r des entiers tels que d�� � 
 � r � d� 
 et
d � � � Posons n � d� �r et consid�erons une quadrique lisse Q dans Pn � La vari�et�e
X � f u � G�d�Pn� j �u 	 Qg est irr�eductible lisse ��Ha	� th� ���
��� Soit L un sous�espace

lin�eaire de Pn de dimension ��r � 
� � transverse �a Q � soit Y la vari�et�e de Schubert

�



fu � G�d�Pn� j dim��u � L� � r � 
g � Pour tout u � X �Y � l�espace lin�eaire �u � L est
de dimension � r � 
 et est contenu dans la quadrique L �Q � lisse de dimension �r � � � Il
fait donc partie de l�une des deux familles de �r � 
��plans contenus dans L � Q �loc�cit���

On en d�eduit que X �Y n�est pas connexe� alors que dim�X� � dim�Y� � dimG�d�Pn� �
On notera que ��F	� ex� 
����
��

�X	 � �d���d���d������ et �Y	 � �r�����r��z�
r fois

�

Il ressort du lemme ��
 que de nouveau� on a �X	 � �Y	 � ��������� � �n�d� � � �

Notre but est d��etendre le r�esultat de Hansen en tenant compte des propri�et�es
num�eriques de la sous�vari�et�e f�X� de G�d�Pn��G�d�Pn� �

	� Un th�eor�eme de Bertini

Le th�eor�eme suivant est notre r�esultat cl�e� Pour tout p � Pn � on note $p la vari�et�e
fz � G�
�Pn� j p � �zg � Le plongement de Pl%ucker induit un isomorphisme de $p sur un
espace projectif de dimension n� 
 �

TH�EOR�EME ��
�� Soient X une vari�et�e irr�eductible� f � X� G�
�Pn� un morphisme dom�

inant et p un point g�en�eral de Pn �

a� f���$p� est irr�eductible �

b� �k � C� si X est localement irr�eductible� ��
�
f���$p�

�
�� ���X� �

Lorsque X est compl�ete� le th�eor�eme de Hansen entra��ne que f���$p� est connexe

pour tout p � il n�est pas di�cile d�en d�eduire a� dans ce cas� On notera que l�hypoth�ese que
f est dominant est indispensable � si l�on prend d � n� � dans l�exemple ���
� et que l�on
dualise� l�image de f est un diviseur� mais f���$p� a deux composantes connexes pour p

g�en�eral�

D�emonstration du th�eor�eme� Je n�ai pas r�eussi �a donner une d�emonstration de ce r�esultat

bas�ee sur le th�eor�eme de Bertini usuel� Je vais donner deux d�emonstrations � l�une sera valable
en toute caract�eristique et d�emontrera a�� l�autre supposera k � C et d�emontrera a� et b��
Posons G � G�
�Pn� �

Supposons donc tout d�abord k de caract�eristique quelconque� La d�emonstration suit
celle du th� ��� de �J	� On rappelle qu�une extension de corps K 	 K� est dite primaire si
la fermeture alg�ebrique de K dans K� est radicielle� Prenons des coordonnees homog�enes
�x�� � � � � xn� dans Pn et notons � le sous�espace lin�eaire d�eni par x� � x� � � � L�ouvert

G� � f u � G j �u � � � � g

de G est a�ne � on peut le param�etrer en associant �a �a�� � � � � an� b�� � � � � bn� � k�n�� la
droite joignant les points �
� �� a�� � � � � an� et ��� 
� b�� � � � � bn� � Consid�erons la correspon�
dance d�incidence I � f�p� u� � An�� �G� j u � $�p�g � la condition u � $�p� est �equivalente
�a p � �u � de sorte que I est d�enie par les �equations pi � p�ai � p�bi � i � �� � � � � n � En

particulier� l�application

�p�� p�� a�� � � � � an� b�� � � � � bn� 
� �p�� p�� p�a� � p�b�� � � � � p�an � p�bn� a�� � � � � b�� � � ��

�



d�enit un isomorphisme de G� �sch�emas entre A� �G� et I �

Pour montrer le th�eor�eme� on peut remplacer G par G� � On note Z � X�G� I � le

morphisme Z� X est un br�e vectoriel trivial de rang � � En particulier� Z est int�egre�
Il s�agit de montrer que les bres du morphisme h � Z� I

pr�
�� An�� sont presque toutes

irr�eductibles� Le premier pas de l�argument est classique � la bre g�en�erique F de h est
int�egre� et il su�t de montrer qu�elle est g�eom�etriquement irr�eductible ��J	� ��
�� � pour cela�

montrons que le corps des fractions K�Z� est extension primaire de K � k�p�� � � � � pn� ��J	�
����� Par hypoth�ese� le morphisme Z� I est dominant � on a une suite d�extensions

k�p�� p�� 	 k�p�� � � � � pn� 	 k�p�� � � � � pn� a�� � � � � an� 	 k�p�� p�� a�� � � � � b�� � � ��

jj jj jj jj

K� 	 K 	 L 	 K�I� 	 K�Z� �

o�u K�Z� est une extension pure de K�X� de base �p�� p�� � et ai � bi � K�X� �

Notant  K la fermeture s�eparable de K dans K�Z� � il s�agit de montrer que K �  K �

Soit  L la fermeture s�eparable de L dans K�Z� � on a  K 	  L et  K �resp�  L � est de type ni
alg�ebrique� donc ni sur K �resp� L �� Pour tout c � k � on d�enit un K�X��automorphisme
�c de K�Z� par les relations �c�p�� � p� � c et �c�p�� � p� � On a �c�pi� � pi � cai
pour i � �� � � � � n � de sorte que �c�L� 	 L et �c� L� 	  L � Le corps Mc � L��c  K� est une

extension s�eparable nie de L � contenue dans  L � comme  L est s�eparable ni sur L � et
que k est inni� il existe c �� c� tels que M � Mc � Mc� � On pose �i � �c�pi� � pi � cai et
��i � �c��pi� � pi � c�ai � pour i � �� � � � � n � de sorte que L � K����� � � � � �n� ���� � � � � �

�
n� � Soit

 un �el�ement primitif de l�extension  K de K � posons a � �c�� et a� � �c� �� � de sorte

que M � L�a� � L�a�� �

Puisque X est g�eom�etriquement irr�eductible� l�extension k 	 K�X� est primaire �
par �J	� ��
���� il en est de m�eme de l�extension K� 	 K�Z� � et a fortiori de l�extension

K� 	 K��a� ��� � � � � �n� � �c  K � Puisque le morphisme I� A�n d�eni par
�p� u� 
� �p�� � � � � pn� a�� � � � � an� est dominant� le degr�e de transcendance de L �donc aussi
celui de L�a� � sur K� vaut �n� � � comme celui de �c  K est n� 
 � la famille f���� � � � � �

�
ng

est alg�ebriquement ind�ependante sur �c  K � Par loc�cit�� l�extension K���
�
�� � � � � �

�
n� 	 L�a� � M

est primaire� Mais a� � �c��� appartient �a M et est alg�ebrique s�eparable sur
K������ � � � � �

�
n� � �c�K � Par suite� a� � �c��� est dans �c�K � de sorte que  est dans K �

On a donc  K � K � d�o�u le th�eor�eme�

Supposons maintenant k � C � on suit la d�emonstration du th� 
�
 de �FL
	� Par
hhdroite contenue dans G ii � on entend toute sous�vari�et�e de G du type

�p�P � f x � G�
�Pn� j p � �x 	 P g �

o�u p est un point d�un ��plan P contenu dans Pn �ce sont en fait toutes les droites

contenues dans l�image du plongement de Pl%ucker de G �� Elles sont param�etr�ees par une
vari�et�e de drapeaux L irr�eductible lisse de dimension �n� � �

Comme dans la d�emonstration du lemme 
�� de �De	� quitte �a r�etr�ecir X � on peut

supposer que f fait de X un espace br�e topologiquement localement trivial au�dessus


�



de f�X� � et que ce dernier est le compl�ementaire G� d�une hypersurface B de G � Soient
u� un point g�en�eral de G� et L� la sous�vari�et�e de L form�ee des droites contenues dans
G et passant par u� � Le sous�ensemble de L� qui consiste en les droites transverses �a B

contient un ouvert de Zariski dense L�� ��K	�� Consid�erons la correspondance d�incidence
J � f�u� �� � G� �L� j u � �g � et posons Z � X �G� J � f�x� �� � X � L� j f�x� � �g �

L�image de la premi�ere projection J� G� est pr��J� � fu � G� j �u � �u� �� �g � et

r�ealise J comme l��eclatement de u� dans pr��J� � On en d�eduit que la premi�ere projection
Z� X r�ealise Z comme l��eclatement de f���u�� dans X� � fx � X j �f�x� � �u� �� �g �

Posons T � f�x� p� � X�Pn j p � �f�x�g � la premi�ere projection pr� � T� X est un

P��br�e� de sorte que T est irr�eductible� La seconde projection pr� � T� Pn est dominante
puisque f l�est � puisque u� est g�en�eral� le th�eor�eme de Bertini usuel entra��ne que pr��� ��u��
est irr�eductible� donc aussi X� � pr�

�
pr��� ��u��

�
� Par suite� Z est irr�eductible�

La seconde projection Z� J est un rev�etement topologique � il en est de m�eme de la
projection J� L� au�dessus de l�ouvert L�� �ses bres sont des sph�eres priv�ees de deg�B�
points�� donc aussi de la compos�ee h � Z� L� au�dessus de L�� � Or h���L��� � ouvert dans
Z � est irr�eductible� et h admet comme section � 
� �x�� �� � pour tout point x�e x� de

f���u�� � Comme les bres d�une bration localement triviale entre espaces connexes� qui
admet une section� sont toutes connexes� on en d�eduit que pour tout � � L�� � f����� est
connexe� Pour tout $p contenant une droite transverse �a B � f���$p� est connexe � �etant

lisse� il est irr�eductible� ce qui d�emontre a�� Pour d�emontrer b�� il su�t d�appliquer a� �a la
compos�ee f  � � o�u � �  X� X est le rev�etement universel de X �

On en d�eduit un th�eor�eme de Bertini pour les grassmanniennes�

TH�EOR�EME ����� Soient X une vari�et�e irr�eductible� f � X� G�d�Pn� un morphisme� et l

un entier tel que d � l � n � On suppose que pour M � G�l � 
�Pn� g�en�eral� f�X� rencontre

G�d�M� � Pour L � G�l�Pn� g�en�eral�

a� f��
�
G�d�L�

�
est irr�eductible �

b� �k � C� si X est localement irr�eductible� ��
�
f��

�
G�d�L�

� �
�� ���X� �

Le th�eor�eme de Bertini usuel correspond au cas d � � �

D�emonstration� Il su�t de traiter le cas o�u L est un hyperplan de Pn � o�u l�on a
d � n� � � Posons

Z � f �x� u� � X �G�n� ��Pn� j �f�x� 	 �u g �

La premi�ere projection p � Z� X est un br�e en grassmanniennes� de sorte que Z
est irr�eductible� et localement irr�eductible si X l�est� Dans le cadre topologique� on a aussi
���Z� �� ���X� � La seconde projection q � Z� G�n� ��Pn� est dominante par hypoth�ese�

et� pour tout hyperplan L de Pn � on a p
�
q��

�
G�n� ��L�

��
� f��

�
G�d�L�

�
� On est

donc ramen�e au cas d � n� � � En dualisant� on obtient un morphisme f � X � G�
�Pn�
dominant� auquel il su�t d�appliquer le th�eor�eme ��
�

Avec des hypoth�eses de propret�e� on passe alors comme d�habitude �a des �enonc�es de

connexit�e�







TH�EOR�EME ����� Soient X une vari�et�e irr�eductible� f � X� G�d�Pn� un morphisme� l un

entier tel que d � l � n � et L un sous�espace lin�eaire de Pn de dimension l � On suppose

que pour M � G�l � 
�Pn� g�en�eral� f�X� rencontre G�d�M� �

a� Si f est propre au�dessus d�un ouvert V de G�d�Pn� et que G�d�L� est contenu

dans V � alors f��
�
G�d�L�

�
est connexe �

b� �k � C� si X est localement irr�eductible� pour tout voisinage ouvert U de G�d�L�
dans G�d�Pn� � on a ��

�
f���U�

�
�� ���X� �

D�emonstration� On suit �FL
	� th� ��
 � posons Z � f�x� u� � X �G�d�L� j �f�x� 	 �ug �

La premi�ere projection r�ealise Z comme un br�e en grassmanniennes au�dessus de X � de
sorte que Z est irr�eductible� La projection q � Z � G�d�L� est propre� donc admet une

factorisation de Stein Z
q�

� G� �
� G�d�L� � o�u � est ni et o�u les bres de q� sont connexes�

Par th� ���� � est birationnel surjectif � comme G�d�L� est normal� � est bijectif� de sorte
que les bres de q sont connexes� ce qui montre a��

Tout voisinage ouvert U de G�d�L� contient des G�d�L�� auxquels on peut appliquer
le th� ����b�� d�o�u b��

Remarque ����� On aura besoin de la version plus ne de b� suivante � pour tout

x � f��
�
G�d�L�

�
� l�homomorphisme ��

�
f���U�� x

�
� ���X� x� est surjectif� Cela se d�e�

montre comme dans �FL
	� remark ����


� Th�eor�emes de connexit�e

On note ! la diagonale de G�d�Pn��G�d�Pn� et� pour tout � � PGL�n� 
� k��
�! l�image de ! par l�automorphisme �x� y� 
� �x��y� de G�d�Pn��G�d�Pn� �

TH�EOR�EME ��
�� Soient X une vari�et�e irr�eductible et f � X� G�d�Pn� �G�d�Pn� un

morphisme� On suppose qu�il existe des partitions � et � v�eri�ant � � #� ou �� � #�� �
telles que �f�X�	 � p���
� � p

�
��
� �� � �

a� Pour � g�en�eral dans PGL�n� 
� k� � f����!� est irr�eductible �

b� si X est compl�ete� f���!� est connexe �

c� �k � C� si X est localement irr�eductible et compl�ete� ��
�
f���!�

�
�� ���X� �

Remarques ����� 
� La condition � � #� �equivaut aux in�egalit�es �i � �d�i � n� d pour tout
i � �� � � � � d � La condition �� � #�� �equivaut aux relations �d � �d � � et �i � �d�i�� � n� d

pour tout i � �� � � � � d� 
 �

�� On peut v�erier que le th�eor�eme entra��ne le r�esultat de Hansen �cf� x ���

D�emonstration du th�eor�eme� On consid�ere des coordonn�ees homog�enes �x���� x���	 sur
P�n�� � o�u x��� et x��� sont des �n� 
��uplets d��el�ements de k � Soit  � un �el�ement de
GL�n � 
� k� et � son image dans PGL�n� 
� k� � on note L� �resp� L� � �resp� 	�L �
le sous�espace lin�eaire de dimension n de P�n�� d�eni par x���� � �resp� x���� � �

�resp� x����  ��x���� �� Soit V l�ouvert G�d�P�n��� $L� $L� � pour i � 
 � � � soient
�i � P

�n�� Li � Pn le morphisme �x���� x���	 
� �x�i�	 et 	i � V � G�d�Pn� le morphisme
induit� Le morphisme 	 � �	�� 	�� � V � G�d�Pn��G�d�Pn� est un
GL�d � 
� k��br�e� et induit un isomorphisme de G�d� 	�L� sur �! � Si on note

X� � X�G�d�Pn��G�d�Pn� V et f � � X� � V la projection� on a f ���
�
G�d� 	�L�

�
� f����!� �


�



Soit M un sous�espace lin�eaire de P�n�� g�en�eral de dimension n� 
 � de sorte
que� pour i � 
 � � � l�espace M � Li est vide et que �i induit un isomorphisme de M
sur un hyperplan Hi de Pn � On note �i � G�d�M� � G�d�Hi� l�isomorphisme induit� Le

morphisme 	 induit un isomorphisme de G�d�M� sur

&M � f �u���

�
���
� �u�

�
j u � G�d�H�� g

et f ���
�
G�d�M�

�
� f���&M� � La d�ecomposition de K%unneth de A�

�
G�d�Pn� �G�d�Pn�

�
��FMSS	� permet de d�eterminer la classe de la sous�vari�et�e &M � elle vaut

X
p���� � p

�
��� �

la somme portant sur toutes les partitions � et � telles que �i � �d�i � n� d� 
 pour
tout i � �� � � � � d �

Quitte �a dualiser� il existe par hypoth�ese des partitions � et � telles que � � #� �
v�eriant �f�X�	 � p���
� � p

�
��
� �� � � D�enissons une partition �� par ��i � #�i � 
 � on a

�� � � � et le lemme ��
 entra��ne �f�X�	 � p���
�� � p
�
��
� �� � � Comme le produit p���
�� � p

�
��
�

intervient dans l�expression de �&M	 donn�ee ci�dessus� on obtient �f�X�	 � �&M	 �� � � On a

donc �f ��X��	 � �G�d�M�	 �� � � d�o�u a� �th� ����� Lorsque X est compl�ete� f � est propre � on
en d�eduit b� �th� �����

Le point c� se d�eduit du th� ����b� et de la remarque ���� comme dans �FL
	� p� ���

On peut d�erouler les corollaires habituels�

COROLLAIRE ����� Soient X et Y des vari�et�es irr�eductibles et f � X� G�d�Pn� et

g � Y � G�d�Pn� des morphismes� On suppose que �f�X�	 � �g�Y�	 � ��������� � �n�d� �� � �

a� Pour � g�en�eral dans PGL�n� 
� k� � X�G�d�Pn�
�Y est irr�eductible �

b� si X et Y sont compl�etes� X �G�d�Pn� Y est connexe �

c� �k � C� si X et Y sont localement irr�eductibles et compl�etes�

���X �G�d�Pn� Y��� ���X �Y� �

D�emonstration� Il su�t de remarquer que pour que �f�X�	 � �g�Y�	 � �������� soit non
nul� il faut et il su�t qu�il existe des partitions � et � v�eriant � � #� � telles que
�f�X�	� �� � et �g�Y�	� �� � �lemme ��
�� On applique ensuite le th�eor�eme ��
 au morphisme

�f� g� � X�Y � G�d�Pn� �G�d�Pn� �

COROLLAIRE ����� Soit X une sous�vari�et�e irr�eductible de G�d�Pn� telle que

�X	 � �X	 � ��������� � �n�d� �� � �

a� �alg� �X� � � �

b� �k � C� X est simplement connexe�

Rappelons � x �� qu�une sous�vari�et�e Z de G�d�Pn� est encombrante si elle rencontre

toute sous�vari�et�e de G�d�Pn� de dimension � codim�Z� � De fa'con �equivalente� on demande
que pour toute partition � telle que j�j � codim�Z� � on ait �Z	� �� � �

Remarque ����� Soit Q le br�e quotient universel sur G�d�Pn� � il d�ecoule de �FL�	 que toute

une sous�vari�et�e Z de G�d�Pn� telle que la restriction de Q �a Z soit ample� est encombrante


�



�ainsi par cons�equent que toute sous�vari�et�e de Z �� C�est le cas par exemple pour l�image Z
de l�application de Gauss d�une sous�vari�et�e lisse d�une vari�et�e ab�elienne simple �cf� �D�	�� En
consid�erant des intersections compl�etes de codimension � dans une vari�et�e ab�elienne simple

de dimension n� 
 � on obtient des exemples de sous�vari�et�es encombrantes de dimension
n� 
 dans G�
�Pn� dont le groupe fondamental est isomorphe �a Z�n�� �

Exemple ����� Soit X une hypersurface g�en�erique de degr�e d � �n� � dans Pn � avec

n � � � La vari�et�e de Fano F�X� des droites contenues dans X est lisse connexe de dimension
�n� �� d ��Ko	� th� ���� p� ����� Si S est le br�e tautologique de rang � sur G�
�Pn� �
la classe de F�X� dans G�
�Pn� est cd��

�
Symd�S��

�
��F	� ex 
����
�� p� ����� c�est��a�direQ

���i	d�i�d � i���� � �d� �i������	 si d est impair� et la m�eme expression multipli�ee par
d
��� si d est pair� Chaque terme du produit� sauf celui correspondant �a i � � � contient ���
avec un coe�cient non nul� de sorte que cette classe est somme d�un multiple strictement
positif de �d��� ���� et d�une combinaison lin�eaire �a coe�cients positifs de classes de Schubert�

Pour d � n� � � on a �F�X�	 � �F�X�	 � ���� �� � � de sorte que F�X� est alg�ebriquement
simplement connexe �et topologiquement simplement connexe si k � C �� Les r�esultats de
�S	 ne donnent ce dernier r�esultat que pour d � �n� ���� � de plus nos r�esultats restent
valides pour toute hypersurface X telle que F�X� soit irr�eductible de la bonne dimension�

�� Images inverses des vari�et�es de Schubert

Soit � � ���� � � � � �d� une partition � on pose J��� � fj � f�� � � � � dg j �j � �j��g � Si
�d � n� d � on d�enit pour tout j � J��� une partition ��j� de la fa'con suivante � si
�j � n� d � on pose �

�j�
i � �j � 
 pour i � j � et �

�j�
i � �i pour i � j � si �j � n� d �

on pose �
�j�
i � n� d pour i � j � 
 � et �

�j�
i � �i pour i � j � 
 �

TH�EOR�EME ��
�� Soient X une vari�et�e irr�eductible� f � X� G�d�Pn� un morphisme� et

$L une vari�et�e de Schubert de dimension � � et de classe �� � On suppose que pour tout

j � J��� � on a �f�X�	 � ���j� �� � �

a� Si L est g�en�eral� f���$L� est irr�eductible �

b� si X est compl�ete� f���$L� est connexe �

c� �k � C� si X est localement irr�eductible et compl�ete� ��
�
f���$L�

�
�� ���X� �

Exemples ����� 
� Prenons par exemple � � ��� �� �� 
� � lorsque n� d � � � on demande que
le produit de �f�X�	 avec chacune des classes de Schubert de type ��� �� �� �� � ��� �� �� 
� et
��� �� �� 
� soit non nul �pour n� d � � � changer la derni�ere en ��� �� �� 
� �� Ce th�eor�eme est
donc en g�en�eral meilleur que le th� ��
� On notera que les hypoth�eses du th�eor�eme ne sont

pas invariantes par dualit�e � sur l�exemple� la condition duale est� pour d � � � que le produit
de �f�X�	 avec chacune des classes de Schubert de type ��� �� � ��� �� �� �� et ��� �� �� 
� 
�
soit non nul �lorsque d � � � supprimer la derni�ere��

�� Lorsque �� � n� d � l�hypoth�ese sur f�X� peut aussi s��ecrire � pour tout
i � �� � � � � d � il existe � avec �f�X�	� �� � � �j � #�j pour j � i � et �i � #�i �

�� Lorsque n� d � �� � � � � � �r � �r�� � � � la condition requise est que l�intersec�

tion de �f�X�	 avec chacune des classes de Schubert de type ��i � 
� � � � � �i � 
� �i��� � � � � �r�
soit non nulle � i � �� � � � � r �� En particulier� pour une vari�et�e de Schubert sp�eciale de classe
�m � on obtient la condition �f�X�	 � �m�� �� � � La condition duale est �f�X�	 � �m�m �� � �
Lorsque m � 
 � on obtient �f�X�	 � ��� � ����� � �f�X�	 � ��� �� � � c�est��a�dire simplement

dimf�X� � � � l�hypoth�ese du th�eor�eme de Bertini usuel�


�



D�emonstration du th�eor�eme� Notons la vari�et�e F des drapeaux ��� 	 � � � 	 �d 	 Pn� �
o�u �i a dimension i � et pi la surjection F� G�i�Pn� � Soient J un sous�ensemble de
f�� � � � � dg et fM�j�gj�J une famille croissante de sous�espaces lin�eaires de Pn � On a

pd

��
j�J

p��j
�
G�j�M�j��

��
� f u � G�d�Pn� j dim��u �M�j�� � j pour tout j � J g �

Si la fonction j 
� dim�M�j�� � j est croissante et �a valeurs dans f�� � � � � n� dg � cette
sous�vari�et�e de G�d�Pn� est la vari�et�e de Schubert associ�ee �a tout drapeau �N���	 � � � 	 N�d��
o�u N�i� � M�i� si i � J � o�u N�i� est un hyperplan quelconque de N�i��� si i �� J et o�u

N�d�� Pn si d �� J � La partition correspondante � est d�enie par �i � n� d� j � dim�M�j�� �
o�u j est le plus petit �el�ement de J sup�erieur �a i �

Notons �L���	 � � � 	 L�d�	 Pn� le drapeau L � la vari�et�e de Schubert $L peut

se d�enir par les in�egalit�es dim��u � L�j�� � j en se restreignant aux j dans J��� � En
particulier�

$L � pd

� �
j�J���

p��j
�
G�j�L�j��

��
�

La vari�et�e X� � X �G�d�Pn� F est irr�eductible puisque X l�est � notons f � la projec�

tion X� � F � Pour i � � � notons X�
i la sous�vari�et�e

�
j�J���� j�i

�pjf
����

�
G�j�L�j��

�
de X� �

de sorte que X�
d�� � X� � et que l�image de X�

� par la projection X� � X est f���$L� �

Supposons L g�en�eral et montrons par r�ecurrence descendante sur i que X�
i est

irr�eductible� ce qui prouvera a�� Supposons X�
i irr�eductible pour tout i � j et montrons

que X�
j l�est aussi� Vue la d�enition de X�

j � il su�t de traiter le cas o�u j � J��� �

Supposons d�abord que j ne soit pas le plus grand �el�ement de J��� � et soit j� le
plus petit �el�ement de J��� strictement sup�erieur �a j � Le morphisme pjf

� se restreint en
un morphisme fj � X�

j� � G�j�L�j
��� et X�

j � f��j

�
G�j�L�j��

�
� Le th� ��� montre que X�

j

est irr�eductible sous les hypoth�eses suivantes � d�une part dim�L�j�� � j � ce qui �equivaut

�a �j � n� d � d�autre part f ��X�� rencontre p��j
�
G�j�M�j��

�
� o�u M�j� est un sous�espace

lin�eaire de L�j
�� g�en�eral de dimension dim�L�j�� � 
 � Cette derni�ere condition �equivaut �a

f�X� � pd

�
p��j

�
G�j�M�j�� �

�
k�J���� k
j

p��k
�
G�k�L�k��

��
�� � �

soit encore� d�apr�es la discussion pr�ec�edente� �a l�hypoth�ese �f�X�	 � ���j� �� � �

Lorsque �j � n� d � on consid�ere l�application fj� � X�
j� � G�j��L�j

��� � la vari�et�e

X�
j n�est autre que l�image inverse de &L�j� � fu � G�j��L�j

��� j �u � L�j�g par fj� �
La version duale du th� ��� entra��ne que pour que X�

j soit irr�eductible� il su�t que
dim�L�j�� � j� et que f��j� �&M�j� � soit non vide pour tout sous�espace lin�eaire M�j� de

L�j
�� de dimension dim�L�j�� � 
 � De nouveau� la discussion pr�ec�edente montre que cette

condition est �equivalente �a l�hypoth�ese �f�X�	 � ���j� �� � �

La d�emonstration du pas de r�ecurrence lorsque j est le plus grand �el�ement de J���
est identique � il su�t de remplacer X�

j� par X� et L�j
�� par Pn � puis f�j�� par pd et j�

par d � Ceci termine la d�emonstration de a��


�



Lorsque k � C et que X est localement irr�eductible� ce qui pr�ec�ede montre aussi
que ��

�
f���$L�

�
�� ���X� �toujours pour L g�en�eral�� On en d�eduit c� comme dans �FL
	

rem� ��� et cor� ����

Montrons b�� Soit F� la vari�et�e de drapeaux contenant le drapeau L � posons

Z � f �x�L�� � X� F� j dim��f�x� � L��i�� � i pour tout i � �� � � � � d g �

La premi�ere projection r�ealise Z comme un br�e au�dessus de X � dont les bres sont
des vari�et�es de Schubert �irr�eductibles par �F	� ex� 
����
�� de m�eme type dans la vari�et�e
de drapeaux F� � de sorte que Z est irr�eductible� Supposons X compl�ete � la projection

q � Z� F� est propre� donc admet une factorisation de Stein Z
q�

� F��
�
� F� � o�u � est ni et

o�u les bres de q� sont connexes� Par a�� � est birationnel surjectif � comme F� est normal�

� est bijectif� de sorte que les bres de q sont connexes� ce qui montre b��

Nous terminerons avec un �enonc�e portant sur les images inverses d�intersections de
vari�et�es de Schubert sp�eciales� On obtient dans ce cas particulier un r�esultat en g�en�eral
meilleur qu�en appliquant le th�eor�eme ��
� ou le th�eor�eme ��
 de fa'con r�ep�et�ee�

TH�EOR�EME ����� Soient X une vari�et�e irr�eductible� f � X� G�d�Pn� un morphisme et

L�� � � � �Lr des sous�espaces lin�eaires de Pn � On note �i � codim$Li et on suppose que

�� � �� � � � � � �r � Soit s le cardinal de l�ensemble fi j �i � n� dg � On suppose que

�f�X�	 � �sn�d � ��s�� � ��s�� � � ���r �� � si s � r et que �f�X�	 � �s��n�d �� � si s � � �

a� Si L�� � � � �Lr sont g�en�eraux� f���$L� � � � � � $Lr � est irr�eductible �

b� si X est compl�ete� f���$L� � � � � � $Lr� est connexe �

c� �k � C� si X est localement irr�eductible et compl�ete� ��
�
f���$L� � � � � � $Lr�

�
�� ���X� �

Remarques ����� 
� On peut montrer que l�hypoth�ese du th�eor�eme est �equivalente �a
la propri�et�e suivante � il existe une partition � avec �f�X�	� �� � telle que� pour tout

i � �� � � � � r � on ait �� � � � � � �i � #�� � � � � � #�i � avec in�egalit�e stricte pour i � s � Lorsque
s � � � il faut ajouter �a cela la condition qu�il existe une partition �� avec ��d�s � � et

�f�X�	�� �� � �

�� Posons c � codim f�X� et supposons c � n� d � si �f�X�	�c� �� � � l�hypoth�ese du
th�eor�eme est satisfaite d�es que dim f�X� �

Pr
i�� �i �lemme ���� � lorsque s � � � il faut aussi

supposer dimf�X� � �s� 
��n � d� � On g�en�eralise ainsi le r�esultat de �HS	� sauf dans le cas

o�u s � � et
Pr

i�s �i � n� d � On notera par ailleurs que la d�emonstration de loc�cit� de
l�irr�eductibilit�e d�une intersection de vari�et�es de Schubert sp�eciales g�en�erales n�est valable
qu�en caract�eristique nulle�

D�emonstration du th�eor�eme� Supposons d�abord s � � � d�enissons

Z � f �x� v�� � � � � vr� � X� �Pn�r�� j vi � �f�x� � i � �� � � � � r g

et notons p � Z � X et q � Z� �Pn�r�� les deux projections� Comme p est un br�e en

produits de grassmanniennes� Z est irr�eductible � dans le cadre topologique� on a aussi
���Z� �� ���X� � On a

f���$L� � � � � � $Lr� � p
�
q���L� � � � � � Lr�

�
�


�



Soit I une partie de f�� � � � � rg de cardinal s � 
 � 
 � minorons la dimension de
pIq�Z� � L�hypoth�ese faite entra��ne

f���$M�� � � � � $Ms
� �� �

pour tous sous�espaces lin�eaires M�� � � � �Ms de Pn tels que codim�Mi� � codim�Li� pour
i � � et codim�M�� � codim�L�� � 
 � On a donc aussi q���M� � � � � �Ms� �� � et la prop�

��
 entra��ne

dimpf������sgq�Z� �
sX

i��

codim�Mi� �

Puisque q�Z� est invariant par permutation des facteurs� on obtient

dimpIq�Z� � dimpf������sgq�Z� �

sX
i��

codim�Mi� � 
 �

sX
i��

�i �
X
i�I

�i �

Le th� 
�� et le cor� ��� permettent de conclure dans ce cas�

Supposons maintenant s � � � Pour i � �� � � � � s � 
 � l�espace Li est r�eduit �a un point �
soit L l�espace lin�eaire engendr�e par L�� � � � �Ls�� � Posons

$ � $L� � � � � � $Ls�� � f u � G�d�Pn� j �u � L g �

Supposons les Li g�en�eraux � comme �f�X�	 � �s��n�d �� � � le th� ��
 �qui n�est dans ce cas
que la version duale du th� ���� entra��ne que X� � f���$� est irr�eductible� Si Li � L �� � � on
a $L 	 $Li � de sorte que l�on peut supposer Li disjoint de L pour i � s� � � � � r � Soit Pn�e

un sous�espace lin�eaire de Pn contenant Ls� � � � �Lr et disjoint de L � Il existe un morphisme
f � � X� � G�d � e�Pn�e� tel que �f ��x�� � �f�x� �P

n�e � auquel il su�t d�appliquer le cas
d�ej�a trait�e pour montrer a�� On en d�eduit b� et c� comme d�habitude�

�� Conclusion

Soient X et Y des vari�et�es irr�eductibles compl�etes� et f � X� G�d�Pn� et

g � Y � G�d�Pn� des morphismes� Sous quelles hypoth�eses sur f�X� et g�Y� peut�on
assurer que X �G�d�Pn� Y est connexe( L�exemple de Hansen ���
� montre que m�eme
lorsque f�X� est encombrante� la condition dimf�X� � dimg�Y� � dimG�d�Pn� ne suf�
t pas� Qu�en est�il lorsque f�X� et g�Y� sont toutes deux encombrantes ( En utilisant

des id�ees de Mumford� on montre dans �D
	 que la r�eponse est a�rmative lorsque f est
surjective� ou que f�X� est un diviseur�
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