THEOREMES DE CONNEXITE POUR LES PRODUITS D’ESPACES
PROJECTIFS ET LES GRASSMANNIENNES

Olivier DEBARRE (*)

Abstract — We give a numerical condition on the images of two morphisms to a Grassmannian
(or a product of projective spaces) that ensures that their fibered product is commected, thereby
extending connectedness results of Fulton and Hansen. This result s valid over any algebraically
closed field; it yields a condition on the class of an irreducible subvariety of a Grassmannian
that wmplies that it is stmply connected. This applies in particular to Fano wvarieties of certain
hypersurfaces in a projective space.

Le théoreme de connexité de Fulton-Hansen énonce que si X est une variété
irréductible complete et X — P" x P" un morphisme dont I'image est de codimension < n,
I'image inverse de la diagonale est connexze ([FH], [FL1]). Le point de départ de cet arti-
cle est une remarque de Fulton et Lazarsfeld suggérant que cette propriété de la diagonale
pourrait étre essentiellement numérique. C’est ce que nous vérifions dans la premiere partie,
en démontrant une théoreme de connexité analogue pour les morphismes a valeurs dans
un produit d’espaces projectifs (th. 2.2), qui entraine en particulier que I’énoncé ci-dessus
reste valable si I'on remplace la diagonale de P* x P" par n’importe quelle sous-variété
irréductible de dimension n qui domine chaque facteur.

Dans la seconde partie, nous étudions le méme probleme pour les morphismes a
valeurs dans une grassmannienne. Dans [H], Hansen montre que si X est une variété
irréductible complete et f: X — G(d,P") x G(d,P") un morphisme dont l'image est de
codimension < n, I'image inverse de la diagonale est connexe. Des exemples montrent que
cette borne décevante est la meilleure possible en général (§5). Notre but est d’améliorer
ce résultat en tenant compte des propriétés numériques de f(X). Le théoreme 7.1 mon-
tre que [image wnverse de la diagonale est connexe, pourvu qu’il existe des partitions
A= (No,..., a) et p=(po,...,pa) vérifiant N\; + pg—; <n—d (1 =0,...,d) telles que
[f(X)] - pior-pso, #0 (ox et o, sont les classes de Schubert). On en déduit un critéere
numérique qui assure la simple connexité d’une sous-variété irréductible d’une grassman-
nienne (cor. 7.4), et qui entraine par exemple que la variété de Fano d’une hypersurface
générique de degré <n —3 dans P est simplement connexe (exemple 7.6).

Ce résultat contient celui de Hansen, mais n’est pas optimal : lorsqu’on se donne
des variétés irréductibles completes X et Y, et des morphismes f:X — G(d,P") et
g:Y — G(d,P"), il requiert 'hypothese [f(X)] - [g(Y)]- (o1,...1 + 0n—a) # 0 pour conclure
a la connexité de X xg(q,pn) Y . Cette hypothese est trop forte lorsque par exemple f est
surjective, puisqu’il suffit dans ce cas de supposer ¢ non constante, ou lorsque I'image de f
est un diviseur, puisqu’il suffit dans ce cas de supposer [g(Y)] o011 et [¢(Y)]- o2 non nuls
(¢f. [D1] et §9). Dans §8, on montre qu'on peut affaiblir 'hypothese lorsque Y est une
sous-variété de Schubert de G(d,P"), ou une intersection de variétés de Schubert spéciales.
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Sans entrer dans les détails, mentionnons simplement que lorsque Y est une variété de
Schubert spéciale de classe o, , la condition requise est [f(X)] - (041 + Om,m) # 0.

Tous nos résultats sont valables sur un corps algébriquement clos de caractéristique
quelconque. Les méthodes employées sont celles de [FL1]; on prouve d’abord dans §6 un
résultat du type Bertini : si X est une variété irréductible, f: X — G(d,P") un morphisme
et H un hyperplan général de P, f~! (G(d, H)) est irréductible si f(X) rencontre
G(d,M) pour tout sous-espace général M de P" de codimension 2 (le théoreme de Bertini
usuel correspond au cas d = 0 ). Une astuce classique permet de passer de cet énoncé a celui
sur I'image inverse de la diagonale. Lorsque X est complete, les résultats de connexité s’en
déduisent en utilisant une factorisation de Stein.

Notations et conventions

On adopte des conventions analogues a celles de [FL1] : les énoncés se rapportent
a un corps de base algébriquement clos arbitraire k (cadre «algébrique ), sauf ceux
marqués (k= C), pour lesquels le corps de base est C, et la topologie la topologie
usuelle (cadre « topologique » ). Dans le cadre topologique, si f: Y — X est une application
continue, avec X connexe, on écrira 71(Y) —» 7 (X) pour signifier qu’il existe y € Y tel
que I’homomorphisme induit 71 (f) : 7 (Y,y) — 771<X,f(y)> soit surjectif. Lorsque Y est
connexe, cette propriété ne dépend pas du choix du point ¥ .

Si f:X =S est un S-schéma et £ un automorphisme de S, on notera X le
S-schéma 2f : X — S.

Les sous-variétés seront toujours fermées dans l'espace ambiant. Connexe (resp.
irréductible) signifie connexe (resp. irréductible) et non vide.

Soit L un espace projectif; on notera G(d,L) la grassmannienne des sous-espaces
linéaires de L de dimension d et, pour tout u € G(d,L), A, Uespace linéaire correspondant

N

a u.

I. PRODUITS D’ESPACES PROJECTIFS

Dans cette partie, on fixe des entiers positifs ny,...,n, ; on note P le produit
P" x - x P" et Aut’(P) le groupe [[i_, PGL(n; + 1,k) agissant diagonalement sur
P . Pour toute partie non vide I de {1,...,r}, on note ny =3 ;. ni, B =][;;P" et
p1 la projection P — Py.

1. Un théoréme de Bertini

LEMME 1.1.— Sotent Y wune variété irréductible compléte, X wune sous-variéte irréductible
de P"xY,et p: X—=P", q: X =Y les deux projections. Soit L. un sous-espace linéaire
de P, général de codimension < dimp(X). Alors

dim q(p_l(L)> = min(dim q(X), dim(X) — codim(L)) .

Démonstration. Compte tenu du théoreme de Bertini ([FL1], th. 1.1), il suffit de traiter le
cas olt L est un hyperplan. On a alors dim p(X) > 1, de sorte que p~!(L) est un diviseur

2



de X qui varie sans point base. Soit @ la dimension d’une fibre générale de la projection
X — ¢(X), cest-a-dire ¢ = dim(X) — dim ¢(X) . Puisque X est irréductible, les diviseurs D
de X tels que la codimension de ¢(D) dans ¢(X) soit > 1 sont en nombre fini. Si ¢ =0,
on a donc, pour L général,

dimq(p_l(L)> =dim¢(X) -1 =dim(X) — 1.

Si a > 0, I'hyperplan L rencontre chaque fibre de la projection propre X — ¢(X),
de sorte que q(p_l(L)> = ¢(X). Ceci prouve le lemme. =

On aura aussi besoin du résultat suivant, pour lequel je n’ai pas trouvé de référence
adéquate.

LEMME 1.2.— Sotent X wune variété unibranche sur un corps algébriquement clos de carac-
téristique nulle, f: X — P"™ wun morphisme, et L un sous-espace linéaire général de P .

Alors f~Y(L) est unibranche.

Démonstration. La normalisation i : X— X étant un homéomorphisme, il en est de méme
de (fh)"Y(L) — f~1(L). Il suffit donc de montrer que (fh)~'(L) est normal, et on se
ramene ainsi au cas o X est normal. La démonstration est alors classique (¢f. [J], [K],
remarque (7)) et procede comme suit : posons Z = {(z,u) € X x G(d,P") | f(x) € Ay };
la premiere projection Z — X est lisse, de sorte que Z est normal; par conséquent, la
fibre générique de la seconde projection ¢:7Z — G(d,P") est normale (ses anneaux locaux
sont des anneaux locaux de Z ), done géométriquement normale sur le corps K(G(d, P"))
puisque ce dernier est de caractéristique nulle ([Grl], prop. 6.7.7). L’ensemble des points u
de G(d,P") tels que ¢~ '(u) soit normal étant localement constructible ([Gr2], prop. 9.9.4),
il contient un ouvert dense . m

Montrons maintenant un théoreme de Bertini pour les produits d’espaces projectifs.

THEOREME 1.3.— Supposons donnés une variété wrréductible X, un morphisme f:X — P,
et, pour chaque 1=1,...,r, un sous-espace linéaire général L; de P"', tels que
dimpﬂﬁ) > Yier codim(L;) pour toute partie non wvide 1 de {1,...,r} ; notons
L=L; x---xL,.

1) f7HL) est non vide de codimension Y ._, codim(L;) dans X.
2) Posons J={ie{l,...,r} |L; #P"} et supposons de plus que pour toute partie I
de {1,....1r} rencontrant J, on ait dimp1<f(X)> > Y ier codim(L;) .
a) f1(L) est irréductible ;
b) (k=C) st X est localement irréductible, m (f_l(L)> — 1 (X) .

Démonstration. Quitte a projeter sur Pj, on peut supposer J={1,....r}. Sup-

posons donc dimp1<m> > Y er codim(L;) (resp. >) pour toute partie non vide I de
{1,...,r} et montrons 1) (resp. 2)) par récurrence sur r. Lorsque r =1, 1) est triv-
ial et 2) découle de [FL1], th. 1.1. Supposons r > 1. Si, pour chaque i =1,...,r, on
a dimpi<m> = codim(L;), il ressort de ’hypothese dim(W) > E‘ ., codim(L;) que
X)) =TI, pl<f(X)> , auquel cas 1) est trivial. Supposons done dim py f(X)) > codim(Ly) .
Soit I une partie non vide de {2,...,r}. Par [FL1], th. 1.1, X’ = (p1 f) "' (L1) est fermé
irréductible de codimension codim(L;) dans X, et f(X') = f(X) N p; '(L1). D’autre part,




le lemme 1.1 appliqué a la sous-variété p{l}U1<f(X)> de Py x Py donne

dimp1<f(X’)> = min(dimm(f(X)) ,dimp{l}u(f(X)) — codim(L1)> > Z codim(L;)

(resp. >). On peut donc appliquer l'hypothese de récurrence au morphisme
[ =ro,. nf: X =Py n;la propriété 1) (resp. 2)a)) en résulte. Sous I'hypothese
respée, et si X est unibranche, il en est de méme de X’ (lemme 1.2); le cas r =1 en-
traine 7w (X’) — m1(X) tandis que la propriété 2)b) pour X' entraine

(L) =m (f 7 Ly x -+ x L)) = m(X) .

La propriété 2)b) pour X en découle. =

Passons maintenant au cas des espaces linéaires quelconques.

THEOREME 1.4.— Supposons donnés une variété wrréductible X, un morphisme f:X — P,
et, pour chaque 1=1,...,7, un sous-espace lméaire L; de P", tels que
dimp1<m> > > e codim(L;) pour toute partie non wvide 1 de {1,...,r}; notons
L=L; x---xL,.

1) Si f est propre au-dessus d’un ouvert V. de P et que L est contenu dans V, f~1(L)
est non vide.

2) Posons J={ie{l,...,r} |L; #P"} et supposons de plus que pour toute partie I
de {1,....1r} rencontrant J, on ait dimp1<f(X)> > Y ier codim(L;) .

a) S1 f est propre au-dessus d'un owvert V. de P et que L est contenu dans V,

alors f~Y(L) est conneze ;

b) (k= C) si X est localement irréductible, pour tout voisinage ouvert U de L dans
P, ona 771<f_1(U)> — 1 (X) .
Démonstration. Comme plus haut, on peut supposer J ={1,...,r}. Montrons 2)b); tout
voisinage U de L contient des produits My x --- x M, auxquels le point 2)b) du th. 1.3
s’applique, d’ott 2)b). Supposons maintenant f propre au-dessus d'un ouvert V de P et

montrons 1) et 2)a). Pour chaque ¢ =1,...,r, notons G; la grassmannienne des sous-
espaces linéaires de P"' de méme codimension que L; et G=Gy x--- x G,.. Soit W
louvert de G qui consiste en les (uy,...,u,) tels que Ay, x--- x A, CV ; notons

Z=A (v,ur,...,ur) EXXW | f(z) €Ay, X - XAy, }.

La premiere projection réalise 7Z comme un ouvert dans un fibré en produits de
grassmanniennes au-dessus de X, de sorte que Z est irréductible. Comme f est propre au-
dessus de V, la projection ¢:7Z — V est aussi propre. Si dimp1<m> > > e codim(L;)
(resp. >) pour toute partie non vide I de {1,...,r}, le th. 1.3 entraine que les fibres
générales de ¢ sont non vides (resp. irréductibles). Il s’ensuit que ¢ est surjective (resp. que
les fibres de ¢ sont connexes, par un argument classique utilisant la factorisation de Stein
de ¢ (¢f. [FL1], th. 2.1). Ceci termine la démonstration. m
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Remarque 1.5~ On aura besoin de la version plus fine de 2)b) suivante : pour tout
x € fH(L), 'homomorphisme 771<f_1(U),:1;> — m (X, x) est surjectif. Cela se démontre
comme dans [FL1], remark 2.2.

2. Théorémes de connexité
On note A la diagonale de P x P et, pour tout £ € Aut’(P), A I'image de A par
lautomorphisme (x,y) — (2, 2y) de P x P.
LEMME 2.1.— Sotent X une variété irréductible et f: X — P x P un morphisme.
1) Si X est compléte et que dim(pr x pr)f(X) > n1 pour toute partie non vide 1 de
{1,...,r}, f7Y(A) est non vide.
2) On suppose que dim(pr X p1)f(X) > n1 pour toute partie non vide 1 de {1,...,r}.
a) Pour 2 € Aut®(P) général, f~ (D) est irréductible
b) si X est compléte, f~1(A) est conneze;
¢) (k=0C) si X estlocalement irréductible et compléte, m (f_l(A)> — 71(X) .

Démonstration. On suit [FL1], p. 39 : pour chaque i=1,...,r, on considére des
coordonnées homogenes [z, (V] sur P?™"! ot 20V et y¥) sont des (n; + 1)-uplets
d’éléments de k. On note V; Pouvert de P*™T défini par 2 #£ 0 et y) £ 0, et on pose
V =V; x--- xV,. Définissons un morphisme ¢ : V — P x P par la relation

ey, 2y ) = ()L O )

Soit 2= (..., € [[i—, GL(n; +1,k) , soit 2 son image dans Aut’(P) et soit
L, C V; Despace linéaire défini par les équations (9 = Q{y(i)). Les *L; forment un
ouvert dense dans G(ni,PZ"i"i'l) et ¢ induit un isomorphisme entre YL = “L; x .. x %L,
et N

Notons X' =X xp V et f': X’ = V le morphisme canonique; f'~!(*L) est isomor-
phe & f71(*A) et f' est propre lorsque X est complete. Le point 2)a) est alors conséquence
du th. 1.3.2)a) et les points 1) et 2)b) du th. 1.4. Le point 2)c) se déduit du point 2)b) du

th. 1.4 et de la remarque 1.5, comme dans [FL1], th. 3.1. et cor. 3.3. =

THEOREME 2.2.— Sotent X et Y des variétés wrréductibles et f: X — P et g: Y — P des
morphismes.

1) Si X et Y sont complétes et que dim pr f(X) + dim prg(Y) > n1 pour toute partie non
vide T de {1,....r}, X xpY est non vide.

2) On suppose que dimprf(X)+ dimprg(Y) > nr pour toute partie non vide 1 de

{1,...,r}.
a) Pour 2 € Aut®(P) général, X xp Y est irréductible ;
b) st X et Y sont complétes, X xp Y est conneze;

¢) (k=C) s X et Y sont localement irréductibles et complétes,
771(X Xp Y) —> 771(X X Y) .

Démonstration. Appliquer le lemme 2.1 au morphisme (f,g): X XY P xP. =
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COROLLAIRE 2.3.— Sotent X une variété wrréductible compléte, f: X — P un morphisme et
Y wune sous-variété irréductible de P tels que, pour toute partie non vide 1 de {1,...,r},
on ait dimprf(X) 4+ dimpr(Y) > ng.

a) f1(Y) est conneze;

b) (k=C) st X est localement irréductible, m (f_l(Y)> — m(X) .
Démonstration. Le point a) se déduit du th. 2.2.2)b); le point b) se déduit du th. 2.2.2)c)
comme dans [FL1], cor. 4.3 (considérer la normalisée de Y ). m

Le lecteur remarquera que le lemme 2.1.2) est conséquence du cor. 2.3. On démontre
aussi par les mémes méthodes des résultats analogues a ceux des cor. 5.2 et 5.3 de [FL1],
comme par exemple :

COROLLAIRE 2.4.— Soit X une sous-variété irréductible de P telle que, pour toute partie
non vide I de {1,...,r}, on ait dimpy(X) > %nl.

a) 7 #(X) =0;

b) (k=C) X est simplement conneze.

Le cor. 2.3 entraine que certaines sous-variétés d’un produit d’espaces projectifs ont
des propriétés de connexité analogues a celles de la petite diagonale de (P")" | telles qu’elles
sont exposées dans [FL1].

On dira qu’une sous-variété 7Z d’une variété P est encombrante si elle rencontre toute
sous-variété de P de dimension > codim(Z). On a :

PrRoPOSITION 2.6.— Pour qu’une sous-variété irréductible 7 de P soit encombrante, il faut
et il suffit que pour toute partie non vide 1 de {1,....r}, on ait

dimpi(Z) = min(dim(Z),m) .

Démonstration. Supposons que dim pi(Z) = min(dim(Z), n1> pour toute partie non vide
I de {1,...,r};solent Y une sous-variété irréductible de P de dimension > codim(Z) et
I une partie non vide de {1,...,r}. Si dimpi(Z) = n1, alors dimpi(Z) + dimpr(Y) > nr.
Sinon, on a dimpi(Z) = dim(Z) ; comme

dimpr(Y) > dim(Y) — (dim(P) — n1) = n1 — codim(Y) > n; — dim(Z) ,

on a encore dimpr(Z) + dimpr(Y) > ng. Il résulte du th. 2.2.1) que Z rencontre Y .

Supposons inversement Z encombrante. Soit I une partie non vide de {1,...,r} telle
que pi(Z) # Pr1, et soit L un sous-espace linéaire de B de codimension dimpi(Z)+ 1,
disjoint de pr(Z). Alors Z ne rencontre pas p; ' (L), de sorte que

dim(Z) < codimp; '(L) = dimpi(Z) + 1 .

Ceci entraine dim(Z) = dim p;(Z) et termine la démonstration. m

On dira qu’une sous-variété Z de P est bonne si dimp;(Z) = dim(Z) pour tout



ProposITION 2.7.— Sotent X wune variété irréductible compléte, f: X — P un morphisme
et Z une sous-variété irréductible de P telle que dim f(X) > codim(Z) .

a) Si Z est encombrante et que dimp; f(X) >0 pour tout i =1,...,r, f~HZ) est
connezxe ;

b) si Z est bonne, f~Y(Z) est conneze.

Démonstration. Soit I une partie non vide de {1,...,r}. Sous les hypotheses de a),
on a soit dim(Z) > nr, auquel cas dimpi(Z) =nr et dimprf(X) + dimpr(Z) > ng ; soit
dim(Z) < nr, auquel cas dimpi(Z) = dim(Z) et

dimpy f(X) + dimpi(Z) > dim f(X) = Y n; + dim(Z)
JET
> codim(Z) — Z n; + dim(Z) = ny .
igl

Dans chacun de ces deux cas, on peut appliquer le cor. 2.3. Sous I’hypothese b), on
est toujours dans le deuxieme cas. m

Remarques 2.8.— 1) La petite diagonale de (P")" est bonne; on retrouve donc les résultats
de connexité de [FL1].

2) Sous les hypotheses du corollaire, étre encombrante n’est pas suffisant en général
pour assurer la connexité de f~1(Z), comme le montre ’exemple suivant. Soit I’ une courbe
irréductible dans P! x P! telle que la premiére projection T' — P! soit de degré > 1. Soient
s: P! xP" = P! le plongement de Segre et P =P' x P?"*!: 'image Z de I' x P"
par Id x s: P! x P! x P" — P est encombrante, mais, pour un point général = de P |
ZN pl_l(:zj) n’est pas connexe, bien que dim(Z) + dimpl_l(:zj) =r+14+2r4+1>2r+2.

II. GRASSMANNIENNES

On appelle partition un (d+ 1)-uplet A= (Ao,...,A\q) d’entiers tels que
n—d>MN>:--2> A >0; on sous-entendra toujours \; =0 pour 7 > d, et on omet-
tra méme souvent les \; nuls. On note |\ = Xg+---+ A\g Dentier partitionné; A la
partition (n—d— Ag,...,n—d—Ag), et A\* la partition (Aj,...,\s_, ), définie par
Af =max{j|Aj>t},pour i=0,...,n—d—1.0na \* =\*.

Si A et p sont deux partitions, on écrit A < p si A\; < p; pour tout ¢ =0,...,d, et
A< p st A\; <p; pour tout ¢ =0,...,d.

A toute partition A correspond une classe de Schubert oy dans A|)‘|<G(d,P")> :
Pour tout drapeau L = (LOOC ... c LWC P") avec dim(LW)=n—d+i—)\;, oy est
la classe de la variété de Schubert

ZL:{UEG(d,P")|dim<AuﬂL(i)> >4, pour 1=0,...,d}.

Pour m €{0,...,n —d}, la classe o, est dite spéciale; les variétés de Schubert
associées sont

Sp={ue GdP")|ANL£D Y},



ou codim(L) =d+m.

Les classes de Schubert forment une base du Z-module A*(G(d,P")). On a
ox-05 =1; sl X est une sous-variété de G(d,P"), sa classe dans A*(G(d,P")) s’écrit
done [X] =3, [X]aon, avec [X]y=[X] 05 ; les [X]x sont des entiers positifs non tous
nuls.

4. Calcul de Schubert

Voici un résultat élémentaire pour lequel je n’ai pas trouvé de référence.

LemME 4.1.— On a
ox-0, #0 — A< i

En particulier, st oy -0, #0 et N <X, alors oy -0, #0.
Démonstration. Si la propriété A\ < ji n’est pas vérifiée, oy -0, =0 ([GH], p. 198).

Supposons au contraire A < fi. Montrons par récurrence sur || — [\ que oy -0,
est non nul. Si |[A| = |g], alors A=p et oy-0, =1.Si |A] <|f|, on choisit iy minimal
tel que A;, + ptg—i, <n —d. La partition A\ définie par X, = A\; +6;,, vérifie X < [ et
Ay < n —d, et 'hypotheése de récurrence entraine oy - o, # 0. Comme A intervient avec
un coefficient non nul dans la décomposition du produit oy - oy en somme de classes de

Schubert donnée par la formule de Pieri ([F], p. 271), on a aussi o1 -0y -0, # 0, d’ou le
lemme. =

Le lemme entraine : soient X et Y des sous-variétés de G(d,P") ; pour que XNY
soit non vide, 1l faut et il suffit qu’il existe des partitions X et p avee [X]x#0, [Y], #0
et A< p.

5. Le résultat de Hansen

Hansen a obtenu dans [H] un théoréme de connexité pour les variétés de drapeaux,
qui s’énonce comme suit dans le cas des grassmanniennes : soient X une variété irréductible
compléte, A la diagonale de G(d,P") x G(d,P") et f:X — G(d,P") x G(d,P") un
morphisme. Si dim f(X) < n, alors f~'(A) est conneze.

Il montre aussi par la construction suivante que sa borne est la meilleure possible.
(5.1) L’exemple de Hansen-Harris. Dans P" | on considere une sous-variété irréductible
S de dimension [ et un sous-espace linéaire L de codimension [ rencontrant S transversale-
ment. La variété X ={ (p,u) € S x G(d,P") | p € A,} est projective irréductible; notons
f:X = G(d,P") laseconde projection et Y = G(d,L). Lorsque d <n —1, f~1(Y) a deux
composantes connexes. On a d’autre part codim f(X) =n—d—1 et codim(Y) =1(d+ 1) ;
plus précisément (cf. [F], ex. 14.7.6)

[f(X)] = deg(S) On—d—1 et [Y] = 017“.71 .

On remarquera que [f(X)]-[Y]: (01,1 +0pn—a)=0.

(5.2) Dans la méme veine, soient d et r des entiers tels que d/2+1<r <d+1 et
d> 0. Posons n=d+ 2r et considérons une quadrique lisse Q dans P". La variété
X={ueGdP") | A, CQ} estirréductible lisse ([Ha], th. 22.13). Soit L un sous-espace

linéaire de P" de dimension (2r — 1), transverse a @Q ; soit Y la variété de Schubert
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{u € G(d,P") | dim(A, NL) >r—1}. Pour tout v € XNY, lespace linéaire A, NL est
de dimension > r — 1 et est contenu dans la quadrique L N Q, lisse de dimension 2r — 2. 11
fait donc partie de I'une des deux familles de (r — 1)-plans contenus dans LN Q (loc.cit.).
On en déduit que X NY n’est pas connexe, alors que dim(X) + dim(Y) > dim G(d,P").
On notera que ([F], ex. 14.7.15)

[X] = 2d+10d+1,d,...,1 et Y] =0 r.

Il ressort du lemme 4.1 que de nouveau, on a [X]-[Y]: (o1, 1+ 0p—q)=0.

Notre but est d’étendre le résultat de Hansen en tenant compte des propriétés

numériques de la sous-variété f(X) de G(d,P") x G(d,P").

6. Un théoréeme de Bertinil

Le théoreme suivant est notre résultat clé. Pour tout p € P", on note ¥, la variété
{z € G(1,P") | p€ A.}. Le plongement de Pliicker induit un isomorphisme de X, sur un
espace projectif de dimension n — 1.

THEOREME 6.1.— Soient X une variété irréductible, f:X — G(1,P") un morphisme dom-
inant et p un point général de P .

a) f7H(X,) estirréductible ;
b) (k=C) st X est localement irréductible, m (f_l(Zp)> — 1 (X) .

Lorsque X est compleéte, le théoréme de Hansen entraine que f~!'(X,) est connexe
pour tout p ; il n’est pas difficile d’en déduire a) dans ce cas. On notera que I’hypothese que
f est dominant est indispensable : si l'on prend d =n — 2 dans 'exemple (5.1) et que 'on
dualise, 'image de f est un diviseur, mais f~!(Z,) a deux composantes connexes pour p
général.

Démonstration du théoréme. Je n’ai pas réussi a donner une démonstration de ce résultat
basée sur le théoreme de Bertini usuel. Je vais donner deux démonstrations : I'une sera valable
en toute caractéristique et démontrera a), 'autre supposera k = C et démontrera a) et b).
Posons G = G(1,P").

Supposons donc tout d’abord k de caractéristique quelconque. La démonstration suit
celle du th. 6.3 de [J]. On rappelle quune extension de corps K C K’ est dite primaire si
la fermeture algébrique de K dans K’ est radicielle. Prenons des coordonnees homogenes
(xo,...,2,) dans P" et notons A le sous-espace linéaire défini par xo = 21 = 0. L'ouvert

G'={ucG|A,NA=0}

de G est affine; on peut le paramétrer en associant & (ag,...,dn,b1,...,b,) € k*"7% la
droite joignant les points (1,0,az,...,a,) et (0,1,bs,...,b,). Considérons la correspon-
dance d’incidence I = {(p,u) € A" GO u e Sip1} 5 la condition u € Yy, est équivalente
a p € A,, de sorte que 1 est définie par les équations p; = poa; + p1b;, 1 =2,...,n. En
particulier, I’application

(po,pl,ag,...,an,bg,...,bn) — (po,pl,poag —|—p162,...,p0an —|—plbn,a2,...,bz,..>
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définit un isomorphisme de G°-schémas entre A x G° et I.

Pour montrer le théoréme, on peut remplacer G par G°. On note Z =X xgo I ; le
morphisme Z — X est un fibré vectoriel trivial de rang 2. En particulier, Z est integre.
Il s’agit de montrer que les fibres du morphisme h:7Z — 1 P1 A" sont presque toutes
irréductibles. Le premier pas de 'argument est classique : la fibre générique F de h est
integre, et il suffit de montrer qu’elle est géométriquement irréductible ([J], 4.10); pour cela,
montrons que le corps des fractions K(Z) est extension primaire de K = k(po,...,pn) ([J],
4.3). Par hypothese, le morphisme Z — I est dominant; on a une suite d’extensions

E(po,p1) C k(po,....pn) C k(po,...,pPn,02,...,an) C  k(po,p1,az,...,b2,..)

I I I I
Ko C K C L C K(I) ¢ K(Z),

ou K(Z) est une extension pure de K(X) de base (po,p1), et a;, b; € K(X).

Notant K la fermeture séparable de K dans K(Z), il s’agit de montrer que K = K.
Soit L la fermeture séparable de L dans K(Z),ona KcLet K (resp. i) est de type fini
algébrique, donc fini sur K (resp. L). Pour tout ¢ € k, on définit un K(X)-automorphisme
o. de K(Z) par les relations o.(pg) =po+c et oc(p1) =p1. On a o.(p;) = pi + ca;
pour i =2,....n, de sorte que o.(L) CL et o.(L) CL. Le corps M, = L(c.K) est une
extension séparable finie de L. contenue dans L ; comme L est séparable fini sur L, et
que k est infini, il existe ¢ # ¢’ tels que M = M. = My . On pose 0; = o.(pi) = p; + ca; et
0. =0 (pi) = pi+ c'a;, pour i =2,...,n, desorte que L = Ko(bs,...,6,,60,,...,6.). Soit

’Un

¢ un élément primitif de extension K de K ; posons a =o0.(§) et a’ =0 (§), de sorte
que M = L(a) = L(a).

Puisque X est géométriquement irréductible, 'extension k C K(X) est primaire;
par [J], 3.13.3, il en est de méme de lextension Ko C K(Z), et a fortiori de l'extension
Ko C Ko(a,bs,...,0,) = oc.K. Puisque le morphisme I— A*" défini  par
(p,u) = (po,...,Pn,02,...,a,) est dominant, le degré de transcendance de L (donc aussi
celui de L(a)) sur Ko vaut 2n — 2 ; comme celui de 0,K est n — 1, la famille {6,...,6"}
est algébriquement indépendante sur oK . Par loc.cit., Vextension Ko(65,...,0)) CL(a) =M
est primaire. Mais a =o0o(§) appartient a M et est algébrique séparable sur
Ko(6),...,0,) =0.K. Par suite, o' = 0u() est dans oK, de sorte que € est dans K.
On a done K = K, d’ott le théoreme.

Supposons maintenant k& = C ; on suit la démonstration du th. 1.1 de [FL1]. Par
« droite contenue dans G », on entend toute sous-variété de G du type

lp={z€G,P")|peA, CP},

o p est un point d'un 2-plan P contenu dans P" (ce sont en fait toutes les droites
contenues dans I'image du plongement de Pliicker de G). Elles sont paramétrées par une
variété de drapeaux L irréductible lisse de dimension 3n — 4.

Comme dans la démonstration du lemme 1.4 de [De], quitte a rétrécir X, on peut
supposer que f fait de X un espace fibré topologiquement localement trivial au-dessus
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de f(X), et que ce dernier est le complémentaire G! d’une hypersurface B de G. Soient
uo un point général de Gl et Ly la sous-variété de L formée des droites contenues dans
G et passant par wug. Le sous-ensemble de Ly qui consiste en les droites transverses a B
contient un ouvert de Zariski dense £} ([K]). Considérons la correspondance d’incidence
J={(u,0) e G' x Lo |uel}, et posons Z=Xxq J={(z,0) € X x Lo ]| f(z) €}.
L’image de la premiere projection J — G est pri(J) = {u € G | A, NA,, # T}, et
réalise J comme l’éclatement de ug dans pri(J). On en déduit que la premiere projection
7 — X réalise Z comme 'éclatement de f~'(ug) dans Xo = {o € X | Ap,) N Ay, # O}

Posons T = {(z,p) € X x P" | p € Ay(y)} ; lapremiere projection pri : T — X est un
P'-fibré, de sorte que T est irréductible. La seconde projection pry : T — P™ est dominante
puisque f Dest; puisque ug est général, le théoreme de Bertini usuel entraine que pry ' (A,,)
est irréductible, donc aussi Xg = prq (prz_l(AuO)> . Par suite, Z est irréductible.

La seconde projection Z — J est un revétement topologique; il en est de méme de la
projection J — Lo au-dessus de Pouvert L} (ses fibres sont des spheres privées de deg(B)
points), donc aussi de la composée h : Z — Lo au-dessus de L£}. Or h=1(L}), ouvert dans
Z , est irréductible, et h admet comme section ¢ +— (2g,(), pour tout point fixé xy de
fY(up). Comme les fibres d’une fibration localement triviale entre espaces connexes, qui
admet une section, sont toutes connexes, on en déduit que pour tout ¢ € L, f71(f) est
connexe. Pour tout ¥, contenant une droite transverse & B, f~1(3,) est connexe; étant
lisse, il est irréductible, ce qui démontre a). Pour démontrer b), il suffit d’appliquer a) a la
composée form, ol 7:X— X estle revétement universel de X. m

On en déduit un théoreme de Bertini pour les grassmanniennes.

THEOREME 6.2.— Soitent X wune variété irréductible, f: X — G(d,P"™) un morphisme, et [
un entier tel que d <1 < n. On suppose que pour M € G(I — 1,P") général, f(X) rencontre

G(d,M). Pour L € G(I,P") général,
a) f1 (G(d, L)) est irréductible ;
b) (k=C) st X est localement irréductible, m (f_l (G(d,L))) — m(X) .
Le théoreme de Bertini usuel correspond au cas d = 0.

Démonstration. Il suffit de traiter le cas ou L est un hyperplan de P", ou l'on a
d <n —2. Posons

Z={(x,u) EX x G(n—2,P") [ Apu CAu}.

La premiere projection p:7Z — X est un fibré en grassmanniennes, de sorte que Z
est irréductible, et localement irréductible si X 1’est. Dans le cadre topologique, on a aussi
71(Z) — m1(X) . La seconde projection ¢ :Z — G(n —2,P") est dominante par hypothese,
et, pour tout hyperplan L de P", on a p(q_1<G(n — 2,L)>> = f_1<G(d,L)> . On est
donc ramené au cas d =n — 2. En dualisant, on obtient un morphisme f:X — G(1,P")
dominant, auquel il suffit d’appliquer le théoreme 6.1. =

Avec des hypotheses de propreté, on passe alors comme d’habitude a des énoncés de
connexité.
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THEOREME 6.3.— Soitent X une variété irréductible, f: X — G(d,P") un morphisme, | un
entier tel que d <l <n, et L un sous-espace linéaire de P' de dimension [. On suppose
que pour M € G(I — 1,P") général, f(X) rencontre G(d,M).

a) Si [ est propre au-dessus d’un ouvert V. de G(d,P") et que G(d,L) est contenu
dans 'V, alors f_1<G(d,L)> est connexe ;

b) (k= C) si X est localement irréductible, pour tout voisinage owvert U de G(d,L)
dans G(d,P"), on a = (f_l(U)> — m(X) .
Démonstration. On suit [FL1], th. 2.1; posons Z = {(z,u) € X x G(d,L) | Ay C Ay}
La premiere projection réalise Z comme un fibré en grassmanniennes au-dessus de X, de
sorte que Z est irréductible. La projection ¢:7Z — G(d,L) est propre, donc admet une

factorisation de Stein Z & G’ & G(d,L), ou p est fini et ou les fibres de ¢’ sont connexes.
Par th. 6.2, p est birationnel surjectif; comme G(d,L) est normal, p est bijectif, de sorte
que les fibres de ¢ sont connexes, ce qui montre a).

Tout voisinage ouvert U de G(d,L) contient des G(d,L’) auxquels on peut appliquer
le th. 6.2.b), d'oub). =

Remarque 6.4— On aura besoin de la version plus fine de b) suivante : pour tout
T € f_1<G(d,L)> , ’homomorphisme 771<f_1(U),:1;> — (X, 2) est surjectif. Cela se dé-

montre comme dans [FL1], remark 2.2.

7. Théoréemes de connexité

On note A la diagonale de G(d,P") x G(d,P") et, pour tout §2 € PGL(n + 1, k),
A Dlimage de A par I'automorphisme (z,y) +— (x, 2y) de G(d,P") x G(d,P").

THEOREME 7.1.— Soient X wune variété irréductible et f: X — G(d,P") x G(d,P") un
morphisme. On suppose qu’il existe des partitions A et p vérifiant A < p ou N* < u*,

telles que [f(X)]-pioy-piop #0.

a) Pour 2 général dans PGL(n + 1,k), f~H(*A) est irréductible ;

b) si X est compléte, f~1(A) est conneze;

¢) (k=0C) si X estlocalement irréductible et compléte, m (f_l(A)> — 71(X) .
Remarques 7.2.— 1) La condition A < i équivaut aux inégalités \; + pug—; < n — d pour tout
1 =0,...,d.Lacondition \* < t* équivaut aux relations A\y = g =0 et \; + prg—j—1 < n —
pour tout ¢t =0,...,d—1.

2) On peut vérifier que le théoreme entraine le résultat de Hansen (¢f. §5).

Démonstration du théoreme. On consideére des coordonnées homogenes [z(1), (2] sur
P> ot 2 et (® sont des (n + 1)-uplets d’éléments de k. Soit §2 un élément de
GL(n 4+ 1,k) et §2 son image dans PGL(n + 1,k); on note L; (resp. Ly) (resp. ™L)
le sous-espace linéaire de dimension n de P*"T' défini par (M=0 (resp. zP=0)
(resp. MW= 12 ). Soit V louvert G(d,P?*"t')=%, -1, ; pour i =1, 2, soient
pi : PP"T1—L; = P" le morphisme [z, 2] [2()] et ¢, : V — G(d,P") le morphisme
induit. Le morphisme v =(p1,92): V= G(d,P") x G(d,P") est un
GL(d + 1,k)-fibré, et induit un isomorphisme de G(d,”L) sur A . Si on note
X' =X X pryxaapr) V et f/: X' =V la projection, on a f'~! (G(d, QL)) ~ 1)
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P?"t! général de dimension n —1, de sorte

Soit M un sous-espace linéaire de
que, pour ¢t =1, 2, Uespace M NL; est vide et que p; induit un isomorphisme de M

sur un hyperplan H; de P' . On note §2; : G(d,M) — G(d, H;) l'isomorphisme induit. Le

morphisme ¢ induit un isomorphisme de G(d,M) sur
O = { (u, 25 (027 (u)) | u € G(d,Hy) }

et 1 (G(d, M)) ~ f~1(Qm) . La décomposition de Kiinneth de A* (G(d, P") x G(d, P"))

([FMSS]) permet de déterminer la classe de la sous-variété y ; elle vaut

* *
Zplo-a P03,

la somme portant sur toutes les partitions a et 3 telles que a; + B4—; =n —d+ 1 pour
tout ¢ =0,...,d.

Quitte a dualiser, il existe par hypothese des partitions A et p telles que A\ < 1,
vérifiant [f(X)] - pjoy - p5op # 0. Définissons une partition A par A =p,—1; on a
A > X, et le lemme 4.1 entraine [f(X)]:piox - piop # 0. Comme le produit pioy, - pioy

intervient dans l'expression de [{2y] donnée ci-dessus, on obtient [f(X)]-[Qm] # 0. On a
done [f/(X")]-[G(d,M)] # 0, d’ou a) (th. 6.2). Lorsque X est complete, f’ est propre; on
en déduit b) (th. 6.3).

Le point ¢) se déduit du th. 6.3.b) et de la remarque 6.4, comme dans [FL1], p. 40. =

On peut dérouler les corollaires habituels.

COROLLAIRE 7.3.— Soient X et Y des wariétés wrréductibles et f:X — G(d,P") et
g:Y — G(d,P") des morphismes. On suppose que [f(X)]-[g(Y)] (01,1 + on—a)F#O0.
a) Pour (2 général dans PGL(n + 1,k), X Xq(a,pn) N est irréductible ;
b) si X et Y sont complétes, X Xg(a,pn) Y est conneze ;

¢) (k=C) s X et Y sont localement irréductibles et complétes,
771(X XG(d,P") Y) —> 771(X X Y) .

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour que [m] . [m]'0'17...71 soit non
nul, i1l faut et il suffit qu’il existe des partitions A et p vérifiant A < i, telles que
[F(X)]x #0 et [g(Y)], #0 (lemme 4.1). On applique ensuite le théoreme 7.1 au morphisme
(f,9): X XY = G(d,P") x G(d,P"). =

COROLLAIRE 7.4.— Soit X une sous-variété wrréductible de G(d,P"™) telle que
[X]-[X]-(o1,...1 +0n-a) #0.

a) m5(X) =0;

b) (k=C) X est simplement conneze.

Rappelons ( §2) qu’une sous-variété Z de G(d,P") est encombrante si elle rencontre
toute sous-variété de G(d,P") de dimension > codim(Z) . De facon équivalente, on demande
que pour toute partition A telle que |A| = codim(Z), on ait [Z]x # 0.

Remarque 7.5.— Soit Q le fibré quotient universel sur G(d,P") ; il découle de [FL2] que toute
une sous-variété Z de G(d,P") telle que la restriction de Q a Z soit ample, est encombrante
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(ainsi par conséquent que toute sous-variété de Z ). C’est le cas par exemple pour 'image Z
de l'application de Gauss d’une sous-variété lisse d’une variété abélienne simple (¢f. [D2]). En
considérant des intersections completes de codimension 2 dans une variété abélienne simple
de dimension n + 1, on obtient des exemples de sous-variétés encombrantes de dimension

n—1 dans G(1,P™) dont le groupe fondamental est isomorphe & Z*"72.

Exemple 7.6.— Soit X une hypersurface générique de degré d <2n —4 dans P", avec
n > 4. La variété de Fano F(X) des droites contenues dans X est lisse connexe de dimension
2n — 3 —d ([Ko], th. 4.3, p. 266). Si S est le fibré tautologique de rang 2 sur G(1,P"),
la classe de F(X) dans G(1,P") est cd+1<Symd(S*)> ([F], ex 14.7.13, p. 275), c’est-a-dire
[To<2icali(d —1)of 4 (d — 20)?01,1] si d est impair, et la méme expression multipliée par
%01 si d est pair. Chaque terme du produit, sauf celui correspondant & 7 = 0, contient o7
avec un coefficient non nul, de sorte que cette classe est somme d’un multiple strictement
positif de Uf_laLl et d’une combinaison linéaire & coefficients positifs de classes de Schubert.
Pour d<n—3, on a [F(X)]-[F(X)]-01,1#0 , de sorte que F(X) est algébriquement
simplement connexe (et topologiquement simplement connexe si k = C). Les résultats de
[S] ne donnent ce dernier résultat que pour d < (n —15)/2; de plus nos résultats restent

valides pour toute hypersurface X telle que F(X) soit irréductible de la bonne dimension.

8. Images inverses des variétés de Schubert

Soit 1 = (po, ..., pq) une partition; on pose J(p) = {5 € {0,....d} | p; > pj41}. Si
pg <n—d, on définit pour tout j € J(u) une partition ) de la facon suivante : si
fj <n—d, on pose /,LEJZ/,Lj—I—l pour ¢ < j, et u'=p; pour i >j;si pj=n-—d,
on pose /,ng)zn—d pour 1 < j+1,et /,L(]):/,Li pour ¢ > 7+ 1.

7

THEOREME 8.1.— Sotent X wune variété irréductible, f:X — G(d,P"™) un morphisme, et
Y1 une variété de Schubert de dimension >0 et de classe o, . On suppose que pour tout
JeJu), ona [m]-au(j) #0.

a) Si L est général, f~1(XL) est irréductible ;

b) si X est compléte, f~1(ZL) est connexe;

¢) (k=0C) si X estlocalement irréductible et compléte, m (f_l(ZL)> — 1 (X) .
Ezemples 8.2.— 1) Prenons par exemple p = (5,2,2,1) ; lorsque n — d > 5, on demande que

le produit de [f(X)] avec chacune des classes de Schubert de type (2,2,2,2), (3,3,3,1) et
(6,2,2,1) soit non nul (pour n —d =5, changer la derniere en (5,5,2,1) ). Ce théoreme est
donc en général meilleur que le th. 7.1. On notera que les hypotheses du théoreme ne sont
pas invariantes par dualité : sur l'exemple, la condition duale est, pour d > 4, que le produit

de [f(X)] avec chacune des classes de Schubert de type (5,5), (5,2,2,2) et (5,2,2,1,1)

soit non nul (lorsque d = 3, supprimer la derniere).

2) Lorsque pg <n —d, I'hypothese sur f(X) peut aussi s’écrire : pour tout
1 =0,...,d, il existe X\ avec [f(X)]x#0, p; <A; pour j >1,et pu; <A;.

3) Lorsque n —d > pg > -+ > pty > pr41 = 0, la condition requise est que l'intersec-
tion de [m] avec chacune des classes de Schubert de type (p; + 1, ..o i + 1, fhigy -+ oy i)
soit non nulle (7 = 0,...,r ). En particulier, pour une variété de Schubert spéciale de classe
Om , on obtient la condition [f(X)]:-om41 # 0. La condition duale est [f(X)] - 0pm #0.
Lorsque m =1, on obtient [f(X)]- (02 +011) = [f(X)]-0? # 0, c’est-a-dire simplement
dim f(X) > 2, 'hypothese du théoreme de Bertini usuel.
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Démonstration du théoreme. Notons la variété F des drapeaux (Ao C--- C Ay CP"),
ou A; a dimension 7, et p; la surjection F — G(i,P"). Soient J un sous-ensemble de
{0,...,d} et {MUW};c; une famille croissante de sous-espaces linéaires de P". On a

pa(( 77 (GGMD)) ) = { w € G(d,P") | dim(A, N M) > j pour tout j€J } .
J€J

Sila fonction j — dim(M)) — j est croissante et & valeurs dans {0,...,n — d}, cette
sous-variété de G(d,P") est la variété de Schubert associée & tout drapeau (N(@c ... ¢ N{(4)
ot N =M® si j€J, ot N est un hyperplan quelconque de NCHD i i ¢ J et ot
N@=P" si d ¢ J.Lapartition correspondante A est définie par \; = n — d + j — dim(M©)) |
ou j est le plus petit élément de J supérieur a ¢ .

Notons (L(O)C . Cc LW@Wc P") le drapeau L ; la variété de Schubert X peut
se définir par les inégalités dim(A, NLY) > j en se restreignant aux j dans J(u). En

2L :pd< N P;1<G(17L(j))>> :
jeI(p)
La variété X' = X xqq,pn) F est irréductible puisque X D'est; notons f’ la projec-
tion X' — F. Pour ¢ > 0, notons X! la sous-variété ﬂ (pjf')_1<G(j,L(j))> de X',
JEI(n), j2i
de sorte que X ; = X', et que I'image de X, par la projection X’ — X est (3.

particulier,

Supposons L général et montrons par récurrence descendante sur ¢ que X! est
irréductible, ce qui prouvera a). Supposons X! irréductible pour tout ¢ > j et montrons

que X’ Pest aussi. Vue la définition de X' | il suffit de traiter le cas ou j € J(u).

] b

Supposons d’abord que j ne soit pas le plus grand élément de J(u), et soit j' le
plus petit élément de J(p) strictement supérieur a j. Le morphisme p;f’ se restreint en
un morphisme f; : X% — G(j,L(j/b et X} = fj_1<G(j,L(j))> . Le th. 6.2 montre que X/
est irréductible sous les hypotheses suivantes : d'une part dim(L(j)) > j, ce qui équivaut
a p; <n—d, dautre part f/(X’') rencontre pj_l (G(j,l\/[(j))> ,ott M) est un sous-espace

linéaire de L") général de dimension dim(L()) — 1. Cette derniére condition équivaut

FX)Npa(p (GGMD N () 9 (G L)) ) £,

kel(u), k>3

soit encore, d’apres la discussion précédente, a 'hypothese [f(X)]-o,u) # 0.
Lorsque pj =n —d, on considére l'application f; : X% — G(j' L(j/b ; la variété
X’ nlest autre que l'image inverse de Q) = {u € G(J L(]b | A, DLWDY  par fy.

La version duale du th. 6 2 entralne que pour que X’ soit irréductible, il suffit que
dim(LY)) < 5" et que f Y(Quay) soit non vide pour fout sous- espace hnealre M) de

LU de d1mens1on dlm(L(])) + 1. De nouveau, la discussion précédente montre que cette
condition est équivalente & I’hypothese [f(X)] o, #0.

La démonstration du pas de récurrence lorsque j est le plus grand élément de J(u)
est identique : il suffit de remplacer X', par X' et LU par P | puis fijry par pg et j’
par d. Ceci termine la démonstration de a).
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Lorsque k= C et que X est localement irréductible, ce qui précede montre aussi
que 7 (f_l(ZL)> —» m1(X) (toujours pour L général). On en déduit ¢) comme dans [FL1]
rem. 2.2 et cor. 3.3.

Montrons b). Soit F' la variété de drapeaux contenant le drapeau L ; posons
7 ={(z,L') € X x F' | dim(A () N\L'D) > i pour tout i =0,...,d } .

La premiere projection réalise Z comme un fibré au-dessus de X, dont les fibres sont
des variétés de Schubert (irréductibles par [F], ex. 14.7.16) de méme type dans la variété
de drapeaux F’, de sorte que Z est irréductible. Supposons X compléte; la projection

q:Z — F est propre, donc admet une factorisation de Stein Z % F” 5 F/ ou p est fini et
ou les fibres de ¢’ sont connexes. Par a), p est birationnel surjectif; comme F’ est normal,
p est bijectif, de sorte que les fibres de ¢ sont connexes, ce qui montre b). =

Nous terminerons avec un énoncé portant sur les images inverses d’intersections de
variétés de Schubert spéciales. On obtient dans ce cas particulier un résultat en général
meilleur qu’en appliquant le théoreme 7.1, ou le théoreme 8.1 de facon répétée.

THEOREME 8.4.— Soient X wune variété irréductible, f:X — G(d,P") un morphisme et
Lo,...,L, des sous-espaces linéaires de P". On note (; = codim Xy, et on suppose que
lo>0y > >U0,.. Soit s le cardinal de 'ensemble {i|l;=n—d}. On suppose que
(X)) o0 _g 00,4100,y 00, 0 515 <r et que [F(X)]-o5tL #£0 si s >0.

a) Si Lo,...,L, sont générauz, f~1(Sp,N---NZg,) est irréductible ;

b) si X est compléte, f~1(Sy, N---NXL,) est conneze ;

¢) (k=C) st X est localement irréductible et compléte, m (f_l(ZLO N---N EL,,)>
— m(X) .

Remarques 8.5.— 1) On peut montrer que l'hypothese du théoreme est équivalente a
la propriété suivante : il existe une partltlon A avec [mh # 0 telle que, pour tout
i=0,...,r,onait lo+ - +0; < XNg+---+ )\, avec inégalité stricte pour 7 > s. Lorsque
s> 0, il faut ajouter a cela la condition qu’il existe une partition A\ avec A,__ =0 et

[F(X)]x # 0.
2) Posons ¢ = codim f(X) et supposons c<n—d;si [f(X)]o# 0, hypothese du
théoreme est satisfaite dés que dim f(X) > >7_, (lemme 4 2); lorsque s > 0, il faut aussi

supposer dim f(X) > (s+ 1)(n —d). On generahse ainsi le résultat de [HS], sauf dans le cas
ot s >0 et Y !_ (; <n—d.On notera par ailleurs que la démonstration de loc.cit. de
I'irréductibilité d’une intersection de variétés de Schubert spéciales générales n’est valable
qu’en caractéristique nulle.

Démonstration du théoréeme. Supposons d’abord s = 0 ; définissons
Z:{ (J},Uo,...,vr) € X x (Pn)r—l—l |UZ‘ EAf(x) , i:O,...,T }

et notons p:Z — X et ¢g:Z— (P! les deux projections. Comme p est un fibré en
produits de grassmanniennes, Z est irréductible; dans le cadre topologique, on a aussi

m1(Z) = m(X). On a
S, n---N3L,) =p(¢ (Lo x -+ x Ly)) .
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Soit I une partie de {0,...,r} de cardinal s+ 1> 1; minorons la dimension de
prq(Z) . L'hypothese faite entraine

F SN NIy, # @

pour tous sous-espaces linéaires Mo, ..., My de P" tels que codim(M;) = codim(L;) pour
i >0 et codim(Mg) = codim(Lg) + 1. On a donc aussi ¢~ (Mg N--- N M;) # & et la prop.
3.1 entraine

dimpyo,... s39(Z) > Z codim(M;) .
1=0

Puisque ¢(Z) est invariant par permutation des facteurs, on obtient

dim prg(Z) = dim pyo,... sy¢(Z) > Zcodim(l\/[i) =1+ Zﬂi > Zﬂi )
1=0 =0 1€l

Le th. 1.3 et le cor. 2.3 permettent de conclure dans ce cas.

Supposons maintenant s > 0.Pour 1 =0,...,s — 1, ’espace L; est réduit a un point;
soit L l'espace linéaire engendré par Lg,...,Ls—1 . Posons

Y=%,N---N¥,,_,={ueGdP")|A,DL}.

Supposons les L; généraux; comme [m] . Ufl—'ji # 0, le th. 8.1 (qui n’est dans ce cas
que la version duale du th. 6.2) entraine que X’ = f~1(3) est irréductible. Si L; N L # &, on
a X1, C X, , de sorte que 'on peut supposer L; disjoint de L pour i = s,...,r. Soit P"™°
un sous-espace linéaire de P" contenant Ly, ..., L, et disjoint de L. Il existe un morphisme
fr:X = G(d—e,P""°) tel que Aoy = Mgy NP"7°, auquel il suffit d’appliquer le cas
déja traité pour montrer a). On en déduit b) et ¢) comme d’habitude. =

9. Conclusion

Soient X et Y des variétés irréductibles completes, et f:X — G(d,P") et
g:Y — G(d,P") des morphismes. Sous quelles hypotheses sur f(X) et ¢(Y) peut-on
assurer que X Xg(q,pn) Y est connexe? L’exemple de Hansen (5.1) montre que méme
lorsque f(X) est encombrante, la condition dim f(X) + dimg(Y) > dim G(d,P") ne suf-
fit pas. Qu’en est-il lorsque f(X) et ¢g(Y) sont toutes deux encombrantes? En utilisant
des idées de Mumford, on montre dans [D1] que la réponse est affirmative lorsque f est
surjective, ou que f(X) est un diviseur.
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