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Introduction

Ces notes sont celles de deux cours de D.E.A. de 20 heures chacun donnés
a I'Université Louis Pasteur en 1999/2000. Je me suis inspiré des ouvrages [H],
[Ha], [M], [P] et [S], mon but étant de donner une idée des résultats et concepts
de base de la géométrie des variétés algébriques quasi-projectives sur un corps k
algébriquement clos. A part les définitions de base, nous avons admis les résultats
suivants d’algebre commutative :

e Nullstellenstaz : soit I un idéal de k[X1,...,X,]; on a I(V(I)) = V1.

e Hauptidealsatz : soient A une k-algebre intégre de type fini, f un élément

non nul de A et p un idéal premier minimal contenant f. On a

deg.tr, K(A/p) = deg.tr., K(A) —1.
e Factorialité des anneaux réguliers : toute k-algebre locale de type fini A

dont I'idéal maximal peut étre engendré par dim A éléments est un anneau
factoriel.






CHAPITRE 1

Variétés affines

On fixe un corps k et un entier n. On note A 'anneau k[T, ...,T),] des po-
lynomes a n indéterminées a coeflicients dans k.

1.1. Sous-variétés affines

Si F(Th1,...,T,) est un élément de A, on dit qu'un point = (z1,...,z,) de
k™ est un 2éro de F si F(xy,...,2,) =0.

DEFINITION 1.1. Soit S une partie de l’anneau de polynémes A. On note V(S)
le sous-ensemble de k™ formé des zéros communs a tous les éléments de S. Les
sous-ensembles de K™ de ce type sont les sous-variétés affines de k™.

EXEMPLES 1.2. 1) On a V(1) = @ et V(@) = V(0) = k™ : le vide et l'espace
tout entier sont des sous-variétés affines de k™.

2) Un point de k™ est une sous-variété affine, puisque V(T —x1,..., T, —a,) =
{(J}l, ey Z‘n)}

3) Dans k2, on a V(T?) = V(T) : c’est Paxe des y. Des parties différentes
peuvent donner la méme sous-variété affine.

4) Tout sous-espace affine de k™ est une sous-variété affine.

Remarquons que S’ C S entraine V(S) C V(S’) (les inclusions changent de
sens). D’autre part, si (S) est l'idéal engendré par S (c’est-a-dire 'ensemble des
sommes finies Y F;G;, avec F; dans S, et G; quelconque dans A), on a V(S) =
V((S)). L’anneau A étant noethérien, 'idéal (S) est engendré par un nombre fini
de polynémes Fi, ..., F,., de sorte que

V(S) = V((S) = V(Fi,....F}) .

En d’autres termes, toute sous-variété affine de k™ peut étre définie par un nombre
fini d’équations.

PROPOSITION 1.3. a) Toute intersection de sous-variétés affines de k™ est une
sous-variété affine.
b) Toute réunion finie de sous-variétés affines de k™ est une sous-variété affine.

DEMONSTRATION. Pour a), il suffit de remarquer que (), V(Sa) = V(U,, Sa)-
Pour b), il suffit de remarquer que la réunion V' (S1) UV (Sz2) est égale a V(51.52),
ou 5155 désigne I’ensemble des produits d’un élément de S; avec un élément de Sy
(sixz ¢ V(S1)UV(S2), il existe Fy dans Sy et Fy dans Sy avec Fy(z) et Fz(x) non
nuls, de sorte que Fy Fo(x) est non nul, et ¢ V(51.52)). O

En particulier, tout sous-ensemble fini de k™ est une sous-variété affine.
La proposition permet de définir une topologie, dite de Zariski, sur I’ensemble
k™, en prenant comme fermés les sous-variétés affines. C’est une topologie tres
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4 1. VARIETES AFFINES

différente des topologies usuelles; en particulier, elle n’est pas séparée. Pire : si k
est infini, deux ouverts non vides quelconques se rencontrent (cf. cor. 1.9; si k est
fini, la topologie de Zariski est la topologie discréte et ne présente aucun intérét).
En gros, les ouverts sont tres gros, et les fermés tres petits. Par exemple, dans k,
les fermés sont @, k, et les sous-ensembles finis.

On munit toute sous-variété affine de k™ de la topologie induite par la topologie
de Zariski de k™.

1.2. Idéal d’une sous-variété affine

On a vu qu’'une méme sous-variété affine V' pouvait étre définie par des par-
ties différentes de A (en d’autres termes, par des équations différentes). Il existe
cependant un moyen naturel d’associer un idéal de A a V.

DEFINITION 1.4. Soit V' un sous-ensemble de K™ ; on appelle idéal de V', et l’on
note I(V'), lensemble des polynéomes nuls sur V.

On a les propriétés suivantes :

1) V. .C V(I(V)), avec égalité si et seulement si V est affine. En fait, V(I(V))
est Padhérence de V' (pour la topologie de Zariski).

2) S C I(V(S)), mais il n’y a en général pas égalité, méme lorsque S est un
idéal ; par exemple I(V((T?)) = (T). La relation entre I et I(V (1)) est 'objet
du Nullstellensatz, que nous verrons plus bas.

1.5. On peut traduire le fait que 'anneau A est noethérien de fagon géométrique :
toute suite décroissante de sous-variétés affines est stationnaire. En effet, si (V;)
est une telle suite, la suite d’idéaux (I(V;)) est croissante, donc stationnaire. Il en
est de méme de la suite (V;) par la propriété 1) ci-dessus. En particulier, toute
sous-variété affine est quasi-compacte.

1.3. Irréductibilité

La sous-variété affine de k? définie par 71Ty = 0 se décompose en la réunion
des axes de coordonnées, qui sont eux-mémes affines, mais qu’on ne peut, si k est
infini, décomposer a leur tour en une réunion finie d’affines. C’est cette remarque
que 'on veut généraliser.

DEFINITION 1.6. On dit qu’un espace topologique E est irréductible s’il n’est
pas vide et qu’il n’est pas réunion de deux fermés distincts de E.

On vérifie facilement que si F est non vide, F est irréductible si et seulement
si deux ouverts non vides quelconques se rencontrent, c¢’est-a-dire si et seulement si
tout ouvert non vide est dense.

Le théoreme suivant fournit une traduction en termes algébriques de l'irréducti-
bilité d’une sous-variété affine.

THEOREME 1.7. Pour qu’une sous-variété affine soit irréductible, il faut et il
suffit que son idéal soit premier.

DEMONSTRATION. Soit V' une sous-variété affine irréductible ; considérons des
polynémes F et G tels que FG s’annule sur V. On a V C V(FG) =V (F)UV(G),
de sorte que V est la réunion des fermés VNV (F) et VNV (G). Comme V est
irréductible, I'un d’eux est égal a V', de sorte que soit F', soit G s’annule sur V.
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Supposons I(V') premier, et supposons V réunion de deux fermés propres V; et
V5. Comme V; & V, il existe un polynome F; nul sur V; mais pas sur V, de sorte
que F; ¢ 1(V), mais Fy Fy € I(V), ce qui contredit le fait que I(V') est premier. O

1.8. On peut aussi exprimer la condition du théoreme en demandant que 1’algebre
quotient A(V) = A/I(V), dite algébre de V', soit intégre.

COROLLAIRE 1.9. Si k est infini, k™ est irréductible.

DEMONSTRATION. Puisque k est infini, tout polynéme nul sur k™ est nul, de
sorte que I(k™) = (0), qui est premier. O

THEOREME 1.10. Toute sous-variété affine non vide se décompose de facon uni-
que (& permutation prés) en une réunion finie de sous-variétés affines irréductibles,
non contenues 'une dans l'autre.

DEMONSTRATION. Existence : supposons qu'il existe une sous-variété V non
vide qui ne se décompose pas en une réunion finie d’irréductibles; d’apres (1.5),
I’ensemble de ces sous-variétés admet un élément minimal V', qui est forcément
réductible. On écrit V = V; U V5, avec V; fermé non vide distinct de V. Par mini-
malité, V; est réunion finie d’irréductibles, d’ou la contradiction. L’unicité est laissée
au lecteur en exercice. O

Les sous-variétés irréductibles Vi,...,V, apparaissant dans la décomposition
du théoreme sont appelées les composantes irréductibles de la sous-variété affine

V.Ona I(V) =, 1(V;), et les idéaux I(V;) sont premiers. C’est un exemple de
décomposition primaire d’un idéal de A.

1.4. Le Nullstellensatz

C’est un premier résultat fondamental. Je réfere par exemple & [H] pour diverses
démonstrations. Si I est un idéal de A, I'idéal
VI={FecA|ImeN" F"el}

est appelé radical de I. Les sous-variétés V(I) et V(v/I) coincident. On dit qu'un
idéal T est radical s'il est égal & v/I. Un idéal premier est radical. Un idéal I de A
est radical si et seulement si le seul élément nilotent de A/ est 0. L’idéal d’une
sous-variété affine est radical. En particulier, on a

VIcI(v()).
Le Nullstellensatz précise cette relation.

THEOREME 1.11 (Nullstellensatz). On suppose k algébriquement clos. Pour
tout idéal I de A, on a I(V(I)) = V1.

En particulier, V(I) est vide si et seulement si I = A.

COROLLAIRE 1.12. L’application V +— I(V') réalise une bijection décroissante,
de réciproque I — V(I) entre

a) les sous-variétés affines de k™ et les idéaux radicauzr de A ;

b) les sous-variétés affines irréductibles de K™ et les idéaux premiers de A ;

¢) les points de K™ et les idéaur mazimaux de A.

Un cas particulier important est le suivant.
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DEFINITION 1.13. On appelle hypersurface de kK™ toute sous-variété affine dé-
finie par un polynéme non constant.

Ce sont donc les sous-variétés du type V(F'), avec F' € A. Si F est irré-
ductible, 'idéal (F') est premier, et le Nullstellensatz entraine que lorsque k est
algébriquement clos, V (F) est irréductible (comparer avec I’exercice 1.6.8)b)). Comme
A est factoriel, on peut décomposer F' de facon unique en un produit F' =[], F;",
avec F; irréductible. En particulier, les V' (F;) sont les composantes irréductibles de
V(F).

On peut étendre la correspondance du corollaire aux sous-variétés d’une sous-
variété affine quelconque. Pour cela, considérons des sous-variétés affines W et V'
avec W C V. On a I(V) C I(W), de sorte que I(W) est I'image inverse par la
surjection 7 : A — A(V) d’un idéal de A(V'), que Pon note Iy (W).

THEOREME 1.14. On suppose k algébriquement clos. Soit V' une variété affine.
L’application W +— I, (W) réalise une bijection décroissante, de réciproque I +—
V(r=Y(I)) entre

a) les sous-variétés affines de V et les idéauz radicaux de A(V) ;

b) les sous-variétés affines irréductibles de V' et les idéaux premiers de A(V');

c) les points de V et les idéaur mazimaux de A(V).

DEMONSTRATION. Soit z un point de V'; I'idéal Iy (z) (souvent noté m,) des
polynomes nuls en z est maximal dans A(V) : ¢’est le noyau du morphisme A(V) —
k qui & [F] associe F(x). Cela démontre une partie de c). Pour le reste, il suffit de
remarquer qu'un idéal I de A(V) est radical (resp. premier) (resp. maximal) si et
seulement si 7~1(I) I'est, puisque ces propriétés se lisent sur le quotient A(V)/I,
qui est isomorphe & A/7~1(I). O

1.15. En particulier, les composantes irréductibles de V' correspondent aux idéaux
premiers minimaux de A(V), et celles de W aux idéaux premiers minimaux de A(V)
contenant Iy (W).

Mentionnons un exemple important d’application du Nullstellensatz. C’est ’ana-
logue des partitions de 'unité en analyse.

PrOPOSITION 1.16. On suppose k algébriquement clos. Soient V' une sous-va-
Tiété affine et f1,..., fr des éléments de A(V) sans zéro commun. Il existe des
éléments g1, ...,g, de A(V) tels que > figi =1 (dans A(V)).

DEMONSTRATION. En d’autres termes, des éléments de A(V) sans zéro com-
mun engendrent A(V). Soient Fy11, ..., Fy des générateurs de I(V'). Les polynomes
Fi,...,F. Frjq,...,Fs (ou Fj est un polynéme de classe f; pour j < r) n’ont pas
de zéro commun dans k™ ; le Nullstellensatz entraine que le radical de I’idéal qu’ils
engendrent est A, donc contient 1. Il existe donc des polynémes Gy, ..., G tels que
i F;G; = 1. Il suffit de considérer cette égalité modulo I(V). O

1.5. Applications régulieres

Comme nous avons défini une topologie sur les sous-variétés affines, celle de
Zariski, on pourrait croire que les applications continues pour cette topologie jouent
un role important. Il n’en est rien. Considérons une “courbe” plane irréductible C,
c’est-a-dire le lieu des zéros d’un polynome irréductible a deux variables. Il ressort
de l'exercice 1.6.8) que les fermés de C sont C, &, et les sous-ensembles finis de C.
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Cette topologie ne reflete pas la géométrie de C' : deux telles courbes sont toujours
homéomorphes, puisque toute bijection est continue.
Les applications qui nous intéressent sont les suivantes.

DEFINITION 1.17. Soient V' C k™ et W C k™ des sous-variétés affines; une
application V. — W est dite réguliere si c’est la restriction a V' d’une application
k™ — k™ dont les composantes sont des fonctions polynomiales.

On en déduit immédiatement que algebre A(V), définie en (1.8), s’identifie &
I’ensemble des fonctions régulieres de V' dans k. Si v : V' — W est une application
réguliere, on lui associe un morphisme de k-algebres u* : A(W) — A(V) par la
regle f +— f ou.

ExXEMPLES 1.18. 1) Toute application affine est réguliere.

2) Toute application réguliere est continue pour la topologie de Zariski.

3) Supposons k infini. Soit C' I'hypersurface plane d’équation ¥ = X?; on
vérifie que le polynome X2 — Y est irréductible, ce qui entraine I(C) = (X? —Y)
(utiliser 'exercice 1.6.8)b), ou le Nullstellensatz lorsque k est algébriquement clos).
L’application f : C — k définie par f(z,y) = x est réguliere et bijective. Son inverse
x +— (z,22) est aussi réguliere : on dit que f est un isomorphisme. Le morphisme
k[T — k[X,Y]/(X? - Y) est défini par f*(T) = X.

4) Supposons toujours k infini. Soit C' I'hypersurface plane d’équation X2 = Y3
(c’est une cubique & point de rebroussement); 'application u : k — C définie
par u(t) = (t3,t?) est réguliere bijective, mais on verra plus loin que ce n’est pas
un isomorphisme. On vérifie que I'idéal de C est (X? — Y3) (exerc. 1.6.7)a); le
morphisme u* : k[X,Y]/(X? — Y3) — K[T] est défini par u*(X) = T3 et u*(Y) =
T2,

5) On suppose k algébriquement clos de caractéristique p > 0. L’application
u : k — k définie par u(x) = 2P (dite < de Frobenius ») est réguliere bijective,
mais n’est pas un isomorphisme , comme on le verra plus loin. Le morphisme de
k-algebres u* : k[T] — K[T] est défini par u*(T) = T?.

PROPOSITION 1.19. Soient V' et W des sous-variétés affines; l'application u —
u* réalise une bijection entre l’ensemble des applications régquliéres de V- dans W
et l’ensemble des morphismes de k-algébres de A(W) dans A(V). En particulier,
pour que Vet W soient isomorphes, il faut et il suffit que les k-algébres A(V) et
A(W) le soient.

DEMONSTRATION. Supposons V' C k™ et W C k™. On peut reconstruire u

a partir de u* de la fagon suivante : si yi,...,yn, sont les fonctions coordonnées
sur k™, on a u = (u*(y1),...,u*(ym)). Cela montre que l'application u — u* est
injective.

On peut faire cette construction en partant de n’importe quel morphisme de k-
algebres ¢ : A(W) — A(V). On obtient ainsi une application réguliere u : V' — k™,
dont on vérifie qu’elle est a valeurs dans W : pour tout polynéme F' nul sur W, on
a

Flu(z)) = Fe(y) (@), - o(ym)(x)) = ¢(F(Y1; - ym))(2) = 0

puisque F' est nul dans A(W). Cela montre que 'application u — u* est surjective.
O
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Dans I'exemple 1.18.3), f* est bien un isomorphisme, d’inverse donné par X
T et Y ~— T?. En revanche, dans les exemples 4) et 5), u* n’est pas surjectif, puisque
T n’est pas atteint, et u n’est pas un isomorphisme.

L’anneau A(V') est donc un invariant & isomorphisme pres de la variété V. On
a vu dans le théoreme 1.14 qu’il existe une bijection entre les idéaux maximaux de
A(V) et les points de V' ; la donnée de A(V') permet donc de reconstruire ’ensemble
V', mais il manque encore sa topologie.

Pour terminer, on peut lire certaines des propriétés de ’application u sur le
morphisme u*.

DEFINITION 1.20. Une application réguliére u : V — W est dite dominante si
son image est dense.

PROPOSITION 1.21. a) Pour qu’une application réguliére v : V. — W soit do-
minante, il faut et il suffit que u* soit injectif.
b) Si u* est surjectif, u est injective.

DEMONSTRATION. Si u est dominante et f dans le noyau de u*, alors f ou est
nulle, de sorte que f s’annule sur u(V'), donc sur son adhérence W. Réciproquement,
si u n’est pas dominante, le fermé m est distinct de W ; il existe donc une fonc-
tion réguliere f : W — k nulle sur «(V') mais pas sur W. Elle est donc dans le
noyau de u*, ce qui prouve a).

Soient x et y des points distincts de V'; il existe une fonction réguliere f : V — k
nulle en x mais pas en y (prendre par exemple une fonction coordonnée). Si u* est
surjective, il existe une fonction réguliere g : W — k telle que f = u*(g) = gou;
elle ne prend pas les mémes valeurs en u(z) et u(y), qui sont donc distincts. a

Il s’ensuit que si uw : V' — W est une application réguliere dominante et que
V est irréductible, W est irréductible, puisque A(W) s’identifie & une sous-algebre
de l'algebre integre A(V') donc est intégre (cela peut aussi se voir directement ; cf.
exerc. 1.6.3)).

REMARQUES 1.22. Dans a), u n’est pas nécéssairement surjective (considérer
par exemple la projection de 'hyperbole XY = 1 sur l'axe des z).

Dans b), la réciproque est fausse (considérer 'exemple 1.18.4). En fait, on peut
montrer que u* est surjective si et seulement si (V') est une sous-variété fermée de
W et u induit un isomorphisme de V' sur u(V).

1.6. Exercices
1) Montrer que le sous-ensemble {(t,e?) | t € C} de C? n’est pas affine.
2) Calculer Iidéal de {(0,0), (0,1)} dans k2.

3)a) Soient E un espace topologique et V une partie de E. Montrer que V (munie de la topologie
induite) est irréductible si et seulement si V l’est.

b) Soient E et F' des espaces topologiques et u : E — F une application continue dominante.
Si E est irréductible, montrer que F' lest aussi.

4) Soit E un espace topologique; on suppose que E est recouvert par un nombre fini d’ouverts
irréductibles qui se rencontrent deux & deux. Montrer que E est irréductible.

5) Soit k un corps infini. Montrer que la sous-variété affine de k® définie par les équations X2 = Y Z
et XZ = X a 3 composantes irréductibles.
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6) Soit k un corps infini; montrer que tout ensemble fini dans k? peut étre défini par deux
équations.

7) Soient k un corps infini et C la courbe plane d’équation X2 = V3.

a) Montrer que C est irréductible et déterminer ’idéal de C.

b) Montrer que C n’est pas isomorphe a k (Indication : il suffit de montrer que ’anneau
A(C) n’est pas isomorphe & k[T]; remarquer par exemple qu’il n’est pas principal).

8) Soient F' et G des éléments de k[X, Y] sans facteur commun.

a) Montrer que V(F)NV (G) est fini (Indication : utiliser le théoréme de Bézout dans ’anneau
principal k(X)[Y] pour montrer I’existence de polynémes A(X,Y"), B(X,Y) et D(X), avec D non
nul, tels que D = AF + BGQG).

b) En déduire que si F est irréductible et V(F) infini, on a I(V(F)) = (F) et V(F) est
irréductible. Montrer par un exemple que V(F) peut étre réductible, méme si F' est irréductible.






CHAPITRE 2
Variétés projectives

On garde notre corps k et lentier n. On note R l'anneau k[Tp,...,T,]. On
notera maintenant A™ I'espace affine de dimension n sur k.

2.1. L’espace projectif

Considérons la relation d’équivalence suivante sur k"1 -{0} : des vecteurs non
nuls x et y sont équivalents s’ils sont colinéaires, c’est-a-dire s’il existe A € k* avec
y = Az.

DEFINITION 2.1. On appelle espace projectif de dimension n, et l'on note P™
l’ensemble des classes d’équivalence de cette relation.

En d’autres termes, P™ est I’ensemble des droites vectorielles de k™*1.

Un point x de 'espace projectif correspond & un vecteur non nul (zg, ..., z,);
on appelle ses coordonnées les coordonnées homogénes de x, bien qu’elles ne soient
définies qu’a multiplication par un scalaire non nul prés. On trouve parfois la no-
tation (g : - xy).

Si E est un k-espace vectoriel non nul, on définit de la méme fagon ’espace
projectif associé PE. Si F est un sous-espace vectoriel non nul de E, I'inclusion
F-{0} c E-{0} induit une inclusion PF' C PE. On appelle les sous-ensembles de
PFE ainsi obtenus les sous-espaces linéaires de PE.

2.2. Pour chaque i = 0,...,n, on définit un sous-ensemble U; de P" par
< équation > x; # 0. Chacun de ces sous-ensembles est isomorphe a ’espace
affine A", en envoyant (zo, ..., z,) sur (zo/x;, ..., Tn/x;), et ils recouvrent P™. Le

complémentaire de U; est I’espace linéaire PH;, ou H; est ’hyperplan d’équation
x; = 0 dans k"*!. On peut donc voir 'espace projectif P” comme obtenu & partir
de A™ en adjoignant un < hyperplan a l'infini ». Par exemple, la droite projective
P! est obtenue en adjoignant & k un unique < point & I'infini ». Plus généralement,
le complémentaire dans P™ de n’importe quel hyperplan projectif s’identifie natu-
rellement a A™.

Considérons maintenant un sous-espace affine de A", par exemple un hyperplan
d’équation ag + a1x1 + - - - + apx, = 0. L’isomorphisme de A™ avec Uy 'identifie
a une partie A de P™; on vérifie que le plus petit sous-espace linéaire qui contient
A est I’hyperplan projectif d’équation homogene agxg + a1z1 + -+ - + apx, = 0. On
Iappelle la < cléture projective » de A.

PROPOSITION 2.3. Fizons un hyperplan (< & Uinfini>) H dans P™. On obtient
une correspondance bijective entre les sous-espaces affines de A" et les sous-espaces
linéaires de P™ non contenus dans H en associant a A sa cléture projective A. Cette
correspondance respecte les dimensions. Son inverse est donné par A — A—H.

11
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La notation A n’est pas innocente : c’est ’'adhérence de A pour la topologie de
Zariski sur P" (que l'on définira plus bas).

2.4. On dit que des points de P™ sont linéairement indépendants si les droites
de k™! qu'ils représentent sont en somme directe. En général, d points de P™
sont contenus dans un sous-espace linéaire de dimension au plus d — 1 ; pour qu’ils
soient linéairement indépendants, il faut et il suffit qu’ils ne soient pas contenus
dans un sous-espace linéaire de dimension d — 2. On dit que des points de P"
sont en position générale si, pour tout m < n + 1, m quelconques d’entre eux sont
linéairement indépendants.

Lorsque k est R ou C, on peut munir P™ de la topologie quotient de celle
de k"1 -{0} (c’est-a-dire qu'un sous-ensemble de P" est fermé, ou ouvert, si et
seulement si son image inverse par la projection k"1 ={0} — P™ T'est). On vérifie
alors que P™ est compact.

La proposition suivante illustre une des propriétés fondamentales de ’espace
projectif : il n’y a plus de sous-espaces paralléles, ils se rencontrent maintenant < a
Iinfini >.

PROPOSITION 2.5. Sotent A et A’ des sous-espaces linéaires de P", de dimen-
sion v et v vérifiant r + 1’ > n. Llintersection AN A’ est un sous-espace linéaire
de dimension > r + 1’ —n; il est en particulier non vide.

DEMONSTRATION. Ecrivons A = PF, A’ = PF' et P" = PE, avecdim F = r+
1,dim F/ =7'+1 et dim F = n+ 1. Comme dim F +dim F’ > dim E, I'intersection
F N F' est de dimension > r+ 7' +1—n > 0; elle est donc non nulle, et ANA" =
P(FNF). O

EXEMPLE 2.6. Considérons dans A? les droites affines paralleles 2 = 1 et
x = 2. Plongeons A2 dans P? comme en 2.2. Les droites projectives associées sont
d’équations x = z et = 2z (on note (x, v, 2) les coordonnées homogenes dans P?) ;
elles se coupent en le point < & I'infini » (0,1,0).

2.2. Variétés projectives

On veut une définition analogue a celle des variétés affines. Le probleme est
que les coordonnées (homogenes) (z1,...,2) d'un point n’étant pas uniquement
définies, on ne peut parler de la valeur d’un polynéme en un point. En fait, seuls
les zéros des polynomes nous intéressent. Ceux-ci seront définis pour une certaine
catégorie de polynomes.

DEFINITION 2.7. Un élément F de R est dit homogene de degré d si, pour tout
élément A € k, on a

F(\Ty, ..., \T},) = M F(Ty, ..., T,) .
Une conséquence immédiate est que, si F' est homogene, on a, pour A non nul,
F(x1,...,20) =0 PN F(Azo,...,Az,) =0.

On reconnait facilement un polynéme homogene de degré d : tous ses monomes
non nuls sont de méme degré d. Il est clair que tout polynome se décompose de
fagon unique en somme de polynomes homogenes.

On peut donc définir le lieu des zéros dans P™ d’un polynéme homogene.



2.3. IDEAL D’UNE VARIETE PROJECTIVE 13

DEFINITION 2.8. Soit S une partie de R formée de polynémes homogénes. On
note V(S) le sous-ensemble de P™ formé des zéros communs a tous les éléments de
S. Les sous-ensembles de P™ de ce type sont les sous-variétés projectives.

EXEMPLES 2.9. 1) Le lieu des zéros d’un seul polynéme homogene F en n + 1
variables est une sous-variété projective de P™ que l'on appelle une hypersurface.
Son degré est celui de F. Une hypersurface de degré 2 est une quadrique; une
hypersurface de degré 3 une cubique; une hypersurface de degré 4 une quartique,
etc. Toute sous-variété projective est par définition intersection d’hypersurfaces.

2) L’image de Papplication u : P* — P3 définie par

u(ﬂﬁo,ﬂh) = (xS,xﬁxl,xoxix?)

est intersection des 3 quadriques d’équations TyTs = T1 Ty, 17 = ToTs et T3 = Ty T3
(¢f. exerc. 2.10.13)). On appelle une cubique gauche.

Si l'on veut étendre au cadre projectif la correspondance algebre/géométrie du
cas affine, le premier probleme que I'on rencontre est qu'un idéal non nul de R
contient toujours des polynémes inhomogenes. En fait, on n’étend la construction
qu’a un certain type d’idéaux.

DEFINITION 2.10. On dit qu’un idéal I de R est homogene s’il est engendré
par des polynémes homogénes. On définit alors V(I) comme le sous-ensemble de
P formé des zéros communs a tous les éléments homogenes de I.

Pour qu’un idéal I de R soit homogene, il faut et il suffit que pour toute
décomposition P = Y P; d’un élément P de I en somme de polynémes homogenes,
on ait P; € I pour tout i.

On retrouve beaucoup de résultats du chapitre I (mais pas tous!) : 'application
S +— V(S) est décroissante pour I'inclusion ; si S est formé de polyndémes homogenes,
I’idéal engendré (S) est homogene, et V(S) = V((S)). L’anneau R étant noethérien,
on vérifie que 'idéal (S) est engendré par un nombre fini de polynémes homogénes
Fi,...,F., desorte que V(S) = V((S)) = V(F1,..., F,). En d’autres termes, toute
variété projective dans P™ peut étre définie par un nombre fini d’équations.

PROPOSITION 2.11. a) Toute intersection de sous-variétés projectives de P™
est une sous-variété projective.

b) Toute réunion finie de sous-variétés projectives de P™ est une sous-variété
projective.

La proposition permet de définir la topologie de Zariski sur P™, en prenant
comme fermés les variétés projectives.

2.3. Idéal d’une variété projective

DEFINITION 2.12. Soit V un sous-ensemble de P™ ; on appelle idéal de V, et

lon note I(V'), l’idéal (homogéne) engendré par les polynémes homogenes nuls sur
V.

De nouveau, V(I(V)) est 'adhérence de V. On en déduit que toute suite
décroissante de variétés projectives est stationnaire. En particulier, toute variété
projective est quasi-compacte (toute suite décroissante de fermés est stationnaire,
ou encore, de tout recouvrement ouvert, on peut extraire un recouvrement fini).
De plus, tous les résultats sur la décomposition d’une variété affine en composantes
irréductibles se transportent tels quels au cadre projectif.
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On montre aussi (exerc. 2.10.10)) que, pour tout choix d’un hyperplan < &
Iinfini > H dans P™, qui permet d’identifier I’espace affine A™ a ’ouvert de Zarisiki
U = P" - H, la topologie induite sur U par la topologie de Zariski sur P" s’identifie
a la topologie de Zariski sur A" définie au chapitre précédent.

EXEMPLE 2.13. La sous-variété affine C de A? définie par I’équation XY =1
est la trace sur I'ouvert Us de la sous-variété projective C' de P? d’équation XY =
Z? (on a < homogénéisé > 1’équation). On obtient C' & partir de C' en ajoutant les
points < & l'infini » (1,0,0) et (0,1,0).

A3,
2.4. Le Nullstellensatz projectif

La différence fondamentale avec le cas affine est que si I est un idéal de R, la
variété V (I) peut étre vide, sans que I soit égal & R, méme si k est algébriquement
clos : notons R T'idéal (maximal) (Tp,...,T),) de R. Il est clair que V(R™) est
vide; en particulier, si I est un idéal contenant une puissance de R™, I’ensemble
V(I) est aussi vide. Le Nullstellensatz est une réciproque.

THEOREME 2.14. On suppose k algébriquement clos. Soit I un idéal homogéne
de R.
a) Pour que V(I) soit vide, il faut et il suffit que I contienne une puissance de
RT.
b) Si V(I) n'est pas vide, on a I(V(I)) = V1.

DEMONSTRATION. Pour tout idéal homogene I de R, nous noterons provisoi-
rement ¥ (I) la sous-variété affine de A"*! définie par I et (7 (I)) l'idéal de
cette variété dans R. La remarque essentielle est que ¥ (I) coincide avec le cone sur
V(I) en dehors de lorigine O. Si V(I) est vide, cela signifie que ¥ (I) est contenu
dans {O}. Le Nullstellensatz affine entraine que le radical de I contient RT. Pour
tout ¢ = 0,...,n, il existe donc un entier m; tel que T;" € I; on en déduit que
(RT)mot+mn est contenu dans I. Ceci montre a).

Si V/(I) n’est pas vide, ¥/ (I) est le cone sur V(I), et un polynéme homogene est
nul sur V(I) si et seulement s’il est nul sur ¥'(I), de sorte que I(V (1)) C 2 (¥ (I));
le point b) résulte alors du Nullstellensatz affine. ]

COROLLAIRE 2.15. L’application V +— I(V') réalise une bijection décroissante,
de réciproque I — V(I), entre les sous-variétés projectives de P™ et les idéaux
radicauxz homogénes de R distincts de R™.

DEMONSTRATION. Cela découle du Nullstellensatz projectif : il suffit de remar-
quer que si un idéal radical contient une puissance de R*, il contient RT. (I

Comme dans le cas affine, on peut définir une algebre homogene S(V) =
R/I(V); c’est une k-algébre graduée.

EXEMPLE 2.16. Soit F un polynéme homogene définissant ’hypersurface V (F')
dans P™. Comme dans le cas affine, le Nullstellensatz entraine que lorsque k est
algébriquement clos, V(F') est irréductible si et seulement si F' l’est (comparer
avec ’exercice 1.6.8)). Si 'on décompose F' en un produit F' = [], F/", avec F;
irréductible, les F; sont homogenes, les V(F;) sont les composantes irréductibles de
V(F), et I(V(F)) = (F1,...,F).
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2.5. Applications réguliéres

Il est impossible de copier la définition des fonctions régulieres donnée dans
le cadre affine, parce qu'un polynome ne définit pas une fonction P™ — k. L’idée
est de se ramener au cas affine en remarquant que toute variété projective est
réunion de variétés affines : si U; est 'ouvert de Zariski de P™ défini par T; # 0, les
ouverts Uy, ..., U, recouvrent P"”. Si X est une sous-variété projective de P™, elle
est recouverte par les X N U;, qui par l'exercice 2.10.10) sont des variétés affines.
On pourrait définir une fonction réguliere sur X en demandant que sa restriction
a chaque X N U; soit réguliere. Le probleme est que cette notion dépend a priori
du recouvrement choisi de P™ par des ouverts affines : on résoud cette difficulté en
adoptant une définition locale, par opposition a la définition globale du chapitre 1.

DEFINITION 2.17. On appelle variété quasi-projective tout ouvert (de Zariski)
d’une variété projective.

Toute variété affine est donc quasi-projective (cf. exerc. 2.10.10)b). Notons que
toute variété quasi-projective est quasi-compacte.

Lorsque nous dirons que X est une wvariété, il sera toujours sous-entendu que
X est quasi-projective ; en revanche, lorsque nous dirons que Y est une sous-variété
de X, il sera toujours sous-entendu, sauf mention du contraire, que Y est fermée
dans X.

L’idée de base est que si un polynéme, méme homogene, ne définit pas de
fonction sur P”, le quotient G/H de polynémes homogenes de méme degré définit
une fonction sur 'ouvert o H ne s’annule pas.

DEFINITION 2.18. Soient X une sous-variété quasi-projective de P™ et x un
point de X . Une fonction f : X — k est dite réguliere en x s’il existe des polynomes
homogénes G et H de méme degré avec H(xz) # 0 et f = G/H dans un voisinage
de x dans X. On dit que f est réguliére sur X si elle est réguliére en tout point de
X. On note A(X) Uanneau des fonctions régulieres sur X.

Notons qu’une fonction réguliere f : X — k est continue pour la topologie de
Zariski : il suffit de vérifier que f~1(a) est fermé pour tout a € k; si # € X, on
peut écrire f = G/H sur un voisinage U de z; sur U, la fibre f=1(a) est égale
a V(G — aH), donc est fermée. Comme X est quasi-compacte, on en déduit que
f~1(a) est fermé dans X.

Si X est un ouvert d’'une variété affine dans A™ et x un point de X, on vérifie
qu’une fonction f: X — k est réguliere en x s’il existe des polynomes G et H avec
H(x) #0 et f =G/H dans un voisinage de x dans X.

Cette définition n’est pas entierement satisfaisante : elle semble dépendre de
données extrinseques comme celle du plongement de X dans P™. Mais, sans la
théorie des faisceaux, c’est le mieux que ’on puisse faire.

La premiere chose a faire est de vérifier que ’on retrouve bien la définition du
chapitre I dans le cas ou X est une variété affine.

THEOREME 2.19. On suppose k algébriquement clos. Soit X une sous-variété
affine de A™ ; toute fonction réguliere f : X — k est définie globalement par un
polynome a n variables.

DEMONSTRATION. On supposera pour simplifier que X est irréductible. Comme
X est quasi-compacte, il existe un nombre fini d’ouverts U; qui recouvrent X, et
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des polynémes G; et H;, tels que H; ne s’annule pas sur U; et que f = G;/H; sur
U;. Pour tous i et j, cela signife que G; H; — G H; est nul sur 'ouvert U; NU; dense
dans X, donc sur X. Les H; n’ayant pas de zéro commun dans X, il existe des
fonctions polynomiales a; sur X telles que > a;H; = 1 (prop. 1.16). Notons s la
fonction polynomiale > j a;Gj sur X ; on a

HZ‘S = Hl(z CLjGj) = ZajGiHj = Gl 5
J J
de sorte que s coincide avec f sur chaque U;. Elle est donc égale a f. [

Le théoreme n’est plus vrai sur un corps quelconque (comme le montre I’exemple
de la fonction f : R — R qui & t associe 1/(1+?)). Dans toute la suite, on suppose

k algébriquement clos.

Passons maintenant & la définition des applications régulieres générales. Il y a de
nombreuses fagons équivalentes de la formuler. Nous donnerons la plus courte.

DEFINITION 2.20. Soient X etY des variétés quasi-projectives; on dit qu’une
application u : X — 'Y est réquliére si elle est continue et si, pour tout ouvert U de
Y et toute fonction régulicre f : U — k, la composée fou est réguliére sur u=t(U).

Cette définition a I'avantage d’entrainer sans effort le fait que la composée
d’applications réguliéres est encore une application réguliere. On a aussi une notion
d’isomorphisme de variétés quasi-projectives. Attention cependant : une application
réguliere X — Y n’induit pas de morphisme entre S(Y') et S(X), de sorte que les
algebres homogenes de variétés isomorphes ne sont en général pas isomorphes.

On dira maintenant qu’une variété est affine si elle est isomorphe a une sous-
variété affine d’'un A™. Il peut tres bien arriver qu'une variété affine soit contenue
dans A" comme sous-variété quasi-projective non fermée, c’est-a-dire pas comme
sous-variété affine (cf. exerc. 2.10.2)). On remarquera aussi qu’il découle de loc.cit.
que tout point d’une variété quasi-projective a un voisinage affine. Enfin, il existe
des variétés qui ne sont ni affines, ni projectives (cf. exerc. 2.10.4)).

EXEMPLES 2.21. 1) L’application u : P! — P? définie dans I'exemple 2.9.2) est
réguliere. Plus généralement, si on se donne des polynémes homogenes Fy, ..., Fy,
de méme degré en n+1 variables, I'égalité u(z) = (Fo(x), ..., Fin(z)) définit une ap-
plication réguliere u de P" =V (Fy,..., F};,) dans P™. En particulier, si Fy, ..., F,,
ne s’annulent simultanément qu’en 0, 'application u est définie sur tout P™.

C’est sous cette forme plus concrete que I'on rencontre le plus souvent une
application réguliere.

2) Applications de Veronese : soient My,..., My tous les monoémes de
degré d en Ty, ..., T,, avec N = ("gd) — 1. Comme ils n’ont pas de zéro commun,
ils définissent une application réguliere injective v4 : P* — P™. On peut montrer
(exerc. 2.10.15)) que v4(P™) est une sous-variété projective de P, et que vy induit
un isomorphisme de P™ sur v4(P"™).

3) Soient E un espace vectoriel et E = F @ G une décomposition en somme
directe de sous-espaces vectoriels. Les sous-espaces projectifs PF et PG de PE
sont disjoints. La projection de E sur G parallelement & F' induit une application
réguliere PE-PF — PG encore appelée projection.
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Nous montrons maintenant qu’une application réguliere est toujours définie
localement comme dans 'exemple 1) ci-dessus.

PROPOSITION 2.22. Soient X une variété quasi-projective contenue dans P™
et u: X — P™ une application réguliere. Pour tout point xo de X, il existe un
voisinage ouvert U de xg dans X et des polynémes homogeénes Fy, . .., F, de méme
degré en m + 1 variables qui ne s’annulent simultanément en aucun point de U,
tels que, pour tout x dans U, on ait

(1) u(z) = (Fo(x), ..., Fu(z))
en coordonnées homogénes.

DEMONSTRATION. Soit U; un ouvert standard contenant u(zg) ; par définition,
on peut écrire, pour tout = dans u='(U;), u(z) = (fo(x),..., fa(x)), ol les f; sont
des fonctions régulieres avec f; = 1. Par définition, on peut écrire chaque f; comme
G,/H;, ou G; et H; sont des polynomes homogenes de méme degré, ceci sur un
voisinage U de zo dans u~1(U;). La proposition s’en déduit facilement. O

Comme on l'a déja expliqué, la formule (1) définit une application régulicre
la ou les F; ne s’annulent pas simultanément. La subtilité est que cette formule
peut tres bien définir une application réguliere sur tout X, sans que celle-ci ait
une expression globale de ce type. Il est parfois impossible de s’en rendre compte &
premiere vue.

EXEMPLE 2.23. Soit C la courbe définie dans P? par I’équation XZ = Y?2.
L’application v : C — P! définie par u(X,Y,Z) = (X,Y) est réguliere hors du
point (0,1,0). Elle se prolonge en une application réguliere sur tout C' en posant
w(X,Y,Z) = (Y, Z) hors du point (1,0,0). Il n’existe pas de formule globale pour
cette application.

2.6. Applications rationnelles

Etant donnée une variété X, on a rencontré a plusieurs reprises des applications
régulieres définies sur un ouvert dense de X . Formalisons cette situation.

DEFINITION 2.24. Soient X et Y des variétés. On considére les couples (u,U),
ou U est un ouvert dense de X et u : U — Y wune application réquliére; on dit
que de tels couples (u,U) et (v, V) sont équivalents si u et v coincident sur UNV.
On appelle application rationnelle de X sur Y une classe d’équivalence pour cette
relation.

On note v : X --+ Y une application rationnelle; malgré son nom, ce n’est
pas une application ! En particulier, il n’est pas toujours possible de composer des
applications rationnelles, ou de les restreindre a des sous-variétés. On dit qu’une
application rationnelle u : X --+ Y est définie en un point = de X s’il en existe
un représentant régulier défini sur un voisinage dense de =z dans X. L’ensemble
des points ou u est définie est un ouvert dense de X, que 'on appelle parfois son
domaine de définition. Une application rationnelle définie en tous les points de X
est réguliere.

Si X est une variété quasi-projective irréductible contenue dans P™ toute ap-
plication rationnelle u : X --+ P" est définie selon la formule (1) par la donnée
de polynémes homogenes Fy,..., F, de méme degré en m + 1 variables non tous
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identiquement nuls sur X. Elle est définie au moins sur 'ouvert X -V (Fp, ..., Fy,),
mais son domaine de définition peut étre plus grand.

On appelle fonction rationnelle sur X une application rationnelle de X a valeurs
dans k.

PROPOSITION 2.25. Soit X une variété.

a) Les fonctions rationnelles sur X forment une k-algébre notée K(X).

b) Pour tout ouvert dense U de X, les algébres K(X) et K (U) sont isomorphes.
c) Si X estirréductible, K(X) est un corps.

d) Si X est affine irréductible, K(X) est le corps de fractions de A(X).

DEMONSTRATION. Seul le point d) mérite une démonstration. Si f/g est un
élément de K(X), on lui associe la fonction rationnelle représentée par la fonction
réguliere f/g : X -V (g) — k. Inversement, si f : U — k est une fonction régu-
liere, il existe une fonction réguliere h nulle sur X —U. L’ouvert V' des points ou
h ne s’annule pas est affine d’algebre A(X);, (exerc. 2.10.2)), de sorte qu'il existe
un entier naturel N et un élément g de A(X) tels que f = g/h’V; on associe & f
I'élément g/h™Y de K(X). On vérifie que ces deux applications sont des morphismes
de k-algebres inverses 'un de l'autre. O

Si X1,...,Xn sont les composantes irréductibles de X, I'algebre K(X) est
isomorphe au produit de corps K(X;) x -+ x K(Xn).

2.26. On dit qu’une application rationnelle uv : X --+ Y est dominante si elle
a une représentant régulier dominant. Si c’est le cas, et si v : Y --» Z est une
application rationnelle, on peut définir la composée vou : X --+ Z. En particulier,
on peut définir f o w pour toute fonction rationnelle f sur Y, d’ou une inclusion
u : K(Y) — K(X).

PROPOSITION 2.27. Soient X etY des variétés irréductibles.

a) L’application v — u* réalise une bijection entre l’ensemble des applications
rationnelles dominantes u : X --» Y et l'ensemble des k-extensions de corps
K(Y)c K(X).

b) Pour que u* soit un isomorphisme, il faut et il suffit que u induise un iso-
morphisme d’un ouvert non vide de X sur un ouvert non vide de Y. On dit
que u est une application birationnelle.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : K(Y) C K(X) une k-extension de corps; on peut
supposer X C A™ et Y C A™ affines. On écrit alors ¢(y;) = a;/b; pour j = 1,...,n,
avec a;,b; dans A(X). On a donc une inclusion de k-algebres A(Y) — A(X)p,...0,,
a laquelle correspond par la proposition 1.19 et I'exercice 2.10.2) une application
réguliere dominante u : X =V (by - - b,) — Y. On vérifie facilement que u* = ¢, ce
qui montre a). Si ¢ est un isomorphisme, on écrit x; = t(c;/d;) et b; = 1(c}/d’;), d'ou
un isomorphisme A(Y)q, ..a,d;...ar, = A(X)p, b, i(dr)--1(dm)> €€ qui montre b). [

2.28. La terminologie est un peu compliquée a ce point : une application bira-
tionnelle est une application rationnelle X --» Y qui est un isomorphisme entre un
ouvert de X et un ouvert de Y (& ce propos, on dira dans cette situation que X et
Y sont birationnellement isomorphes). Comment appeler une application réguliere
qui a cette propriété ? Nous dirons < morphisme birationnel .
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2.29. On dit qu’une variété irréductible X est rationnelle s’il existe une appli-
cation birationnelle d’un espace projectif (ou d’un espace affine) sur X. De fagon
équivalente, on demande que K (X)) soit une extension transcendante pure de k. On
dit que X est unirationnelle s’il existe une application rationnelle dominante d’un
espace projectif sur X. De facon équivalente, on demande que K(X) soit contenu
dans une extension transcendante pure de k. Il est clair que toute variété ration-
nelle est unirationnelle ; on ne sait que depuis une vingtaine d’années qu’il existe des
variétés unirationnelles qui ne sont pas rationnelles, c’est-a-dire des extensions de
k contenues dans une extension transcendante pure qui ne sont pas transcendantes
pures.

2.7. Produits de variétés

Notre but est maintenant de mettre une structure de variété projective sur le
produit de deux variétés projectives. Commencons par le cas de P™ x P™. 1l existe
une application injective u : P™ x P — Pm+D(n+1)=1"Jite application de Segre,
définie par

u((Zos -y @m), Woys -+ Yn)) = (o TilYyy . 0)

On montre (exerc. 2.10.6) que P'image 3, ,, de u est la variété projective définie par
les équations Z; j Zy; = Z; 1 Z; 1, (c’est 'ensemble des matrices (m+1) x (n+1) de
rang 1). Cela fait de P™ x P™ une variété projective, dont les sous-variétés sont par
définition les images inverses par u des sous-variétés de P(m+1)+1~1 Remarquons
par exemple que la restriction de u & la diagonale A de P™ x P™ n’est autre que
I’application vy définie ci-dessus, dont on a vu que 'image est une sous-variété de
P21 ¢ PO+D*~1 ] wensuit que A est une sous-variété de P" x P™.

On dit par ailleurs qu’un polynéme F'(Xy, ..., X, Yo,...,Y,) est bihomogéne
de bidegré (d, e) 1l vérifie, pour tous A, p € k,

F(AXo,. ., AX o, 1Yo, ..., pYy) = XuF(Xo, ..., Xm, Yo,..., Yy) .
Il est clair qu'un tel polynéme définit un sous-ensemble de P™ x P™.

ProrosITION 2.30. Les sous-variétés de P™ x P™ sont exactement les lieux
des zéros communs de polynomes bihomogénes.

DEMONSTRATION. Les sous-variétés de P™ x P™ sont définies par les ima-
ges inverses de polynéomes homogenes sur P(m+D(+)—1 " qui sont exactement les
polynémes bihomogenes de bidegré (d, d). Il suffit de remarquer que le lieu des zéros
d’un polynome bihomogene F' de bidegré (d, e) est aussi le lieu des zéros communs
aux polynomes XijdF(X, Y'), qui sont de bidegré (d + e,d + e). O

EXEMPLE 2.31. La variété 3, ; est la quadrique d’équation Tp75 — 7175 dans
P3. Elle contient donc la cubique gauche C, qui est son intersection avec les qua-
driques T? = TyTs et T3 = Ty Ts (cf. exerc. 2.10.13)). Ces équations se remontent
en (XoY1)? = (XoY0)(X1Y0) et (X1Yp)? = (XoY1)(X1Y1); la cubique peut donc
étre définie dans P! x P! par I'unique équation X;Y7 = XY, bihomogene de
bidegré (1, 2).

Prenons maintenant des variétés projectives X C P™ et Y C P™. Il est clair que
X x P™ et P™ x Y sont définies par des polyndmes bihomogenes ; leur intersection
X XY est donc une sous-variété de P™ x P™. De facon similaire, le produit de
variétés quasi-projectives est encore une variété quasi-projective.
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On montre que les projections X XY — X et X XY — Y sont des applications
réguliéres ; pour qu’une application Z — X XY soit réquliére, il faut et il suffit que
chacune de ses composantes Z — X et Z —'Y le soit.

EXEMPLES 2.32. 1) Si X est une sous-variété de P™ et v : X — P™ une appli-
cation réguliere, son graphe I';, est une sous-variété de X x P™. En effet, u induit par
ce qui précéde une application réguliere (donc continue) (u,1) : X xP™ — P x P,
et I' est I'image inverse de la diagonale, donc est fermé.

2) On vérifie que la structure de variété sur A™ x A" coincide avec celle obtenue
par Iisomorphisme A™ x A" ~ A™T",

Attention cependant : la topologie sur X XY n’est pas la topologie produit.

2.8. Eclatements

Soient O un point de P™ et H un hyperplan dans P™ ne contenant pas O.
La projection m : P™ --+ H depuis O est une application rationnelle définie sur

P"-{0}.
Prenons des coordonnées de fagon que O = (0,...,0,1) et H = V(x,,), de sorte
que m(xg, ..., Tn) = (To,...,2n—1). Le graphe de m dans P™ x H est Pensemble des

(z,y) avec & # O et z; = y; pour 0 < i < n — 1. On vérifie que son adhérence pn
est définie par les équations bihomogenes x;y; = x;y; pour 0 <i7,7 <n — 1.

La premieére projection ¢ : pP" — P s’appelle 1’éclatement de O dans P™, ou
encore I'éclatement de P™ en O. Au-dessus d’un point = autre que O, la fibre ¢ =1 (z)
est le point 7(x) ; au-dessus de O, c’est H. L’application ¢ induit un isomorphisme
de P"—H sur P"={O}; c’est donc un morphisme birationnel (cf. 2.25). On a en
quelque sorte retiré O de P™ pour le remplacer par un P?~1.

Les fibres de la seconde projection g : P" — H sont toutes isomorphes & P!,
mais P™ n’est pas isomorphe au produit P! x H. On vérifie qu’il I'est au-dessus
de chaque ouvert standard U; de H (on dit que c’est un fibré projectif) : il suffit
d’envoyer le point (z,y) de P" N (P" x U;) = ¢~ 1(U;) sur le point ((zi,z,),y) de
l)1 X Uz

Il faut penser & H comme a ’ensemble des droites de P™ passant par O. De
fagon plus géométrique, on a alors

P"={(z,0)eP"x H |z el},

ce qui permet de bien comprendre les fibres des applications ¢ : P" — P" et
q:P"— H.

Lorsque X est une variété contenue dans P™ et O un point de X, on définit
Péclatement de X en O comme D'adhérence X de e~1(X -{O}) dans e~}(X). On
montre que le morphisme birationnel obtenu ¢ : X — X est indépendant du choix
du plongement X C P", ainsi que de celui de H ; c’est une construction que 1’'on
peut rendre intrinseque.

On éclate en général pour deux raisons : soit pour désingulariser une variété
singuliere (voir le chapitre 4 pour la signification de ces termes), soit pour rendre
une application rationnelle définie partout.

ExEMPLES 2.33. 1) Considérons la cubique plane C' d’équation
XX, = X2 (X2 — Xo)
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dans P?; éclatons O. En un point ((zg, z1,2), (yo,y1)) de e~ 1(C ={0}) avec yo = 1,
on a x; = xoy; d’ou (comme zg # 0)

2
T2y = L2 — To
en un point avec y; = 1, on a xg = x1y¢ d’out (comme z7 # 0)
2
T2 = yo(l‘z - l’lyo) .

Ces deux équations définissent C dans P2 : Pune dans ouvert P2 x Uy, I’autre dans
Iouvert P2 x U;. On remarque que I’image inverse de O consiste en les deux points
((0,0,1),(1,1)) et ((0,0,1),(1,—-1)) (qui sont chacun dans les deux ouverts). On a
désingularisé la courbe singuliere C' (cf. 4.5).

2) Considérons 'application rationnelle u : P2 --» P2 définie par u(zq, v, 72) =
(212, 22wy, 20w ), régulicre sauf en O, (1,0,0) et (0,1,0). Soit £ : P2 — P2
Iéclatement de O ; sur l'ouvert yg = z2 = 1, on a x1 = xgy; d’ou

uoe((zo,1,1), (1,y1)) = (zoy1, o, 2gy1)

que l'on peut prolonger en une application réguliere au-dessus de O en posant

ﬂ((x()?xlv 1)7 (Lyl)) = (yla 1, ‘Toyl) .

De méme, sur Uouvert y; = x5 =1, on a g = x1y9 d’ou

uoe((wo,1,1), (y0,1)) = (z1,T1Y0, T1Y0)

que V'on prolonge par @((xo,z1,1), (yo,1)) = (1,90, z1Y0). En procédant de fagon
analogue, on voit que si a : X — P? est I'éclatement des points O, (1,0,0) et
(0,1,0), il existe une application réguli¢re u : X — P2 telle que u = u o a.

2.9. Image d’une application réguliére

Dans Dexercice 2.10.15), 'image par une application réguliere de toute sous-
variété est une sous-variété. Ce n’est certainement pas toujours le cas : I'image de
I'application réguliere u : A2 — A? définie par u(x,y) = (z,7y) est la réunion
de Vouvert {(z,w) | z # 0} et de l'origine, qui n’est pas localement fermée; la
différence est que la variété de départ n’est pas projective. Le théoreme essentiel
que nous allons démontrer est qu’une application réguliere dont I’espace de départ
est une variété projective est une application fermée (c’est-a-dire que 'image d’un
fermé est un fermé). Plus généralement, nous montrerons le résultat suivant (qui
est a rapprocher du fait élémentaire que si Y est quasi-compact, et que X x Y est
muni de la topologie produit, toute projection X x Y — X est fermée).

THEOREME 2.34. SiY est une variété projective et X une variété, la projection
p: X XY — X est fermée.

Commengons par un rappel.

2.35. Elimination : pour que des polynémes F' et G a une variable a coefficients
dans k, de degré respectifs d et e, aient un facteur commun de degré > 0, il faut
et il suffit qu’il existe un polynéme de degré d + e — 1 divisible par F' et G, c’est-
a~dire que l’espace des polynémes de ce degré divisible par F' (qui est engendré
par F, XF,X?F,...,X° 'F) rencontre celui des polynémes de ce degré divisible
par G (qui est engendré par G, XG, X%G, ..., X% 'G). En d’autres termes, il faut
et il suffit que ces d + e vecteurs soient liés. Puisque k est algébriquement clos,
on en déduit que pour que F et G ait une racine commune, il faut et il suffit
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que le résultant de F et G, un déterminant de taille d + e en les coefficients de F'
et GG, s’annule. Notons que ce déterminant est un polyndéme < universel > en les
coefficients de F' et G qui a encore un sens lorsque ceux-ci sont dans un anneau
commutatif ; nous I’appelerons encore le résultant de F' et G.

DEMONSTRATION DU THEOREME. Elle procede en plusieurs étapes.
Cas X = P™ et Y = P! : soient Z une sous-variété de P™ x P! et I(2)

Pensemble des polynoémes bihomogenes F(Xq, ..., X, Yy, Y1) nuls sur Z; pour un
tel polynome, on note F, le polynéme F(Xy,..., X;,,1,Y), vu comme polynome en
une variable Y & coefficients homogenes de méme degré dans k[ Xy, ..., X,,]. Pour

tous F et G dans I(Z), le résultant de F}, et de G, est un polynéme homogeéne de
k[Xp, ..., Xmm]. Ces résultants s’annulent sur p(Z) : en effet, si & € p(Z), il existe
(yo,y1) € P! tel que F(xq,...,%m, Yo, y1) soit nul pour tout F dans I(Z). Si yo n’est
pas nul, y1 /yo est un zéro commun a tous les Fj(x). Si yo est nul, cela signifie que x
est un zéro commun aux coeflicients dominants des F},, donc annule les résultants,
comme on le voit sur les déterminants qui les définissent.

Réciproquement, supposons que tous ces résultants s’annulent en x, avec par
exemple xg # 0. Si z est un zéro commun a tous les coefficients dominants des Fj,
le point (z,(0,1)) est dans Z et x est dans p(Z). Sinon, il existe un polynéme F
dans I(Z) tel que le coefficient dominant de F}, n’est pas nul en x; le polynome
F,(x) ne s’annule alors qu’en un nombre fini (peut-étre nul) de points y1,...,ynN.
Si aucun des points (x,(1,y1)),..., (z, (1,yn)) n'est dans Z, il existe G; dans I(Z)
tel que G;(z, (1,¥;)) # 0. Quitte & multiplier ces polynémes par des puissances
de Xy et de Y, on peut les supposer bihomogenes de méme bidegré. Pour chaque
(ai,...,ay) dans k™, le polynome > a;G;(z, (1,-)) a par hypothése un zéro com-
mun avec F}(z), donc s’annule en 'un des y;. En d’autres termes, 'image de I’ap-
plication linéaire (a1,...,an) — (3; a:iGi(z, (1,11)), ..., >, a:iGi(z, (1,yn))) est
contenue dans la réunion des hyperplans de coordonnées. Comme k est infini, elle
est contenue dans 1'un de ces hyperplans, ce qui signifie que tous les G; s’annulent
en le méme (z, (1,y;,)), contradiction. Un des points (x, (1,41)), ..., (x, (1,yn)) est
donc dans Z, ce qui entraine = € p(Z).

Cas X CP™ et Y =P! :si 7 est fermé dans X x P!, c’est I'intersection d’un
fermé Z' de P™ x P! avec X x P!. Le premier cas entraine que p(Z’) est fermé
dans P™, de sorte que p(Z) = p(Z’) N X Vest aussi dans X.

Pour terminer la démonstration, il suffit de traiter le cas Y = P™ (puisque si
Y est fermé dans P, tout fermé de X x Y D'est aussi dans X x P").

LEMME 2.36. Pour que Z soit fermé dans X x P™, il faut et il suffit que
Z N (X x U;) le soit dans X x Uy, pour chaque 1i.

DEMONSTRATION. Si Z N (X x U;) est fermé dans chaque X x U;, c’est le lieu

des zéros dans X x U; d'une famille de polynémes bihomogenes F; 1,...,F; n. 1
s’ensuit que Z est contenu dans le lieu des zéros des F; ;Y; dans X x P", et que ces
polynomes définissent Z dans X x P™. |

Considérons le diagramme :

XxU xP! ¢ XxP" -5 XxPn

la la b
X

X xU; c XxH 2
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Si Z est fermé dans X x P", alors e~1(Z) D'est dans X x P", donc aussi son inter-
section avec ¢~ (X x U;), qui est isomorphe & X x U; x P!, Le cas Y = P! entraine
que

¢ 2) g (X x U)) = g(==1(2)) N (X x V)
est fermé dans X x U;. Par le lemme, q(e71(Z)) est fermé; on en déduit avec une
hypothese de récurrence que p'(g(e~1(Z))) = p(Z) l'est aussi. O

Ce théoreme est notre premier résultat < sérieux >. Il est d’usage constant et
a de nombreuses conséquences.

COROLLAIRE 2.37. Soit X une variété projective ; toute application réguliére
X — P" est fermée.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que son image est fermée ; pour cela, on
applique le théoreme a son graphe et a la seconde projection X x P" — P". ([

En particulier, toute < réalisation » d’une variété projective dans un espace
projectif est toujours fermée, contrairement & ce qui se passe pour les variétés
affines.

COROLLAIRE 2.38. Toute fonction réguliére sur une variété projective connexe
est constante.

DEMONSTRATION. En effet, son image est une sous-variété de P! contenue
dans A', donc finie. Comme elle est connexe, elle est réduite & un point. O

En particulier, les seules sous-variétés projectives d’une variété affine sont ses
sous-ensembles finis.

COROLLAIRE 2.39. Soit X une sous-variété connexe de P™ non réduite a un
point. Elle rencontre toute hypersurface de P™.

DEMONSTRATION. Soit F' I’équation d’une hypersurface de P™ qui ne rencontre
pas X. On peut invoquer I’exercice 2.10.15)d), qui montre que le complémentaire de
cette hypersurface est affine, ou procéder directement : par le corollaire 2.38, pour
tout polynéme homogene G' de méme degré que F, la fonction G/F est constante
sur X ; il s’ensuit que l'image de X par le I'application injective v, définie dans
Pexemple 2.21.2) est un point, donc aussi X. [

2.10. Exercices

1) Déterminer I'idéal de la réunion de deux droites disjointes dans P3.

2)a) Soient X une sous-variété affine de A™ et f une fonction réguliere sur X. Montrer que Pouvert
Xy ={z € X | f(z) # 0} est isomorphe & une sous-variété affine de A"*1 (c’est donc une variété
affine), et que Panneau A(Xy) est isomorphe au localisé A(X)y.

b) Soient X une variété quasi-projective et « un point de X. Montrer qu’il existe un ouvert
affine de X contenant x.

3) Soient X une variété quasi-projective et  un point de X. On considere les couples (f,U), ou
U est un ouvert de X contenant z et f une fonction réguliere sur U ; on dit que de tels couples
(f,U) et (g, V) sont équivalents si f et g coincident sur UNV. On appelle les classes d’équivalence
les germes de fonctions réguliéres en x. Ils forment une k-algebre que I'on note Ox ;.

a) Montrer que Ox , est un anneau local d’idéal maximal ’ensemble mx , des germes de
fonctions régulieres nulles en x.

b) Soient X une variété affine et = un point de X. Montrer que Ox , s’identifie & anneau
local A(X)m,, ot my est I'idéal maximal de A(X) des fonctions nulles en z.
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¢) On revient au cas général. Montrer que si U est un voisinage ouvert affine de = (cf.
exerc. 2.10.2)b), Ox , est isomorphe a Oy, donc a A(U)m, -

4) Décrire ’anneau des applications régulieres sur A2—{(0,0)}; en déduire que ce n’est pas une
variété affine.

5) On suppose k algébriquement clos. Montrer directement (sans faire appel au corollaire 2.38)
que toute fonction réguliere sur P™ est constante.

6) Montrer que 'image de I’application de Segre P™ x P" — Pm+D)(n+1)—1 o5t définie par les
équations Zi,jZk,l = Zi,le,k~

7) Si X et Y sont affines, X XY est affine et A(X X Y') est isomorphe & A(X)®xk A(Y). En déduire
que le produit de deux variétés irréductibles est irréductible.

8) Soient X et Y des espaces topologiques irréductibles. Montrer que X X Y, muni de n’importe
quelle topologie induisant les topologies données sur chaque {z} x Y et X X {y}, est irréductible
(on retrouve le résultat de I’exercice précédent).

9) Soient X une variété quasi-projective et V une variété affine. On associe & toute application
réguliere u : X — V, le morphisme A(V) — A(X) qui envoie f sur f owu. Montrer que 'on définit
ainsi une bijection entre les applications régulieres de X dans V et les morphismes de k-algebres
de A(V) dans A(X).

10) Correspondance affine/projectif : fixons I’hyperplan < & I'infini > Hg d’équation xg = 0
dans P", ce qui permet d’identifier ’espace affine A™ & I'ouvert de Zariski Uy = P"™ = Hp. On va
faire le lien entre les sous-variétés affines de A" et les sous-variétés projectives de P™. Pour cela,
nous introduisons les notions suivantes :

® soit F' un élément de A. On appelle homogénéisé de F' le polynéme homogene FY défini par

FYTy, ..., Tn) = TS5 F(T1 /Ty, . .., Ty /To)

Si I est un idéal de A, on note I I'idéal de R engendré par les homogénéisés des éléments de I.
e soit F' un élément de R. On appelle déshomogénéisé de F' le polynéme Fj, défini par

Fb(Tl7~~~7Tn) :F(lvTI:”'aTn)

Si J est un idéal de R, on note J, I'idéal de A engendré par les déshomogénéisés des éléments de
J.

Montrer que la topologie de Zariski sur P™ induit la topologie de Zariski sur A™; plus
précisément, on a :

a) soit X = V/(J) une sous-variété projective de P™ ; I'intersection X NUy est une sous-variété
affine, égale & V' (J,);

b) soit V = V/(I) une sous-variété affine de A™;on a V = V(I), et V =V NUp.

11)a) Tout ensemble de d points dans P™ est intersection d’hypersurfaces de degré d (Indication :
il suffit de construire, pour chaque point p hors de cet ensemble I'; un polynéme de degré d, nul sur
T, et non nul en p). Montrer que d points alignés ne peuvent pas étre décrits comme intersection
d’hypersurfaces de degré < d.

b) Tout ensemble de d points dans P™, non tous alignés, est intersection d’hypersurfaces de
degré d — 1.

¢) Montrer que tout ensemble d’au plus 2n points en position générale (cf. 2.4) dans P™ est
intersection de quadriques.

12)Les coniques : on appelle conique toute sous-variété C' de P2 définie par une équation (ho-
mogene) de degré 2.

a) Si k est de caractéristique différente de 2, montrer que ’équation de C peut s’écrire dans
une base convenable ang + ale2 + a2X2 = 0. Que se passe-t-il en caractéristique 2 ?

b) Si agaiaz # 0, construire un isomorphisme Pl = C.

13) La cubique gauche : on considere Papplication u : P! — P3 définie par u(s, t) = (s3, s2t, st2,t3).
a) Posons I = (ToT3 —T1T2, T2 — ToTo, T3 —T1T3) ; montrer que 'image C de u est la variété
projective V (I).
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b) Montrer I'égalité I(C) = 1.

¢) Montrer que tout sous-ensemble fini de C' est en position générale.

d) Soient z1,...,z7 des points de C'; montrer que C' est I'intersection des quadriques passant
par x1,...,x7. En particulier, cet ensemble de 7 points ne peut étre défini par des quadriques : la
borne de 'exercice 2.10.11)c) est optimale.

14) La courbe rationnelle normale : on considére 'application u : P! — P™ définie par
u(s,t) = (s",s" L, st ) |

a) Montrer que I'image C de u est intersection de n quadriques.

b) Montrer que tout sous-ensemble fini de C est en position générale.

¢) Montrer que C' est l'intersection des quadriques passant par 2n + 1 points fixés de C.

Plus généralement, on appelle courbe rationnelle normale 'image de toute application v :
P! — P™ dont les composantes sont données par une base de I’espace vectoriel des polynémes
homogenes de degré n a deux variables.

d) Montrer que toute courbe rationnelle normale est I'image de C' par un automorphisme
linéaire de P™.

e) Montrer que par n + 3 points en position générale, il passe une unique courbe rationnelle
normale.

15) Les variétés de Veronese : a) L’image de I'application vo : P2 — PS5 définie dans
lexemple 2.21.2) s’appelle la surface de Veronese. Montrer qu’elle est définie par la condition
que le rang de la matrice

To T3 Ty
T35 Thv Ts
Ty, T5 1>

est 1. En particulier, c’est une variété projective (dite déterminantielle).

b) Montrer que I"image de 1'application v4 : P — P définie dans I’exemple 2.21.2) est une
sous-variété projective de P, et que vy induit un isomorphisme de P™ sur vg(P™) (cf. [P], p.
80).

¢) Pour toute sous-variété X de P™, montrer que v4(X) est une sous-variété projective de
PN (Indication : montrer que les images inverses des polynomes homogenes de degré m sont tous
les polyndémes homogenes de degré dm, et que X peut étre définie par des polyndmes homogenes
de degré dm, pour m assez grand).

d) Soit X une hypersurface de P™ d’équation F' de degré d. Montrer que v4(X) est I'inter-
section d’un hyperplan de PV avec v4(P™). En déduire que P? =X est affine, et que A(P™—=X)
est isomorphe aux éléments de degré 0 de I'anneau gradué S(X)p (localisé de S(X) en F).

16) Cones : a) Soient O un point de P™ et X une sous-variété de P™ contenue dans un hyperplan
ne contenant pas O. Montrer que le cone sur X de sommet O, c’est-a-dire la réunion des droites
Oz, pour z décrivant X, est une sous-variété projective de P™.

b) Généraliser la construction précédente & une sous-variété quelconque X de P, le sommet
O étant n’importe quel point hors de X.

¢) Généraliser la construction précédente & un cone sur X dont le sommet est n’importe quel
sous-espace projectif disjoint de X.

d) Soient X et Y des sous-variétés disjointes de P™. Montrer que la réunion J(X,Y) des
droites joignant un point de X & un point de Y est une sous-variété projective de P™.

17)Une autre démonstration du théoréme de propreté 2.34 : comme dans la démonstration
du cours, on se rameéne & montrer que la projection p : A" X P™ — A" est fermée. Soit Z une sous-
variété de A™ X P™ ; c’est le lieu des zéros communs de polynémes F; € k[X1,...,Xn,Y0,...,Ym]
homogenes en Y de degré d;, pour i =1,..., N.

a) Montrer que x ¢ p(Z) si et seulement si il existe d tel que

(%) (Yo, Ym)? C (Fi(2,Y),..., Fn(z,Y)) .

b) Soit V; l'espace vectoriel des polynoémes homogenes de k[Yp,...,Yy,] de degré d (avec
V4 = 0 pour d < 0); montrer que la propriété (x) est satisfaite si et seulement si ’application
linéaire
pa(z): Via—ay @ O Vy—ay — Va
(G1,...,GN) — > Fi(z, Y)Gi(Y)
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n’est pas surjective. En déduire que le complémentaire de p(Z) est ouvert dans A™.

18)Grassmanniennes et plongements de Pliicker : nous voulons munir ’ensemble G(r, V')
des sous-espaces vectoriels de dimension r de V' (ou, ce qui revient au méme, P’ensemble des
sous-espaces linéaires de dimension 7 — 1 de PV'), d’une structure de variété projective.

a) Construire une injection ¢ de G(r, V') dans P(A"V).

b) Soit w un élément de A"V. Montrer que [w] est dans l'image de ¢ si et seulement si
l’application linéaire

Yo: V. — ATTV
v o wAv

est de rang < dim V' — r. En déduire que I'image de ¢ est fermée.

c¢) Dans le cas r = 2, retrouver le résultat de la question précédente en montrant que I'image
de ¢ est définie par I’équation w A w = 0, donc par des quadriques. En particulier, G(2, A%)
s’identifie & une quadrique de P de rang 6.

d) Soit L un sous-espace vectoriel de V. Pour tout entier [, montrer que

(L) ={[A] € G(r,V) | dim(ANL) > 1}

est une sous-variété de G(r, V') (Indication : montrer que c’est l'intersection de ¢(G(r,V')) avec un
sous-espace linéaire de P(A"V')). C’est un exemple de cycle de Schubert.

e) En particulier, si V' est de dimension n et L de dimension n—r, montrer que le cycle de Schu-
bert 31 (L) est intersection de ¢«(G(r, V')) avec un hyperplan de P(A"V'), que son complémentaire
est isomorphe & A”("=7) et que G(r, V) est irréductible (Indication : utiliser Pexercice 1.6.4)).

f) Montrer que la variété d’incidence

{([A],[z]) € G(r,V) x PV |z €A}
est fermée.

¢) En déduire que, pour toute sous-variété Z de G(r,PV), la réunion U[A]eZ A est fermée
dans PV.



CHAPITRE 3

Dimension

Comment définir la dimension d’une variété algébrique ? L’approche de la géo-
métrie différentielle, basée sur des < cartes >, ne convient pas ici : en général, une
variété algébrique ne contient pas d’ouvert non vide isomorphe a un ouvert d’un
espace affine.

3.1. Définition de la dimension

L’idée de cette définition, qui paraitra a premiere vue tres abstraite, est qu’intui-
tivement, la dimension maximale d’une sous-variété fermée d’ une variété irréductible
X distincte de X devrait étre la dimension de X moins 1.

DEFINITION 3.1. Soit X wun espace topologique; la dimension de X est le
mazimum des entiers n pour lesquels il existe des parties irréductibles fermées
Xoy..., Xy de X vérifiant Xo & --- G X,.

La dimension de X est donc un entier positif, ou 400, ou —oo si X est vide.

PROPOSITION 3.2. Soient X un espace topologique et Y un sous-ensemble de

a) On a dimY < dim X.

b) Si X est irréductible et de dimension finie, et si Y est un fermé distinct de
X, on adimY < dimX.

c) Si X est réunion de fermés Xy,..., Xy, on a dim X = maxdim X;.

DEMONSTRATION. Si Yy G -+ & Y, est une chaine de parties irréductibles
fermées de Y, les adhérences Y; dans X sont encore distinctes puisque, les Y; étant
fermés dans Y, on a Y; = Y NY;. Ceci prouve a). Pour b), il suffit de rajouter X &
une chaine maximale de fermés de Y. Montrons ¢) ; posons n = maxdim X;. Le a)
montre n < dim X ; si n = +00, c’est fini. Sinon, supposons que ’on ait une chaine
Fo & -+ G Foy1 de fermés irréductibles de X. Le fermé irréductible F,,;; est de
dimension > n + 1; c’est la réunion des fermés X; N F, 11, donc il est égal a I'un
d’eux, et est contenu dans un X;. Cela contredit a). (]

PROPOSITION 3.3. Pour qu’une variété soit de dimension 0, il faut et il suffit
qu’elle consiste en un nombre fini non nul de points.

DEMONSTRATION. Soit V une variété de dimension 0; tout fermé irréductible
contenant un point est réduit a ce point, donc les composantes irréductibles de V'
sont des points. 0

3.2. Dimension des variétés algébriques

La proposition 3.2.c) montre que la dimension d’une variété algébrique est le
maximum des dimensions de ses composantes irréductibles. On dit qu'une variété

27
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est de dimension pure n, ou équidimensionnelle de dimension n, si chaque compo-
sante irréductible est de dimension n.

Si x est un point de X, on appelle dimension de X en z, et on note dim, X, le
maximum des dimensions des composantes irréductibles de X passant par x.

Vue la correspondance entre sous-variétés irréductibles d’une variété affine V'
et idéaux premiers de A(V') (th. 1.14), nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 3.4. La dimension d’une variété affine V est la dimension de
Krull de Uanneau A(V).

Rappelons un résultat fondamental d’algebre commutative.

THEOREME 3.5. Soit A une k-algébre intégre de type fini. La dimension de
Krull de 'anneau A est le degré de transcendance de son corps des fractions sur k.

On en déduit que la dimension d’une variété affine V est finie, et vaut, si elle
est irréductible, deg.tr.,. K (V). En particulier, la dimension de A™ est n.

PROPOSITION 3.6. Toute variété est de dimension finie et tout ouvert dense
est de méme dimension.

DEMONSTRATION. Le premier point résulte du théoréme 3.5 et de la proposi-
tion 3.2.c). Soient X une variété, Xy,..., Xy les composantes irréductibles de X,
et U un ouvert dense dans X. Le complémentaire de |J i 2; Xj est ouvert non vide
dans X, donc rencontre U. Comme il est contenu dans X, il s’ensuit que U N X
est un dense dans Xj;.

On est donc ramené, par la proposition 3.2.c), au cas ou X est irréductible. Sup-
posons d’abord X affine. Pour tout ouvert dense U, il existe une fonction réguliere
f sur X nulle sur X -U, de sorte que

UDX;={zeX| f(z)#0}.

On a montré (exerc. 2.10.2)) que X est affine d’algebre A(X)s. En particulier,
K(X)=K(Xy), et X et Xy ont méme dimension (th. 3.5). Comme

dim X; <dimU < dim X

(prop. 3.2.a)), U et X ont méme dimension.
Passons au cas général ; si U et V sont des ouverts affines non vides de X, ils
sont irréductibles et leur intersection est dense dans U et V', de sorte que

dim(UNV)=dimU =dimV .

Tous les ouverts affines non vides de X ont donc la méme dimension finie r. Soit
Fy & -+ & F, une chaine de fermés irréductibles de X. Soient z € Fy et U un
ouvert affine contenant x. Les fermés UNF; de U sont irréductibles (exerc. 1.6.3)a)),
distincts car d’adhérence F;. On a donc n < dimU =r < dim X, d’ott dim X < r.
On conclut en remarquant que tout ouvert non vide contient un ouvert affine. O

La proposition nous permet de définir la codimension d’une sous-variété Y
d’une variété X comme lentier codimyx Y = dim X — dimY (cette définition n’est
en fait correcte que lorsque X est équidimensionnelle).

EXEMPLES 3.7. 1) On en déduit par exemple que la dimension de P™ est n. La

variété P™ construite dans le chapitre précédent est aussi de dimension n, puisqu’elle
contient un ouvert dense isomorphe a un ouvert dense de P". Plus généralement, des
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variétés birationnellement isomorphes (cf. 2.28)) ont méme dimension. S’il existe
une application rationnelle dominante X --+ Y, on a dimY < dim X par 2.26.

2) Le produit P™ x P" contient un ouvert dense isomorphe & A™ x A", donc
a A™T" . il est de dimension m + n.

3) La grassmannienne G(r, A™) est de dimension r(n — ) (cf. exerc. 2.10.18)).

Soit X une variété irréductible. On a défini dans la proposition 2.25 le corps
K(X); pour tout ouvert affine U dense dans X, il est isomorphe & K(U). Le
théoreme 3.5 et la proposition 3.6 entrainent

dim X = deg.tr, K(X) .

3.3. Dimension et nombre d’équations
Le résultat principal de cette section est le suivant.

THEOREME 3.8. Soient X une sous-variété quasi-projective de PN et Fy, ..., F,
des polynomes homogénes en N + 1 variables.
a) Si X est de dimension pure n, chaque composante de X NV (Fy,..., F,.) est
de dimension >n —r.
b) Si X est projective de dimensionn et r < n, Uintersection XNV (Fy,..., F})
n’est pas vide.

Dans a), XNV (Fy, ..., F,.) peut trés bien étre vide. D’autre part, a) a la version

affine suivante : si X est une variété affine de dimension pure n, et fi,..., f, des
fonctions régulieres sur X, chaque composante de XNV (f1,..., f,) est de dimension
>n-—r.

Ce théoreme est en fait la version géométrique du Hauptidealsatz de Krull, que
nous ne démontrerons pas ici.

THEOREME 3.9. Soient A une k-algébre intégre de type fini, f un élément non
nul de A et p un idéal premier minimal contenant f. On a

deg.tr K(A/p) = deg.tr., K(A)—1.

Il existe toujours un tel idéal p car toute suite décroissante d’idéaux premiers de
A est stationnaire (cela car A est de dimension de Krull finie par le théoréme 3.5).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.8. Procédons par récurrence sur r. Soit Z
une composante irréductible de X NV (Fy, ..., F,); elle est contenue dans une com-
posante irréductible X’ de X NV (FY,..., F._1), qui est de dimension > n —r + 1
par hypothese de récurrence. Si F,. s’annule identiquement sur X', la variété Z est
aussi de dimension > n —r + 1.

Supposons que F, ne s’annule pas identiquement sur X’. Soit x un point de
Z, et soit U un voisinage ouvert affine de x dans X', contenu dans un ouvert
standard; on a dimZ = dim(Z NU) et dim X’ = dimU. Soit f, la fonction ré-
guliere induite par F;. sur U ; elle n’est pas identiquement nulle, et Z N U est une
composante irréductible de V(f,); elle est donc de la forme V(p), ol p est un
idéal premier minimal de A(U) contenant f,. (cf. 1.15); le Hauptidealsatz donne
dim(ZNU) =dimU — 1 > n — r. Ceci montre a).

Pour b), il suffit de traiter le cas r = 1, pour lequel on peut invoquer le corol-
laire 2.39 et la proposition 3.3. (]
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En particulier, la codimension d’une hypersurface est 1. Il est important de re-
marquer que la < réciproque > du théoreme est fausse : il est inexact que toute sous-
variété irréductible de codimension r dans P™ puisse étre définie par r équations.

COROLLAIRE 3.10. Les hypersurfaces de A™ ou de P™ sont les sous-varié€tés de
codimension pure 1.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer qu’une sous-variété irréductible X de
P™ de codimension 1 est définie par une équation. Soit F' un élément non nul de
I(X). Puisque R est factoriel, on peut décomposer F en produits de polynomes
irréductibles F' = F} - - - Fy, et chaque F; est homogene. Puisque I(X) est premier,
un des F; est dans I(X). Mais V(F;) est alors un fermé irréductible contenant X,
distinct de P™, donc de dimension < n. La proposition 3.2 entraine X = V(F;).

Inversement, le théoréme 3.8.a) entraine que toute composante d’une hypersur-
face est de dimension > n — 1. Il y a égalité par 3.2.a). O

3.4. Applications génériquement finies

Soit X une variété; on dit qu'un point général (ou générique) de X a une
propriété &2 si 'ensemble des points qui vérifient &2 contient un ouvert dense dans
X. Si un point général de X a la propriété £, et qu’'un point général de X a la
propriété 2, un point général de X a les propriétés & et 2 (l'intersection de deux
ouverts denses est dense).

Par exemple, si u : X — Y est une application réguliere, on dit que la fibre
générale de u a une propriété & s’il existe un ouvert U dense dans Y tel que, pour
tout y dans U, la fibre u=!(y) ait la propriété 2.

3.11.  Supposons X et Y irréductibles et u dominante. Rappelons tout d’abord
que v induit une extension de corps v* : K(Y) — K(X) (¢f. 2.26). Ensuite, si V est
un ouvert affine non vide de Y, il rencontre u(X), donc v~ (V) contient un ouvert
affine non vide U de X. L’application induite v’ : U — V est dominante.

THEOREME 3.12. Soient X et Y des variétés irréductibles et u: X — Y une
application réquliere dominante. Pour que la fibre générale de u soit finie, il faut et
il suffit que u* fasse de K(X) une extension finie de K(Y). Dans ce cas, X et Y
ont méme dimension, et le nombre de points d’une fibre générale de u est inférieur
au degré [K(X) : K(Y)] de cette extension, avec égalité si k est de caractéristique
nulle.

Lorsque u satisfait aux conditions du théoréme, on dit que u est génériqguement
finie; son degré est le nombre de points d’une fibre générale. La démonstration
montre plus généralement que le nombre de points d’une fibre générale de u est
égal au degré de l'extension [K(X) : K(Y)] si celle-ci est séparable (c’est-a-dire si
le polynéme dérivé du polynéme minimal de tout élément de K (X) n’est pas nul).

DEMONSTRATION DU THEOREME. Supposons tout d’abord X et Y affines. Iden-
tifiant X au graphe de u, on se ramene au cas ou u est la restriction d’une projection
m: A" — A" ! donnée par

(Y on) =y .
La k-algebre A(X) est alors engendrée par A(Y) et x,,, donc extension K(X) de
K(Y) est engendrée par x,.
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Supposons z,, algébrique sur K(Y), de polynéme minimal G(T") € K(Y)[T],
que 'on peut écrire, en chassant les dénominateurs

G(T) = ag(y)T*+ -+ ao(y)

ou les a; sont dans A(Y'), avec ag # 0. On a alors d = [K(X) : K(Y)] et G(z,) =0
dans A(X). Autrement dit, étant donné un point y de Y, les points (y,z,) dans
X (c’est-a-dire les points de la fibre m=1(y)) sont caractérisés par la condition
G(zy) =0.

Si aq(y) # 0, la fibre a donc au plus d points. Lorsque la caractéristique de k
est nulle (ou lorsque lextension K(Y) C K(X) est séparable), le polynoéme dérivé
G’ n’est pas nul, donc est premier avec G dans K (Y)[T] : il existe des éléments a,
b et ¢ de A(Y), avec ¢ # 0, tels que aG + bG’ = ¢; la fibre d’un point y tel que
c(y) # 0 a exactement d points.

Supposons x,, transcendant sur K (Y') ; si on écrit un élément F' de I(X) comme

F(y,zy) = be(y)xy, + - +bo(y) ,

tous les b; doivent s’annuler sur Y, donc X contient toute la fibre de m au-dessus
de chaque point de Y.

Pour traiter le cas général, on utilise la construction et les notations de 3.11.
Si la fibre générale de u est finie, il en est de méme pour celle de u'; comme
K(X) ~ K(U) et K(Y) ~ K(V), on conclut par le cas déja traité que K(X)
est une extension finie de K(Y"). Inversement, si K(X) est une extension finie de
K(Y), les variétés affines U et V' ont méme dimension par le cas déja traité et, par
Pexemple 3.7.1) et la proposition 3.2.b), on a

dimu(X -U) < dim(X -U) < dim X = dimU = dimV = dimY,

de sorte que u(X -U) est distinct de Y. Les fibres générales de u et de v’ sont ainsi
les mémes, donc ont le méme nombre d’éléments, qui est [K(X) : K(Y)] par le cas
déja traité. (]

EXEMPLES 3.13. 1) Projetons la conique C' d’équation XY = Z2 sur P! par
Papplication réguliere (x,y, z) — (z,y). Si k est de caractéristique différente de 2,
chaque fibre a deux points, sauf celles de (0,1) et de (1,0) (en caractéristique 2,
toutes les fibres ont un seul point). L’extension de corps correspondante est K (X) C
K(Z), ot X est envoyé sur Z2; elle est de degré 2 (inséparable en caractéristique
2).

2) En caractéristique 0, le théoréme entraine qu’'une application réguliére entre
variétés irréductibles dont la fibre générale a un seul point est un morphisme bira-
tionnel (c’est faux en caractéristique > 01).

COROLLAIRE 3.14. Pour toute variété irréductible X de dimension n, il existe
une application réguliere dominante X — P" a fibres finies.

DEMONSTRATION. On peut supposer X C P projective; on procede par
récurrence sur la codimension ¢ = N —n de X. Si ¢ = 0, c’est fini; si ¢ > 0,
on choisit un point x hors de X, et on projette depuis x sur un hyperplan H dis-
joint de x. Les fibres de la restriction p : X — H sont finies, le théoréme entraine
dim p(X) = dim(X), donc codimpy p(X) =c — 1. |

COROLLAIRE 3.15. Soient X etY des variétés. On a
dim(X xY)=dimX +dimY .
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DEMONSTRATION. Supposons X et Y irréductibles. Par le corollaire précédent,
il existe des applications régulieres X — P™ et Y — P” a fibres finies. Les fibres
de D'application réguliere induite X x Y — P x P™ sont finies, de sorte que
dim(X xY) = dim(P™ x P") = m 4+ n (th. 3.12 et ex. 3.7.2)).

Dans le cas général, on note X; les composantes irréductibles de X, et Y} celles
de Y. Le produit X x Y est réunion des fermés X; x Y;, donc sa dimension est le
maximum des dim X; + dim Y}, c’est-a-dire dim X 4 dim Y. ([

EXEMPLE 3.16. Soit 7 : A"T1—{0} — P" la projection canonique. Si X est
une variété contenue dans P", on pose C°X = 771(X); c’est une variété quasi-
projective dans A"T! irréductible si X l’est, de dimension dim X + 1 (si U est
un ouvert standard, C°X N7~1(U) est isomorphe & (X NU) x k*). On note CX
I'adhérence de COX ; c’est une sous-variété de A™, qui est la réunion de C°X et de
I'origine si X est fermée non vide.

THEOREME 3.17. Soient X etY des variétés contenues dans P™.

a) Si X etY sont irréductibles, chaque composante de X NY est de dimension
>dimX +dimY —n.

b) Si X et'Y sont fermées et que dim X + dimY > n, lintersection X NY
n’est pas vide.

DEMONSTRATION. On passe aux cones : C°(X NY) est égal & C°X N CYY,
qui est isomorphe & I'intersection dans A%"*+2 de C°X x C°Y avec la diagonale A.
Celle-ci étant définie par ’annulation de n + 1 formes linéaires, chaque composante
de (C'X x C°Y) N A est de dimension > dim C°X + dim C°Y —n — 1 (th. 3.8).
Cela montre a).

Pour b), on peut supposer X et Y irréductibles. Le méme raisonnement montre
que chaque composante de CX NCY est de dimension > dim X +dimY —n+1 > 1.
Comme CX N CY contient Porigine, il contient aussi d’autres points (prop. 3.3),
qui sont alors dans C°X N C% = C%°(X NY). Cela démontre b). O

On trouvera une autre démonstration de ce théoreme dans 'exercice 3.9.3).

3.5. Applications réguliéres et dimension

On se propose dans cette section de comparer la dimension des fibres d’une
application réguliere surjective (ou simplement dominante) X — Y avec celles de
X et de Y. Pour Déclatement e : P™ — P™ (cf. § 2.8), toutes les fibres sont des
points sauf une qui est un espace projectif de dimension n — 1. Sur cet exemple, les
fibres générales sont de dimension constante dim X — dim Y, mais la dimension de
certaines fibres peut augmenter. C’est exactement ce qui se passe en général.

Siwu: X — Y est une application réguliere et z un point de X, on notera X,
la fibre de u contenant x, c’est-a-dire u =1 (u(x)).

THEOREME 3.18. Soient X une variété et u : X — P™ une application réqu-
liere. L’application 6 qui & un point x de X associe dim,(X,) est semi-continue
supérieurement, c’est-a-dire que pour tout entier r, I’ensemble

X(r)={z € X | dimy(X,) > r}
est fermé. Si X est irréductible, on a

dim X = dim«(X) 4+ min d(x) .

reX
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DEMONSTRATION. Soient X7i,..., Xy les composantes irréductibles de X et u;
la restriction de u & X; ; on pose &;(z) = dim u; ' (u;(x)). On a alors X, = [J;(X;)z,
de sorte que §(z) = max; J;(x). On se ramene donc au cas ot X est irréductible.
Soit Y I'adhérence de u(X), de sorte que I’application réguliere u : X — Y est
dominante.

LEMME 3.19. Soient Y une variété affine de dimension pure e et y un point de
Y. Il existe des fonctions réguliéres fi,..., fo nulles en y telles que V(f1,..., fe)
soit fini.

DEMONSTRATION. Supposons Y C AN € PV, et procédons par récurrence sur
e.Sie=0,iln’y arien & démontrer. Si e > 0, I'intersection des hyperplans passant
par y étant {y}, il en existe un, H, qui ne contient aucune composante irréductible
de Y. Le théoreme 3.8 entraine que H NY est de dimension pure e — 1. On lui
applique 'hypothese de récurrence. O

Soit e la dimension de Y. Soient y un point de Y, soit V' un voisinage affine
de y dans Y et fi,..., fo des fonctions régulieres sur V telles que y soit isolé dans
V(f1,..., f.). Toute composante irréductible de u~!(y) est une composante irré-
ductible de V(u* f1,...,u* f.), donc est de dimension > dim X — e (th. 3.8). Cela
montre d(z) > dim X — dimY pour tout  dans X.

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un ouvert dense de X sur lequel
on a égalité. Si u’ est la restriction de u & un ouvert dense de X, les fonctions ¢’ et
0 correspondantes coincident sur cet ouvert. On peut donc supposer par 3.11 que
X et Y sont affines.

On peut aussi supposer comme dans la démonstration du théoreme 3.12 que u
est la restriction & une sous-variété (fermée) X de la projection 7 : A"T™ — A",
elle se factorise en

wiX =Xm 25 Xy 25 I X IS X =Y C A,
ot X; C A" est I'adhérence (irréductible) de I'image de X par la projection
i AnTm _, An+i_

Pour chaque application 7; : X;1+1 — X, la situation a déja été analysée dans
la démonstration du théoreme 3.12 : soit 2,441 est transcendant sur K (X;), et 'on
a X1 = X; x Al et dim X; 1 = dim X; + 1, soit x,, ;41 est algébrique sur K(X;),
il existe un ouvert U; dense dans X; au-dessus duquel les fibres de m; sont finies,
et dim X;11 = dim X;. Soit J I'ensemble des indices i pour lesquels la premiere
alternative est vérifiée ; son cardinal est dim X — dimY’.

Soient  un point de l'ouvert U = ﬂ;iglpi_ (U;) N X de X, et X’ une com-
posante irréductible de la fibre X, passant par xz. On factorise 'application u|x: :
X" — {u(x)} de la méme fagon que 'on a factorisé u, et on prend des nota-
tions analogues ; par construction, les fibres de 7} sont contenues dans celles de 7,
donc sont finies si i ¢ J, de sorte que J' C J et dim X’ = CardJ' < CardJ =
dim X —dimY. On a donc §(z) < dim X — dimY".

Comme on a montré I'inégalité opposée, on en déduit que  atteint son minimum
0o = dim X — dimY sur 'ouvert dense U de X.

Il reste & montrer que X (r) est fermé. Procédons par récurrence sur dim X. Si
r < dp, on a X(r) = X ; d’autre part, on vient de montrer qu'il existe un fermé F
distinct de X qui contient tous les X (r) pour r > dy. On a clairement F(r) C X (r);
inversement, si 7 > dg et © € X(r), il existe une composante X’ de X, passant par



34 3. DIMENSION

x, de dimension > r > §y. On a alors X’ C F, et méme X' C F(r), de sorte
que x € F(r). On a donc X (r) = F(r) pour r > Jp, et 'hypothese de récurrence
entraine que X (r) est fermé dans F', donc dans X. O

Donnons un exemple d’application du théoréme : soient X une variété irréduc-
tible et u : X — P™ une application réguliere ; s’il existe un point = de X isolé dans
sa fibre, alors u est génériquement finie sur son image, et ’adhérence de I'image de
u est de méme dimension que X (en effet, on a §(x) = 0).

Le corollaire suivant, a part les informations qu’il donne sur la dimension des
fibres, montre que l’image d’une application réguliere dominante contient un ouvert
dense.

COROLLAIRE 3.20. Soient X une variété irréductible et u : X — P™ une ap-
plication réguliére ; posons Y = u(X).
a) Soit y un point de P™ ; toute composante irréductible de u='(y) est de di-
mension > dim X —dimY.
b) 1l existe un ouvert non vide U de Y tel que u='(y) soit de dimension pure
dim X —dimY pour tout y dans U.

DEMONSTRATION. Si X’ est une composante de u~*(y) et  un point de X’ qui
n’est sur aucune autre composante de u~(y), on a dim X’ = §(x) > §p = dim X —
dim Y, par le théoréme, ce qui montre a). Pour b), il s’agit de montrer que pour toute
composante irréductible F' de X (o + 1), la variété u(F') est distincte de Y. Si z est
dans F, mais dans aucune autre composante irréductible de X (dp+ 1), il existe une
composante X’ de X, de dimension > dy. On a alors X’ C X (dp+1), donc X' C F,
ce qui montre que le minimum de la fonction § associée a ’application réguliere
ulp 1 F— u(F) est > Jp+ 1. On en déduit dimu(F) < dimF —Jp—1 < dimY —2
par le théoreme. O

EXEMPLE 3.21. Soient G un groupe algébrique (c’est-a-dire que G est une
variété algébrique munie d’une structure de groupe telle que la multiplication G x
G — G et l'inverse G — G soient des applications régulieres) irréductible et X
un espace homogene algébrique, c’est-a-dire une variété algébrique munie d’une
opération transitive G x X — X qui est une application réguliere. Les stabilisateurs
des points de X sont tous conjugués, donc ont méme dimension; appliquant le
corollaire a 'application réguliére surjective G — X qui applique g sur g-xg, on en
déduit dim X = dim G — dim G,.

3.6. Cas des applications fermées

Le résultat suivant est la traduction directe du théoreme 3.18 dans le cas
d’une application fermée; c’est sous cette forme que ce théoreme est le plus sou-
vent utilisé. Attention : I’hypothese u fermée est essentielle. Perrin donne dans
[P], p. 97, un exemple d’application réguliere u : A3 — A3 surjective, telle que
{y € A3 | dimu~!(y) > 1} ne soit pas fermé. Curieusement, cet énoncé donne lieu
a beaucoup d’erreurs dans la littérature ([S], Corollary p. 61; [H], page 139, 1. 22).

On rappelle (cor. 2.37) que toute application réguliere définie sur une variété
projective est fermée.
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PRrROPOSITION 3.22. Soit u : X — Y une application réquliére fermée. L’ap-
plication qui a un point y de Y associe la dimension de la fibre u=1(y) est semi-
continue supérieurement, c’est-a-dire que pour tout entier r, l’ensemble

Y(r)={yeY |dimu'(y) > 7}
est fermé.

DEMONSTRATION. On a Y (r) = u(X(r)). O

La proposition suivante est utile pour montrer que ’espace source d’une appli-
cation réguliere est irréductible (on rappelle que I'image d’un espace irréductible
par une application continue est irréductible; cf. exerc. 1.6.3)b)).

PROPOSITION 3.23. Soitu : X — Y une application réguliére surjective fermée.
On suppose que Y est irréductible et que toutes les fibres de u sont irréductibles de
méme dimension r. Alors X est irréductible de dimension dimY + r.

DEMONSTRATION. Soient X1,..., Xy les composantes irréductibles de X ; pour
y dans Y, notons d;(y) la dimension de la fibre de 'application u; = u|x, : X; — Y.
On a par hypotheése max; d;(y) = r pour tout y dans Y, de sorte que Y est la réunion
des {y € Y | di(y) > r}. Ceux-ci sont fermés par la proposition 3.22; Y étant irré-
ductible, il existe ¢ tel que d;(y) = r pour tout y. La fibre u;l(y), contenue dans
le fermé irréductible u~!(y), est alors de méme dimension, donc lui est égale, et
X =Uev ul(y) = Uyey u; ' (y) = X; est irréductible. O

3.7. Applications

Les groupes algébriques ont été définis dans I’exemple 3.21 ; une variété abélienne
est un groupe algébrique irréductible qui est une variété projective. Commencons
par un lemme.

LEMME 3.24. Soient X une variété projective irréductible, Y une variété irré-
ductible, yo un point de Y et u : X XY — Z une application réguliere telle que
w(X X {yo}) ait un seul point. Alors u(X x {y}) a un seul point pour tout point y
deY.

DEMONSTRATION. Soient I' le graphe de uet ¢ : X xY x Z — Y x Z la
projection. Comme X est projective, le théoréme 2.34 entraine que ¢(I') est fermé
dans Y x Z; il est aussi irréductible par hypothese. La projection ¢(T') — Y est
surjective, et la fibre de yo est un point, de sorte que ¢(I') a méme dimension que
Y (cor. 3.20). Soit zg un point de X ; la variété {(y,u(zo,y)) | y € Y} est fermée
dans ¢(T") et de méme dimension : elles sont égales et, pour tout = dans X et tout
y dans Y, on a u(z,y) = u(zg, y). O

La conclusion du lemme est fausse si 'on ne suppose pas X projective, comme
le montre 'exemple de I'application u : Al x Al — Al définie par u(z,y) = zy.

THEOREME 3.25. Une variété abélienne est un groupe commutatif.

DEMONSTRATION. Soit G' une variété abélienne. L’application réguliere u :
G x G — G définie par u(g,g') = g~ 'g’g contracte G x {e} en un point. Le lemme
entraine que pour tous g,¢’ dans G, on a u(g,g’) = u(e,g’) = ¢, de sorte que G
est commutatif. O
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Il existe bien entendu des groupes algébriques non commutatifs (comme le
groupe GL(n, k)).

PROPOSITION 3.26. Soient G une variété abélienne et H un groupe algébrique.
Une application réguliere u : G — H qui vérifie u(e) = e est un morphisme de
groupes.

DEMONSTRATION. Définissons une application réguliere v’ : G x G — H par
' (g,9") = u(g)u(g)u(gg’)~t. On av/(Gx{e}) = {e}, et le lemme entraine que pour
tous g,¢’ dans G, on a v/(g,g") = u'(e,g’) = e, ce qui montre la proposition. O

Une derniere application concerne la structure des applications régulieres géné-
rales. On a vu que I'image d’une application réguliere n’est en général pas fermée, ni
méme localement fermée. Il existe cependant une classe d’ensemble qui est stable par
les applications régulieres. On dit qu'un sous-ensemble d’une variété est construc-
tible si c’est une réunion finie de sous-ensembles localement fermés. Par exemple,
la réunion dans A2 du complémentaire de ’axe des y et de 'origine, que ’on avait
obtenue dans le § 2.9 comme image d’une application réguliere, est constructible.

THEOREME 3.27 (Chevalley). L’%image d’un ensemble constructible par une ap-
plication réguliere est constructible.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que 'image d’une application réguliere
u : X — Y est constructible. Procédons par récurrence sur la dimension de Y. Si
dimY = 0, c’est clair. On peut supposer X irréductible et u dominante. D’apres le
corollaire 3.20, u(X) contient un ouvert dense U. Posons F = Y -U ; ’hypothese
de récurrence entraine que u(X) = U Uu(u~'(F)) est constructible. O

3.8. Applications finies

Nous nous intéressons maintenant aux applications régulieres dont les fibres
sont finies. Sous I’hypothese que la variété de départ est projective, nous allons voir
qu’elles ont une propriété algébrique.

THEOREME 3.28. Soient X et Y des variétés et u : X — Y une application
réguliere. On suppose que X est projective et que toutes les fibres de u sont finies.
Tout point de Y a un voisinage affine V tel que U = u=1 (V) est encore affine et
que le morphisme u* : A(V) — A(U) fasse de A(U) un (A(V))-module de type fini.

Une application qui vérifie ces propriétés est dite finie. On remarquera que dans
la démonstration, la projectivité de X n’est utilisée que pour factoriser u en

XPVxy 2y

ou X est une sous-variété fermée de PV x Y. La conclusion reste donc valable
sous cette hypothese plus faible. Ce qui compte, ce n’est pas vraiment que X soit
projective, mais que les fibres de u le soient. Sans cette hypothese, la conclusion ne
subsiste pas : les fibres de I'application réguliere u : A'={0} — A sont bien finies,
mais u* : k[T] — k[T, T~'] ne fait pas de k[T, T~!] un k[T]-module de type fini!

DEMONSTRATION. On se donne un espace projectif PV dans lequel X est une
sous-variété. On écrit u comme la composée de ’application graphe X — X x Y,
de l'inclusion X x Y — PY x Y et de la seconde projection 7 : PV xY — Y. On
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peut donc supposer que X est une sous-variété de PY x Y et que u est la restriction
a X de la seconde projection.

Soit o un point de Y. Comme u~!(yo) est un sous-ensemble fini de PV x {y}, il
existe un hyperplan H de P qui ne le rencontre pas, c’est-a-dire que (H x {yo})NX
est vide. En d’autres termes, po((H X Y) N X) ne contient pas yg. C’est un sous-
ensemble fermé de Y (th. 2.34). Si on remplace Y par un voisinage affine de yy dans
son complémentaire, (H x Y) N X est maintenant vide, de sorte que X est contenu
dans

(PV-H)xY =ANxY,
avec Y affine. Il en résulte que X, comme sous-ensemble fermé d’une variété affine,
est affine.

On est ramené, en procédant par récurrence sur N, au cas

XCA'xY Y.

Ona A(A'xY) = A(Y)[T] et X est défini dans cette algebre par un idéal I. La fibre
de yo étant finie, il existe F' € I tel que F(yo,T) # 0. Ecrivons F(y,T) = > i~ a;T",
avec a; € A(Y) et an(yo) # 0. Au-dessus de l'ouvert affine a,, # 0 de Y, algebre
A(X) est un quotient de A(Y')[T]/(F), ot F est un polynéme unitaire & coefficients
dans A(Y'), donc est un A(Y)-module de type fini. O

3.9. Exercices

1) Soient X une variété affine irréductible et Y une sous-variété irréductible de codimension

a) Montrer qu’il existe f1,..., fr dans A(X) tels que Y soit une composante irréductible de
V(f1,.. o)

b) En déduire que la dimension de Krull de 'anneau local A(X)j(y) est r. En général, si
Y est une sous-variété irréductible d’une variété irréductible X, la codimension de Y dans X est
égale a la longueur maximale des chaines de fermés irréductibles de X commencant par Y.

2) On dit qu’une variété irréductible X est normale en un point x si 'anneau local Ox . (cf.
exerc. 2.10.3)) est intégralement clos dans son corps de fractions K(X).

a) Montrer que la courbe affine plane d’équation y? = 23 n’est pas normale.

b) Soit X une variété affine irréductible ; montrer que X est normale si et seulement si A(X)
est intégralement clos dans son corps de fractions (Indication : on remarquera que tout localisé
d’un anneau intégralement clos est intégralement clos, et qu'un anneau intégre est ’intersection
dans son corps de fractions des localisés en ses idéaux maximaux).

3) Soient X et Y des variétés disjointes dans P™. Montrer que la dimension de J(X,Y) (défini
dans lexercice 2.10.16)d)) est dim X +dim Y 41 ; en déduire une autre démonstration du théoréme
3.17.

4) Montrer que I'image d’une application réguliere non constante P™ — P est de dimension n.

5) Soit .# V’espace projectif de dimension mn—1 des matrices m Xn et soit ., le sous-ensemble de
A formé des matrices de rang < 7. Montrer que ., est une sous-variété irréductible de dimension
r(m+n —r) — 1 (Indication : on pourra introduire la variété d’incidence
I={(M,AN) e # xGn—r,P")|ACKerM}.)
6) Soit P l’espace projectif de dimension ("Jdrd)
dans P".
a) Montrer que la variété d’incidence
{(X,A) eP xG(r,P")|AC X}

est irréductible et déterminer sa dimension (on pourra admettre que c’est une sous-variété de
P X G(r,P™), ou essayer de le démontrer).

— 1 qui parametre les hypersurfaces de degré d
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b) En déduire que si (dtr) > (r+1)(n—r), une hypersurface générale de degré d dans P™ ne
contient pas de sous-espace linéaire de dimension r. En particulier, une surface générale de degré
> 4 dans P3 ne contient pas de droite.

¢) Montrer que la cubique d’équation T3 = T1T>T3 dans P* ne contient que 3 droites. En

déduire qu’une surface cubique générale dans P3 ne contient qu’un nombre fini de droites.

7) Soit X une sous-variété irréductible de P" distincte de P™.
a) Montrer que
{IL] € GA,P") | LN X # 2}
est une sous-variété irréductible de la grassmannienne G(1,P"™) de dimension dim X +n — 1.
b) Soit A la diagonale de X x X. Montrer que I’application

(X x X)=A — G(1,P")

qui & deux points distincts de X associe la droite qui les joint est réguliere, et que I’adhérence de
son image est irréductible de dimension 2dim X, sauf si X est un sous-espace linéaire de P".

¢) En déduire que si dim X < n — 2, une droite générale qui rencontre X ne coupe X qu’en
un seul point, puis, en caractéristique 0, qu’il existe un morphisme birationnel de X sur une
hypersurface de Pdim X+1,

8) On veut étendre le résultat de I’exercice précédent en caractéristique quelconque, et montrer
que pour toute sous-variété irréductible X de A™, il existe une projection linéaire de A™ sur un
sous-espace linéaire L qui induise un morphisme birationnel de X sur une hypersurface de L.

a) Si d est la dimension de X, il existe, parmi les n fonctions coordonnées, d d’entre elles
qui sont algébriquement indépendantes dans K (X). Supposons que ce soit z1,...,2zq. Soit F le
polynéme minimal de z441 sur le sous-corps de K(X) engendré par z1,...,z4. Montrer que 'une
des d 4+ 1 dérivées partielles de F' n’est pas nulle.

b) Si % # 0, montrer que 1,...,%;—1,Ti41,.-.,Tq4+1 sont algébriquement indépendants
sur k. On peut donc supposer
k(z1,...,24) de K(X).

c¢) Utiliser le théoréme de 1’élément primitif pour montrer qu’il existe une forme linéaire I
dans K(X) tel que k(z1,..., 24, Zd+1,Tdr2) = k(z1,...,24,10).

d) Montrer qu'’il existe des formes linéaires l1, . ..,lq4+1 telles que Iy, ..., [ soient linéairement
indépendantes sur k, et que

ﬁil # 0; montrer que xqy; est séparable sur le sous-corps

K(X)=K(y1,...,lg41)

conclure.

9) Soit X une sous variété de P"1 x ... x P™1 de codimension pure 1. Montrer qu’il existe un
polynéme multihomogene F(T1,0,...,T1,ny,12,00---sT2,n9:- - Trmn,.) tel que X = V(F) (Indi-
cation : procéder comme dans le corollaire 3.10).

10) Coordonnées de Chow d’une variété projective. L’ensemble des hyperplans de P™ est
en bijection avec ’ensemble des hyperplans de k™1, c’est-a-dire les droites de (k™T1)*; c’est
donc un espace projectif de dimension n, que ’on note P™*. Soit X une sous-variété irréductible
de P" de dimension r. On pose

I={(z,H,...,Hrp1) € X x (P™) T |z c H1n---NHpp1} .

a) Montrer que I est irréductible de dimension n(r + 1) — 1.

b) Montrer qu’il existe des hyperplans Hi, ..., Hyy1 tels que X N Hy N--- N Hy41 consiste
en un seul point. En déduire que la projection de T' dans (P™*)"*1 est de méme dimension que T.

c¢) Déduire de ’exercice précédent que ’on peut associer de fagon injective & X un polynoéme
multihomogene irréductible Fx de multidegré (d,...,d) en (r + 1)(n + 1) variables; on dit que d
est le degré de la variété X.

L’ensemble de ces polynoémes forme un espace projectif; on peut montrer que ’ensemble
des polynoémes de la forme F'x est une sous-variété quasi-projective de cet espace projectif; on
dit que les sous-variétés de P" de dimension et degré fixés sont paramétrées par une variété
quasi-projective.

d) Montrer que le degré de X est le nombre maximum de points d’intersection de X avec un
sous-espace linéaire de P™ de dimension n — r.
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11) Soient X et Y des variétés et w : X — Y une application réguliere.

a) On suppose que toutes les fibres non vides de u sont de dimension < r; montrer I'inégalité
dim X < dimY +r.

b) On suppose que u est dominante et que toutes les fibres non vides de u sont de dimension
r; montrer ’égalité dim X = dimY + r.






CHAPITRE 4

Points et applications régulieres lisses

4.1. Espace tangent de Zariski

Commencons par un peu de géométrie différentielle. Soit C' une courbe de R?
définie par une équation F'(z,y) = 0. Comment définit-on sa tangente ? Supposons
%—Z(p, q) # 0; on peut alors paramétrer C' localement par une fonction g qui vérifie
g(p) = q et F(t,g(t)) = 0 pour tout ¢. La tangente est la droite affine d’équation
y—q = ¢ (p)(x — p), soit encore (z —p) GE(p,q) + (y — q) 55 (p,q) = 0. Cette
équation définit toujours une droite sauf si les deux dérivées partielles de F' en
(p, q) sont nulles.

Pour une hypersurface V' dans R™ d’équation F(z1,...,x,) = 0, on définit
Pespace tangent affine en p = (po, ..., pn) par équation

(1= p1) Goo() + (a0 = ) 5-(0) =0

C’est un hyperplan sauf si toutes les dérivées partielles de F' en p sont nulles.

4.1.  Cela nous amene a poser la définition suivante : si X est une sous-variété
de A™, on définit de facon provisoire I’espace tangent de Zariski & X en un point p
comme 'espace vectoriel défini par les équations

pour tout F' dans I(X). Il est noté T, X ; on vérifie que ’on obtient le méme espace
en ne prenant pour F' que des générateurs de I(X). L’espace affine correspondant
passant par p est défini par

> ) () =0

i=1

La géométrie différentielle nous donne aussi une autre approche. Supposons
toujours X affine; 'idée est de voir les vecteurs tangents en un point p de X
comme des dérivations en p, c’est-a~dire des formes k-linéaires D : A(X) — k qui
vérifient, pour toutes fonctions régulieres f et g,

D(fg) = f(p)D(g) + 9(p)D(f) -
Lorsque X = A", toute dérivation en p est du type

0
fHala—m(p>+--~+an%<p>,

41
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ou ay,...,a, sont des éléments de k. Les dérivations de X sont celles qui annulent
les éléments de I(X), c’est-a-dire celles qui vérifient

n

oF
;ai%(p) =0

pour tout F' dans I(X). Elles forment donc un espace vectoriel isomorphe a ’espace
tangent T, X défini plus haut. On peut continuer dans cette voie pour donner une
définition intrinseque : si m, est I'idéal maximal de A(X) des fonctions régulie-
res nulles en x, l’espace vectoriel T, X est isomorphe au dual du k-espace vectoriel
m,/m2. En effet, soit D : A(X) — k une dérivation en z; elle s’annule sur m2, et
sa restriction & m, induit une forme linéaire sur m, /m2. Inversement, si 6 est une
telle forme, on obtient une dérivation en x en posant D(f) = 6(f — f(x)).

Soient Ox , 'anneau local des germes de fonctions régulieres en z défini dans
Vexercice 2.10.3), et mx , son idéal maximal. Le k-espace vectoriel m, /m2 est iso-
morphe a mx ; /m‘%{w On peut maintenant donner la définition générale.

DEFINITION 4.2. Soient X une variété, x un point de X, et myx , lidéal mazi-
mal de l'anneau local Ox . L’espace tangent de Zariski a X en x, noté T, X, est
le dual du k-espace vectoriel mx ,/m% .

On montre que 'on a un isomorphisme

(2) Ty (X xY) =T, X O T,Y .

4.2. Points lisses et points singuliers

Notre but est maintenant de comparer la dimension de 1’espace tangent a celle
de la variété.

PrOPOSITION 4.3. Soit X une variété; la fonction x — dimT,X est semi-
continue supérieurement : pour tout entier r, l’ensemble

X,={reX|dmT,X >r}
est fermé dans X.

DEMONSTRATION. On peut raisonner localement, donc supposer X affine conte-
nue dans A™. Si on choisit des générateurs Fy, ..., F; de I(X), la dimension de T, X
est n moins le rang d’une certaine matrice dont les composantes sont des fonctions
polynomiales en x. L’ensemble X, est défini par 'annulation des n — r + 1 mineurs
de cette matrice; il est donc fermé. O

PROPOSITION 4.4. Soit X une variété irréductible. Pour tout point x de X, on a
dimT,X > dim X, et il y a égalité sur un ouvert dense de X.

DEMONSTRATION. Notons n la dimension de X et traitons d’abord le cas ot X
est une hypersurface irréductible de 'espace affine A”*! dont ’idéal est engendré
par un poyléme irréductible F'. L’espace tangent en un point est défini par une
équation ; il est donc de dimension n ou n+ 1. S’il est de dimension n + 1 par-
tout, toutes les dérivées partielles de F' s’annulent sur X, donc sont divisibles par
F, puisque I(X) est engendré par F. Elles sont donc nulles; comme F' n’est pas
constant, cela signifie que la caractéristique p de k n’est pas nulle et que les seules
puissances des T; qui apparaissent dans F' sont des multiples de p. Comme k = kP,
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il existe un polynéme G tel que F' = GP, ce qui contredit le fait que F' est irréduc-
tible. Il existe donc un point en lequel ’espace tangent est de dimension n; c’est
encore vrai dans un ouvert dense de X par la proposition 4.3.

Traitons maintenant le cas général. Par I’exercice 3.9.8) (on remarquera que
la démonstration est beaucoup plus simple en caractéristique 0; cf. aussi exerc.
3.9.7)), il existe un isomorphisme entre un ouvert dense de X et un ouvert U d’une
hypersurface d’'un espace affine. Par le cas déja traité, la dimension de l’espace
tangent a U, donc aussi a X, est n sur un ouvert dense V de X. Avec les notations
de la proposition 4.3, le fermé X,, contient V', donc est égal a X. (Il

La proposition 4.4 entraine que pour tout point x d’une variété X, on a
dim 7T, X > dim, X ; on dit que z est un point lisse sur X (ou que X est lisse
en z) 8'il y a égalité, un point singulier dans le cas contraire. Les propositions 4.3
et 4.4 entrainent que lorsque X est irréductible, I’ensemble des points singuliers de
X est un fermé propre de X, appelé lieu singulier de X et noté Sing X ; I'ouvert
complémentaire est noté Xj;ese. Lorsque X est réductible, on peut montrer que tout
point situé sur au moins deux composantes est singulier (cf. 4.6), de sorte que le
lieu singulier est encore un fermé propre de X (c’est la réunion des intersections
deux & deux des composantes de X et des lieux singuliers des composantes). Cela
entraine en particulier que toute variété lisse connexe est irréductible.

EXEMPLES 4.5. 1) Par la formule (2), pour que le produit X x Y soit lisse en
un point (z,y), il faut et il suffit que X soit lisse en z et que Y soit lisse en y. En
d’autre termes, on a

Sing(X xY) = ((Sing X) x Y) U (X x (Sing Y)) .
2) Les points singuliers d’une hypersurface dans A™ d’idéal engendré par un
polynéme F' sont définis par les équations

_OF OF

Fle) = g (@) = = 5

(x)=0.

On voit bien dans ce cas que si F' = F} --- Fj, les points situés a l'intersection de
V(F;) et V(F}) sont singuliers.

Les points singuliers de la courbe d’équation 2 = 3 dans A? sont définis par
y? — 23 =2y =322 = 0; il n’y en a qu’un, l'origine.

3) Si X est une sous-variété irréductible de A™ et que I(X) est engendré par

Fi, ..., F., un point x de X est lisse si et seulement si le rang de la matrice (871“1(%))
est n — dim X. Si on a seulement X = V(Fy,...,F,) mais que le rang de 12]1 ma-
trice jacobienne associée en x est n — dim X, alors X est lisse en « (attention : la
réciproque n’est pas vraie).

4) Les points singuliers d’une hypersurface X dans P™ d’idéal engendré par un
polynome homogene F' de degré d sont définis par les équations

OF oF
= 7(l‘) = e e e

Ty o7,
En effet, si z = (1,21, ...,2,) est dans X, on a I(X NUy) = (F,) (exerc. 2.10.10)).
Le point z est singulier sur X si et seulement s’il 'est sur X N Uy, c’est-a-dire si et

seulement si 2% () = 2E (z) = 0 pour i = 1,...,n. Comme F(z) = 0, c’est aussi

oT; - oT;

F(x) (x)=0.



44 4. POINTS ET APPLICATIONS REGULIERES LISSES

équivalent a cause de la formule d’Euler

“~, . OF

dF = ; T; T (z)
aux équations ci-dessus. Il faut remarquer que si la caractéristique de k ne divise
pas d, la formule d’Euler entraine que les points singuliers sont définis pas les n+1

équations

oF oF
87(95) =T o
0 n
5) Si X est une sous-variété irréductible de P™ et que I(X) est engendré par
des polynémes homogenes Fi, ..., F,., un point x de X est lisse si et seulement si

(z)=0.

OF;
le rang de la matrice (—z(x)> vaut n — dim X.
T

6) Calculons l'espace tangent a la variété ., définie dans l'exercice 3.9.4)
comme ensemble (projectif) des matrices m x n de rang au plus r. Soit M une
matrice de rang exactement r; elle est équivalente & la matrice D, = (a;;) dont
tous les coefficients sont nuls, sauf ai1, ..., a. qui valent 1. Dans le voisinage affine
de D, défini par a1; # 0, on peut prendre a;; = 1; les r + 1 mineurs contenant les
r premieres lignes et colonnes ont comme terme linéaire a;;, avec r < i < met r <
j < n.L’espace tangent & ., en M est donc de dimension < mn—1—(m—r)(n—r);
comme c’est la dimension de .., on en déduit que 4, —.#,_1 est lisse; on a aussi
une identification

Ty My ~{ue LK k™) | uKer M) CImM} .

Si M est de rang < r, aucun des r + 1 mineurs de M n’a de terme linéaire. On ne
peut cependant rien en déduire ; en revanche, si I’on sait que ces mineurs engendrent
l'idéal de ., (ce qui est vrai, mais difficile & démontrer), cela montre que I’espace
tangent de Zariski & ., en M est tout Th;.# (il y a aussi des moyens directs plus
simples pour démontrer ce résultat).

7) Soient G un groupe algébrique et X un espace homogene algébrique sous G
(cf. ex. 3.21). Alors X est lisse : en effet, X a un point lisse o par la proposition 4.4,
donc tout point de X est lisse puisqu’il a un voisinage isomorphe (par translation) &
un voisinage de z. Cela s’applique en particulier aux grassmanniennes G(r, P™), qui
sont homogenes sous le groupe algébrique PGL(n+1, k), et aux variétés ;. — #,._1
de I'exemple précédent, qui sont homogenes sous le groupe algébrique PGL(m +
1,k) x PGL(n + 1, k).

8) Reprenons I'exemple 2.33.1) de la cubique C' d’équation X7 X5 = X2(X2 —
Xo) dans P2. Les dérivées partielles ne s’annulent qu’en O = (0,0, 1) : c’est le seul
point singulier de C'. L’éclaté C de C en O est défini par les équations z1 = xoy;
et Toy? = 19 — g, dans P2 x Uy (avec yo = 1), et par les équations zg = z1yo et
xy = Y2 (w2 — z1y0) dans P? x Uy (avec y; = 1). On vérifie que ces courbes sont
lisses, de sorte que C est lisse. On dit que D'application réguliere C — C est une
désingularisation de C.

4.6. Anneaux réguliers. Soient A un anneau local noethérien, m son idéal
maximal et k = A/m son corps résiduel. Lorsque A est Panneau local d’une variété
algébrique en un point, on a vu dimy m/m? > dim A. Cette inégalité reste vraie
en général, et on dit que A est régulier s’il y a égalité. Le lemme de Nakayama
entraine que dimy m/m? est le nombre minimal de générateurs de m; pour quun
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anneau local noethérien soit régulier, il faut et il suffit que son idéal maximal puisse
étre engendré par dim A éléments.

En particulier, pour qu'un anneau local noethérien A de dimension 1 soit
régulier, il faut et il suffit que son idéal maximal soit principal ; cela entraine que
A est local et principal : ¢’est un anneau de valuation discrete.

4.7. On montre (mais c’est difficile) qu'un anneau local régulier est factoriel,
donc integre; cela prouve qu’un point situé sur deux composantes irréductibles
d’une variété algébrique est singulier.

4.8. Le fait que I’anneau local Ox ; d’une variété algébrique X en un point lisse
x est intégre est démontré de fagon élémentaire dans [M] : Mumford montre que si
Fy, ..., F, sont des polynémes de k[T, ..., T),] sans terme constant dont les termes
linéaires sont indépendants, alors V(Fy,..., F,.) est de dimension n — r et a une
seule composante qui passe par 0 ([M], th. 1.16, p. 7).
Il montre d’ailleurs aussi la factorialité de Ox ,, en procédant la fagon suivante :
e on montre d’abord que le complété ﬁAX@ = li_r)nl ﬁX@/le@ est isomorphe a

un anneau de séries formelles k[[T1,...,T,]], avec n = dim, X (prop. 1.27, p. 15);

e on utilise ensuite le fait que les anneaux de séries formelles en un nombre fini
d’indéterminées sur un corps sont factoriels pour montrer que Ox , est factoriel
(th. 1.28, p. 15).

La factorialité des anneaux locaux d’une variété lisse permet de montrer qu’'une
hypersurface d’une variété lisse est définie localement par une équation.

PROPOSITION 4.9. Soient X une variété irréductible, Y une sous-variété de X
de codimension pure 1 et y un point de Y lisse sur X. Il existe un voisinage affine
U dey dans X et une fonction réguliere f : U — k tels que I(UNY) = (f).

DEMONSTRATION. On peut supposer X affine et Y irréductible d’idéal p pre-
mier dans A(X). Notons que A(X) est un sous-anneau de Ox ;. L’idéal

4= pOx, = {g | f.9€ ACX).g(y) £0.f € p}

est premier non nul dans ’anneau factoriel & ,, ; il contient donc un élément irré-
ductible f/g. L’élément f de p est encore irréductible dans Ox ,, et Y C V(f). Le
probléme est que f peut trés bien ne plus étre irréductible dans A(X).

Soient fi,..., fr des générateurs de l'idéal A(X) N fOx, de A(X). Il existe
1, 9r, h1,...,h,. dans A(X), avec g;(y) # 0, tels que f; = f%. Posons g =
g1 - - gr; idéal premier A(X),N fOx,, de A(X), est alors engendré par f, qui est
donc irréductible dans A(X),. On a vu (exerc. 2.10.2)) que Pouvert U = X -V (g)
est affine d’algebre A(X),. La variété U N V(f) est donc irréductible et contient
UNY, qui est de méme dimension ; ils sont donc égaux, et I(U NY) est engendré
par f. O

4.3. Le théoréme principal de Zariski

C’est un résultat tres important, dont nous ne démontrerons qu'un cas simple.
Il nous servira surtout de prétexte pour montrer comment ’algebre commutative
intervient dans des énoncés de nature purement géométrique.
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THEOREME 4.10. Soient X et Y des variétés irréductibles, v : X — Y un
morphisme birationnel et y un point de u(X) en lequel Y est lisse.

e Soit il existe un voisinage ouvert V de y tel que u induise un isomorphisme
de u (V) sur vV ;

® 500t u_l(y) est partout de dimension strictement positive.

Dans la version forte du théoreme de Zariski, on suppose simplement que Y est
normale en y (cf. exerc. 3.9.2)); c’est alors beaucoup plus difficile & démontrer.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer Y par un voisinage affine de y, on peut
supposer Y sous-variété affine de A™.

Supposons dans un premier temps aussi X sous-variété affine de A™ et notons
Z1,...,%;, les fonctions coordonnées sur X (elles engendrent la k-algebre A(X)).
L’application réguliere u : X — Y induit des morphismes de k-algebres

AY) S AX)
n n

w*
ﬁY,y — ﬁX,z

qui induisent un isomorphisme K (Y) ~ K(X) sur les corps de fractions. Il existe
donc des éléments a; et b; de Oy, tels que
Qi a; oOUu
x; =u*(—) = .

! ( bz bi ou
Comme Y est lisse en y, anneau Oy, est factoriel (¢f. 4.7), et on peut supposer
a; et b; premiers entre eux dans cet anneau.

Si les b; sont tous inversibles dans Oy, (c’est-a-dire si b;(y) # 0 pour tout i),
on peut les supposer égaux a 1. On écrit a; = f;/g;, avec fi,g;: € A(Y) et ¢;(y) # 0,
de sorte que

fi ) = fiou

9i giou

Cela signifie que le morphisme induit u* : A(Y)g,..g,, — A(X)(g10u)-(gmou) €St
surjectif ; comme il est injectif, ¢’est un isomorphisme. Posons V =Y =V (g1 -+ - gm) ;
cela signifie que v induit un isomorphisme entre u=(V) et V : on est dans la
premiere alternative du théoréme.

Supposons maintenant by(y) = 0; écrivons a; et un facteur irréductible ¢,
de by comme quotients d’applications régulieres a1 = a}/aj et ¢ = ¢} /cf , avec
ay (y)cf (y) # 0. Quitte & remplacer Y par Y=V (afc]) et X par X =V ((a/c]) ou),
on peut supposer af = ¢f =1, c’est-a-dire a1 et ¢; régulieres.

Soient  un point de u~*(y) et E une composante de V(¢; o u) passant par x,

x; = u*(

de sorte que ¢; s’annule sur u(E). Par le théoreme 3.8, E est de codimension 1 dans
X. Posons by = ¢1dy ;onaajou =x (c1ou) (dyou), de sorte que a; s’annule aussi
sur m Mais l'idéal ¢ Oy, est premier dans Oy, donc aussi p = A(Y) N1 Oy,
dans A(Y"). Comme a; et ¢; sont premiers entre eux dans Oy, on a a; ¢ p, d’ont

wE) & Vip)CV(ia) &Y,
de sorte que u(E) est de codimension > 2 dans Y, donc de dimension < dim E.
Le corollaire 3.20 entraine que les fibres de £ — Y sont partout de dimension
strictement positive, donc en particulier aussi la fibre de u en . On est donc dans
la seconde alternative du théoréeme.
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Supposons maintenant X toujours contenu dans A™, mais pas nécessairement
fermé. L’application réguliere u se prolonge a une application réguliere birationnelle
@ : X — Y alaquelle on peut appliquer ce qui précede. Si I’on est dans la premiere
alternative du théoréme pour 4, le point y étant dans u(X) n’est pas dans u(X - X)
et 'on est aussi dans la premiere alternative du théoréme pour w. Si I’on est dans la
seconde alternative du théoréme pour 4, la fibre u~1(y) étant ouverte dans 4~ 1(y)
est aussi partout de dimension strictement positive.

Traitons maintenant le cas général. On suppose X contenu dans P™; soit H
un hyperplan de P™ ne contenant aucune composante irréductible de u~*(y) et
soit U son complémentaire. On peut appliquer ce qui précede a la restriction v
de u & X NU. Par construction, v=!(y) est ouvert dense dans u~!(y). Si I'on est
dans la seconde alternative du théoreme pour v, il en est donc de méme pour u. Si
I'on est dans la premiere alternative du théoréme pour v, la fibre u=!(y) n’a qu'un
seul point qui n’est pas sur H, de sorte que H ne rencontre pas non plus les fibres
voisines de u. Il s’ensuit que u et v coincident au-dessus d’un voisinage de y. Ceci
termine la démonstration du théoreme. O

La seconde alternative du théoreme peut bien siur se produire, comme par
exemple dans I’éclatement e : P — P™ construit dans le § 2.8 (pour n > 1!).

COROLLAIRE 4.11. Soient X wune courbe irréductible, Y une courbe lisse et
u: X — Y une application réguliére birationnelle; w(X) est ouvert et u induit un
isomorphisme de X sur w(X). En particulier, X est lisse.

La conclusion du corollaire est évidemment fausse si Y n’est pas lisse : si C est
la courbe plane d’équation homogene Y2Z = X3, I’application réguliere u : P! — C
définie par u(\, 1) = (A2, A3, u3) est surjective, mais ce n’est pas un isomorphisme.

COROLLAIRE 4.12. Soit X une variété irréductible lisse ; toute application ra-
tionnelle X --» P™ est définie sur un ouvert de X dont le complémentaire est de
codimension > 2.

DEMONSTRATION. Soit u : X --+ P™ une application rationnelle, réguliere sur
un ouvert dense U de X ; notons I' 'adhérence (irréductible) dans X x P™ du graphe
deu:U — P"et p: ' — X la premiere projection. Posons enfin

V ={x € X | p est un isomorphisme au-dessus d’un voisinage de z} .

C’est un ouvert de X sur lequel u est réguliere (c’est en fait le plus grand tel ouvert),
puisque p induit un isomorphisme de p~1(V) sur V. Si Z = X =V, le théoréme de
Zariski dit que les fibres de p : p~1(Z) — Z sont partout de dimension > 0. Si Z’ est
une composante irréductible de Z de dimension maximale et I une composante ir-
réductible de p~1(Z) qui domine Z’, les fibres de I’application I” — Z’ sont partout
de dimension > 0. Le corollaire 3.20 entraine les inégalités

dimZ =dimZ' < dimI” < dimT = dim X .
La codimension de Z dans X est donc au moins 2, ce qui prouve le corollaire. [J

COROLLAIRE 4.13. Soit X une courbe irréductible lisse ; toute application ra-
tionnelle X --» P™ est définie sur tout X.

Mentionnons pour finir sans démonstration un autre théoreme de Zariski. Noter
qu’il s’applique & la situation du théoreéme précédent (ou les fibres générales de u
sont des singletons).
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THEOREME 4.14. Soient X wune variété irréductible projective et u : X — Y
une application réguliere dominante dont les fibres générales sont connexes; si Y
est lisse en vy, la fibre u='(y) est conneze.

En fait, cette version ne nécessite aussi que la normalité de Y en y. Il faut quand
méme une hypothese sur Y : si C est la courbe projective plane d’équation XY Z =
X34Y3, lapplication réguliere u : P! — C définie par u(\, p) = (A2, Au?, A3 +p?)
est surjective, et la fibre de (0,0, 1) consiste en les points (0, 1) et (1,0), tandis que
toutes les autres fibres sont connexes.

4.4. Application tangente, applications réguliéres lisses

Soient u : X — Y une application réguliere et x un point de X ; posons y =
u(z). Vue la définition de 'anneau local Oy, en termes de germes de fonctions, u
induit un homomorphisme local d’anneaux locaux

u* ﬁy,y I ﬁX,a:
donc aussi une application k-linéaire
Tou:T, X —T,Y ,

qui s’appelle 'application tangente, ou la différentielle, de u en x.
Siv:Y — Z est une application réguliere, on a

Tp(vou)=TywoT,u.

Si l'on désigne comme d’habitude par X, la fibre v~ (u(z)) de u passant par
x, la composée X, C X — Y est constante, ce qui entraine

T,(X;) C Ker(Tyu : T, X — T,Y) .

On n’a en général pas égalité, comme le montre 'exemple 4.16 ci-dessous. Cela
provient du fait que ’on n’a pas défini correctement la structure que 'on met sur
les fibres d’une application (il faudrait ici parler de schémas).

On a ’analogue de la proposition 4.3, qui la généralise.

PROPOSITION 4.15. Soient X et Y des variétés et u : X — Y une application
réguliere. La fonction x — dimKer T u est semi-continue supérieurement : pour
tout entier r, l’ensemble

{z € X | dimKerT,u > r}
est fermé dans X.

DEMONSTRATION. On se rameéne au cas ott X est une sous-variété de A™ définie
par des poynomes Fy,..., Fs, et onu: A™ — A™ est donnée par u = (ug, ..., Un).
L’ensemble en question est alors défini par

OF; Gui. ))

oz, ) N Ker(a%

F;
rang (22?) <n-r
(&cj)

il est donc fermé. O

dim (Ker( >,

c’est-a-dire

o)
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En revanche, la fonction x +— dim T, (X, ) n’est pas en général semi-continue (de
nouveau, c’est parce que ’on n’a pas défini correctement la fibre ; avec les schémas,
tout se passe bien).

EXEMPLE 4.16. Considérons 'application réguliere v : A3 — A? donnée par
u(x,y,2) = (2,2%2 + y?) et supposons la caractéristique de k distincte de 2. La
222 20y 3312> ; elle est donc surjective, saufsi zz =y = 0,
auquel cas elle est de rang 1. La fibre de (z,t) est isomorphe & V(222 +y* —t) dans
A3 elle est singuliere si t = 0 (c’est la réunion de deux droites concourantes), mais
pas pour t = z = 0 (c’est une seule droite, mais moralement, elle est < double »).

matrice de T\, -yu est

DEFINITION 4.17. Soient X etY des variétés lisses irréductibles. On dit qu’une
application réguliere u : X — Y est lisse en x st Tyu est surjective; on dit que u
est lisse si elle est lisse en tout point de X .

La proposition 4.15 entraine que le lieu des points ou u n’est pas lisse est fermé
dans X. Il est clair que la composée de deux applications régulieres lisses est lisse.

PROPOSITION 4.18. Soient X etY des variétés lisses irréductibles etu : X — 'Y
une application réguliére lisse.
a) Toutes les fibres non vides de u sont de dimension pure dim X — dimY et
u est dominant.
b) Si Z CY estlisse, u=(Z) est lisse.

DEMONSTRATION. Siz € X, on a dim7, X, < dimKerT,u = dim X — dimY
et (th. 3.18) dim, X, > dim X — dimu(X). Cela prouve a).

On peut supposer Z irréductible de codimension r dans Y. Soit z un point de
u(Z); comme T.u(T.(u"*(Z))) est contenu dans Ty,,)Z et que Z est lisse en

u(z), on a
(3) dim T, (u"'(Z)) < dim Z + dimKer T,u = dim X — 7 .

Par 4.8, il existe des fonctions régulieres fi,..., f, définie sur un voisinage affine
irréductible V de u(z) dans Y telles que ZNV soit 'unique composante irréductible
de V(f1,..., fr) passant par u(z); on peut méme supposer, quitte a rétrécir V', que
ZN0V =V(f1,..., fr). Cela entraine que u='(V)Nu=(Z) =V (fiou,..., frou),
donc (th. 3.8) que u=!(Z) est de dimension > dim X — r en z. On conclut en
comparant avec (3). O

On va maintenant montrer le résultat principal de ce numéro : le théoreme
de lissité générique. C’est I’analogue algébrique du théoreme de Sard, qui dit que
I’ensemble des valeurs critiques d’une fonction réelle €°° est de mesure nulle.

LEMME 4.19. On suppose k de caractéristique nulle. Soient X etY des variétés
irréductibles et u : X — Y une application réguliére dominante. Il existe un ouvert
lisse non vide V de 'Y et un ouvert lisse non vide U de u=1(V') tels que l’application
U — V induit par u soit lisse.

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du théoreme 3.12, il suffit de
traiter le cas ou X est une sous-variété de A", et ou u est la restriction a X d’une
projection 7 : A™ — A"~ ! que I'on écrit 7(y, z,) = y. On reprend les notations de
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loc.cit. : si x,, est transcendant sur K(Y),ona X =Y x Al et on prend V = Vg ;
sinon, on note
G(T) = aa(y)T" + - + ao(y)

un polynéme de A(Y)[T] de degré minimal > 0 qui annule z,, dans A(X). On a
aq # 0; remplacant X par 'ouvert X,,, affine dans A"+ et Y par l'ouvert Y,,,
affine dans A™, on peut supposer ag = 1. Si F' € I(X), on fait la division euclidienne
F = GQ + R; elle entraine I(X) = (I(Y),G). En un point x = (y,x,) au-dessus
d’un point lisse y de Y, on voit que X et T,u sont lisses si %(y, Zn) nest pas nul.
En caractéristique 0, c’est le cas. ([l

La démonstration montre que le résultat subsiste si ’extension de corps K (V') C
K(X) est séparable. En revanche, il est faux en général : si k est de caractéristique
p > 0, I'application tangente & I’application de Frobenius u : A — Al défini par
u(t) = tP est partout nulle.

THEOREME 4.20. On suppose k de caractéristique nulle. Soient X et'Y des
variétés irréductibles et u : X — Y wune application réguliere dominante. Il existe
un ouvert lisse non vide V de Y tel que Uapplication régulicre u=1(V) N Xjjgse — V
induite par u soit lisse.

DEMONSTRATION. On peut supposer X et Y lisses par la proposition 4.4 ; soit d
la dimension de Y. Posons Z = {z € X | rang T,u < d} ; soit Y’ une composante de
u(Z), soit X’ une composante de Z qui domine Y”, et soit v’ : X’ — Y application
induite par u. Par le lemme 4.19, il existe un point lisse z de X tel que y = u(x)
soit lisse sur Y’ et que Tpu' : T, X' — T,Y’ soit surjective. Cette application étant
obtenue & partir de T,u par restriction, on en déduit dim T, Y’ < d. Comme Y’ est

lisse en y, il est de dimension < d. Cela montre que u(Z) est de dimension < d,
donc distinct de Y. On prend pour V son complémentaire. ([

4.5. Théorémes de Bertini

Soit X une sous-variété de P™; on appelle section hyperplane de X linter-
section de X avec un hyperplan de P". Rappelons que ceux-ci sont paramétrés
par un espace projectif de dimension n, dit dual de P"™, et noté P™*. L’appelation
< théoremes de Bertini > regroupe toute une catégorie de résultats qui disent que
si X a une certaine propriété (lissité, irréductibilité, connexité,...), alors une section
hyperplane (générale ou quelconque, selon les cas) de X a la méme propriété.

THEOREME 4.21. On suppose k de caractéristique nulle. Soient X une variété
lisse, u: X — P™ une application réquliére et H un hyperplan général de P™. Alors
u"L(H) est lisse.

DEMONSTRATION. On peut supposer X irréductible de dimension > 1. Consi-
dérons la correspondance d’incidence
I'={(p,H) € X xP" |u(p) € H}

Si (p, H) est dans I, on peut prendre des coordonnées sur P™ de facon que u(p) =
(0,...,0,1), et que H soit défini par Xy = 0. Il existe des fonctions régulieres
fo,- -+, fn_1 définies sur un voisinage U de p dans X telles que

U(fﬂ) = (fO(x)v o wfn—l(x)’ 1)
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pour tout x dans U ; tout hyperplan dans un voisinage de H dans P™* a pour
équation xg+ a1z + -+ + apx, = 0. La variété I est définie au voisinage de (p, H)
par ’équation

fO(x) =+ alfl(x) + o+ an—lfn—l(x) +a, =0

dans U x A", dont la dérivée partielle par rapport a a, n’est pas nulle. On en
déduit sans mal que I est lisse. Les fibres de la projection I — X étant toutes des
espaces projectifs de dimension n — 1, on déduit de la proposition 3.23 que I est
irréductible. La fibre de H sous la seconde projection q : I — P™* est isomorphe
a u~1(H); soit la fibre générale est vide, soit ¢ est dominante et le théoréme 4.20
donne le résultat. [

Comme d’habitude, ce résultat est faux en caractéristique p non nulle (considérer

par exemple lapplication réguliere v : A™ — A" définie par u(xi,...,x,) =

zy,...,2P)). On a en revanche le résultat suivant, valable en toute caractéristique.
1 n

THEOREME 4.22. Soit X une variété lisse contenue dans P™; si H est un
hyperplan général de P™, alors X N H est lisse.

DEMONSTRATION. Soit z un point de X ; on suppose sa premiére coordonnée
non nulle. Soit L, I’ensemble des hyperplans H passant par z tels que soit X C H,
soit HNX n’est pas lisse en . Cela correspond exactement a demander T, X C T, H,
ce qui prouve que L, est un sous-espace linéaire de P™* de dimension n—dim X —1.
Gardons les notations de la démonstration précédente, et notons Z le fermé des
points de I ot ¢ n’est pas lisse. La fibre en x de la premiere projection Z — X est
L,, de sorte que Z est de dimension < dim X +n —dim X — 1 < n (cor. 3.20.a)).
La projection Z — P™ ne peut donc étre dominante, et il suffit de prendre H dans
le complémentaire de I’adhérence de I'image. O

Les deux dernieres démonstrations illustrent bien une situation que I'on ren-
contre souvent lorsque ’on veut montrer qu’une application régulieére surjective
u : X — Y entre variétés irréductibles est lisse au-dessus d’un ouvert de Y : le
théoreme de lissité générique permet de conclure directement en caractéristique
nulle, tandis qu’en caractéristique non nulle, il faut majorer < a la main > le lieu
ol u n’est pas lisse, en essayant de montrer qu’il est de dimension < dimY'.

Il y a des variantes du théoreme de Bertini; nous en mentionnerons une sans
donner de démonstration (cf. [Hal).

THEOREME 4.23. Soient X une variété irréductible, u : X — P™ une appli-
cation réguliére et H un hyperplan général de P™. Si u(X) est de dimension > 2,
alors u=t(H) est irréductible.

EXEMPLE 4.24. 1l résulte du théoreme 4.22 que pour Fi,...,F,. polynomes
homogenes généraux en n + 1 variables, la sous-variété V(Fy,..., F.) de P™ est
lisse et que chaque composante est de dimension n — r. Si r < n/2; cela entraine
qu’il est irréductible (puisque deux composantes se rencontreraient) ; en fait il est
irréductible pour tout r < n, par le théoreme 4.23.

4.6. Exercices

1) Soit X une hypersurface dans P™ définie comme le lieu des zéros d’un polynéme homogene
de degré d.
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a) Soient z un point singulier sur X et L une droite passant par z. Si L rencontre X en au
moins d — 1 points distincts autres que x, montrer que L est contenue dans X.

b) En déduire que toute quadrique singuliere de P™ est isomorphe & un céne de sommet
un espace linéaire A de dimension r sur une quadrique lisse contenue dans un espace linéaire de
dimension n — r — 1 disjoint de A (cf. exerc. 2.10.15)).

¢) Montrer que toute cubique irréductible singulieére qui n’est pas un cone est rationnelle
(cf. 2.29).

2) Montrer qu’un sous-espace linéaire contenu dans une hypersurface lisse X de P™ est de di-
mension au plus dim X/2 (ce résultat se généralise a toute sous-variété lisse de P™ mais sa
démonstration devient beaucoup plus difficile!).

3) On rappelle que toute matrice nilpotente est semblable & une matrice (a;;) dont tous les
coefficients sont nuls, sauf peut-étre certains des a; ;41 qui valent 1. Soit .4#” ’ensemble des matrices
carrées d’ordre n nilpotentes.

a) Montrer que ./ est une variété affine.

b) Montrer que I’ensemble .40 des matrices semblables & la matrice

01 0 - 0
00 1 - 0
N0: . .
0 0 1
0 0 0

est un ouvert de .4, irréductible lisse de dimension n(n — 1).

¢) Montrer que ./ est irréductible de dimension n(n — 1).

d) Montrer que .4 peut étre défini par n équations dans .# (k).

e) Calculer le noyau de la matrice jacobienne en Ng correspondant & ces équations; est-ce
lespace tangent a .4 en Ng ? Faire le lien avec la question d). Les équations N™ = 0 engendrent-
elles I'idéal de .4 dans 4y (k)?

4) a) Soit z un point lisse d’une variété irréductible X ; montrer en utilisant le résultat de 4.8 qu’il
existe des fonctions régulieres fi,..., fn sur X X X telles que la diagonale A de X x X soit la
seule composante de V(f1,..., fn) passant par (z,z).

b) Soient Y une variété lisse irréductible, X une variété irréductible et u : X — Y une applica-
tion réguliere. Pour toute sous-variété irréductible Z de Y qui rencontre u(X), chaque composante
de u~1(Z) est de dimension < codim Z (Indication : se ramener comme dans la démonstration
du théoréme 3.17 a I'image inverse de la diagonale de Y X Y et utiliser a)).

c) En déduire que si X est une variété irréductible et (fij)i<i<m,1<j<n une matrice de
fonctions réguliéres sur X, chaque composante de

{z € X | rang(fij) < r}

est de codimension > dim X — (m — r)(n — r) dans X (Indication : utiliser 'exercice 3.9.4)).

5) Une généralisation du théoréme de Bertini 4.21 (Kleiman). On suppose k de caracté-
ristique nulle. Soient G un groupe algébrique irréductible et Y un espace homogene sous G (lisse
par Pexemple 4.5.7)). Soient X une variété lisse irréductible, v : X — Y une application réguliere,
et Z une sous-variété lisse irréductible de Y.

a) Montrer que l'application réguliere v : G x X — Y définie par v(g,z) = g - u(x) est lisse
(Indication : utiliser le théoréme 4.20).

b) En déduire que pour g général dans G, I'image inverse u~'(g - Z) est vide ou lisse de
dimension pure dim X — codim Z (Indication : pour chaque composante irréductible v’l(Z)j de
v~1(Z), appliquer le théoréme 4.20 & la projection v’l(Z)j — Q).

¢) En déduire le théoréme de Bertini 4.21.



CHAPITRE 5

Diviseurs sur une variété algébrique

On fixe un corps algébriquement clos k; toutes les variétés considérées seront
définies sur ce corps.

5.1. Fibrés en droites

5.1. Définitions. Intuitivement, un fibré en droites sur une variété X est une
application réguliere surjective p : L — X qui est < localement un produit avec k >.
Plus précisément, on demande qu’il existe un recouvrement ouvert (U;) de X et des
isomorphismes 1); : p~1(U;) — U; x k dont la composée avec la premiére projection
est p, tels que, pour tout ¢ et tout j, la composée 1; o 1/’]‘_1 c(UinU;) xk —
(U; NU;) x k soit donnée par

($7 t) — (x’ Gij (Cll‘)t) )
ou g;; est une fonction réguliere sur U; N U; qui ne s’annule pas.

On dit que L est trivialisé sur le recouvrement ouvert (U;). Des fibrés en droites
p:L— Xetp :L — X sont isomorphes s’il existe un isomorphisme v : L — L’
tel que p’ o u = p, qui soit linéaire sur les fibres. Cela signifie que sur U;, on a (on
suppose que les deux fibrés sont trivialisés sur le méme recouvrement)

(g (@) = o, (@, hi@)t) |
ou h; est une fonction réguliére sur U; qui ne s’annule pas.

Une section du fibré p : L — X est une application réguliere s : X — L telle
que pos = Idx. On définit la section nulle sy : X — L en posant so(z) = w;l(x, 0)
pour tout x dans U;. Les sections de L forment un espace vectoriel dont ’origine
est so; on le note I'(X, L). On dit qu’une section s s’annule en un point = de X si
s(z) = so(x) (on écrira simplement s(z) = 0).

Siwu:Y — X est une application réguliere et p : L — X un fibré en droites, on
définit le fibré u*L sur Y par

u'L={(y,l) €Y x L|u(y) =p()}

avec la premiere projection u*L — Y. Il y a une application linéaire I'(u) : I'(X, L) —
I'(Y,u*L) qui & une section s de L associe la section y — (y, s(u(y))) de u*L.

EXEMPLES 5.2. 1) La premiére projection X X k — X est un fibré en droites
dont les sections correspondent aux fonctions régulieres sur X. Un fibré en droites
est dit trivial s’il est isomorphe a ce fibré. Pour qu’un fibré en droites soit trivial,
il faut et il suffit qu’il admette une section jamais nulle.

2) On peut construire un fibré en droites L — P™ dont la fibre au-dessus d’un
point & de P™ est la droite £, de k™! que = représente, en posant

L={(z,v) eP"xk" T |vet,}.

53
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Au-dessus de 'ouvert standard U;, I’ensemble L est défini dans U; x k™! par les
équations v; = v;x;, pour tout j # 4; c’est donc une variété algébrique. L’isomor-
phisme v; de la définition est donné par

Yi(z,v) = (x,v) avec w;l(x’t) — (x’tmi) 7
J

de sorte que g;;(z) = x;/z;, pour x € U; NUj. Ce fibré est noté Opn(—1).

Déplacons un peu notre point de vue; si X est une variété algébrique, nous
aimerions reconstruire le fibré L & partir de la donnée de ses fonctions de transition
¢ij : 'idée est d’obtenir L en < recollant > les U; x k en identifiant le point (x,t) de
U; x k avec le point (z, g;;(x)t) de U; x k, pour tout = dans U; NUj et tout ¢ dans k.
Cette opération de recollement n’est pas prévue dans notre définition des variétés
algébriques (& qui 'on a demandé d’étre des sous-ensembles d’un espace projectif).
Nous reviendrons plus loin sur ce point et nous contenterons pour 'instant d’élargir
notre définition en posant :

DEFINITION 5.3. Un fibré en droites sur une variété X est la donnée d’un
recouvrement ouvert (U;) de X et de fonctions réguliéres g;; : U;NU; — k* vérifiant
9ii = 9ijGjkgik = 1 .

Pour tenir compte du fait que le < méme > fibré peut étre trivialisé sur des
recouvrements différents, nous dirons que deux telles données (U;, gi5) et (Uj, gir ;1)
définissent des fibrés en droites isomorphes s’il existe des fonctions régulieres s;;/ :
UiNUj, — k* vérifiant g}, s;» = gijs;; pour tous 4,4, 7, j'. On vérifie que I'on peut
ainsi remplacer le recouvrement (U;) par un recouvrement plus fin, et en particulier
trivialiser deux fibrés sur le méme recouvrement.

Toutes les constructions précédentes se retrouvent dans ce cadre :

— une section s d’un fibré donné sous cette forme est une collection de fonctions

régulieres ! s; : U; — k qui vérifient s; = gijs; sur U; NU; ;

— son image inverse par une application réguliere u : Y — X est définie par la

donnée (u=(U;), gij o u).

Contrairement aux apparences, cette définition est beaucoup plus maniable que
la précédente!

On définit par exemple le dual d’un fibré en droites (U;,g;j) comme le fibré
(Ui,1/gi5). On définit le produit tensoriel de fibrés en droites (U, gi;) et (Ui, hij)
trivialisés sur les mémes recouvrements comme le fibré (U;, g;;hi;). Ces opérations
permettent de munir ’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés en droites sur

X d’une structure de groupe. On appelle le groupe ainsi obtenu le groupe de Picard
de X et on le note Pic(X).

EXEMPLE 5.4. On note Op= (1) le dual du fibré en droites &pn(—1) défini plus
haut. Pour tout entier d positif, on pose

ﬁpn (d) = ﬁpn(l)®d et ﬁpn(*d) = ﬁpn(*l)@)d .
On montrera (ex. 5.16.2)) que l'on obtient ainsi tous les fibrés en droites sur la

variété P™ ; son groupe de Picard est donc isomorphe a Z.

1. On peut d’ailleurs aussi parler de section rationnelle lorsque les s; ne sont que des fonctions
rationnelles.
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Le fibré en droites @pn(d) est donc défini par le recouvrement des ouverts

N\d
standard (U;) et les fonctions de transition g;; = (ﬁ) . Pour d > 0, tout polynéme

T
homogeéne P de degré d en n + 1 variables définit donc une section de Opr(d)
en posant s;(zo,...,T,) = P(x0,...,7,)/zd. On montrera (ex. 5.16.2)) que I'on

obtient ainsi foutes les sections de ce fibré. Pour d < 0, la seule section est la
section nulle.

5.5. Fibrés en droites et applications vers 1’espace projectif. Soient L un
fibré en droites sur une variété X, défini par une donnée (U, gi;), €t So, ..., Sn des
sections non toutes nulles de L, ot chaque s; est donnée par une collection de fonc-
tions régulieres (s; ;). On construit une application rationnelle u : X --» P™ en en-
voyant un point z de U; sur le point de coordonnées homogenes (so,;(z), . . ., $n,i())
de P". Ce point est indépendant de l'ouvert U; choisi puisque dans un autre ouvert
Uj, toutes ces coordonnées sont multipliées par le méme scalaire non nul g;;(z);
il est bien défini sauf si toutes les sections s’annulent en x. On obtient ainsi une
application rationnelle u : X --» P™ définie hors du fermé ou toutes les sections
s’annulent, que 'on écrit d’habitude simplement

U(.Z‘) = (50(93)’ SRR Sn(x)) :
Supposons que les s; n’aient pas de zéro commun ; Papplication u est alors réguliere
et le fibré en droites u*Opn (1) est isomorphe a L : il est en effet défini par le
recouvrement ouvert de X par les images inverses des ouverts standard de P", c’est-
a-dire les {z € X | s;(z) # 0}, avec les fonctions de transition (z;/x;) ou = s;/s;.

EXEMPLE 5.6. Considérons le fibré &pn(d) pour d > 0. Ses sections n’ont pas

n+d
de zéro commun donc définissent une application réguliere P — p("if)-1 qui n’est
autre que P'application de Veronese définie en 2.21.2).

Inversement, étant donnée une application réguliere v : X — P™, on considere
le fibré en droites L = u*Opn (1) et 'application I'(u) : T'(P™, Opn (1)) — T'(X, L).
Si s; est 'image de la section z; par I'(u), Papplication u est associée comme plus
haut aux sections sy, ..., s, de L, puisque s;(z) = x; o u(x).

En résumé, nous avons établi une correspondance bijective entre :

— l’ensemble des applications régulieres X — P";

— l'ensemble des (n + 1)-uplets de sections d’un fibré en droites sur X, sans

zéro commun.

5.2. Diviseurs

5.7. Diviseurs de Weil. Soient X une variété irréductible et f : X — k une
fonction réguliere non nulle. Nous voulons définir 'ordre d’annulation de f le long
d’une hypersurface irréductible Y de X.

Il est pour cela nécessaire de faire 'hypothese que le lieu singulier de X est de
codimension au moins 2 (on dit que X est lisse en codimension 1). Il existe alors un
point y de Y lisse sur X. La proposition 4.9 montre qu’il existe un voisinage ouvert
affine U de y dans X et un élément irréductible § de A(U) tel que 'idéal de UNY
soit engendré par 6. Le germe de § est irréductible dans ’anneau local de chaque
point de U NY'; on peut donc écrire f = gé"™ dans Ox ,, avec m > 0 et 6 f g. Si
V' est 'ouvert ou g est réguliere non nulle, il rencontre Y et dans I’anneau local de
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chacun de ses points, f est produit d’une unité avec §™. L’entier m ne dépend donc
que de Y ; on le note vy (f).

On appelle diviseur de Weil toute combinaison linéaire formelle finie a coeffi-
cients entiers d’hypersurfaces irréductibles de X ; il est effectif si tous les coefficients
sont positifs. On a ainsi associé a toute fonction réguliere non nulle f le diviseur
effectif

div(f) = S vy ()Y .
Y

On peut étendre cette construction aux sections non nulles de fibrés en droites,
puisque ce sont localement des fonctions régulieres et méme aux sections ration-
nelles : celles-ci s’écrivent localement comme quotient g/h de deux fonctions régu-
lieres et on pose vy (f) = vy(g) — vy (h) (c’est indépendant de 1’écriture choisie).
On obtient ainsi un morphisme de groupes de K (X)* dans le groupe des diviseurs.

EXEMPLES 5.8. 1) Considérons la surface irréductible affine d’équation xy = 2>

dans A3. Elle est lisse en dehors de I'origine, donc en codimension 1. Le diviseur
de la fonction réguliere x est 2D, ou D est la droite d’équations =z = z = 0.

2) Le diviseur de la section z; de &pn (1) est I’hyperplan H; complémentaire de
I'ouvert standard U;. Le diviseur de la fonction rationnelle z;/x; est H; — H;.

5.9. Diviseurs de Cartier. Le diviseur d’une fonction réguliere a la propriété
d’étre localement principal, ¢’est-a-dire qu’il est défini localement par une équation.
Certains diviseurs n’ont pas cette propriété : c’est le cas par exemple de la droite
D du premier exemple ci-dessus, alors que 2D est lui principal .

Ce sont surtout ces diviseurs localement principaux qui nous intéresserons. La
raison en est qu’on peut leur associer un fibré en droites, en procédant comme suit.

Un tel diviseur D est par définition principal sur des ouverts U; qui recouvrent
X, défini par des fonctions rationnelles f; : U; --» k. Sur U; N Uy, les fonctions f;
et f; ont méme diviseur, de sorte que g;; = fi/f; est une fonction réguliere qui ne
s’annule pas®. La donnée (U;, g;;) définit donc un fibré en droites.

C’est cet aspect que nous allons privilégier pour poser la définition générale
suivante (sans hypothese sur les singularités de X).

DEFINITION 5.10. Une famille (U;, f;), ot (U;) est un recouvrement ouvert de
X, et f; : U; --+ k une fonction rationnelle non identiquement nulle dans aucune
composante irréductible de U; est admissible si f;/f; est une fonction réguliére qui
ne s’annule pas dans U; NUj. De telles familles sont équivalentes si leur réunion
est encore admisstble.

Un diviseur de Cartier sur X est une classe d’équivalence de familles admis-
sibles?.

2. La démonstration de la proposition 4.9 montre que lorsque les anneaux locaux de la variété
sont factoriels (on dit que la variété est localement factorielle; c’est le cas si elle est lisse), tout
diviseur est localement principal.

3. Ici je triche un peu : ce point n’est vrai que si X est normale, c’est-a-dire si ses anneaux
locaux sont intégralement clos.

4. De nouveau, cette relation d’équivalence est nécessaire pour tenir compte du fait qu’un
diviseur de Cartier peut étre défini sur différents recouvrements. On peut en particulier tou-
jours raffiner le recouvrement donné, donc supposer que deux diviseurs sont définis sur le méme
recouvrement.
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Un diviseur de Cartier est effectif s'il a une représentation (U;, f;) ou les fonc-
tions f; sont régulieres (toutes ses représentations ont alors cette propriété).

Etant donnés des diviseurs de Cartier D et D’ définis (sur le méme recou-
vrement) par les familles admissibles (U;, f;) et (Ui, f]), on définit le diviseur de
Cartier —D par la famille admissible (U;, 1/ f;) et le diviseur de Cartier D+ D’ par
la famille admissible (U;, f; f7).

La définition du diviseur d’une fonction rationnelle f non nulle est maintenant
tautologique (c’est le diviseur de Cartier associé & la famille admissible (X f)),
tout comme celle du diviseur d’une section non nulle d’un fibré en droites (c’est
le diviseur de Cartier associé a la famille admissible (U;, s;)). La fonction (ou la
section) est réguliere si son diviseur est effectif.

DEFINITION 5.11. On appelle diviseur principal le diviseur d’une fonction ra-
tionnelle non nulle. Deux diviseurs sont linéairement équivalents si leur différence
est principale.

Lien avec les diviseurs de Weil. On peut, lorsqu’on suppose X lisse en
codimension 1, associer a un diviseur de Cartier D défini par une famille admissible

(Ui, fi) un diviseur de Weil
Z nyY y
Y

ol ny est entier vy (f;), pour n’importe quel i tel que Y N U; soit non vide.

On obtient ainsi un morphisme depuis le groupe des diviseurs de Cartier vers
celui des diviseurs de Weil. Il est injectif si vy (f;) = 0 pour tout Y entraine que f;
est réguliere sur U;. C’est vrai si la variété X est normale (cf. exerc. 3.9.2)).

5.12. Image inverse d’un diviseur de Cartier par une application ration-
nelle. Siwu:Y — X est une application réguliere dominante et (U, f;) une famille
admissible définissant un diviseur de Cartier D sur X, la famille (u=1(U;), fiou) est
admissible et définit un diviseur de Cartier sur Y que 'on note u*D (il ne dépend
que de D). On a fait 'hypothese que u est dominante pour assurer que f; o u n’est
pas identiquement nulle sur v~ (U;), ou encore que f; n’est pas identiquement nulle
sur w(Y') NU;. Si cette hypothese est satisfaite, on peut encore définir u*D.

EXEMPLES 5.13. 1) Soient par exemple Y une sous-variété de P™ et H un hy-
perplan de P™ ne contenant pas Y, défini par une forme linéaire £. Soit u 'inclusion
de Y dans P"; le diviseur de Cartier u*H, que 'on appelle encore la restriction
de H a Y, est défini par la famille (U; NY,¢|y,), ou Up,...,U, sont les ouverts
standard. Regardons de plus pres le cas n = 2; supposons que la droite H ne coupe
la courbe Y qu’en des points lisses. On peut comme ci-dessus associer au diviseur
w*H un diviseur de Weil

> napi

ou pi,...,pr sont les points d’intersection de Y et de H. L’entier n; s’appelle la
multiplicité d’intersection de Y et de H en p; ; si F'(Tp,T1,T») est un générateur de
l'idéal de Y dans P2, c’est tout simplement I'ordre de la racine du polynome F|z
(¢f. exemple 5.20.2) pour un exemple concret).

2) Soient par exemple X une variété lisse en codimension 1 et f une fonc-
tion rationnelle sur X. Elle induit une application rationnelle u : X --» P! dont
on a vu dans le cor. 4.12 qu’elle est réguliere sur un ouvert lisse U de X dont le
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complémentaire est de codimension au moins 2. Notons Uy et U; les ouverts stan-
dards de P!. Le diviseur 0 sur P! est défini par la famille ((Up, t1/to), (U1, 1)). Son
image inverse ©*0 sur U est donc définie par la famille

(w™(To), f), (u™(U1), 1))

De fagon analogue, le diviseur u*oco sur U est défini par la famille

((w™(U0), 1), (w™'(Uh), 1/ 1)) ,

de sorte que u*(0 — oo) est défini par ((u='(Up), f), (u™*(U1), f)) : ce nest autre
que la restriction de div(f) a U.

5.14. Fibré en droites associé & un diviseur de Cartier. A une famille
admissible (U;, f;) on peut associer le fibré en droites (U;, f;/f;); & un diviseur de
Cartier D est donc associé un (ou plutét une classe d’isomorphisme de) fibré en
droites. Il est noté Ox (D).

Inversement, tout fibré en droites sur une variété irréductible X, décrit par une
donnée (U, g;j), admet une section rationnelle non nulle : on choisit un ouvert non
vide U;, du recouvrement, et on considere chaque ¢;;, comme une fonction ration-
nelle s; : U; --» k, définie sur 'ouvert dense U; N U;,. La collection des s; définit
une section rationnelle non identiquement nulle de L. Soit D son diviseur; le fibré
en droites L est alors (tautologiquement) isomorphe & Ox (D). Pour que Ox (D)
soit trivial, il faut et il suffit (par définition), qu’il admette une section jamais nulle,
c’est-a~dire qu'il existe des fonctions régulieres s; : U; — k* telles que s; = JJ%SJ
Les fonctions rationnelles J;—z définissent alors une fonction rationnelle globale sur
X dont le diviseur est D. Il s’ensuit que pour que le fibré &x (D) soit trivial, il faut
et il suffit que D soit principal.

En résumé, on a le résultat suivant.

THEOREME 5.15. Soit X une variété irréductible. Le groupe des diviseurs de
Cartier sur X modulo les diviseurs principauz et le groupe des classes d’isomor-
phisme de fibrés en droites sur X (c’est-a-dire le groupe de Picard de X ) sont
isomorphes.

De plus, si u : Y — X est une application réguliere et D un diviseur de Cartier
sur X tel que u*D soit défini (cf. 5.12), les fibrés en droites u*Ox (D) et Oy (u*D)
sont isomorphes.

Ce théoreme ramene le calcul du groupe de Picard a ’étude des diviseurs de
Cartier sur la variété, bien souvent plus aisée.

Le fibré €x (D) a une section rationnelle sp définie par la collection des f;,
dont le diviseur est D. Soit s une section non nulle de &x (D) ; on peut considérer
le quotient s/sp comme une fonction rationnelle f: X --» k, et

div(s) = div(sp) + div(f) = D + div(f) ,

de sorte que le diviseur de s est lindairement équivalent & D. Inversement, si D’ est
un diviseur de Cartier linéairement équivalent a D, il existe une fonction rationnelle
f: X --» k de divisewr D' — D, et fsp est une section rationnelle de &x (D) de
diviseur D’. On obtient en particulier un isomorphisme de k-espaces vectoriels

I(X,0x(D) =~ {f e K(X)| f=0 ou div(f)+D >0} .
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Notons que sur une variété projective X, une fonction rationnelle est caractérisée, a
multiplication par une constante non nulle pres, par son diviseur ®. Par conséquent,
I’application qui a une section non nulle associe son diviseur induit une bijection
entre PI'(X, Ox (D)) et Pensemble des diviseurs linéairement équivalents & D.

EXEMPLES 5.16. 1) Toute hypersurface irréductible Y de A™ est définie glo-
balement par une équation (cor. 3.10). Plus exactement, I'idéal de Y est principal.
Soit P un générateur ; par sa définition méme, l'entier vy (P) est 1 (¢f. 5.7), donc
le diviseur de P est Y. Tout diviseur est donc principal et le groupe Pic(A™) est
trivial.

2) L’idéal d’une hypersurface H de P" est engendré par un polynéme homogene
P de degré d. Comme ci-dessus, cela entraine 1’égalité

D — dHy = div(P(z)/z§) ,

de sorte que ce diviseur est principal. Le groupe des diviseurs sur P modulo les
diviseurs principaux est ainsi engendré par la classe de I’hyperplan Hy.

Le groupe Pic(P™) est donc engendré par la classe de @pn(1). Il est infini
cyclique puisqu’aucun Opn(d), pour d > 0, n’est trivial (par exemple, l'espace
vectoriel de ses sections est de dimension > 1).

Soit D le diviseur d’une section s non nulle de &pn (d), avec d > 0. C’est une
hypersurface, dont le degré est d. Soit P un polynéme homogene définissant D ; la
section de Opx(d) qu'il définit a méme diviseur que s, qui lui est donc proportion-
nelle. L’espace vectoriel I'(P™, Opr(d)) est donc isomorphe a l’espace vectoriel des
polynémes homogenes de degré d en n+ 1 variables. Soit ¢ une section de Opn (—d);
le produit st définit une section du produit tensoriel de Opn(d) et de Opn(—d), qui
est trivial. C’est donc une fonction réguliere sur P™, qui est constante, nulle sur
D donc identiquement nulle. On en déduit ¢ = 0. Le fibré en droites Opn(—d) n’a
aucune section non nulle.

3) On garde les mémes notations. Les hypersurfaces de P™— H sont les restric-
tions de celles de P™; on a donc une surjection Pic(P™) — Pic(P™ - H). La fonction
xd /P est réguliere sur P” — H ; son diviseur dHj y est donc principal. Inversement,
si Opn(d’), avec d’ > 0 est dans le noyau, le diviseur effectif d'Hy est celui d’une
fonction réguliere sur P™—H, qui s’écrit xg//P(z)m, et d' = md (on rappelle que
P"-H est affine; c¢f. exerc. 2.10.15)d)). Le groupe de Picard de la variété affine
P"— H est donc isomorphe & Z/dZ. Cela généralise 'exemple 1).

4) On peut montrer comme dans le cor. 3.10 qu'une hypersurface de P™ x P"
est définie par un seul polynéme bihomogene (c¢f. § I1.7). On peut donc définir le
bidegré d’un diviseur de P™ x P”, et cela induit un morphisme surjectif

Pic(P™ x P") — Z* |

dont on montre comme plus haut qu’il est bijectif. Attention, en général, le groupe
de Picard d’un produit n’est pas le produit des groupes de Picard.

5.17. Diviseurs sur les courbes lisses. Un diviseur de Weil sur une courbe X
est une combinaison linéaire formelle finie ), n;xz;, o les x; sont des points de X.
On définit le degré d’un tel diviseur comme la somme des n;.

5. En effet, si f et g ont méme diviseur, la famille {(X, f), (X, g)} est admissible; le quotient
f/g est donc une fonction réguliere qui ne s’annule pas dans X. Par cor. 2.38, elle est constante
non nulle. La méme chose est vraie pour les sections rationnelles d’un fibré en droites.
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PROPOSITION 5.18. Un diviseur principal sur une courbe projective lisse irré-
ductible X est de degré 0. Le degré induit donc un morphisme surjectif

deg : Pic(X) — Z .

Ce morphisme n’est en général pas injectif (ce n’est le cas que lorsque X est
isomorphe & P'; c¢f. ex. 5.20.1)). Pour la démonstration de la proposition, nous
utiliserons le lemme suivant, que nous admettrons (pour la démonstration, voir
[Hal, II, prop. 6.9).

LEMME 5.19. Soient X et Y des courbes lisses et u : X — Y une application
réguliére surjective. Pour tout point y deY, on a

deg(u”y) = deg(u) ,
ot le degré de u est celui de Uextension de corps K(Y) C K(X) (cf. th. 3.12).

Rappelons que lorsque le corps k est de caractéristique nulle (ou plus générale-
ment lorsque Pextension K(Y) C K(X) est séparable), le degré de u est le nombre de
points d’une fibre générale de u. Cela joint au théoreme de lissité générale th. 3.17
entraine facilement le lemme pour un point général y de Y. La démonstration
complete est en fait trés algébrique. Il faut interpréter le lemme comme disant que
le nombre de points d’une fibre de y, < comptés avec multiplicité >, est constant.

DEMONSTRATION. Il s’agit de montrer que le diviseur d’une fonction ration-
nelle non nulle sur X est de degré nul, c’est-a-dire que f a méme nombre de zéros
que de poles (comptés < avec multiplicité »). Une telle fonction définit une applica-
tion rationnelle u : X --» P!, qui par le cor. 4.13 est réguliere. Si elle est constante,
son diviseur est nul; sinon, elle est surjective et son diviseur est ©*(0 — c0), comme
on I’a vu dans 'exemple 5.13.2). Le lemme entraine que ce diviseur est de degré
0. O

EXEMPLES 5.20. 1) Soit X une courbe projective lisse. Le morphisme de groupes
deg : Pic(X) — Z est injectif si et seulement si X est isomorphe & P! (on dit alors
que X est une courbe rationnelle).

On a déja vu un sens dans 'exemple 5.16.2). Inversement, si deg est injectif,
deux points quelconques = et y de X sont linéairement équivalents, de sorte qu’il
existe une fonction rationnelle f de diviseur z —y. Comme dans la proposition 5.18,
celle-ci peut se voir comme une application réguliere v : X — P! et u*0 = x et
u*oo = y. Le lemme 5.19 entraine que u est de degré 1, donc est un isomorphisme
(cor. 4.11).

2) Soit X la cubique plane lisse d’équation homogene TTy = T¢ — ToTs. Elle a
un point d’inflexion Py = (0, 1,0). Tous les diviseurs obtenus comme restriction des
droites a X sont linéairement équivalents. En particulier, si P, Q) et R sont trois
points alignés de X, on a

Nous admettrons que X n’est pas rationnelle, de sorte que le noyau K du morphisme
deg n’est pas trivial. Nous allons montrer qu’il est en bijection avec X. L’application
p: X — K
P - P-P

est injective. Soit D = > n;P; un diviseur de degré 0; on peut lécrire D =
> n;(P; — Pp). En utilisant (4), on obtient (P — Py) + (Q — Py) = Py — R, de
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sorte que l'on peut finalement écrire D = P; — P,. Soit P le point de X tel que
P0+P2+P53P0, on a

DEP1+P72P0,

qui se trouve dans 'image de . Il s’ensuit que I'application ¢ est bijective; en
particulier, elle induit une structure de groupe sur la variété X.

5.21. Intersection d’un diviseur et d’une courbe lisse. Nous avons main-
tenant tout ce qu’il faut pour définir I'intersection d’'un diviseur (de Cartier) D et
d’une courbe lisse C sur une variété X comme ’entier

D - C = deg(0x (D)) .

Cette formule a toujours un sens et ce nombre d’intersection ne dépend que de la
classe d’équivalence linéaire de D.

5.22. Comment calculer un nombre d’intersection? Soit X une variété
projective. Pour calculer I'intersection d’un diviseur D avec une courbe lisse C, on
écrit D comme somme d’hypersurfaces irréductibles et on est ramené & calculer
I'intersection d’une telle hypersurface H avec C. Nous traiterons ici exclusivement
le cas ou C n’est pas contenue dans H.

Notons donc py, ..., p, les points d’intersection de H et de C. Au voisinage de
chaque p;, I'idéal de H est engendré par une fonction réguliere f;. Dans I’anneau
local Oc¢ p,, I'idéal du point p; est I'idéal maximal, et il est engendré par un élément
d;. La multiplicité du diviseur de Weil v*H en p; est par définition 'unique entier
m; tel que

Ji = gi0;"

dans Oc ,,, avec g;(p;) # 0; on Vappelle la multiplicité de I'intersection de H et de
C en p; et

i=1

Comment calculer cette multiplicité ? Le cas facile est lorsque 'intersection de H
et de C' est transverse en p;, c’est-a-dire que

T, X =1, CaT,H,

ou encore que la forme linéaire définie par la différentielle de f; en p; ne s’annule
pas sur 1j,,C. Comme

(dfi)lr,,c = (dgi)o;™ + gim;6;" 1 (dd;)

onam; =1.

Dans le cas général, on peut parfois se ramener au cas ci-dessus en remplagant
D par un diviseur linéairement équivalent. C’est le cas par exemple lorsque X est
contenue dans P™ et que H est un hyperplan, le théoréeme de Bertini 4.22 (voir
aussi th. 7.18) dit que l'on peut toujours choisir H de fagon qu’il ne coupe C' qu’en
des points lisses sur C, et ce transversalement. Le nombre d’intersection H - C' est
alors simplement le nombre de points d’intersection. Il ne dépend pas du choix de
H. On Pappelle le degré de C' dans P™; c’est en particulier un nombre strictement
positif.
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EXEMPLE 5.23. Lorsque X est une surface, courbes et hypersurfaces coincident.
Il est clair que le degré d; d’une courbe C; dans P? est le degré d'un polynome
homogene F' qui engendre son idéal (par le théoreme de Bertini, une droite A coupe
C transversalement, ce qui signifie exactement, comme la différentielle de F' définit
I’espace tangent a C, que les racines de F' sur A sont simples, donc qu’il y en a
autant que le degré de F'). Si Oy est une autre courbe plane de degré ds, on a

Cl . 02 = d1<A . 02) = didy

(c’est le théoreme de Bézout).



CHAPITRE 6

Faisceaux cohérents et cohomologie

6.1. Faisceaux

La théorie des faisceaux permet de formaliser de fagon maniable plusieurs des
notions définies dans les numéros précédents, en particulier celle de diviseur (déf.
5.10) ainsi que la définition 5.3 des fibrés en droites par des fonctions de transition.

L’idée de départ est de définir une certaine classe de fonctions sur un espace
topologique par des propriétés locales. Nous donnerons la définition, qui paraitra
sans doute un peu formelle, et nous ’expliquerons immédiatement par de nombreux
exemples, qui vous montrerons que vous avez en fait déja utilisé des faisceaux!

DEFINITION 6.1. Soient X un espace topologique. On appelle faisceau & sur
X la donnée
— pour chaque ouvert U de X, d’un ensemble F(U) ;
— pour chaque inclusion d’ouverts V. C U, d’une restriction ryy : F(U) —
F (V) ; satisfaisant les conditions suivantes :
a) (restriction) pour toutes inclusions W C'V C U, on a rwy = rwy o
VU
b) (recollement) si (U;)ier est une famille d’ouverts d’union U et si l’on
se donne pour chaque i un élément s; de F(U;) vérifiant

TUiﬂUj7Ui (Sl) = rUimUj;Uj (S]) ?

il existe un unique élément s de F(U) vérifiant ry, v(s) = s; pour
chaque 1.

Pour chaque ouvert U, on note aussi I'(U,.%) 'ensemble .7 (U) ; ses éléments
sont appelés les sections de & sur U. Les éléments de I'( X, &) sont souvents appelés
sections globales de .#. On notera aussi sy au lieu de ryy(s) la restriction d’une
section s a un ouvert V.

On peut se limiter & définir un faisceau % sur une base d’ouverts (U;);er de
X : il suffit de poser, pour tout ouvert U de X,

FU)={s)e [ #W) | s

U;cU

vinU; = Sjlu,nu; pour tout i et j dans I} .

On rencontre fréquemment des faisceaux de fonctions, pour lesquels Z (U) est
un sous-ensemble de ’ensemble des fonctions de U dans un ensemble fixé K. La
propriété de restriction est alors automatique et I'unicité dans le recollement aussi :
la fonction f existe toujours comme fonction de U dans K, il s’agit de vérifier qu’elle
est dans .Z(U).

Siu:X — Y est une application continue et .# un faisceau sur X, on définit
un faisceau u..# sur Y en posant, pour tout ouvert U de Y,

w F(U) = F(u(U)) .

63
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EXEMPLES 6.2. 1) Si K est un ensemble, on peut prendre pour .% (U) ’ensemble
des fonctions localement constantes de U dans K ; on note le faisceau correspondant
K. Si K est un espace topologique, on peut aussi prendre pour .#(U) 'ensemble
des fonctions continues de X dans K.

2) Soient x un point de X et K un ensemble avec un point fixé 0 (souvent
un groupe abélien); le faisceau gratte-ciel K, est défini en prenant pour K, (U)
I’ensemble des fonctions de U dans K valant 0 hors de x.

3) Les fonctions régulieres sur une variété algébrique X forment un faisceau
noté Ox. On note 0% le sous-faisceau des fonctions qui ne s’annulent pas. On
définit le faisceau #x des fonctions rationnelles sur X en prenant pour #x (U) le
corps (total) de fractions de Panneau Ox (U), c’est-a-dire le localisé en 1’ensemble
des éléments non diviseurs de zéro. Lorsque U est irréductible, Ox (U) est inteégre
et #x(U) est simplement le corps de fractions de 'anneau Ox (U).

La définition des fonctions rationnelles est beaucoup plus naturelle dans le cadre
du formalisme des faisceaux (comparer avec la déf. 2.24) : une fonction rationnelle
est tout simplement une section du faisceau #x.

Lorsque X est irréductible de corps de fonctions rationnelles K (X), le faisceau
Jx n’est autre que le faisceau K (X) des fonctions localement constantes de U dans
K(X).

4) Soit L un fibré en droites sur une variété algébrique X . On définit un faisceau
en associant a tout ouvert U de X V'espace vectoriel I'(U, L) des sections de L sur
U. On lappelle faisceau des sections de L.

DEFINITION 6.3. Soient X un espace topologique et F et 4 des faisceaux sur
X. On appelle morphisme f de F dans 4 la donnée, pour chaque ouvert U de
X, d’une application f|ly : F(U) — 4(U). Ces applications doivent avoir des
propriétés de compatibilité évidentes vis-a-vis des restrictions.

On définit de facon évidente les faisceaux de groupes abéliens (on demande que
chaque % (U) soit un groupe abélien et que les restrictions soient des morphismes
de groupes) et les morphismes entre tels faisceaux. On définit de méme les faisceaux
d’anneaux ou de k-algebres.

On peut définir le noyau d’un tel morphisme f : % — ¢ en posant

Ker(f)(U) = Ker(f|v) -

Pour I'image, c’est plus difficile, car les f(U) ne forment en général pas un faisceau
(la propriété de recollement n’est en général pas satisfaite; cf. exemple 2) ci-
dessous). On définit le faisceau Im f comme suit : un élément ¢ de 4 (U) est dans
(Im f)(U) 'l existe un recouvrement ouvert (U;);cr de U et des élément s; de
F(U;) tels que f(s;) = t|y, pour tout i. En d’autres termes, c’est I’ensemble des
sections de ¢ qui proviennent localement de sections de ..

EXEMPLES 6.4. 1) Les fonctions différentiables sur une variété différentiable X
forment un faisceau de R-algebres. Si on réfléchit un peu, on se rend compte que
I'on peut tres bien, méme si ce n’est pas 'approche habituelle, définir une variété
différentiable comme un espace topologique muni d’un faisceau de fonctions locale-
ment isomorphe a un ouvert de R™ muni du faisceau des fonctions différentiables
sur cet ouvert.

2) Soient X une variété algébrique irréductible et L un fibré en droites sur X.
Toute section s de L non identiquement nulle induit un morphisme de faisceaux de
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k-algebres

Ox =L
qui est injectif. En effet, si U est un ouvert non vide de X et f une fonction réguliere
sur U telle que la section fs de L sur U soit nulle, alors f est nulle sur 'ouvert
dense de U ou s ne s’annule pas, donc est nulle.

3) Soient X une variété algébrique et x1,...,x, des points distincts de X.
L’évaluation des fonctions régulieres en z1,...,z, est un morphisme de faisceaux
de k-algebres

Ox ﬂ,kml @Dk,
qui est surjectif. On remarquera que les ev(U) ne forment en général pas un faisceau :
sir=2et U, = X —{x;}, la fonction X — k qui vaut 1 en z; et 0 ailleurs est dans
ev(U;) et dans ev(Us), mais pas dans ev(U; UUs) lorsque X est projective (puisque
les fonctions régulieres sur X sont alors constantes par le corollaire 2.38).

Son noyau est un faisceaux d’idéaux de Ox, noté #,, . ... On dit qu'on a une
suite exacte de faisceaux

0— le,...,xr - ﬁX _)kg;l @@k17 —0.
La suite correspondantes des sections globales
0-I(X, Iy . 2) = T(X,0x) > T( X, kyy ®--- D kg, ) 2K

est exacte, mais la fleche de droite n’est pas surjective en général (lorsque X est
projective par exemple).

4) L’exemple précédent se généralise ainsi. Soit Y une sous-variété d’une variété
X. Les fonctions régulieres sur X qui s’annulent sur Y forment un faisceau d’idéaux
de Ox noté Fy et on a une suite exacte de faisceaux

Oﬂfyﬂﬁxﬂﬁyﬂo.

6.5. Faisceaux quotients. La définition du faisceau quotient .% /¥4 d’un faisceau
F de groupes abéliens par un faisceau ¢ de sous-groupes est un peu alambiquée
(heureusement, nous nous n’en servirons qu’une fois, ci-dessous). Soit U un ou-
vert de X ; on peut définir une section de .# /¥ sur U avec le vocabulaire de la
définition 5.10 : on dit qu'une famille (U, s;), ot (U;) est un recouvrement ouvert
de U et s; € T'(U;, .Z), est admissible si

UinU; € g(Uz N Uj)

pour tout ¢ et tout j. De telles familles sont équivalentes si leur réunion est encore
admissible. Un élément de (% /¥)(U) est alors une classe d’équivalence de familles
admissibles. On a bien une suite exacte de faisceaux

0-Y—-F >F/9—0.

Sq u;NnU; — sj

EXEMPLE 6.6. Soit X une variété algébrique irréductible. Le groupe des di-
viseurs de X n’est autre que le groupe des sections du faisceau quotient &5 /0%
(cela résulte de la définition méme).

6.7. Définition des variétés algébriques. Le premier service que va nous
rendre la théorie des faisceaux est de nous fournir un cadre pour énoncer enfin
une définition de la notion de variété algébrique indépendante de tout plongement
(dans un espace projectif ou ailleurs).
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DEFINITION 6.8. Une variété algébrique est un couple formé d’un espace topo-
logique X quasi-compact et d’un faisceau d’anneaux Ox (le faisceau des fonctions
régulieres ) localement isomorphe & une variété affine munie du faisceau de ses fonc-
tions réguliéres.

On copie ainsi la définition des variétés différentiables donnée dans I’exemple 1)
ci-dessus. Le lecteur intéressé pourra vérifier que les variétés quasi-projectives (c’est-
a~dire celles que l'on considérait exclusivement jusqu’a maintenant) sont toujours
des variétés dans le nouveau sens. Il faut prendre garde que cette définition, pour
séduisante qu’elle soit, permet aussi des objets tres étranges, comme par exemple
la variété obtenue en identifiant les ouverts k* de deux copies de k!

Il faut reconnaitre que si cette définition est satisfaisante du point de vue
conceptuel, dans la pratique, la plupart des variétés que nous rencontrerons seront
de toute facon quasi-projectives.

Etant donnée une variété algébrique (X, Ox), un Ox-module est un faisceau
de groupes abéliens .# sur X tel que pour tout ouvert U, le groupe % (U) est un
Ox (U)-module, avec des propriétés de compatibilité évidentes vis-a-vis des restric-
tions.

Si . et 4 sont des Ox-modules, on laisse au lecteur le soin de définir les
Ox-modules F @Y, F Rp, 4 (simplement noté F @ 4) et SHom(F,9).

EXEMPLE 6.9. Soit L un fibré en droites sur une variété algébrique X. Le
faisceau £ des sections de L est un Ox-module localement libre de rang 1, ¢’est-a-

dire que X est recouvert par des ouverts affines U sur lesquels . est isomorphe a
Oy.

6.10. Qu’est-ce qu’un schéma ? Nous avonc tous les ingrédients nécessaires pour
définir ces étranges objets, alors profitons-en pour le faire, sans bien sir couvrir
toute la théorie. Nous aurons de toute fagon bientot besoin de la flexibilité qu’elle
apporte.

Rappelons que les variétés affines sont en correspondance bijectives avec les
k-algebres de type fini réduites par les opérations

Vs A=T(V,0v) A~V = {idéaux maximaux de A} .

L’idée est d’étendre cette correspondance a tous les anneaux, en attachant a un
anneau A ’ensemble Spec(A) de tous ses idéaux premiers, muni de la topologie
dont les fermés sont les

V(I)={p € Spec(4) [p DI},

pour tout idéal I de A. Attention : non seulement, cette topologie n’est pas séparée,
mais il y a en général des points qui ne sont pas fermés! Plus précisément, le point
de Spec(A) correspondant & un idéal premier de A est fermé si et seulement si cet
idéal est maximal.

En particulier, méme quand A est une k-algébre de type fini réduite, I’espace
topologique Spec(A) n’est pas la variété affine V' associée a A comme ci-dessus :
on a adjoint a X des points non fermés, un pour chaque sous-variété irréductible
de X. Le fait d’avoir des points non fermés est un obstacle de nature essentielle-
ment psychologique, amplement compensé par I'unité, la flexibilité et I'efficacité du
nouveau point de vue.
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On munit X = Spec(A) d’une structure d’espace annelé de la fagon suivante.
Les
Xp=X=V(f) =A{p €Spec(4) | f £ p},
pour f décrivant A, forment une base d’ouverts de X. On vérifie (ce n’est pas
immédiat) qu’on définit un faisceau d’anneaux €y sur X en posant 1

DXy, O0x) = Ay,

pour tout f dans A. On copie alors la définition 6.7 : un schéma est un couple formé
d’un espace topologique X et d’un faisceau d’anneauxr Ox localement isomorphe au
spectre d’un anneau muni du faisceau défini ci-dessus.

Attention : les éléments de I'(X, Ox) ne peuvent plus étre considérés comme
des < fonctions » sur le schéma X en un sens naturel, méme si on se restreint
aux points fermés sur un schéma affine X = Spec(A). Tout au plus, on peut dire
qu’une section s € T'(X, Ox) prend ses valeurs dans le corps A/m au point fermé
m, mais ce corps peut varier avec le point. Si k est un corps algébriquement clos
et A une k-algebre de type fini, alors ces corps résiduels sont bien égaux? & k et
on est tres proche de la situation géométrique habituelle. Cependant, il faut garder
dans D'esprit que I’anneau des sections globales de &x peut contenir des éléments
nilpotents non nuls, qui ne sont alors pas déterminés par leurs < valeurs » aux
points fermés.

Avec ce vocabulaire, une variété algébrique est un schéma de type fini sur un
corps k qui est réduit, c’est-a-dire localement isomorphe au spectre d’une k-algebre
de type fini sans éléments nilpotents non nuls.

Remarquons qu’a tout schéma X on peut associer un schéma réduit X,eq : il
suffit de le faire pour un schéma affine Spec(A), out le schéma réduit associé est
simplement le spectre de I’anneau quotient de A par I'idéal des éléments nilpotents.

EXEMPLES 6.11. 1) Soit A 'anneau k[e]/(¢™). Son seul idéal premier est I'idéal
maximal (g). Le schéma affine Spec(A4) a un seul point, qui est fermé. Cependant,
I’anneau des < fonctions régulieres > sur X est ’anneau A, qui contient certainement
des éléments nilpotents non nuls.

2) Un sous-schéma fermé d’un schéma X est un schéma Y qui est un sous-
ensemble fermé de X tel que l'inclusion ¢ : Y — X induise une surjection Ox —
t+Oy . On peut aussi définir Y par le noyau de cette surjection, qui est un faisceau
d’idéaux de Ox noté #y qui s’insére dans une suite exacte de Ox-modules

0— Sy — Ox — 1,0y — 0

(ot on laisse souvent tomber le ¢, ). Si Z est un faisceau de &'x-modules, on appelle
restriction de % a Y le faisceau . ® Oy de Oy-modules; nous le noterons parfois
Z |y . Comme le produit tensoriel est exact & droite, on a une suite exacte

FRIy - F = Fly =0

dans laquelle la fleche de gauche n’est pas nécessairement injective. Elle ’est ce-
pendant lorsque .# est localement libre (cf. exemple 6.9).

1. On rappelle que 'anneau Ay est défini comme ’ensemble des < fractions > fip modulo la

relation d’équivalence f% ~ f% si et seulement si il existe un entier positif r tel que f"(gf9—hfP) =
0.

2. C’est une conséquence d’un théoréme de Zariski (qui d’ailleurs entraine facilement le Null-
stellensatz) : si k est un corps algébriquement clos et K une k-algebre de type fini qui est un corps,
ona K =k.
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Par exemple, tout idéal I d’un anneau A définit le sous-schéma fermé V(I)
de Spec(A), qui est isomorphe & Spec(A/I) (en particulier, le < point épais >
Spec(k[s] / (5”)) considéré ci-dessus est un sous-schéma fermé de la droite affine
Spec(k[e])). Réciproquement, on peut montrer que tout sous-schéma fermé de
Spec(A) est de ce type, mais ce n’est pas facile.

3) La plupart des concepts définis pour les variétés s’étendent aux schémas
(avec parfois des difficultés non négligeables). Soit X un schéma. Un diviseur de
Cartier effectif D sur X est une classe d’équivalence (au méme sens que dans la
définition 5.10) de familles (U, f;), ou f; est un élément de 'anneau Ox (U;) qui
n’est pas diviseur de 0, et f;/f; est inversible dans Ox (U; NU;). Chaque f; définit
un sous-schéma de U; ; ces sous-schémas se recollent pour définir un sous-schéma
fermé Y de X qui ne dépend que de D (et qui est souvent encore noté D). L’idéal
de Y dans X est localement principal : il est engendré sur U; par f;. En tant que
O x-module, il est donc localement libre de rang 1 (c¢f. ex. 6.9). Sur chaque ouvert U,
une section du fibré en droites &y (—D) est une famille (cf. p. 54) s; € Ox(UNU;)

avec

S5 & = S;

T fi
ce qui est équivalent, comme f; n’est pas diviseur de 0, & s;f; = f;5;. On a donc
un morphisme de faisceaux

Ox(—D) — Ox

dont I'image est 'idéal .y et qui est injectif (de nouveau parce que f; n’est pas
diviseur de 0). On a donc une suite exacte

(5) 0— Ox(—D)— Ox — Oy — 0.

6.2. Cohomologie des faisceaux
Soient X un espace topologique et
(6) 0o—g Lz L2
une suite exacte de faisceaux de groupes abéliens sur X. La suite

() I'(9)
—

0 — (X, .7 (X,7) —2% (X, 7"

est encore exacte, mais I'(g) n’est en général pas surjective, comme on 1’a vu dans
les exemples ci-dessus.

Nous amettrons que ’on peut définir, pour tout faisceau . de groupes abéliens
sur X et tout entier ¢ > 0, des groupes H4(X,.7), avec H*(X,.7) = I'(X, ), et
pour tout morphisme f : .% — ¥ de faisceaux de groupes abéliens sur X, des
morphismes de groupes HY(f) : HY(X, %) — HI(X,9), avec H(f) = T'(f), de
fagon que pour toute suite exacte (6) on ait une suite exacte longue

(1) 0 — HOxX, 7)) 2D gox, ) 29, gox, Fy —

1 1
HY(X, 7" H ), HY(X, 7) H_@,Hl(X’yﬂ) .

avec des propriétés fonctorielles évidentes.

6.12. Cohomologie de Cech. Plutot que d’expliquer la construction de ces
groupes en général, nous allons détailler une construction analogue, dite cohomo-
logie de Cech.
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On se donne un recouvrement % de X par des ouverts (U;);er, out ’ensemble T
est bien ordonné. On définit 'ensemble C'4(% ,.#) des g-cochaines associé comme

cliw,.7)= 1] ZwW,n---nu,),
i0<<ig

de sorte que

7)) =17,

clw,7)=1[ZWinU;) .

i<j
On définit aussi des opérateurs
o, 7) L N, ) S e, ) s

par les formules

0
6 (S)ioil = Sil Ui(]mUil - Sio UioﬂUil

1 — . o
5 (S)ioiliQ - 5i1i2 UiOﬁUz‘l f‘qujQ - S’Lo’LQ Uq‘,oﬂUi,llﬂlUl2 + 82021 UioﬂUilﬁUq‘,Q

q+1

6q(8)i0“'iq+1 = Z(_l)jsiomi’;wiwrl

Jj=0

Uioﬁ-“ﬁUiq+1 .

6.13. On vérifie que I'on obtient bien un complexe C*(%,.%#) (c’est-a-dire que
8906771 = 0), dont on note HY(% ,.7) le groupe de cohomologie Ker §7/Im §971.
Les groupes obtenus dépendent hélas du recouvrement % choisi. En prenant la
limite inductive sur tous les recouvrements (c¢f. [BT], p. 112), on définit des groupes
HY(X,.Z), dit de cohomologie de Cech.

EXEMPLE 6.14. Le groupe de Picard d’une variété algébrique X est isomorphe a
HY(X, 0%). En effet, considérons un fibré en droites sur X associé & la donnée d’un
recouvrement ouvert % = (U;) de X et de fonctions g;; régulieres dans U; N U;
qui ne s’annulent pas. En d’autres termes, g;; est dans I'(U;;, O%) et les (g45)i<;
définissent un élément g de C'(%, 0%). La condition

9ijGikGri = 1
montre que g est dans le noyau de §' donc définit un élément de H (%, 0%), donc
de HY(X, 0%), dont on vérifie qu’il ne dépend que de la classe d’isomorphisme du

fibré. On obtient donc un morphisme de groupes ¢ : Pic(X) — H' (X, 0%) dont le
lecteur vérifiera qu’il est bijectif.

Un morphisme % — ¢ de faisceaux de groupes abéliens sur X induit des
morphismes CY(%,.F) — CY(%,¥) qui commutent avec les différentielles, donc
des morphismes

HY Y ,F)— HI (%,9)
en cohomologie, et enfin des morphismes
09X, 7) — H(X.9)

en cohomologie de Cech.
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Ces groupes ne sont les < bons > groupes de cohomologie que sur certains es-
paces topologiques, par exemple paracompacts séparés, ce qui est bien ennuyeux
car la topologie de Zariski n’est pas séparée! Il existe cependant, pour tout recou-
vrement ouvert % de X, des morphismes H4(% , %) — HY(X,.%) qui passent & la
limite pour donner un morphisme

HY(X,7) — H'(X,7)

qui est bijectif pour ¢ < 1. On a en particulier, pour une suite exacte (6), une suite
exacte a six termes en cohomologie de Cech.

EXEMPLE 6.15. Soit X une variété algébrique. Considerons la suite exacte de
faisceaux
0— Oy — AL — HZ/ 0% — 0.
Une partie de la suite exacte longue de cohomologie associée s’interprete de la facon
suivante :
HY(X,0%) — HY(X,#y) — HYX,#%/0%) — HYX,0%)
f — div(f) D —  [0x(D)]

6.16. Comment calculer les groupes de cohomologie d’un faisceau? Puis-
que la construction de Cech ne donne pas les groupes de cohomologie en degré au
moins 2, nous ne sommes pas plus avancés pour calculer ces groupes. Nous verrons
par la suite que la cohomologie de Cech permet cependant le calcul de nombreux
groupes de cohomologie, méme sur un espace non séparé. Cela provient du théoreme
suivant de Leray.

THEOREME 6.17. Soient X un espace topologique, .F un faisceau de groupes
abéliens sur X et % = (U;) un recouvrement ouvert de X tel que les groupes de
cohomologie HP(U;, N---NU;, , F) soient nuls pour tous iy,...,i; et tout p > 0.
Alors le morphisme

k

HY Y ,F)— HY(X, %)
est bijectif pour tout q.

Nous allons voir que I’hypotheése du théoréme de Leray est vérifiée lorsque les
ouverts du recouvrement % sont affines et que le faisceau .% a la propriété d’étre
cohérent.

6.3. Faisceaux cohérents

6.18. Qu’est-ce qu’un faisceau cohérent ? Soit X une variété algébrique. Un
faisceau cohérent % sur X est un faisceau de @x-modules qui est localement de
présentation finie, c’est-a-dire que tout point de X a un voisinage U sur lequel il
existe une suite exacte
ﬁf‘?m — ﬁf‘?" —-Z -0

de Opy-modules. Le faisceau des sections holomorphes d’un fibré en droites est
cohérent, mais pas 0% (qui n’est pas un faisceau de @x-modules), ni #x (qui
est un faisceau de Ox-modules, mais pas localement de présentation finie).

6.19. Faisceaux cohérents sur une variété affine. On se place ici sur une
variété affine X d’algebre de fonctions A = T'(X, Ox). Soit f un élément de A; on
rappelle que 'ouvert

Xp={zeX|f(x)#0)
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est affine d’algebre Ay et que les ouverts de ce type forment une base de la topologie
de Zariski de X.

Soit .# un faisceau de @x-modules sur X. Le groupe I'(X, .#) de ses sections
globales est muni d’une structure de A-module.

THEOREME 6.20. Pour tout faisceau cohérent F sur une variété algébrique
affine X et tout fonction réquliére f sur X, on a®

F(Xf,ﬂ) ~ P(X,ﬁ)f .
DEMONSTRATION. 1l s’agit de montrer que le morphisme de A-modules
Pf - F(X,y)f — P(le,y)

est bijectif. L’injectivité de ¢ est équivalente a la propriété suivante :
- si s € T(X,#) est nulle sur X/, il existe un entier p > 0 tel que sf? soit
nulle sur X ;
et sa surjectivité a :
—sis € I'(Xy, %), il existe un entier p > 0 tel que sf? soit restriction d'une
section de .# sur X.

LEMME 6.21. Soit % un faisceau de Ox-modules. S’il existe une suite exacte
m n B ar
ﬁX — ﬁX — F — 0 5
Uapplication @y est surjective pour tout f.

DEMONSTRATION. Nous supposerons par simplicité X irréductible.

Nous allons d’abord montrer que ¢y est injective. Soit s une section de % sur
X nulle sur X¢. Par définition de la surjectivité de 3, sur chaque ouvert affine d’un
recouvrement fini de X, la section s est dans I'image de 3. Si on montre que sf? est
nul sur chaque ouvert de ce recouvrement, on en déduira que sfP est nul. Il suffit
donc de traiter le cas ol s est I'image par 8 d’une section g de 0% sur X (qui est
un n-uplet de fonctions régulieres sur X, donc d’éléments de A). Comme 'image
de g|x ; par (3 est nulle, cette section est dans le faisceau image de a sur cet ouvert.
De nouveau par définition d’un faisceau image, il existe un recouvrement fini de X
par des ouverts affines Xy, et des éléments g; de A™ tels que

gi
9lx;, = a(f%) -

Les fonctions régulieres composantes de f’g — a(g;) sont nulles sur I'ouvert Xy,
donc sur X puisque X est irréductible.

3. Pour tout A-module M, on pose
m
Mf:M®AAf:{f7,IWEM,pZO}/N,

ou la relation d’équivalence ~ est définie par fﬂp ~ ’JZL—QI si et seulement si il existe un entier positif
r tel que fT(mf? —m’fP) = 0. Ce A- module est nul si et seulement si tout élément de M est
annulé par une puissance de f. Lorsque M est un A-module de type fini, c’est le cas si et seulement

si une puissance de f annule tous les éléments de M.
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Comme les Xy, recouvrent X, les fP n’ont pas de zéro commun dans X et il
existe une partition de I'unité* (prop. 1.16), c’est-a-dire des h; € A tels que

h;
dans Ay, de sorte que (puisque A est integre)
fis = B(f%9) = B> fFhig) = B algi)hi) =0,

ce qui termine la démonstration de I'injectivité de ¢y.
Nous allons maintenant montrer que ’application

T(B): A" — (X, %)

entre sections globales est surjective. Soit s € T'(X,.%#); il existe un recouvrement
fini de X par des ouverts affines Xy, et des éléments g; de A™ tels que

S|Xf _ﬁ(fp) .

Les sections fF's et 3(g;) de .# coincident sur X, donc, par ce qui précede, il existe
un entier ¢ tel que
+
SF70 = Bloid?) -

On utilise de nouveau une partition de I'unité

Do =1,

i

pr—i_qhs_zhﬁngq thgz )

ce qui montre la surjectivité de I‘(ﬂ)
On en déduit la surjectivité de ¢s en appliquant ce qui précede sur Xy : tout
élément de I'(Xy,.#) est dans 3(T (Xf,ﬁxf) ) = ﬂ(A") donc s’écrit B(45), de

sorte que la section globale 5(g) de & se restreint en sf” sur X;. O

qui donne

Passons maintenant au cas général. On se donne s € I'(Xy,.#) et on suppose
& cohérent, de sorte qu’il existe un recouvrement de X par des ouverts U;, qu’on
peut supposer affines de type X, et en nombre fini, sur lesquels on peut appliquer
le cas déja traité : il existe un entier p > 0 (le méme valable pour tous les i) et
s; € I'(Xy,, F), tels que

sfPx;nv; = silx;nu; -

Les sections s; et s; coincident sur Xy NU;NU; donc, par le cas déja traité appliqué
sur Pouvert affine U; N U; = Xy, y,, il existe un entier ¢ positif (le méme valable
pour tout ¢ et tout j) tel que

(si—s;)f1=0 surU;NU; .

La propriété de recollement des sections d’un faisceau entraine qu’il existe une
section ¢ € T'(X,.%) qui se restreint en s;f¢ sur U;, donc en sfPT¢ sur chaque

4. Du point de vue de la théorie des schémas, ce résultat est trés simple : dire que les ouverts
Xy, recouvrent Xy = Spec(Ay), c’est dire que pour tout idéal premier p de Ay, il existe un f; qui
n’est pas dans p. L’idéal engendré par les f; n’est donc contenu dans aucun idéal premier, donc
dans aucun idéal maximal : il est égal & Ay.
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Xy NU; et la partie unicité de la méme propriété entraine que les sections t[x, et
sfP*4 sont égales. Cela montre la surjectivité de ¢y.

Pour I'injectivité, on se donne une section globale s de % sur X nulle sur X;.
Par le cas déja traité appliqué sur Uj;, il existe un entier p > 0 (le méme pour tous
les %) tel que sfP soit nulle sur chaque U;, donc sur X. ([l

On peut interpréter le théoreme 6.20 ainsi : un faisceau cohérent sur une variété
affine est déterminé par le A-module de ses sections globales.

Inversement, étant donné un A-module M, on définit un faisceau M de Ox-
modules en posant, pour tout f € A,

T(Xy, M) = M; .

PROPOSITION 6.22. On définit ainsi un faisceau M de Ox-modules qui est
cohérent lorsque le A-module M est de type fini.

On a bien sir A = Ox.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier la propriété de recollement sur un recou-
vrement fini de X par des ouverts Xy,. On se donne donc des éléments s; = ’}””—,J de

My, (avec le méme p pour tout ) qui vérifient Si‘Mfifj = Sj|Mfifj’ c’est-a-dire lqu’il
existe un entier ¢ tel que
(fify)!(mif] —m;f7) =0

Comme les Xy, recouvrent X, il existe une partition de l'unité, c’est-a-dire des
g; € A tels que
+
Dol =1,
J

On en déduit
miff =miff Yy gifiT = 1YY miffey = fIm
J J

olt 'on a posé m = 3, m; f{g;, donc

de sorte que m = s; dans My,.

Si m’ est un autre élément de M qui vérifie la méme propriété, il existe un
entier ¢’ tel que fiql(mz- — fPm/) = 0 pour tout i. On en déduit fip+q+ql (m—m')=0
et on conclut m = m’ en utilisant de nouveau une partition de I'unité.

Enfin, lorsque le A-module M est de type fini, il est de présentation finie puisque
A est noethérien : il existe des entiers r et s et une suite exacte

A" — A - M —0.

L’opération M — M transforme les suites exactes de A-modules en suites exactes
de Ox-modules puisque la localisation préserve 'exactitude. On en déduit que M
est cohérent. O

6.23. On tire ici quelques conséquences du théoreme 6.20. La premiere est que si
Y est une sous-variété (ou méme un sous-schéma) de X, le faisceau d’idéaux associé
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Sy et le faisceau Oy sont cohérents : sur un ouvert affine U d’anneau A sur lequel
Y est défini par un idéal I, on a

fy|U=I~ et ﬁy|U=;{/JI.

Soit D un diviseur effectif sur X de sous-schéma associé Y (cf. exemple 6.11.3)).
Si D est défini sur U par I'élément f de A non diviseur de 0, la suite exacte (5)
correspond & la suite exacte suivante de A-modules

OHALA—»A/fAHO,
On a aussi les corollaires suivants.

COROLLAIRE 6.24. Les noyau, image et conoyau d’un morphisme de faisceauz
cohérents sur une variété algébrique sont cohérents. Le produit tensoriel de deuz
faisceaux cohérents est un faisceau cohérent.

DEMONSTRATION. C’est une propriété qu’il suffit de vérifier localement, c’est-
a-dire sur une variété affine. Cela résulte alors des propriétés analogues des modules
de type fini sur un anneau noethérien. (I

COROLLAIRE 6.25. Soit .% un faisceau cohérent sur une variété algébrique X.
Pour tout ouvert affine U de X d’algébre A, il existe un A-module de type fini M

tel que F|y = M. En particulier, il existe une présentation finie

oF — 0 — Fly — 0.

6.26. Cohomologie des faisceaux cohérents. Sur une variété affine, les deux
constructions .% — I'(X,.#) et M — M sont inverses 'une de autre; on a
F ~T(X,.7) I(X,M)~M
pour tout faisceau cohérent .# (le premier isomorphisme est conséquence du théo-
reme 6.20, le second résulte de la définition de M).
On en déduit que si

00— L7 5, 27
est une suite exacte de faisceaux cohérents sur une variété affine X, la suite

0— 1(x,7") L rx,7) e rx, 77 0

est encore exacte.
En effet, soit NV I'image de I'(g). On déduit de la suite exacte de A-modules de
type fini
0—-T(X,7)—>T(X,%)— N —0
une suite exacte de faisceaux
0-D(X,7)-T(X,#) =N —-0.
Comme %' et .F sont cohérents, les deux premiers termes de la suite sont respec-
tivement .#' et %, de sorte que N est isomorphe & .#”. Les A-modules de sections
globales N et I'(X, . #") sont donc identiques et T'(g) est surjective.
Cela laisse suspecter que le groupe de cohomologie H'(X,.%’) est nul, ce que
nous allons effectivement prouver a ’aide de la cohomologie de Cech.
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PROPOSITION 6.27. Soient F un faisceau cohérent sur une variété algébrique
X et U un recovvrement fini de X par des ouverts affines du type X¢. On a

HY%,F)=0.
En particulier, H'(X,.Z#) = 0.
On peut montrer que tous les groupes de cohomologie de Cech en degré stric-

tement positif sont nuls, mais cela n’est pas trés utile car ce ne sont pas les
< bons > groupes de cohomologie.

DEMONSTRATION. Soient A l'algébre des fonctions de X et M le A-module
I['(X,#). On se donne un recouvrement fini de X par des ouverts Xy, et une 1-
cochaine (s;;) € [[,; My, s, qui s’écrit

o Mg
YO

La condition §'((s;;)) = 0 s’écrit

avec m;; € M .

Sjk — Sik +8i5 =0,
c’est-a-dire
frmge — fima + fimi; =0
dans My, . ,.- Il existe donc un entier positif ¢ tel que
(fifi ) (P mgn — fima, + fimig) =0
dans M. On en déduit . .
/erqSij = m;fpfk - m;ci’;fk
i J
dans My, ;. On introduit comme d’habitude une partition de I'unité . gkf,f+q =
1; on a alors

o pa. Zk kaikf;g Zk gkmjkf;i’ .. )
Sij = ngfk Sij = fp - f:v =8 S
& i J

dans My, ., ou

5 — 7Zk gkmikfg
= -k ok
7
Ceci montre que (s;;) est dans I'image de §°, donc que le groupe H' (% ,.F) est
nul. O

Nous admettrons sans démonstration le résultat suivant.
THEOREME 6.28. Soit .# un faisceau cohérent sur une variété affine X. On a
HI (X, #)=0
pour tout g > 0.

Pour appliquer le théoreme de Leray en vue de calculer les groupes de coho-
mologie d'un faisceau cohérent sur une variété algébrique générale, il faut encore
vérifier que 'intersection de deux ouverts affines reste affine. C’est vrai pour les
variétés quasi-projectives, mais plus en général pour les variétés algébriques définies
en 6.7 (par exemple pour la variété étrange considérée en 6.7), ni a fortiori pour
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les schémas. Soient U et V deux ouverts d’une variété X. Si A désigne la diagonale
de X dans X x X, on a
UNV~UxV)NA.

Si A est fermée dans X x X (on dit que la variété X est séparée®), U NV est
isomorphe a un fermé dans une variété affine, donc est affine. Cette propriété est
tellement essentielle que dans toute la suite, nous supposerons toujours les variétés
séparées.

THEOREME 6.29. Soient .F un faisceau cohérent sur une variété algébrique
(séparée) X et % un recouvrement fini de X par des ouverts affines. On a

HYU,F) ~ HY(X, F)
pour tout entier q.

COROLLAIRE 6.30. Soient X une variété algébrique (séparée) et Y une sous-
variété de X. Notons u : Y — X Uinclusion. Pour tout faisceau cohérent F surY,
le faisceau u..F est cohérent sur X et l'on a

HY(X,u,.#) ~ HI(Y,.F)
pour tout entier q.

DEMONSTRATION. Soit U un ouvert affine de X, soit A 1’algebre des fonctions
régulieres sur U, soit I I'idéal définissant U NY dans U et soit M le (A/I)-module
LU NY,#). On a par définition, pour tout f dans A,

P(Uf,u*ﬂ) ZF(UfﬂY7§) ZMf .

Cela signifie que u..Z |y est le faisceau cohérent associé & M, vu comme A-module
(de type fini). En particulier, u,.# est un faisceau cohérent sur X.

Soit % = (U;) un recouvrement de X par des ouverts affines. Les ouverts
affines V; = U; N'Y forment un recouvrement ¥ de Y. Il suffit donc de montrer
par le corollaire que les groupes de cohomologie HY (% ,u..%#) et HY(V,.Z) sont
isomorphes. Or il ressort de ce qui précede que les restrictions

CUU ,ueF) — CUY , F)
sont des isomorphismes, donc induisent des isomorphismes en cohomologie. O

COROLLAIRE 6.31. Soient X une variété et F un faisceau cohérent sur X.
On a
HI (X, #)=0
pour tout ¢ > dim(X).
Ce résultat reste vrai® pour tout faisceau de groupes abéliens.

DEMONSTRATION. Ce résultat provient du fait que toute variété de dimension
n est réunion de n + 1 ouverts affines, de sorte que pour le revétement % corres-
pondant, on a C%(%,.%) = 0 pour ¢ > n, donc aussi H4(X,.%) = 0.

Nous ne le démontrerons que lorsque X est projective, donc contenue comme
sous-ensemble fermé d'un espace projectif PV, Il existe un sous-espace linéaire L

5. Attention! Ce n’est pas la méme notion que celle d’espace topologique séparé.

6. Comme d’habitude, il s’agit de faisceaux pour la topologie de Zariski; pour la topologie
usuelle sur une variété complexe de dimension n, la cohomologie du faisceau constant Z ne s’annule
en général qu’en degré > 2n, alors qu’elle est nulle en degré > 0 pour la topologie de Zariski.
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de PV de dimension N —n — 1 disjoint de X (cor. 3.14). Si L est défini par les
équations homogenes

Ty=-=T,=0,
X est contenue dans la réunion des ouverts standard Uy, ..., U,, et chaque U; N X
est affine. |

6.4. Cohomologie des faisceaux cohérents sur une variété projective

Nous allons démontrer des théoremes d’annulation et de finitude portant sur
les groupes de cohomologie des faisceaux cohérents sur une variété projective.
Nous supposerons dans tout ce paragraphe que les variétés sont quasi-projectives,
c’est-a-dire localement fermées dans un espace projectif défini sur un corps k (pas
nécessairement algébriquement clos).

DEFINITION 6.32. Soit X une variété. On dit qu’un Ox-module F est engendré
par ses sections globales s’il existe un ensemble I et une surjection

ﬁ;‘?l—nﬁ

de Ox-modules. On dit que % est engendré par un nombre fini de sections globales
st on peut prendre l’ensemble I fini.

Un morphisme Ox — .% de Ox-modules correspond & une section globale de
%, d’ou la terminologie. Remarquons que le produit tensoriel de deux &'x-modules
engendrés par (un nombre fini de) ses sections globales a la méme propriété.

Tout faisceau cohérent sur une variété affine est engendré par un nombre fini
de sections globales, mais la situation est tres différente sur les variétés projectives.

6.33. Faisceaux inversibles. Soient L un fibré en droites sur une variété X et
Z le faisceau de ses sections. Il est localement libre, ¢’est-a-dire que X est recouvert
par des ouverts U sur lesquels .Z est isomorphe & &y . Inversement, on vérifie que
tout faisceau de ce type est le faisceau des sections d’un fibré en droites. Dans la
pratique, d’ailleurs, on confond presque toujours L et £ (bien qu’il s’agisse de deux
objets tres différents, cela ne pose en général pas de probléeme). On dit aussi de &
que c’est un faisceau inversible, car le faisceau dual

L =Hom(ZL,0x)

(qui est le faisceau des sections du fibré en droites dual L* défini p. 54) vérifie

Z ® L~ ﬁX .

Supposons le morphisme

oot g
associé a des sections sy, ..., s, de L surjectif. La variété X est recouverte par des
ouverts affines U d’algebre A sur lesquels L est trivial et le morphisme A™t! — A
défini par s, ..., s, est surjectif. Ceci signifie que 'idéal engendré par s, ..., s, est
A, donc que les Us; recouvrent U. En d’autres termes, sy, ..., s, n'ont pas de zéro
commun. On peut leur associer comme en 5.5 une application réguliere u : X — P™
telle que

L~u"0pn(l).
Inversement, s’il existe une telle application réguliere, le faisceau .Z est engendré
par ses sections globales.
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On note encore Opr(1) le faisceau des sections du fibré en droites Opn (1) sur
P défini dans 'exemple 5.4. Soit % un faisceau de Opr-modules ; pour tout entier
m, on note .% (m) le Opn-module . ® Opn(m).

THEOREME 6.34. Soient X une sous-variété de l’espace projectif et F un fais-
ceau cohérent sur X. Il existe un entier mg tel que, pour tout m > my, le faisceau
F(m) soit engendré par un nombre fini de sections globales, ¢’est-a-dire qu’il existe
un morphisme surjectif

ﬁx(—m)e% — F
de Ox -modules.

Ce théoreme est fondamental. Nous allons en expliquer quelques conséquences
avant de le démontrer.

COROLLAIRE 6.35. Soient X une variété projective et F un faisceau cohérent
sur X. Les k-espaces vectoriels H4(X, %) sont de dimension finie.

DEMONSTRATION. On peut par le corollaire 6.30 supposer X = P™. La conclu-
sion du corollaire est vraie pour ¢ > n par le corollaire 6.31. Procédons par
récurrence descendante sur ¢. Le théoréeme entraine qu’il existe un entier m et
une suite exacte

0—% — Opn(—m)¥" — F — 0
de faisceaux cohérents sur P". Les espaces vectoriels H4(P", Ox (—m)) se calculent
< a la main > et sont tous de dimension finie. La suite exacte

HI(P", Ox (—m)) — HU(P", F) — HT*(P",9)
permet de conclure. O

COROLLAIRE 6.36. Soient X une sous-variété de l’espace projectif et F un
faisceau cohérent sur X. Il existe un entier mqg tel que, pour tout ¢ > 0 et tout
m > my, les k-espaces vectoriels H1(X, F(m)) sont nuls.

DEMONSTRATION. On peut de nouveau supposer X = P™. La conclusion est
encore vraie pour g > n par le corollaire 6.31, et on procede de nouveau par
récurrence descendante sur ¢. Il existe un entier m, et une suite exacte

0— 94 — Opn(—m)¥" — F — 0
qui induit une suite exacte
HYP", Opn(m —my)) — HYP", F(m)) — HITH(P", 4G (m)) .

Le calcul direct montre que H4(P", Opn(m — m1)) est nul pour m > my et g > 0,
ce qui permet de conclure. O

DEMONSTRATION DU THEOREME. On peut par le corollaire 6.30 supposer X =
P”. La restriction de % a chaque ouvert affine standard U; est engendrée par un
nombre fini de sections s;;. Nous allons montrer que s;zz}* se prolonge pour m
assez grand en une section ¢;; de % (m). Soit donc s € I'(U;, .#). Par ce qu’on a vu
dans le cas affine, pour tout 7,

UiﬂU]‘
se prolonge en une section t; sur U; pour m assez grand. On a alors

tj

U:NU;NUe = Tk UnU; U
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donc, quitte de nouveau a multiplier par une puissance de x;,

tilu;nu,, = telu,nus -

Ceci signifie que les ¢; se recollent en une section ¢ de .# sur P™ qui étend z]"s.
On obtient ainsi des sections t;; de % (m) sur P" qui engendrent % (m) sur
chaque U; donc sur P”. (I

6.5. Faisceaux inversibles amples et trés amples

DEFINITION 6.37. Soit X une variété.

— Un faisceau inversible £ sur X est ample si, pour tout faisceau cohérent F
sur X, le faisceau F @ L®™ est engendré par ses sections globales pour tout
m assez grand.

— Un faisceau inversible £ sur X est trés ample s’il existe une application ré-
guliére u : X — P™ qui réalise un isomorphisme entre X et une sous-variété
(fermée) de P™ pour laquelle £ ~ u*Opn(1).

Le corollaire 6.30 entraine que la restriction d’un faisceau ample & une sous-
variété est encore ample .

Avec notre définition (qui differe de celle de [Hal, II, §5, p. 120), s’il existe un
faisceau inversible tres ample sur une variété, celle-ci est projective. Un faisceau
inversible trés ample est engendré par (un nombre fini de) ses sections globales;
celles-ci définissent une application réguliere de X vers un espace projectif qui
induit un isomorphisme entre X et son image. On peut prendre cette description
< géométrique > comme définition des faisceaux inversibles tres amples.

Le théoreme 6.34 dit qu’un faisceau inversible treés ample sur une variété projec-
tive est ample. La réciproque est en général fausse, mais il existe un lien tres étroit
entre les deux notions; la notion d’amplitude est beaucoup plus maniable, tandis
que les faisceaux inversibles tres amples sont intéressants puisqu’ils permettent de
construire des plongements dans un espace projectif.

EXEMPLES 6.38. 1) Nous avons vu dans l'exemple 5.16.2) que tout faisceau
inversible sur l'espace projectif P™ est du type Opn (d). Le faisceau Opn (1) est tres
ample par définition, ainsi que chaque Opn(d) avec d > 0, puisque c’est I'image
inverse de €(1) par le plongement de Veronese (cf. ex. 2.21.2))

vy P p(ri)-1
En revanche, un faisceau Opn(d) avec d > 0 n’est pas ample puisqu’aucune puis-
sance tensorielle n’a de section globale non constante. On a donc

Opn(d) ample <= Opn(d) trés ample <= d > 0.

2) Nous avons vu dans 'exemple 5.16.4) que tout faisceau inversible sur 1’es-
pace projectif P™ x P™ est du type piOpm(a) @ p5Opn(b); on le note O(a,b). Le

7. Siwu est linclusion d’une sous-variété Y dans X et .# un faisceau cohérent sur Y, le faisceau
ux.Z est cohérent sur X et, pour m assez grand, il existe une surjection ﬁ;‘?l — U F QL9 En
la tensorisant par Oy, on obtient une surjection 0’;‘2[ — U F R L RP™ Oy . 1l s’agit maintenant
de remarquer que le Oy-module u+.Z ® £®™ ® Oy est isomorphe & % Qo (9™ ® Oy); on
peut se placer pour cela sur un ouvert affine d’algébre A, sur lequel Y est d’idéal I, le faisceau
F est associé & un (A/I)-module M et le faisceau .£®™ & un A-module L. Le faisceau cohérent
ux.Z est associé au A-module M, et u+.# ® L¥™ ® Oy au (A/I)-module (M ®4 L) ®4 (A/I),
qui n’est autre que M ® 4,7 (L ®4 (A/1)).



80 6. FAISCEAUX COHERENTS ET COHOMOLOGIE

faisceau de type €(1,1) est tres ample puisque c’est 'image inverse de &'(1) par le
plongement de Segre (cf. § 2.7)

P" x P" — P(m+1)(n+1)—1 )

Il en est de méme pour le faisceau €(a,b) avec a et b strictement positifs : il suffit
de composer les plongements de Veronese (v, 1) avec le plongement de Segre. En
revanche, comme €(a,b) se restreint en Opm (a) sur P™ x {x}, il ne peut étre ample
par 'exemple précédent des que a est négatif. On a donc

O(a,b) ample <= O(a,b) tres ample <= a>0et b>0.

PROPOSITION 6.39. Soient X une variété et £ et M des faisceaux inversibles
sur X.
a) Soit r un entier strictement positif; pour que £ soit ample, il faut et il
suffit que L7 le soit.
b) Si L et M sont amples, £ @ M est aussi.
c) Si M est ample, L @ M®" est ample pour tout entier r assez grand.

DEMONSTRATION. Si.¥ est ample, il est clair que .Z®" 'est aussi. Inversement,
supposons .Z®" ample. Soit .% un faisceau cohérent sur X. Pour chaque 0 < s < r,
le faisceau

(3/7 ® g@s) ® (g@’r)@m
est engendré par ses sections globales pour tout m > m,. Pour
m > rmax(mo, ..., My—_1) ,

le faisceau .F @ £®™ est engendré par ses sections globales, ce qui prouve a).

Supposons .Z ample et .Z engendré par ses sections globales. Soit % un fais-
ceau cohérent sur X. Pour tout m assez grand, .# @ £®™ est engendré par ses
sections globales, donc aussi .# @ £®™ ® .#4®™, ce qui prouve que ¥ @ A est
ample.

Supposons .Z et .# amples. Le faisceau .Z®™ est engendré par ses sections
globales pour m assez grand ; comme .#Z®™ est ample par a), le faisceau L™ ®
M ™ est ample par ce qui précede, donc £ ® 4 est ample par a). Ceci prouve
b).

Supposons .# ample. Soit .% un faisceau cohérent sur X. Pour tout entier r
assez grand, .Z ® .#®" est engendré par ses sections globales, donc aussi

FQ (L ///®(r+1))®m ~(F® ///®m) ®(Z® j/@r)@m

pour tout m assez grand par amplitude de .#. Ceci prouve que .Z ® .4+ est
ample, d’ou ¢). O

EXEMPLE 6.40. Soient X la cubique plane lisse d’équation homogene TETy =
T§ — TyT$ étudiée dans I'exemple 5.20.3) et Py le point d’inflexion (0,1,0). Le
faisceau Opz(1) se restreint & X en Ox (3P,), qui est donc tres ample, donc ample.
Le a) de la proposition montre que le faisceau Ox (Fy) est ample. Il n’est pourtant
pas tres ample, car il n’est pas engendré par ses sections globales s’il I’était, le point
Py serait linéairement équivalent & un autre point et X serait isomorphe a P! (cf.
exemple 5.20.1)).

C’est une conséquence du critere de Nakai-Moishezon (th. 7.17) qu’un faisceau
inversible .Z sur une courbe projective est ample si et seulement si son degré est
strictement positif.
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THEOREME 6.41. Soit X une variété projective. Pour qu’un faisceau inversible
& sur X soit ample, il faut et il suffit que L©" soit trés ample pour un entier
r > 0.

On peut montrer que .£®" est trés ample pour tout entier r assez grand (cf.
exerc. 8.5).

DEMONSTRATION. Si Z®" est trés ample, il est ample par le théoreme 6.34,
donc aussi . par la proposition 6.39.a).

Supposons inversement . ample. Soient zy un point de X et V un voisinage
affine de zy dans X sur lequel .Z est localement libre. Soient Y le complémentaire
de V dans X et #y le faisceau des fonctions régulieres nulles sur Y (cf. ex. 6.11.2)).
Il existe un entier positif m tel que le faisceau Sfy @ L™ soit engendré par ses
sections globales. Comme c’est un sous-faisceau de .£®™, ses sections peuvent étre
vues comme les sections de Z®™ nulles sur Y, et il en existe donc une, s, qui ne
s’annule pas en xg. L’ensemble

Ve ={z e X|s(x) #0}

est contenu dans V. Comme .Z est trivial sur V, la section s peuvent y étre vue
comme une fonction réguliere, de sorte que Vi est un ouvert affine contenant xg.
On recouvre X par un nombre fini de ces ouverts. Quitte a remplacer s par
une puissance, on peut supposer que ’entier m est le méme pour tous ces ouverts;
en remplacant . par £®™, on peut supposer m = 1. On a donc des sections
$1,...,8p de &L telles que les V; = {z € X | s;(x) # 0} soient des ouverts affines
qui recouvrent X. En particulier, sq,...,s, n'ont pas de zéro commun. Soient f;;
des générateurs (en nombre fini) de la k-algebre des fonctions régulieres sur V;. La
méme démonstration que celle du théoreme 6.34 montre qu'’il existe un entier r tel
que s fi; se prolonge en une section s;; de Z£®" sur X. Les sections s/, s;; de Z%"
n’ont a fortiori pas de zéro commun et définissent donc une application réguliere

u: X — PN,

Soit U; I'ouvert standard correspondant a la coordonnée s; ; les ouverts Uy, ..., U,
recouvrent la sous-variété u(X) et u=1(U;) = V;. De plus, a I'application réguliere
induite u; : V; — U; correspond par construction une surjection u} : A(U;) — A(V;),
de sorte que w; induit un isomorphisme de V; sur son image (cf.fem. rI56). Il s’ensuit
que u est un isomorphisme sur son image, donc .Z®" est trés ample. O

6.42. Une caractérisation cohomologique des faisceaux amples.

Pour tout point x d’une variété X définie sur un corps algébriquement clos k,
notons k, le faisceau gratte-ciel associé au corps k concentré en x (cf. ex. 6.2.2) et
6.11.2)). C’est un faisceau cohérent.

THEOREME 6.43. Soient X une variété projective et £ un faisceau inversible
sur X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) le faisceau L est ample ;
(ii) pour tout faisceau cohérent F, on a H1(X, F @ L%™) = 0 pour tout entier
m assez grand et tout entier ¢ > 0 ;
(iii) pour tout faisceau cohérent F, on a HY(X,# @ L%™) = 0 pour tout
entier m assez grand.
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DEMONSTRATION. Supposons % ample. Le théoréme précédent entraine que
LT est trés ample pour un certain entier r > 0. Pour chaque 0 < s < 7, le
corollaire 6.36 donne

HU(X,(F ©ZL%) o (L¥)%™) =0
pour tout m > mg. Pour
m > rmax(mo,...,Mr—_1) ,

on a HY(X, 7 @ £%™) = 0. Ceci prouve que (i) entraine (ii), qui entraine (iii)
trivialement.

Supposons la condition (iii) réalisée. Soit .# un faisceau cohérent sur X, soit x
un point de X et soit .#’ le noyau de la surjection

F — Fk,
de Ox-modules. Comme le faisceau ¢ est cohérent (cor. 6.24), il existe un entier
myg tel que
HY (X, 7' @ Z£%™) =0
pour tout m > mg. Comme la suite
0-F QL% 5 FRL » F L%k, — 0
est exacte, la restriction
I'X,7eZL%" - T(X,7 22" 2k,)
est surjective. On notera que l'entier mgy peut dépendre de % et de x.

LEMME 6.44. Soient X une variété, x un point de X et F un faisceau cohérent
sur X tel que la restriction

I'(X,7)>T(X,Z®k,)

soit surjective. Il existe un voisinage de x dans X sur lequel F est engendré par
un nombre fini de sections globales.

DEMONSTRATION. Soient sy, ..., s, des sections globales de .# dont les images
engendrent le k-espace vectoriel de dimension finie I'( X, # ® k,.). Elles définissent
une suite exacte

O - F - F" =0

et #"” @k, = 0. Plagons-nous sur un voisinage affine U de = d’algebre A. Le faisceau
cohérent .#" correspond & un A-module N de type fini vérifiant N @4 (A/m,) = 0,
c’est-a-dire my N = N. Le lemme de Nakayama appliqué dans ’anneau local Ay,
entraine Ny, = 0, de sorte qu'il existe (cf. note 3) f ¢ m, tel que fN = 0.
Cela signifie que .#" est nul sur le voisinage Uy de z, c’est-a-dire que les sections
$1,-...,8 engendrent .% sur cet ouvert. ([l

Pour chaque m > my, il existe donc un voisinage Ug ,, de x dans X sur lequel
F @ LS™ est engendré par ses sections globales. En particulier, il existe un entier
my tel que £®™ soit engendré par ses sections globales sur Ugy m,. Pour tout
m > my, le faisceau .F ® L®™ est engendré par ses sections globales sur

UI = Uﬁx,ml N Uﬂ,mg N Uﬂ,m0+1 n---N Uﬁ’,moerlfl

puisqu’il peut s’écrire
($®m1)®r ® (y ® $®m0+8)
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avec r > 0 et 0 < s < my. On recouvre X par un nombre fini de ces ouverts U, et
on prend le plus grand entier mg correspondant. Cela montre que . est ample et
termine la démonstration du théoreme. O

REMARQUE 6.45. Soient X et Y des variétés projectives, v : X — Y une appli-
cation réguliere et .%# un faisceau cohérent sur X. Nous admettrons que dans cette
situation, le faisceau u.%# est cohérent.

Supposons de plus que toutes les fibres sont u sont finies (on dit que u est finie) ;
nous admettrons de nouveau que l’image réciproque par u de tout ouvert affine de
Y est un ouvert affine de X . Si % est un recouvrement de Y par des ouverts affines,
u™1 (%) est alors un recouvrement de X par des ouverts affines et par définition de
us.F, les complexes de cochalnes associés sont isomorphes. On en déduit

HYX,7)~ H(Y,u,.%F) .
Soit maintenant . un faisceau inversible ample sur Y. On a
U (F @uFLO") 2 uF @ LO
donc, par ce qui précede,
HY (X, Z @u*' L) ~ H(Y,u,.F @ L°™) .

Comme u,.% est cohérent et que £ est ample, le membre de droite est nul pour
tout m assez grand par le théoreme 6.43, donc aussi le membre de gauche, ce qui
prouve, par le méme théoreme, que le faisceau inversible u*.£ est ample.






CHAPITRE 7

Nombres d’intersection

7.1. Définition
Nous allons définir le nombre d’intersection
zy
d’un faisceau inversible .Z sur une variété projective X avec une sous-variété Y de
X de dimension d. On généralise ainsi la définition 5.21 qui s’applique au cas d = 1.

7.1. Support d’un faisceau. Soient X une variété et .# un Ox-module. L’en-
semble

{r € X | & estnul au voisinage de x}
est un ouvert de X dont on note Supp(%#) le complémentaire, appelé support de
Z.
LEMME 7.2. Soient X une sous-variété de l’espace projectif et F un faisceau
cohérent sur X. Il existe une forme linéaire ¢ qui définit une suite exacte

0—F —F -5 F1) — F'—0

de faisceaux cohérents sur X pour laquelle
dim(Supp(#’) U Supp(#")) < dim(Supp(F)) .

DEMONSTRATION. Soient X1, ..., X, les composantes irréductibles du support
de % et £ une forme linéaire définissant un hyperplan ne contenant aucun X;. Soient
A Talgebre des fonctions d’un ouvert affine U de X et M le A-module I'(U,.%).
La forme linéaire £ est une unité dans Ay, donc la multiplication par £ est bijective
dans M. Cela signife que sur I'ouvert Uy, la multiplication

7 -5 7(1)
est bijective. Les supports de son noyau et de son conoyau sont donc contenus dans

I’hyperplan ¢ = 0. (]

Soient X une variété projective et .# un faisceau cohérent sur X. Par les corol-
laires 6.35 et 6.31, on sait que les k-espaces vectoriels H?(X,.%) sont de dimension
finie et nuls pour ¢ > dim(X). On note habituellement h9(X,.%#) leur dimension et

X(X,.Z) =) (-1)"h(X, 7).

On appelle cet entier la caractéristique d’Euler-Poincaré de . Sa propriété essen-
tielle est que pour toute suite exacte

0—-Fg— %1 — - > % —0,

85
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de faisceaux cohérents sur X, on a

T

D ()X, F) =0

=0

THEOREME 7.3. Soient X une variété projective, F un faisceau cohérent sur
X et L un faisceau inversible sur X. Il existe un polynome P de degré au plus la
dimension de Supp(.%) tel que pour tout entier m, on ait

P(m) = x(X, 7 @ £%™) .

DEMONSTRATION. Commencons par un cas particulier, qui n’est pas nécessaire
au traitement du cas général, mais qui permet de mieux appréhender 'idée de la
démonstration.

Cas ou .Z est trés ample. On peut comme d’habitude supposer X = P”
et £ = Opn(1), et on procede par récurrence sur la dimension du support de Z.
Si on tensorise (on dit aussi souvent < tord ») la suite exacte du lemme 7.2 par le
faisceau localement libre &pn(m), on obtient la suite exacte

0— F'(m) — F(m) -5 Fim+1) — F'(m) — 0,

d’ou
XX, F(m+1)) = x(X, F(m)) = x(X, F"(m)) = x(X,.F'(m)) .

Par hypothese de récurrence, le membre de droite est un polynome en m de degré
strictement inférieur a la dimension du support de .%. Le théoréme résulte du lemme
suivant.

Soit f : Z — Z une fonction ; on note

Af(n) = fn+1) = f(n) .

On dit que f est polynomiale de degré au plus d 'il existe un polynéme P € Q[T]
de degré au plus d tel que f(n) = P(n) pour tout entier n.

LEMME 7.4. Soit d un entier.

a) Pour qu’un polynome P € Q[T] de degré d prenne des valeurs entiéres
sur tous les entiers assez grands, il faut et il suffit qu’il existe des entiers
co,...,Cq tels que

=T e ([T ) 4 v

b) Une fonction f : Z — Z telle que Af soit polynomiale de degré au plus d
est polynomiale de degré au plus d + 1.

DEMONSTRATION. Si P s’écrit sous cette forme, il est clair qu’il prend des
valeurs entieres sur tous les entiers.

Inversement, supposons que P prenne des valeurs entieres sur tous les entiers
assez grands. On procede par récurrence sur d. On peut toujours écrire P sous la
forme cherchée avec des rationnels cg, . . ., cq uniquement déterminés. Le polynéme

Q(T)P(TH)P(T)cd(dTl) +cd_1<df2> .
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prend des valeurs entieres sur tous les entiers assez grands, de sorte que I’hypothese
de récurrence entraine que cq,...,cq sont entiers. Mais

co = P(n) — cq <§> N G)

est aussi entier, ce qui montre a).
Soit P € Q[T] un polynéme de degré au plus d tel que Af = P. On écrit

T T
P(T)_Cd(d> +Cd—1<d_1>+"'+007

avec cg, . . ., cq entiers. Le polynéme

wr = o ) e () ra(])

est de degré au plus d + 1 et vérifie A(f — R) = 0, de sorte que la fonction f — R
est constante, ce qui montre b). O

Cas général. On procede de nouveau par récurrence sur la dimension du
support de %. Soit .# un faisceau inversible trés ample sur X. On démontre en
exercice (exerc. 8.5) que pour r assez grand, les faisceaux inversibles .4 = £ Q.4 ©"
et L = A% sont trés amples. On en déduit, par le lemme 7.2, des suites exactes

0 —F —F —FL—F —0

pour j = 1,2. Notons pour simplifier #™ au lieu de .Z®™. En tensorisant la suite
exacte pour j = 1 par Z™ et celle pour j = 2 par £™*!, on obtient les suites
exactes

0—)?{@37” — F QL — FQL QL™ — yl”@gm_m

00— FpsL"t - FeoLm - Fo bl - Fleom -0

desquelles on déduit 1’égalité

(8) X(X,.Z @ 2™ (X, T ©L™) =
XX, F50 L") —x(X, 75 @ L7 + X (X, F 0 L™) — x(X, F{ @ L™) .

Le méme raisonnement que ci-dessus permet de conclure. (I

DEFINITION 7.5. D’aprés le lemme 7.4, si d est un entier plus grand que la
dimension du support de .7, il existe sous les hypothéses du théoréme un entier ¢
tel que

d
XX, F & L) = 2 +O(m™ ™)
On note L - F cet entier c.
— Lorsque # = Ox, on note simplement £" au lieu de L™ - Ox (ot n est la
dimension de X ). Cet entier est donc défini par

d

(9) XX, 29 = 27T 4 O(m" )
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— Lorsque Y est une sous-variété de X de dimension d, on note L*-Y au lieu
de L% Oy. On a tautologiquement

29y = (ZLy)?,

de sorte que ce cas se ramene au précédent.

7.6. Intersection d’un diviseur et d’une courbe. Montrons que lorsque C est
une courbe projective lisse irréductible, le nombre d’intersection

Z-C
coincide avec le nombre défini en 5.21.
Commencgons par quelques remarques préliminaires. Soit D = 22:1 n;p; un di-
viseur de Cartier effectif sur C, que I'on considére aussi comme dans ’exemple 6.11.3)

comme le sous-schéma fini (affine) de C' d’ensemble sous-jacent {py,...,p,} et ’an-
neau Oc,p, /m¢ en p;. On al

D, 00) = @ O i, 105
i=1
et
H’L(Da ﬁD) =0
pour ¢ > 0 par le théoréme 6.28 (ou le corollaire 6.31. En particulier,

X(D, Op) = deg(D) .

D’autre part, si .# est un faisceau inversible sur C, le faisceau

MR Op
est isomorphe a Op : cela provient du fait qu’il est nul hors de I’ensemble fini
{p1,...,pr}, et que sur cet ensemble, .Z est libre donc isomorphe & O¢.

Soit . un faisceau inversible sur C. Comme dans la démonstration du théoréme,
on peut écrire

L~ @ L

avec .2, et £ tres amples. Il existe en particulier des diviseurs effectifs Dq et Do
sur C tels que

L~ ﬁC(Dl — DQ) .
Nous noterons encore Dy et Da les sous-schémas (finis) de C' associés a ces diviseurs.
On a les suites exactes
0— Oc(—Dj) — Oc — Op, — 0

pour 5 = 1,2. En les tensorisant par 0o (D7), on obtient, compte tenu de la re-
marque ci-dessus, les suites exactes

0— Cc— Oc(D1) — Op, — 0

et
0 i ﬁc(Dl — Dg) i ﬁc(Dl) — ﬁDQ i 0

1. On rappelle que I'idéal maximal m¢,;, est engendré par un élément d;, donc que le k-espace
677,,; —1 ) .

L)

vectoriel ﬁC,m/mgipq; a pour base (1,0, ...
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d’ou

X(C,Z) = x(C, 0c(Dy)) — deg(D2)
x(C, Oc) + deg(D1) — deg(D>)
xX(C, Oc) + deg(L)

On en déduit

Z-C=deg(?) .
Soient X une variété projective, C' une courbe lisse dans X et £ un faisceau
inversible sur X. On en déduit

Z-C=deg(Z|c) -

On a donc bien généralisé la définition 5.21.
Si C est connexe, on a vu dans le corollaire 2.38 que I’espace vectoriel H(C, 0¢)
est de dimension 1. On a donc

X(Cv ﬁC) =1- hl(Cv ﬁC) :

L’entier positif h'(C, O¢) est trés important ; on appelle le genre de la courbe C et
on le note généralement g(C'). Lorsqu’on est sur le corps des complexes, il coincide
avec le genre topologique de la surface de Riemann C.

On peut exprimer les résultats ci-dessus sous la forme

X(C,Z) =deg(L) +1—g(C) .

C’est une forme du théoreme de Riemann-Roch; elle est valable sur toute courbe
irréductible C' (pas nécessairement lisse).

7.7. Degré d’une sous-variété de 1’espace projectif.

Soit X une sous-variété (ou méme un sous-schéma) de dimension n de PV, Par
le th. 6.43.(ii), on a

(X, (m)) = KX, Z(m))

pour tout entier m assez grand. On peut améliorer le théoreme 7.3 et montrer que
c’est un poynoéme en m de degré exactement la dimension du support de F (cf.
exerc. 8.5). Le coefficient de m™/n! dans le polynéme x(X, Ox(m)) est donc un
entier strictement positif que 1'on appelle le degré de X dans PV (attention : il
dépend du plongement choisi de X dans PV !).

On en déduit (avec le th. 6.41)

247y >0

pour tout faisceau inversible ample sur X et toute sous-variété Y de dimension d
de X.

Tentons d’expliquer la signification géométrique du degré dans le cas ou X est
lisse. Le théoreme de Bertini 4.22 nous apprend que pour un hyperplan général H
de PV, I'intersection X N H est encore lisse. Ce théoréme a été énoncé dans le cadre
des variétés, mais notre démonstration montre en fait que le schéma? X N H est
lisse. Soit £ une forme linéaire définissant H ; on a une suite exacte

0— Ox(m—1) -5 Ox(m) — Oxnp(m) — 0

2. C’est-a-dire le schéma défini par les équations définissant X et celle définissant H ; pour bien
comprendre la différence, penser au cas o X est une courbe : I'intersection X N H est finie donc
est toujours lisse en tant que variété, mais elle n’est lisse en tant que schéma que si ’'intersection
est transverse.
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ou la multiplication par ¢ est injective car ¢ ne s’annule sur aucun ouvert de X
donc n’y est pas diviseur de 0 (cf. exemple 6.11.3)). En prenant les caractéristiques
d’Euler, on obtient
deg(X) =deg(XNH) .

En continuant ainsi de proche en proche, on arrive en coupant X par N —n hyper-
plans généraux, c’est-a-dire par un sous-espace linéaire général de dimension N —n,
a un sous-schéma fini lisse, dont le degré est le cardinal. On a montré que le degré
d’une sous-variété lisse de dimension n de PN est le nombre de points d’intersec-
tion de X avec un sous-espace linéaire général de dimension N —n. Il est donc bien
strictement positif. Cette description reste d’ailleurs valable pour toute sous-variété
de PY, lisse ou non.

7.8. Nombres d’intersection généraux. On se donne maintenant des faisceaux
inversibles .1, . . . ,.%, sur une variété projective X de dimension n et on veut définir
un nombre d’intersection

L L
On procede de fagon tout-a-fait analogue.
THEOREME 7.9. Soient X une variété projective, F un faisceau cohérent sur

X et A,..., %L des faisceaux inversibles sur X . Il existe un polynéme P de degré
total au plus la dimension de Supp(.F) tel que pour tout entier m, on ait

P(m17"'7mr) - X(X79®$1®m1 [ ®$’r®mT) .
DEMONSTRATION. On va se ramener au cas déja traité r = 1.

LEMME 7.10. Soient d un entier strictement positif et f : Z" — Z une applica-
tion telle que pour chaque (n1,...,Mi_1,Mi11,-..,ny) dans Z"~1, Uapplication

t'—)f(n17"'7ni717t7ni+1;-~-7n7“)

est polynomiale de degré au plus d. La fonction f prend les mémes valeurs qu’un
polynome en r indéterminées a coefficients rationnels.

DEMONSTRATION. On procede par récurrence sur r, le cas r = 1 étant [Ha], I,
prop. 7.3.(a). Supposons 7 > 1; il existe des fonctions fy,..., fs: Z"! — Z telles
que

d
fltn,te) = filtn,. o te1)t
=0

Choisissons des entiers distincts co, . .., ¢4 ; pour chaque i € {0,...,d}, il existe par
I’hypothese de récurrence un polynéme P; a coefficients rationnels tels que

d
f(tl, . ,t,«_l,Ci) = ij(tl, . ,tr_l)cg = Pi(t17~ .. 7t7"—1) .
7=0

La matrice (c]) est inversible et son inverse est & coefficients rationnels. Cela en-
traine que chaque f; est combinaison linéaire de Fy,..., Py avec des coefficients

rationnels, d’ou le lemme. (Il

On déduit du théoréme 7.3 et du lemme qu’il existe un polynéme P € Q[T1, ..., T}]
tel que
P(mi,....m;) = X(X,F @ L™ @ @ L2
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pour tous entiers my, ..., m,. Soient d le degré de P et ni,...,n, des entiers tels
que le polyndome
Q) =P(mT,...,nT)
soit encore de degré d. Comme
Q(m) =x(X,Z @ (L™ @ @ L7m)O™)
on déduit du théoreme 7.3 I'inégalité d < dim(Supp(.F#)). O

On pose alors la définition suivante.

DEFINITION 7.11. Soient A, ...,%, des faisceauz inversibles sur une variété
projective X, avec r > dim(X). Le nombre d’intersection
L L

est le coefficient de my ... m, dans le polynome
X(X7 gl®m1 Q- gr®mr)

La proposition 7.12 qui suit entraine que ce nombre est entier, et le théoreme
7.9 qu'il est nul pour r > dim(X). Si ¥ est une sous-variété de X de dimension au
plus s, on pose

L LY =Lly - Ly .

Lorsque les D; sont effectifs, ce nombre d’intersection a une interprétation géomé-
trique en termes de multiplicités d’intersection analogue a celle de 7.6, mais nous
n’aborderons pas ce point de vue ici.

Lorsque tous les .Z; sont égaux a .2, le nombre d’intersection £" est le coethi-
cient de my ... m, dans le polynéme

P(my + -+ m,) = x(X, g@mttm))y
il coincide donc bien avec le nombre défini dans la déf. 7.5.

PROPOSITION 7.12. Soient 41, . ..,.%, des faisceaux inversibles sur une variété
projective X de dimension n.
a) L’application
(A,....L)— A L
est multilinéaire, symétrique et a valeurs entieres.

b) Si £, a une section qui n'est identiquement nulle sur aucune composante
wrréductible de X, celle-ci définit un sous-schéma Y de X de codimension 1
et

A= L 1Y

DEMONSTRATION. Dans a), I’application en question est symétrique par cons-
truction, mais sa multilinéarité n’est pas évidente. Supposons r > n ; l'identité

(10) L L= > ax(X.QRL) .
Ic{1,...,r} el

otte; = (1)) se déduit du fait que si P(T1, ..., T}) est un polynéome de degré
total au plus r, le coefficient de T} - - - T;. dans P est

Z EIP(_tI) )

Ic{1,...,r}



92 7. NOMBRES D’INTERSECTION

ottt = 1sii €I et0sinon (cette quantité s’annule pour tous les autres mondmes
de degré <r).

Cette identité montre que le nombre d’intersection est un entier. De plus,
son membre de droite s’annule pour r > n, donc, pour des faisceaux inversibles
L, L L, ., L, la somme

Y e (X @@L - (X L 0@ L)

I1c{2,...,n} el el
~ XX, A QL) XL 0 A R L))
el el

est nulle. D’autre part, (£ ® 4]) - L --- %, est égal a
S a(x QL) X, Lo L 0@ L))
I1c{2,...,n} el el
et /L L+ L L LA
I1Cc{2,...,n} iel i€l icl

En mettant toutes ces égalités ensemble, on obtient a).
Dans la situation de b), on a

L L= Z 5I(X(X7®=%*) _X(X,gr* ®®$*)) .

Ic{1,...,n—1} i€l iel

De la suite exacte (cf. ex. 6.11.3))

0= Ox(L© QL) = 0x(Q L) — ov(RQ L) — 0

i€l i€l i€l
on tire
L L= Y ax(V,y L =L LY,
I1c{1,...,n—1} el
d’ott b). O

7.13. Formule de projection. Soient 7 : X — Y une application réguliere entre
variétés projectives et C' une courbe sur X. On définit le 1-cycle 7,C ainsi : si C
est envoyée sur un point par w, on pose m,C' = 0; si 7(C') est une courbe sur Y, on
pose m,C = dn(C), o1 d est le degré?® de I'application réguliere C' — 7(C) induit
par 7. Si . est un faisceau inversible sur X, on a la formule de projection

(11) ™ -C=% mC

qui se déduit de la proposition 5.18, du lemme 5.19 et de la définition du nombre
d’intersection donnée en 5.21. Cette formule est en fait un cas particulier du résultat
suivant, que nous admettrons.

3. Rappelons (§ 3.4) que le degré d’une application réguliere 7 : Y — X entre variétés projec-
tives est le degré de l’extension de corps associée * : K(X) < K(Y) si cette extension est finie,
0 sinon.
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PROPOSITION 7.14 (Formule de projection). Soient 7 : Y — X une application
réguliére surjective entre variétés projectives et 21, . ..,%, des faisceauz inversibles
sur X, avec r > dim(Y). On a

Lt =deg(m) (LA L)
7.2. Cone des courbes

7.15. 1-cycles. Pour étudier les propriétés d’intersection des courbes et des
diviseurs d’une variété algébrique, on veut identifier deux courbes qui ont méme
nombre d’intersection avec chaque diviseur (cela forme une relation d’équivalence
sur 'ensemble des courbes). Il est trés commode de mettre un peu d’algebre linéaire
dans la machine, en procédant comme suit.

Soit X une variété projective. On considere les combinaisons linéaires formelles
finies & coefficients entiers de courbes irréductibles de X (on les appelle des 1-cycles).
On peut étendre par linéarité le produit d’intersection entre 1-cycles et diviseurs;
il est a valeurs entieres. On pose alors

N1 (X)z = {groupe des 1-cycles}/{1-cycles d’intersection 0 avec tout diviseur}
et
N'(X)z = {groupe des diviseurs}/{diviseurs d’intersection 0 avec toute courbe} ,
de sorte que le produit d’intersection induit une forme bilinéaire non dégénérée
Ni(X)zx N'(X)z —» Z .

On notera que N1(X)z est un groupe abélien libre qui est un quotient de Pic(X).

Il est tres pratique de permettre des coefficients rationnels, ou méme réels, dans
la définition des diviseurs de Weil et dans celle des 1-cycles. On obtient ainsi des
espaces vectoriels N1(X)q, N1(X)r, N1 (X)q et N} (X)r.

Le fait fondamental (que nous ne démontrerons pas) est que [’espace vectoriel
N1 (X)Rr est de dimension finie lorsque X est projective. Dans cet espace vectoriel,
on définit le cone effectif NE(X) comme I'ensemble des combinaisons linéaires &
coeflicients positifs des classes de courbes sur X.

Si .Z est un faisceau inversible ample sur X, on a .Z - C' > 0 pour toute courbe
C de X. Cela veut dire que NE(X)-{0} est contenu dans un demi-espace ouvert
de N1(X)r (on a en fait mieux : voir § 8.3).

EXEMPLES 7.16. 1) Le groupe de Picard de P™ est libre de rang 1 (ex. 5.16.2))
donc aussi les groupes N'(P")z et Ni(P™)z. L’application

Z /\1' [OA [ — Z )\i deg Ci

est donc un isomorphisme et NE(P") est RT.

2) De la méme fagon, on déduit de 'exemple 5.16.4) que N1 (P™ x P™)g est
un espace vectoriel de dimension 2 dans lequel NE(P™ x P™) est Rt x R™.

Par exemple, une quadrique lisse X dans P? est isomorphe & P! x P! (c’est
I'image du plongement de Segre). Si C; et Cs sont des droites concourantes conte-
nues dans X, les relations C; - Cy = 1 et C2 = C3 = 0 prouvent que C; et Cy ont
des classes indépendantes dans N1(X)gr et engendrent cet espace vectoriel.
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7.3. Caractérisation des faisceaux amples par leurs nombres
d’intersection

On a vu que tout faisceau ample .Z sur une variété projective X vérifie
247 >0

pour toute sous-variété Y de dimension d de X. Il s’avere que la réciproque est
vraie.

THEOREME 7.17 (Critere de Nakai-Moishezon). Un faisceau inversible £ sur
une variété projective X est ample si et seulement si, pour toute sous-variété irré-
ductible Y de X de dimension d, on a

247y >0.

Par l'exercice 8.5, cette propriété est équivalente a la méme inégalité pour toutes
les sous-variétés de X (pas nécessairement irréductibles), et méme (mais c’est plus
délicat) pour tous les sous-schémas.

DEMONSTRATION. Il sufffit de montrer une direction. Nous procéderons par
récurrence sur la dimension de X.
Nous utiliserons la version schématique suivante du théoreme de Bertini 4.23.

THEOREME 7.18 (Théoréme de Bertini). Soient X une variété, v : X — P™
une application réguliére et H un hyperplan général de P™. Le schéma u~1(H) est
une sous-variété de X de codimension 1, associée a un diviseur.

Il existe alors des diviseurs effectifs Dy et Dy (obtenus par sections hyperplanes :
procéder comme en § 7.6) dont les sous-schémas associés sont des sous-variétés de
X de codimension 1, tels que

L~ ﬁx(Dl —Dg) .

On peut leur appliquer I'hypothese de récurrence : les restrictions .#’|p; sont amples
donc (th. 6.43)
1 . ®my __
H (D, Z157) = 0

pour tout i > 0 et tout m suffisamment grand. En considérant les suites exactes
longues de cohomologie associées aux suites exactes

0 —  Z°m@ox(-D)) — £ -  ZF" - 0
(12) |

0 — ¥®em-1 ® ﬁx(*DQ) - ®m-1) j|<§[§;(m—1) =0

2

on obtient les égalités suivantes
RU(X,Z%™) = h(X,Z®°"® 0x(—Dy)))
= RY(X, 2% Y @ 0x(—Dy)))
= (X, Z®mD)
pour tout ¢ > 2 et tout m suffisamment grand.

Soit n la dimension de X. Par définition de .£™ (cf. (9)), et comme cet entier
est strictement positif par hypothese, on a

lim x(X,Z%™) = +o0c .
m—o0
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Comme, pour i > 2, les nombres h(X,.£™) sont constants pour m suffisamment
grand, il s’ensuit

lim (h°(X,£9™) - h'(X,£%™)) = +0 ,

m— 00
donc

lim R%(X,Z%™) = +o0 .
m—00

Comme il s’agit de montrer que .Z est ample, il est loisible de le remplacer par
une puissance tensorielle positive (th. 6.41). On peut donc supposer que .Z a une
section non nulle s, de diviseur (effectif) D (en somme, on peut supposer dans ce
qui précede Do = 0). La premieére des suites exactes (12) donne une surjection

pm s HY(X, 290" D) — HY (X, 2°™)

pour tout m suffisamment grand. Les dimensions h'(X, £®™) forment donc une
suite décroissante de nombres positifs, qui est donc stationnaire. Pour m suffisam-
ment grand, p,, est alors bijective, et la suite exacte longue de cohomologie associée
& la premiére des suites exactes (12) entraine que la restriction

(13) HY(X,2%™) — H°(D, Z|5")

est surjective. Comme Z|p est ample sur D, le faisceau & |%m est engendré par ses
sections globales pour tout m suffisamment grand par définition de I’amplitude.

Cela signifie que pour tout point de D, il existe une section de .Z |%m qui ne
s’annule pas en ce point. Par (13), cette section est restriction & D d’une section de
Z®™ En tout point de D, il existe donc une section de £®™ qui ne s’annule pas.
Or la section s de #®™ s’annule exactement aux points de D. Il en ressort qu’en
chaque point de X, il existe une section de .Z®™ qui ne s’annule pas; ce faisceau
inversible est donc engendré par ses sections globales et définit une application
réguliere

u: X — PV

telle que u*Opn (1) ~ L™, Supposons qu'il existe une courbe C contractée par
u. Par la formule de projection (11), on a

mn—l(gn—l . C) _ ($®m)n—1 O = ﬁPN(l) cu,C =0,
ce qui contredit I’hypothese. Une telle courbe ne peut donc exister, ce qui entraine

que les fibres de w sont finies. On invoque alors la remarque 6.45 pour en déduire
que Z®™ donc aussi .Z, est ample. O






CHAPITRE 8

Caractérisations numériques des faisceaux
inversibles nefs et amples

8.1. Faisceaux inversibles nefs
Vu le critere de Nakai-Moishezon, il est naturel de poser la définition suivante.

DEFINITION 8.1. Un faisceau inversible £ sur une variété projective X est
nef! si, pour toute sous-variété irréductible Y de X de dimension d, on a

24y >0.

Tout faisceau inversible ample est nef. La restriction d’un faisceau inversible
nef & une sous-variété est encore nef. De nouveau, l’exercice 8.5 entraine que cette
propriété est équivalente a la méme inégalité pour toutes les sous-variétés de X
(pas nécessairement irréductibles) et méme (mais c’est plus délicat) pour tous les
sous-schémas.

8.2. Produit tensoriel d’un faisceau inversible ample et d’un faisceau
inversible nef. Nous dégageons le résultat suivant qui nous servira a plusieurs
reprises.

LEMME 8.3. Soit X une variété projective de dimension n et soient £ un fais-
ceau inversible sur X et .# un faisceau inversible ample. Si pour toute sous-variété
Y de X de dimension d, on a £%-Y >0, on a

L >0 .

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence sur n. Comme .# est ample,
un multiple positif .#Z®™ est trés ample; il a donc une section qui s’annule sur
un sous-schéma Z de X. Il est pratique d’utiliser ici la version schématique du
théoreme de Bertini 7.18 qui permet de supposer que Z est une sous-variété de
X de codimension 1 (associée au diviseur d’'une section de .#Z®™ nulle sur aucune
composante irréductible de X). On peut supposer d < n; on a alors, en utilisant la
proposition 7.12.b),

Dg/pd . %nfd _ igd . %nfdfl . (%@m)

m

— igd .%nfdfl .z

m

1
- - Z d . % n—d—1 5
(L) (A7)
qui est positif par hypothese de récurrence. ([l

1. Cet acronyme signifie “numériquement effectif”.
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Soient X une variété projective, £ un faisceau inversible nef sur X et .# un
faisceau inversible ample. Soit Y une sous-variété de X de dimension r; comme
Z|y est nef et que .#|y est ample, le lemme donne

(14) L2 MY = (L) (M) 20

pour 0 < s < r. Cela entraine
r—1 r
(Z@///)T~Y://ZT'Y+Z <S>$S'//ZTS~YZ (A)y)" >0
s=0

puisque . |y est ample. Par le critére de Nakai-Moishezon, .£ ® .# est ample : sur
une variété projective, le produit tensoriel d’un faisceau inversible nef £ et d’un
faisceau inversible ample est ample.

8.4. Produit tensoriel de faisceaux inversibles nefs. Soient .Z et .# des
faisceaux inversibles nefs sur une variété projective X de dimension n, et soit .4
un faisceau inversible ample sur X. On vient de voir que .#®™ ® .4 est ample pour
tout entier positif m et que, pour toute sous-variété Y de X de dimension r, on a

LM R N)TEY >0
pour 0 < s < r. En divisant par m”"~° et en faisant tendre m vers +oo, on obtient
LMY >0
et par la formule du bindme (en utilisant la proposition 7.12.a)),
(Z4)-Y >0.

Il s’ensuit que Z ® A est nef : sur une variété projective, le produit tensoriel de
deuz faisceaux inversibles nefs est nef.

8.5. Puissances rationnelles. Rappelons (prop. 6.39) qu’'un faisceau inversible
% est ample si et seulement si une puissance tensorielle (positive) 'est. Si ¢ est
un nombre rationnel, nous dirons que <« .£®? est ample > (attention : 'objet .£®4
n’existe pas!) si une puissance tensorielle positive entiere 1’est (cela ne dépend pas
de la puissance choisie). On peut par multilinéarité définir un nombre d’intersection
de puissances rationnelles de faisceaux inversibles, et le critere de Nakai-Moishezon
est encore valable (tout cela n’est que formel).

8.2. Etre nef est une propriété numérique

La propriété d’étre nef se comporte beaucoup mieux que l'amplitude; par
exemple, le résultat suivant entraine que cette propriété est numérique : elle se
teste uniquement par le nombre d’intersection avec les courbes. Ce résultat est pri-
mordial. Il entraine en particulier, avec la formule de projection (11), que I'image
inverse d’un faisceau inversible nef par n’importe quelle application réguliere est
encore nef.

THEOREME 8.6. Soit X une variété projective. Un faisceau inversible sur X
est nef si et seulement si il est de degré positif sur toute courbe de X.

DEMONSTRATION. Soit .# un faisceau inversible de degré positif sur toute
courbe et soit n la dimension de X. En procédant par récurrence sur n, il suf-
fit de montrer £™ > 0.
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Soit .# un faisceau inversible ample sur X ; on pose .%; = .Z ® .#®* pour tout
rationnel t et on considere le polynéme

pPit) = (&4)"
= E”+(T>($"1-///)t+-~-+///”t".

Il s’agit de montrer P(0) > 0. On raisonne par ’absurde en supposant le contraire ;
comme le coefficient directeur de P est strictement positif, cela entraine que P a
une plus grande racine strictement positive réelle tg et P(t) > 0 pour t > tg.

Pour toute sous-variété Y de X de dimension r < n, ’hypothése de récurrence
entraine que .Z|y est nef. On a donc, par (14),

Ly - M|y >0
pour 0 < s < r; en particulier,
(15) LY >0.

On a aussi [}, > 0 puisque .#|y est ample. D’autre part, par multilinéarité du
nombre d’intersection,

LY = (L% + (:) ($|§‘1 M)+ ()T >0

pour t > 0. Comme D} = P(t) > 0 pour t > tg, le critere de Nakai-Moishezon
entraine que .%; est ample pour t rationnel > ty. Remarquons que P est somme des
polynomes

QHy=2""1-2 e Rt)=tL" ' 4.
Comme .Z est de degré positif sur les courbes, le lemme 8.3 entraine Q(t) > 0 pour
tout t > to. D’autre part, le lemme 8.3 montre que (15) entraine

LTy Z 0

pour 0 <7 < n. Le polynome

n—1
1

est donc a coefficients positifs et de coefficient directeur strictement positif. Cela
entraine R(ty) > 0, d’ou la contradiction

0= P(to) = Q(to) + R(to) > R(to) >0

Nous avons donc montré P(0) > 0, d’ou le théoreme. O

R(t):(gn—l,%ﬂ_'_( )(fn_2~t%/2)t2+--.+%”tn

8.3. Une caractérisation numérique de ’amplitude

Le critére suivant montre que ’amplitude est une propriété numérique : elle
ne dépend que des nombres d’intersection avec les 1-cycles. On peut donc par-
ler de classes amples dans N'(X)q. Ces classes forment un céne conveze ouvert
(prop. 6.39.b) et ¢)). De méme, par le théoréme 8.6, on peut aussi parler de classes
nefs; elles forment un cone convexe (§ 8.4) qui est 'adhérence du cone ample (§ 8.2).

Le critére entraine aussi que le cone effectif fermé NE(X) (cf. § 7.2) ne contient
pas de droite (c’est un exercice de montrer qu’'on cone convexe fermé ne contient
pas de droite si et seulement s’il est contenu dans un demi-espace espace ouvert
plus lorigine).
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PROPOSITION 8.7 (Critere de Kleiman). Soit X une variété projective. Un fais-
ceau inversible £ sur X est ample si et seulement si & -z > 0 pour tout élément
non nul z de NE(X).

DEMONSTRATION. Si.# est ample, on a clairement % - z > 0 pour tout z dans
NE(X).

Supposons .Z-z = 0 et z # 0; comme la forme d’intersection est non-dégénérée,
il existe un faisceau inversible .Z tel que .# -z < 0, donc (Z®™ @ .#) -z < 0 pour
tout entier positif m. En particulier, %™ ® .# n’est pas ample, ce qui contredit
la proposition 6.39.c).

Pour la réciproque, supposons que .# soit strictement positif sur NE(X)-{0}.
On choisit une norme || - || sur N1(X)gr ; Uensemble

K = {= e NEQY) | 2] = 1)

est compact. L’application linéaire z — .Z - z est strictement positive sur K donc
y est supérieure & 1/a, ol a est un entier strictement positif. Soit .# un faisceau
inversible ample sur X ; I'application linéaire z — .# - z est majorée par un entier
(strictement positif) b sur K. Il s’ensuit que % @ .#* est positif sur K donc
sur le cone NE(X) ; par le théoreme 8.6, cela signifie que % @ .#* est nef. Par
§ 8.2,

$®ab _ (sz@ab ®%*) QM

est ample. Par la proposition 6.39.a), .Z est ample et cela démontre le théoreme. O

8.4. Une forme faible du théoréme de Riemann-Roch

Soit .Z un faisceau inversible sur une variété projective X. On sait (th. 7.9)
que la fonction

m— x (X, L%

est polynomiale. Dans la pratique, il est important de connaitre ’espace vectoriel
des sections H°(X,.£®™), ou encore simplement sa dimension h°(X,.Z%™), qui
n’est que 1'un des termes de la somme alternée définissant x (X, Z®™).

Le résultat suivant répond partiellement a cette question : lorsque £ est nef,
le terme dominant dans cette somme alternée est bien h?(X, £®™).

PROPOSITION 8.8. Soit £ un faisceau inversible sur une variété projective X
de dimension n.
a) On a
RY(X, £%™) = O(m™) .
b) Si L est nef,

n

hO(X7 g@m) — mnﬁ + O(mn—l) .
n:

DEMONSTRATION. Soit .# un faisceau inversible ample sur X. Il existe un en-
tier strictement positif ry tel que h%(X, .Z%" ® £*) > 0 (définition de 'amplitude)
et h'(X, #®") =0 pour tout i > 0 et r > 7o (th. 6.43). Cela entraine

hO(X, L9 < KX, ®™) = x(X, ME™") = O(m") ,

c’est-a-dire a).
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On démontre b) en montrant par récurrence sur n que pour tout i > 0, on a
(X, Z£%™) = O(m™!). Ecrivons comme dans la démonstration du th. 7.17

.,iﬂ ~ ﬁX (Dl — Dg)
avec Dy et Dy diviseurs effectifs sur X. L’hypothese de récurrence et la suite exacte
longue en cohomologie associée aux suites exactes (12) donnent, pour i > 2,
h(X, 2%™) = h(X, 22Dy 4 O(m"~?)
d’ou A
(X, ZL%™) =O0(m" 1) .
Par la définition méme du nombre d’intersection .Z", on en déduit
hO(X, 29™) =M (X, 2%™) = x(X,Z%")+0(m"")

ngn n—1

Si hO(X, £®™) = 0 pour tout m > 0, le membre de gauche de cette égalité est
positif. Comme £ est positif, il doit étre nul, et h!(X,.L®™) = O(m"~1).
Sinon, il existe un diviseur effectif D dans un systéme linéaire |.Z®™0|; et la

suite exacte
0_)$®(m—mo)_)$®m_>$‘%m_)0

entraine
Y(X, 2% < hYX,Z®mmmo) L pY(D,.2|5™)
WX, 2®mmmo)) 4 O(m™?)
par récurrence. De nouveau, h'(X,mD) = O(m™ ') et b) est démontré. O

8.5. Exercices

1) Soit X un espace topologique irréductible (c’est-a-dire dans lequel tout ouvert non vide
est dense). Calculer les groupes de cohomologie de Cech du faisceau constant Z pour n’importe
quel recouvrement ouvert de X.

2) Soient k un corps et U le complémentaire de 'origine dans Ai.
a) Calculer H (U, Oy).
b) En déduire que U n’est pas affine.

3) Soient X une variété projective et . et .# des faisceaux inversibles sur X.
a) Si .2 est trés ample et .# engendré par ses sections globales, £ ® . est trés ample.
b) Si .4 est ample, £ ® .4 ®" est trés ample pour tout entier r assez grand.

4) Soient X et Y des variétés projectives et u : X — Y une application réguliere. On suppose que
I'image réciproque par u de tout ouvert affine de Y est un ouvert affine de X (on dit que u est
affine). Soit .# un faisceau cohérent sur X.

a) Montrer que le faisceau u«.# est cohérent (cette propriété reste vraie pour toute application
réguliere entre variétés projectives; cf. [Hal, II, cor. 5.20).

b) Montrer que pour tout entier ¢, on a un isomorphisme

HY(X,7) ~ HU(Y,us 7).

5) Soit X une variété projective. Un faisceau inversible .£ sur X est ample si et seulement si
sa restriction & chaque composante irréductible de X est ample (Indication : utiliser le théoréme
6.43).

6) Soient A un anneau et M un A-module de type fini. On rappelle que annulateur de M est
I’idéal
Ann(M)={a € A|aM =0}



102 8. CARACTERISATIONS NUMERIQUES

de A. Soit X une variété affine d’algebre A ; montrer

Supp(M) = V(Ann(M)) .

7) Soient X une variété projective, .# un faisceau cohérent sur X et ¥ et .# des faisceaux
inversibles amples sur X. Montrer que pour tout g > 0, ’ensemble

{(r,s) € N2 | HY(X, 7 @ £®" @ .#%*) # 0}

est fini (Indications : en raisonnant par récurrence descendante sur g, on pourra montrer qu’il
suffit de traiter le cas ou .Z est tres ample et F = Ox, puis raisonner par récurrence sur la
dimension de X, en en considérant une section hyperplane).

8) Soit X une sous-variété de l'espace projectif et soit .# un faisceau cohérent sur X. Montrer
qu’il existe un polynéme P de degré la dimension de Supp(%) tel que pour tout entier m, on ait
P(m) =x(X, 7 ® Ox(m)) .

Indications : on suivra la démonstration du théoreme 7.3, on montrant qu’il existe une suite exacte
0—>¢?/—>,?—>,9?(1)—>ff”—>0,

avec
dim(Supp(#")) < dim(Supp(F)) —2 et dim(Supp(F")) = dim(Supp(F)) — 1 .

9) Soient X une variété projective de dimension n et de composantes irréductibles X7, ..., X, et
soient %1, . ..,.%, des faisceaux inversibles sur X. Montrer la formule

L L= Alx; Lk,

j=1
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