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I. MATRICES, ENDOMORPHISMES ET DETERMINANTS

Le but de ce chapitre est d’introduire la notion de déterminant. On commence par
quelques rappels sans démonstration sur les espaces vectoriels et les applications linéaires,
présentés de fagon a mettre en valeur I'intérét des concepts plutot que les détails techniques.
Il est indispensable de bien les maitriser avant d’aborder la suite du cours. On introduit
ensuite quelques notions de bases sur les permutations d’un ensemble fini, puis on définit le
déterminant d’'une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n, puis le
déterminant d’un endomorphisme et le déterminant d’une matrice carrée, avec application

au calcul de l'inverse.

1. Espaces vectoriels

Dans tout ce cours, on fixe un corps commutatif K contenant le corps Q des
rationnels; ce sera pour nous pratiquement toujours soit le corps R des nombres réels,

soit le corps C des nombres complexes.

Apres avoir «fait de la géométrie » dans le plan (c’est-a-dire R?) ou dans I’espace
(c’est-a-dire R?) pendant des siecles, les mathématiciens ont eu I'idée d’essayer de dégager
celles des propriétés de ces espaces qui permettaient en fait de « faire de la géométrie » . Ces
propriétés de base se réduisent a ceci : on peut ajouter deux vecteurs et on peut multiplier
un vecteur par un «scalaire », c’est-a-dire un élément du corps K, ces deux opérations
obéissant a quelques regles simples de compatibilité. On définira donc un espace vectoriel
comme un ensemble E muni de deux lois, une addition interne et une multiplication externe,

qui vérifient
e '’ensemble E muni de la loi + est un groupe commutatif;

e ona
(a+b)x = ax + bx a(x +y) =azr + ay a(bz) = (ab)z,

ou a et b sont des scalaires (c’est-a-dire des éléments de K) quelconques, et = et y des
vecteurs (c’est-a~dire des éléments de E) quelconques.

Exemples 1.1. 1) L’ensemble K™, muni des deux lois

(1, sxn) + (Y1, yn) = (@1 4+ Y1, Ty + Yn) a(xy,...,x,) = (az1,...,axy,)

est un espace vectoriel.

2) L’ensemble K[T] des polynomes a une indéterminée T et a coefficients dans K, muni
de I'addition des polynmes, et de la multiplication habituelle par un scalaire, est un espace
vectoriel. La multiplication des polynmes entre eux est une structure supplémentaire qui

n’intervient pas ici.



3) Un troisieme exemple plus exotique est le suivant : si I'on part d’un espace vectoriel E
et de n’importe quel ensemble X, I’ensemble de toutes les fonctions de X dans E est muni
d’une structure d’espace vectoriel (exercice) : il suffit de remarquer que pour additionner
deux fonctions par exemple, il suffit d’étre capable d’additionner leurs images.

2. Dimension des espaces vectoriels

Vous avez tous, méme de facon intuitive, une notion de la dimension; on a envie par
exemple de dire qu'une droite est de dimension 1, un plan de dimension 2, ’espace dans
lequel nous vivons de dimension 3, et I'espace vectoriel K™ de dimension n. Le probleme
auquel nous sommes confrontés est d’arriver a définir la dimension d’un espace vectoriel de

fagon intrinseque, c¢’est-a-dire en ne faisant appel qu’aux opérations définissant la structure.

La raison pour laquelle on dit que ’espace dans lequel nous vivons est de dimension
3 est que 'on peut repérer un point par 3 coordonnées. Plus généralement, dans K™, on
attribue & un vecteur (z1,...,x,) les «coordonnées » x1,...,x, parce que l'on peut écrire

T =T1€1 + -+ enln,

ou e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). De plus, ces «coordonnées »
sont uniquement définies.

C’est de cette fagcon que ’on va approcher la définition de la dimension d’un espace
vectoriel. Les deux difficultés principales auzquelles on se heurte sont :

e dans un espace vectoriel quelconque, existe-t-il toujours un «repere » analogue a

la famille (eq,...,e,) de vecteurs de K" 7

e deux tels «reperes » ont-ils toujours le méme nombre de vecteurs (ce probleme se
pose déja dans K™ )?

Pour avancer un peu dans la théorie, il est utile a ce stade d’introduire un peu de
terminologie, pour préciser les notions de «coordonnées » et de «repere » utilisées de facon
intuitive plus haut.

Etant donné un espace vectoriel E , une combinaison linéaire de vecteurs eq,...,e, de
E est une somme aey + -+ are,., 0ou ay,...,a, sont des scalaires. Pour pouvoir associer
a tout vecteur des «coordonnées », il faut déja que tout vecteur de E soit combinaison
linéaire de ey, ..., e, ; une famille qui a cette propriété est dite génératrice.

Pour que ces coordonnées soit uniques, il faut que tout vecteur de E qui est
combinaison linéaire de eq,...,e, le soit de facon unique, c’est-a-dire que les scalaires
ai,...,a, soient uniquement déterminés; une famille qui a cette propriété est dite libre. De
fagon équivalente, une famille (eq,...,e,) est libre si aucun de ses vecteurs n’est combinaison
linéaire des autres, ou encore si toute combinaison linéaire nulle de ces vecteurs a tous ses

coeflicients nuls.

Finalement, une base (plutot qu'un repere) de E est une famille libre et génératrice :

tout vecteur x de E est combinaison linéaire des vecteurs d’une base, et les coefficients de
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cette combinaison linéaire sont uniquement déterminés par x ; on les appelle les coordonnées

(ou les composantes) de x dans la base.

Malheureusement, nous n’avons pas beaucoup progressé vers une définition rigoureuse
de la dimension : il reste encore a répondre aux deux questions ci-dessus. C’est la le résultat
principal de la théorie; sa démonstration est délicate, et je renvoie pour cela a votre cours
de premiere année. Il s’agit du fait qu’étant donné un espace vectoriel E, il existe toujours
une base de E, et deux bases quelconques ont méme nombre d’éléments. Cela permet de
définir la dimension de E comme le nombre d’élément dans une base quelconque de E.

Exemples 2.1. 1) Il est clair que les vecteurs ey, es, ..., e, de K™ définis plus haut forment
une base de cet espace vectoriel ; on 'appelle la base canonique de K™ . Il en résulte que K"

est de dimension n .

2) Il n’existe pas de base de l'espace vectoriel K[T] qui ait un nombre fini d’éléments.
C’est une difficulté qui a été camouflée jusqu’a présent (ou nous n’avons considéré que des
familles libres ou génératrices finies), la raison en étant que la théorie marche tout aussi
bien en général, mais que nous ne considérerons dans ce cours que des espaces vectoriels de
dimension finie, c¢’est-a-dire dont toutes les baes ont un nombre fini d’éléments (on montre
qu’il suffit pour cela qu’il existe une famille génératrice finie). Pour tout entier d >0,
I’ensemble des polynémes de K[T| de degré < d forment un espace vectoriel; une base
en est (1,T,T2,...,T%), de sorte que sa dimension est d + 1.

3. Applications linéaires

(3.1) De nombreuses transformations courantes de I'espace (projections, symétries, rota-
tions,...) ont en commun une propriété importante, la linéarité : on dit qu’une application
u: E — F entre des espaces vectoriels est linéaire si

u(z +y) = u(z) + u(y) u(ax) = au(z),

pour tous z, y dans E et tout a dans K. On vérifie facilement (c’est le méme principe
que dans 'exemple 1.3)) que L(E,F), 'ensemble de toutes les applications linéaires de E
dans F, est lui-méme un espace vectoriel. Si E et F sont de dimension finie, L(E,F) est
de dimension (dimE)(dimF).

Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-méme. On note
L(E) Pespace vectoriel de tous les endomorphismes de E.

Exemples 3.2. 1) L’application de K[T] dans K qui & un polynme P associe P(1) est
linéaire. En revanche, celle qui & P associe P(1)? (ou P(0) + 1) ne 'est pas.

2) L’application u : K3 — K? définie par u(z,y,z) = (2z + 3y — 2, — 2) est linbaire. Pas
celle qui & (z,v, z) associe (x +y% oz —2—1).

3) Si E est un espace vectoriel et a un élément de K fixé, 'application u : E — E définie

par u(x) = ax est un endomorphisme de E (appelé homothétie de rapport a).
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4) Pour ceux qui connaissent un peu de géométrie : les projections, les symétries dans un
espace vectoriel E sont des endomorphismes de E. Si I’espace vectoriel R? est muni de sa
structure euclidienne orientée canonique, la rotation ry d’angle 6 est linéaire (cf §46).

L’espace vectoriel L(E) est aussi une K-algebre, puisqu’on peut « multiplier » deux
endomorphismes u et v en en prenant la composée. Les propriétés de compatibilité sont :

(au) ov = a(uow) (u4v)ow = (uow)+ (vow),

et la méme distributivité de Pautre cté.

4. Matrices

On rappelle qu’'une matrice a m x n a coefficients dans K est un tableau a m lignes
et n colonnes d’éléments de K. On peut additionner des matrices, les multiplier par un
élément de K, et 'on vérifie que ces opérations satisfont les propriétés de compatibilité
voulues. On obtient donc un K-espace vectoriel que 'on note M,, ,(K). Se donner une
matrice revient a se donner mn éléments de K. En particulier, M,, ,,(K) est de dimension

mn.

Lorsque m =n, on dit que 'on a des matrices carrées d’ordre n. On peut les
multiplier entre elles (parce qu’elles sont carrées), et I’on obtient ainsi une K-algebre que
I'on note M,,(K). L’élément neutre de la multiplication (qui est la matrice dont tous les
coefficients diagonaux valent 1 et les autres 0) est noté I,,. Une matrice carrée M d’ordre
n est inversible s’il existe une matrice carrée N de méme ordre telle que MN = NM =1, .
La matrice N est alors unique; on la note M~! et on I'appelle 'inverse de M.

Soient E un espace vectoriel de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de E. On
associe a tout vecteur x de E la matrice colonne Xg a n lignes dont la iieme ligne est la
7iéme composante de x dans la base B.

Exemple 4.1. Dans la base canonique B de R?, la matrice des composantes du vecteur

(4,7) est
%= (3)

dans la base B’ = ((1,2);(3,5)) , c’est
1
XB, B (1) ’

Soit maintenant u un endomorphisme de E ; on peut décomposer chaque vecteur

puisque (4,7) = (1,2) + (3,5).

u(e;) comme combinaison linéaire des éléments de B :
u(ej) = aljel + -+ anjen

On obtient ainsi une matrice carrée d’ordre n, de coefficients (a;j)i<i j<n, o l'on
peut «lire» I'image de e; sur la jieme colonne; c’est la matrice de f dans la base B ; on
la note Mpg(u) .



Exemple 4.2. 1) Si B = (e1,ez) est une base de R?, que D; est la droite dirigée par e; et
D5 la droite dirigée par es, la matrice dans la base B de la projection sur D, parallelement

(b o)

La matrice de la symétrie par rapport a D; parallelement a Dy est

(b %)

2) La rotation ry d’angle 6 dans le plan euclidien orienté (cf §46) a pour matrice dans la
cosf) —sin@
sinf  cosf |-

La relation fondamentale est la suivante : si Xz est la matrice des composantes d’un

a Dy est

base canonique

vecteur x de E dans la base B, celle des composantes de u(z) dans la méme base est

(4.3) Mp(u) X5

En d’autres termes, prendre I'image d’un vecteur par un endomorphisme revient a
multiplier la matrice de ses composantes par celle de u . Cette propriété caractérise la matrice

de u.

Exemple 4.4. L'image du vecteur (4,7) par la rotation 7,,, dans le plan euclidien orienté
(cf §46) est le vecteur

(Voo ') (1) = (iVah)-

En associant a un endomorphisme sa matrice dans la base B, on définit une
application Mg de L(E) dans M, (K), dont il est facile de vérifier que c’est une application

linéaire bijective. C’est en fait mieux : on a

Mpg(vou) = Mp(v)Mp(u)

de sorte que Mp est un morphisme de K-algebres. Cela peut se justifier de la fagon
suivante : pour tout vecteur x de matrice de composantes X, la matrice des composantes
de (vou)(z) =wv(u(x)) est, par (4.3),

M(o) (M()X) = (M@)M(@) X,

de sorte que M(v)M(u) est bien la matrice de v o u. Il faut bien se dire que la multiplication
des matrices, qui semble a priori tomber du ciel, est définie justement pour que I’égalité ci-

dessus soit vérifiée.



(4.5) La matrice d’'un endomorphisme dépend de la base que 'on a choisie. Nous al-
lons maintenant étudier l'effet d’un changement de base. On se donne une autre base
B = (e},...,el) de E, que 'on exprime a partir de l’ancienne par sa matrice de pas-
sage Pp_sp = (pij)i<i,j<n (ou simplement P ), dont les colonnes sont les composantes des
vecteurs de B’ dans ’ancienne base B :

n
/ f— .. .
¢ = 2 pici
i=1

On montre facilement que Pp_, 5 est inversible, et que son inverse est Pp/_, 5 ; cela
signifie simplement

PP =P sPpop =1n.

On a la relation fondamentale suivante : pour tout vecteur =z,

(4.6) Xg = Pp_p Xp

On en déduit que, si y = u(z), on a
Mp (u)Xp = Yp = Pp5Yp = P ,5Mp(u) X = P sMp(u)Pp_, 5 Xp

pour tout Xp:, de sorte que

Mg (u) = PprsMp(u)Pp_p

ou encore

(4.7) Mg (u) = PgLB/MB(U)PB%B’

Exemple 4.8. Soient B la base canonique de R? et B’ la base ((1,2); (3,5)) .On a

1 3 _ -5 3
PB%B':(2 5> PB’%B:PBLB/:(z —1)’

La matrice de la rotation r.,4 dans la base B’ est (cf §46)

(3 4) (Ve aw) (2 5)=(3 &) (el wa)-
@V

5. Polynmes d’endomorphismes



Soient E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On introduit les notations

commodes suivantes :

UOZIdE , Ul:u , uzzuou s e u =uouo---ou.

Plus généralement, si P(T) =ao+ aT + -+ a,T" est un polynme a coefficients
dans K, on pose
P(u) = agldg +ayu + - - + a,u™.

On vérifie que l'on définit ainsi un morphisme d’algebres de K[T| dans L(E)
(exercice). Cela veut dire entre autres que I'image d’un produit est le produit des images. Par
exemple, le polynme P(T) = T* — 1 se factorise sur R en P(T)= (T — 1)(T + 1)(T2 + 1) ;
on a donc, pour tout endomorphisme u d’un espace vectoriel réel E,

ut —1dg = (v — Idg)(u + Idg) (v? + Idg).
Dans le cas complexe :
ut — Idg = (u — IdE)(u —+ IdE)(u — ZIdE)(U +1 IdE)

On remarque que l'on peut faire cette construction avec n’importe quelle K-algebre
a la place de L£(E), comme par exemple avec M, (K).

Proposition 5.1.— Pour tout endomorphisme u de E, il existe un polynme non nul P tel
que P(u) =0.

Démonstration. Les propriétés de la dimension d’un espace vectoriel que 'on a rappelées
plus haut entrainent que les n? 4+ 1 vecteurs Idg,u,u?,... ,u"2 de L(E) sont liés. 11 existe

donc des scalaires non tous nuls ag, a1, as,...,a,2 tels que

ap Idg +aju + asu® + -+~ +a "2:0
0ldg 1 2 n2U .

Le polynme P(T)=ag+ a;T+axT?+ -+ anzT"2 n’est pas nul, et il vérifie
Plu)=0. =

On en déduit de la méme facon que pour toute matrice carrée M , il existe un polynme
non nul P tel que P(M) =0.

Exercice 5.2. Trouver un polynme non nul P qui annule la matrice ((2) ;) .

6. Permutations

Soit f une application de ’ensemble {1,...,n} dans lui-méme. On la note (provi-
soirement) sous forme de tableau

(i sl 0 i)
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ou tout simplement en en écrivant uniquement la deuxieme ligne On peut composer deux

telles applications : si f correspond au tableau
1 2 3 4
2 3 4 1
1 2 3 4
2 1 4 3)°
1 2 3 4
1 4 3 2)/)°

On rappelle qu’'une telle application est injective s’il n’existe pas deux éléments

et g au tableau

alors go f correspond au tableau

distincts de {1,...,n} quisont envoyés sur le méme élément, c’est-a-dire si tous les éléments
de la deuxieéme ligne du tableau sont distincts, surjective si tous les éléments de {1,...,n}
sont atteints par f, c¢’est-a-dire si tous les entiers entre 1 et n apparaissent sur la deuxieme
ligne. On a donc

f injective <= f surjective <= f Dbijective.

On appelle permutation de {1,...,n} toute application bijective de {1,...,n} dans
lui-méme. L’ensemble des permutations de {1,...,n} forment un groupe, que 'on note S, ;
il n’est pas commutatif pour n > 2.

Exemple 6.1. Les éléments de S35 sont

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
12 3/7\2 1 3)°\1 3 2/)7\3 2 1)7\2 3 1)’7\3 1 2)°
On montre en général que S, a n! éléments.

Un exemple important de permutation est celui des transpositions, c’est-a-dire des
permutations qui n’échangent que deux éléments de {1,...,n}, laissant les autres inchangés.
Pour tous i, j € {1,...,n}, on note (i,j) la transposition qui envoie i sur j et j sur i.
On remarque que

(7,1) = (i.5) = (i,4)

Les quatre premiers des éléments de Ss ci-dessus s’écrivent par exemple 1d, (1,2),

(2,3) et (1,3).

Soient ¢ une permutation et ¢ et j des entiers tels que 1 <i < j <n ;on dit que o
inverse i et j si o(i) > o(j). On peut compter le nombre d’inversions d’une permutation

pour tous les n(n — 1)/2 couples d’entiers 1 <i < j<n.

Exemples 6.2. 1) L’identité n’a aucune inversion. La transposition (1,2) n’a qu'une seule
inversion : celle de 1 et de 2. La transposition (i,7) a 2|j —i| — 1 inversions.

. 1 2 3 1 2 3 . .
3) Les permutations (2 3 1) et (3 1 2) ont chacune 2 inversions.

11



Définition 6.3.— Soit o un élément de S,,. On appelle le nombre

(_ 1 ) nombre d’inversions de o

la signature de o . On dira qu’une permutation est paire si sa signature est 1, impaire dans

le cas contraire.

Exemples 6.4.1) L’identité est paire. Toute transposition est impaire.

2) Dans Ss, il y a trois permutations impaires (qui sont des transpositions), et trois
permutations paires (dont 'identité).

Il est clair que le produit
11 o(j) —o(i)
1<idj<n 4T

est du signe de €(0). Son carré vaut

) —o(i)\? i )
1§g§n<a(j;—i()> _ i IR 7

i#]

qui vaut 1 car les termes du numérateur sont les mémes que ceux du dénominateur, écrits

dans un ordre différent. On en déduit

E(O’) — H U(.]) _U(Z’).

i
1<i<j<n J

Proposition 6.5.— La signature ¢ : S — {—1,1} est un morphisme de groupes; en d’autres

termes, la signature d’un produit est le produit des signatures.

o(j)=o(@ _ o(i)=a(j)

Démonstration. Soient o et 7 des permutations; comme = = cette
quantité ne dépend pas de l'ordre de 7 et j ; on a donc
o(7(j)) —o(7(i))
g(o) = H ) =)
1<i<y<n J
d’ou
dory = [[ ZTO =@ _ 1 (ATl) =0ty (T0) =) _
1<i<j< J—t 1<i<ci< T(j)_T(Z) J—1
ANV <1<gsn

ce qui montre la proposition. m
On peut remarquer que les éléments de S3 peuvent s’écrire
d o, 12, 23 , 13 , 1,2)(23) , (1,3)23);

en d’autres termes, ils sont tous produits de transpositions. La proposition suivante généralise

ce fait.
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Proposition 6.6.— Toute permutation se décompose en produit de transpositions. Cette
décomposition n’est pas unique, mais toute décomposition d’une permutation paire (resp.
impaire) a un nombre pair (resp. impair) de termes.

Démonstration. Plutt que de démontrer 'existence de la décomposition en général, montrons
1 2 3 4 5
2 4 1 5 3
multiplier ¢ a gauche par des transpositions de fagon a avoir a chaque fois un élément fixe

1 2 3 4 5 )
1 4 2 5 3).Oncontmue

le principe de la démonstration sur ’exemple o = < . Le principe est de

de plus. Ici (1) = 2, et on compose par (1,2) : (1,2)0 =

en oubliant le 1 ; puisque ¢(2) =4, on compose par (2,4) :

panan- (137 10)

de sorte que o = (1,2)(2,4)(3,4)(4,5) .

(3,4)(2,4)(1,2)0:(1 S Z):(4,5),

Cette décomposition n’est pas unique; on a par exemple :
(231) = (1,2)(2,3) = (2,3)(1,3) = (2,3)(1,2)(1,2)(1,3) ;

cependant, pour toute décomposition ¢ =71y 0---o7.,ona (o) =e(ry)---e(r.) = (=1)",
de sorte que r a méme parité de . =

7. Formes multilinéaires alternées

Nous avons associé a tout endomorphisme u d’un espace vectoriel une matrice, mais
celle-ci dépend du choix d’une base. Notre but est d’associer a w un invariant, c’est-a-dire
quelque chose qui ne dépende d’aucune autre donnée que celle de w .

Définition 7.1.— Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme m-multilinéaire sur E
une application F : E™ — K qui est linéaire en chaque variable. On dit qu’une telle forme
est alternée si

F(z1,...,2m) =0

des que deux des xj sont égaux.

Exemple 7.2. Soit F:R? x R? - R une forme bilinéaire sur R?. Posons e; = (1,0) et
ez =(0,1);on a

F((z11,221), (T12, T22)) = F(z11€1 + 2162, T12€1 + T22€2)
= ar11712 + br11%22 + CT21712 + dr21T22

avec a = F(ej,e1), b=TF(ey,es), c =F(ea,e1) et d =F(eg,es). Inversement, toute appli-
cation de cette forme est bilinéaire. Elle est alternée si et seulement si on a

0 ="F((z11,221), (z11,221)) = azi; + (b+ c)z11221 + dz3
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pour tout (z11,x21), c’est-a~dire si et seulement si a =b+c=d =0. La forme F sécrit
alors

F((l’n, T21), (ZE127$22)) = b(z11722 — T21712).

On reconnait 1a le déterminant d’ordre 2!

Proposition 7.3.— Soient E un K-espace vectoriel et F : E™ — K une application multi-

linéaire. Pour que F soit alternée, il faut et il suffit que 'on ait
F(xi,....z .. 25, 0 2m) = —F(x1,. .25, 00,20, 0, Z0).
pour tous Ti,...,Ty, dans E et 1 <i<j<m.
Démonstration. Si F vérifie la propriété de la proposition, on a
Fley,...,z,...,x, ... ;x) = —F(z1,..., 2, ..,2, .0 Ty),

c'est-a-dire 2F(z1,...,x,...,z,...,zy) = 0. Comme K contient le corps Q des rationnels,
on peut multiplier cette égalité par 1/2, et F est alternée. Réciproquement, si F est

alternée, on a

0=F(x1,....2i +2j,...,2; +2j,...,%m)
=F(z1,....%0 .., %y ) FF (21, @, T, )
+F(zy, ... x5, %y o) FF(@, T, T, T
=F(x1,....zi, ..., 25, .. &) +F(z1, .. 25, 2,00 )

ce qui montre la propriété cherchée. m

On peut exprimer la conlusion de cette proposition en disant que, pour toute
transposition T, on a
F(zray, s Trm)) = —F(21,...,2m).

Cette propriété se généralise a toute permutation :

Proposition 7.4.— Soient E un K-espace vectoriel et F : E™ — K une application multi-

lin€aire alternée.

a) Pour toute permutation o dans Sy, , on a
F(zo1), - To@m)) = (0)F(21,...,Tm) ;

b) F(z1,...,z,) ne change pas lorsqu’on ajoute a l'un des xz; une combinaison

linéaire des autres ;

c) F(z1,...,xm) est nul si les x; sont liés. En particulier, toute forme m-

multilinéaire alternée est nulle si m > dim E .
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Démonstration. On décompose o en produit de k transpositions o =7go0---07, avec

g(o) = (=1)* ; le point a) s’en déduit par récurrence sur k. On a

F<w17"'7xi—lax’i+ E /\jxjaxi-Flw"vxn):
J#1

F(fL‘l,...,xn)+Z)\jF(.fl,...,fL‘j,...,l’j,...,l‘n) :F(.Il,...,l‘n) s

J#i

d’ou b). Si les z; sont liés, 'un d’eux est combinaison linéaire des autres. Par b), on peut

ajouter a ce vecteur I'opposé de cette combinaison linéaire sans changer la valeur de F, qui

est donc nulle. Ceci montre ¢). =

8. Déterminants

Nous allons maintenant étudier les formes n-multilinéaires alternées sur un espace

vectoriel E de dimension n. Soit F une telle forme; on veut développer » F(x1,...,x,)

comme dans l'exemple 7.2. On se donne pour cela une base B = (eq,...

décompose chaque z; dans cette base en

n
.I‘j: E xijei.
=1

On a par multilinéarité

n n n
F(l’l, Ce ,azn) = F(Z xilleil, Z 1’@'22612, ceey Z innnein>

i1=1 io=1 =1

= g Ti1%ip2 - TipnF (€5, €ipy o €0) .

1<i,i2,...,in <N

Puisque F est alternée, les termes pour lesquels deux des indices i, ..

,€n), €t on

., 1, sont les

mémes vont s’annuler. Resteront ceux pour lesquels ils sont tous distincts, c¢’est-a-dire ceux

pour lesquels I'application k — i; est injective, donc une permutation. On en déduit

F(zy,...,2,) = Z To(1)1 " To(n)nE (€a(1), €a(2)s - s Co(n)) -
ceS,

On utilise la proposition 7.4 pour conclure

F(Zlﬁl,...,l’n) = F(el,eg,...,en) Z 1170-(1)1 "'.CEO-(n)nE(U) .

cES,

Comment intepréter cette formule ? Elle nous dit que toutes les formes n-multilinéaires

alternées sur E sont proportionelles a la forme detg définie par

(81) detB(x17 SR x’n) = Z 8(0)$U(1)1 To(n)n -
oES,
On l'appelle le déterminant des vecteurs x1,...,x, dans la base B.
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Exemple 8.2. Dans K2, le déterminant dans la base canonique B est donné par la formule
(on pourra comparer avec ’exemple 7.2)

detB(($11,$21)7 (901279022)) = T11222 — L21T12.

Proposition 8.3.— L’application detp est une forme n-multilinéaire alternée qui vérifie
detg(er,...,ep) =1. Si F:E" — K est une forme multilinéaire alternée, on a, pour tous
T1,...,Tn dans E,

F(z1,...,2,) = F(ey,...,en) detg(xy,...,25).

Démonstration. 11 n’est pas difficile de montrer que chacune des expressions
€(0)To(1)1 * " To(n)n qui intervient dans le déterminant est n-multilinéaire en (z1,...,2,)
(exercice). Leur somme l’est donc aussi. Montrons maintenant que le déterminant est al-
terné. Calculons pour cela detp(z1,...,2j,...,2,...,2,), ol z; est a la i-ieme place et

z; ala j-ieme. Cela vaut, en notant 7 la tramsposition (i,7),
Z g(a)xa(l)l U To(i)g e ()it To(n)n
oESH

= Z €<U)$UOT(1)1 " Loor(5)j " " Loor(i)i " " Loor(n)n
o€Sy

= Z —&(0 0 T)Tgor(1)1*** Toor(nyn = — detp (21, ..., 2)
Uesn

ce qui montre bien, par la proposition 7.3, que detg est alternée.

Lorsqu’on évalue detp sur les vecteurs de B, le coefficient x;; vaut 1 si ¢ =j, et
0 sinon. Un terme de la somme qui définit detg(eq,...,e,) ne peut étre non nul que si
o(i) =i pour tout i, auquel cas o est l'identité et le terme vaut 1. Ce déterminant vaut

donc 1. Le reste de la proposition a été montré avant son énoncé. m
Le théoreme suivant regroupe les propriétés essentielles des déterminants.

Théoreme 8.4.— Soit B une base d’un espace vectoriel E de dimension n .
a) detp(xi,...,x,) est linéaire en chaque x; ;
b) detg(xy,...,z,) s’annule dés que deuxr des x; sont égauz ;

c) pour toute permutation o, on a
detg(xg(l), e ,xg(n)) =e(o)detp(x1,...,xn) ;

en particulier, le déterminant change de signe lorsqu’on échange deux des x; ;

d) detp(zy,...,z,) mne change pas lorsqu’on ajoute a l'un des xz; une combinaison

linéaire des autres;
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e) si B’ est une autre base de E, on a

detg (x1,...,2,) = detg (e1,...,e,) detp(x1, ..., 2p) ;

) pour que detp(zy,...,x,) soit non nul, i faut et il suffit que (x1,...,x,) soit une
base de E.

Démonstration. Les propriétés a) et b) constituent la définition d’une application multi-
linéaire alternée; c) et d) ont été montrés en 7.4, et e) en 8.3. Montrons f) : si (z1,...,2,)
est une base B’ , alors detg(x1,...,x,) n’est pas nul par e); réciproquement, si ces vecteurs
sont liés, leur déterminant est nul par la proposition 7.4.c). =

Remarque 8.5. On peut donner l'interprétation intuitive suivante du déterminant dans
R?, relativement & la base canonique B. Si x1,22,x3 sont des vecteurs de R3, le réel
| detg(x1, x2,23)| est le volume du parallélépipede construit sur les vecteurs x1,xs, 3. On
retrouve bien le fait que pour que le déterminant soit nul , il faut et il suffit que les vecteurs
soient liés, c’est-a-dire contenus dans un plan (le parallélépipede est alors «plat » ).
9. Déterminant d’un endomorphisme

Comme promis, on va associer a tout endomorphisme d’un espace vectoriel un nombre
qui ne dépend d’aucune autre donnée.

Théoreme 9.1.— Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E .

a) Le scalaire detg(u(er),...,u(e,)) ne dépend pas du choiz de la base B = (eq,...,e,).
On lappelle le déterminant de ’endomorphisme w , et on le note det(u).

b) Pour tous x1,...,x, dans E et toute base B de E, on a

detg(u(xy),...,u(zy,)) = det(u) detg(xy,. .., z,).

Démonstration. Pour toute base B = (eq,...,e,) de E, nous poserons
d(B) = detg(u(er),...,ule,)).
Il est clair que application (z1,...,x,) — detg(u(x1),...,u(z,)) est n-multilinéaire

alternée; on peut lui appliquer la proposition 8.3 :
detp(u(xy),...,u(xy,)) = 0(B)detg(xy,...,xn),

11 suffit maintenant de démontrer que §(B) ne dépend pas de B. Prenons une autre
base B’ et posons A\ =detp/(eq,...,e,) ; le théoréme 8.4.e) entraine

1 =detg(e],...,e,) = Adetg(e,...,el),
et
§(B") = detg (u(e)), ..., ulel,)) = Adetg(u(e)), ..., u(el,)) = \o(B) detg(e], ... e,) =d6(B),

ce qui termine la démonstration. =
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Exemple 9.2. Le déterminant de l'identité est 1 ; plus généralement, le déterminant de
I’homothétie de rapport a dans un espace vectoriel E de dimension n, c’est-a-dire de
aldg, est a™.
Théoreme 9.3.— Soient u et v des endomorphismes d’un espace vectoriel E.

a) On a det(uowv) = det(u)det(v) =det(vou).;

b) Pour que u soit bijectif, il faut et il suffit que son déterminant soit non nul. On a

alors detu™! = .
det u

Démonstration. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. On a
det(u o v) = detp(u(v(er)),...,u(v(ey))) = det(u) detg(v(ey),. .., v(e,)) = det(u) det(v),

ce qui montre a).

Pour qu’un endomorphisme u soit bijectif, il faut et il suffit que (u(el), . ,u(en))
soit encore une base de E. Comme detg(u(ey),...,u(e,)) = det(u) par définition, cela a
lieu par le théoreme 8.4.f) exactement lorsque det(u) n’est pas nul. La formule donnant le
déterminant de I'inverse résulte de a). =

Remarque 9.4. On peut poursuivre I'interprétation intuitive du déterminant dans R? de la
remarque 8.5. La valeur absolue du déterminant d'un endomorphisme u de R? est le volume
du parallélépipede construit sur les vecteurs u(7),u(}),u(k). Le théoreme 9.1.b) dit que
lorsqu’on prend l'image d’un parallélépipede par wu, son volume est multiplié par |det(u)].
Plus généralement, on peut montrer que u multiplie tous les volumes (des sous-ensembles
raisonnables de R?®) par |det(u)|. Si u n’est pas bijectif, son image est contenue dans un

plan, et le volume d’une image par w est nul; on retrouve une moitié de la proposition 9.3.

On notera que la fonction det : L(E) — K que l'on a définie n’est pas linéaire! En
particulier, le déterminant d’une somme n’est pas en général la somme des déterminants. Le
comportement par la multiplication par un scalaire n’est pas celui d’une application linéaire,
puisque

det(au) = a" det(u).

10. Déterminant d’une matrice

Soit M = (a;;)1<i,j<n une matrice carrée. On pose, comme en (8.1),

(10.1) det M = Z E(O‘)aa(l)l © Qo (n)n -
oES,

On note aussi |M| le déterminant de M. De fagon équivalente, c’est le déterminant
des vecteurs colonnes de M (c’est-a-dire les vecteurs de K™ dont les composantes dans la
base canonique sont les coefficients des colonnes de M), ou encore le déterminant de tout
endomorphisme dont la matrice dans une base est M. Cela permet de traduire dans le cadre

des matrices les propriétés du déterminant que 'on a déja démontrées.
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Exemples 10.2. 1) Le déterminant de la matrice identité I,, est 1 (c¢fex. 9.2).

2) Pour des matrices d’ordre 2 et 3, on a

det M = a11a22 — A21412

det M = ay11a22a33 — G21a12a33 — A11032023 — 431022013 + A21A32013 + A31A12023 -

En général, le déterminant d’une matrice d’ordre n comporte n! termes (c’est-a-dire

énormément).

Définition 10.3.— Soit M wune matrice (carrée ou non). On appelle transposée de M, et
I’on note *M, la matrice dont les lignes sont les colonnes de M .

Par exemple, si

1 2
M=|-3 4],
5 0

on a
e (1 =35
M‘(z 4 0)‘

Proposition 10.4.— Le déterminant d’une matrice carrée est égal a celui de sa transposée.

C’est un bon exercice de vérifier la proposition directement sur les formules ci-dessus
dans le cas n = 2 ou 3 ; on voit que les mémes termes apparaissent dans le développement
de chacun des deux déterminants, seul I'ordre des termes dans les produits change. C’est ce
qui se passe en général.

Démonstration de la proposition. Notons M = (a;j)1<ij<n €t M = (b;;)1<ij<n, avec

bij = aj; ; on a, pour toute permutation o,

8(0-)b0(1)1 T ba(n)n = 8(0-)6110(1) “ o Qno(n) = 8(0'_1>CL071(1)1 “ Qg —1(n)n

(les termes de ces deux derniers produits sont simplement réarrangés dans un ordre différent,
et (o) =¢e(c™1)). On a donc

det ™™ = Z 8(0'_1)6%71(1)1 S Qg-l(p)p = det M,
ceS,

puisqu’on peut aussi bien indexer la somme par ¢!, =

Le théoreme suivant regroupe les propriétés fondamentales des déterminants des

matrices.

Théoréme 10.5.— Soit M une matrice carrée d’ordre n .

a) det M dépend linéairement de chaque ligne et de chaque colonne ;
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b) detM s’annule dés que deuzx colonnes, ou deuz lignes, sont égales ;

c) det M ne change pas lorsqu’on ajoute a l'une des colonnes, ou a l'une des lignes,

une combinaison linéaire des autres

d) detM change de signe si l'on échange deux lignes ou deux colonnes.

Démonstration. On obtient toutes les assertions du théoreme relatives aux colonnes en
interprétant le déterminant de M comme le déterminant de ses vecteurs colonnes et en
appliquant le théoreme 8.4. Les assertions relatives aux lignes sont des assertions relatives
aux colonnes de la transposée, donc se déduisent de la proposition 10.4. =

Passons maintenant aux propriétés multiplicatives.

Théoréme 10.6.— Soient M et N des matrices carrées d’ordre n .
a) det(MN) = det Mdet N .

b) pour que M soit inversible, il faut et il suffit que son déterminant soit non nul.

0 [ det M~1 = .
n a alors de Tei M

Démonstration. Soit B une base d’un espace vectoriel E de dimension n , et soient u et v
des endomorphismes de E de matrices respectives M et N dans la base B. On a vu que
det M = det(u) et det N = det(v). La matrice dans la base B de uwowv est MN, d’ou

det(MN) = det(u o v) = det(u) det(v) =det M detN,

grace au théoreme 9.3.a). Ceci montre a).

Si M est inversible, on a par a)
1 =detl, = det(MM™!) = det Mdet M™*,

ce qui montre que le déterminant de M n’est pas nul et que celui de M~! est son inverse.
Réciproquement, si det M n’est pas nul, ’endomorphisme wu ci-dessus est bijectif par le
théoreme 9.3.b). On a MMg(u~!) = Mg(u=!)M = I, , de sorte que la matrice Mg(u~1) est
I'inverse de M ; ceci montre b). =

C’est en fait cette proposition qui justifie la fagon un peu théorique dont on a introduit
le déterminant : essayez donc de démontrer directement le a) en partant de la définition!

a b

) de déterminant non
c d

Exemple 10.7. On vérifie que l'inverse d’une matrice M = (

nul est donné par

ML= 1 d —b _ 1 d —b
detM \ —c a ad—bc \ —c a
Nous généraliserons plus bas cette formule (prop. 11.6).
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Définition 10.8.— On dit que des matrices carrées M et N sont semblables s’il existe une
matrice inversible P telle que N = P~'MP .

(10.9) A cause de (4.7), pour que deux matrices soient semblables, il faut et il suffit qu’elles
soient les matrices du méme endomorphisme d’un espace vectoriel E dans des bases peut-

étre différentes.
Corollaire 10.10.— Des matrices semblables ont méme déterminant.

Démonstration. On peut le voir soit en invoquant le théoreme 10.6 :

1
det N = det(P7'MP) = det P! det M det P = Torp detMdet P = det M,

et

soit en remarquant que M et N sont les matrices du méme endomorphisme f d’un espace
vectoriel E dans des bases peut-étre différentes, et que leur déterminant vaut det(f). m

Il n’est sans doute pas inutile de répéter que le déterminant n’est pas linéaire ! On a
det(AM) = A" det M et en général

det(M + N) # det M + det N

11. Calcul et développements d’un déterminant

Dans la pratique, il est extrémement rare que l'on calcule un déterminant par la
formule (10.1), qui est bien trop compliquée. On a recours a diverses astuces. Considérons
tout d’abord une matrice dont I’écriture par blocs est

M N
M= ( 0 M//) )
ot M’ est une matrice carrée d’ordre p, M” une matrice carrée d’ordre ¢ (avec p+¢q =mn),

et N une matrice a p lignes et ¢ colonnes.

!/
1\(/)[ 1&},) est (det M")(det M") .

Proposition 11.1.— Le déterminant de la matrice M = (

Démonstration. Notons a;; les coefficients de M. On a

detM = Z E(O’)ag(l)l © Qo (n)n-
oS,

Pour qu’un terme soit non nul, il faut que o(1),...,0(p) € {1,...,p}, d’ou forcément
olp+1),...,0(n) € {p+1,...,n}.Ilexiste alors des permutations ¢’ € S, et ¢’ € S, telle
que

o(j)=0'(j) st 1<j<p,
olp+k)=p+0o'(k) si 1<k<gq.
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On a donc

det M = Z (0)ag (1)1 " At ()T (1)1 * " Tt (g)g-
o' €Sp,0"' €S,
Il reste a calculer la signature de o . En décomposant ¢’ et ¢ en produit de transpositions,
on voit que c’est £(c’)e(c”), d’ont
det M = < Z e(0)ag 1y aff’(p)p> ( Z e(0™)agn iy, - af,’/,(q)q) = det(M') det(M"),
o'€S, o"'eS,
ce qui montre la proposition. m

Exemples 11.2. 1) En combinant les propriétés du déterminant que ’on a vues, on obtient
presque sans calcul

11 0 12 0 75 8 6] |65 8 7
3 1 4 2/ [3 1 4 2] |21 4 3
9 0 10 0| |9 0 10 0| |0 0 10 9
75 8 6 110 12 ol o 0 12 11
6 5|10 9

_‘2 1"12 11‘_(6~1—5-2)(10.11—9-12)_—8.

2) On dit qu'une matrice M = (a;;) est triangulaire supérieure si a;; est nul pour i > j,
c’est-a-dire si tous les coefficients en-dessous de la diagonale sont nuls. Si on découpe une telle
matrice en blocs comme dans la proposition, ceux-ci sont encore triangulaires supérieurs.
On en déduit, par récurrence sur la taille de la matrice, que le déterminant d’une matrice
triangulaire supérieure est le produit de ses termes diagonauxr. On peut aussi retrouver
ce résultat directement a partir de la définition du déterminant. Les mémes remarques
s’appliquent aux matrices triangulaires inférieures, qui sont celles dont la transposée est
triangulaire supérieure.

On s’intéresse toujours a une matrice M = (a;;)1<i,j<n - Notons M;; la matrice carrée
d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la 7ieme ligne et la jieme colonne de M. On appelle
cofacteur d’indice (i,j) le nombre C;; = (—1)"*7 det M;;. Par exemple, lorsque n =2,
on a Ci1 =agy, Cig = —asy, Coy = —aya et Cos = aqp. Le théoreme suivant permet de
ramener le calcul d'un déterminant d’ordre n au calcul de n déterminants d’ordre n — 1.
On peut ainsi, théoriquement parce que c’est en fait tres long, calculer par cette méthode
les déterminants d’ordre quelconque.

Théoreme 11.3.— Pour chaque 1,7 =1,...,n, on a les formules
detM = a1;C15 + - - + an;Cnj
(développement suivant la j iéme colonne) et
detM =a;1Cin + -+ ainCip,
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(développement suivant la i iéme ligne).

Démonstration. Démontrons la premiere formule (la seconde se démontre de la méme fagon
ou s’obtient a partir de la premiére en considérant la transposée de M ). Le déterminant
est multilinéaire; en particulier, il est linéaire en la iieme colonne. Si N;; est la matrice
obtenue a partir de M en remplagant tous les éléments de la jieme colonne, sauf celui de
la 7ieme ligne, par 0, on obtient

detM = detNlj + .- +dethj.

Si I'on fait passer la jieme colonne de N;; a la premiere place, le déterminant est
multiplié par (—1)7~! (cela revient & faire j — 1 transpositions de colonnes); de méme, si
I'on fait passer la iieme ligne de N;; a la premiere place, le déterminant est multiplié par
(—=1)*"1. On a donc
R R )

0

det N;; = (—1)0—D+0-1)
J ) Mij

0
Par la proposition 11.1, cela vaut a;;C;; , et la proposition est démontrée. m

Exemple 11.4. Il est avantageux de développer selon une ligne ou une colonne ou il y a
beaucoup de zéros :

1 2 3
2 4
6 2

1 2
1 6

I

w
[ N—Y
S O N
N D

Il

—3-4‘ ‘—3-6‘ ’:240—72:168.

— O
N O O

0 5
0 3
6 4

2 cofacteurs, on peut en faire une matrice M dont le coefficient

(11.5) Puisqu’'on a n
d’ordre (i,j) est C;;. On l'appelle la comatrice de M. La proposition suivante généralise

la formule de I'exemple 10.7.
Proposition 11.6.— On a
M M ="M M = (det M) I, ;

en particulier, si M est inversible, son inverse est donné par
-1 _ L g
det M

Démonstration. Le terme d’indice (7,j) du produit M PM est > p—i @irCji . Lorsque i = j,
on reconnait la deuxieme formule du théoreme 11.3 : cela vaut det M. Lorsque @ # j, c’est
aussi le développement suivant la j ieme ligne du déterminant de la matrice obtenue a partir
de M en recopiant la 7ieme ligne a la ligne j. Cette matrice a deux lignes égales, donc son
déterminant est nul. On a donc M ‘M = (det M)I,, . L’autre égalité se démontre de la méme

facon en utilisant le développement suivant les colonnes. Cela démontre la proposition. m

23



Il faut signaler que cette méthode de calcul de 'inverse d’une matrice n’a qu'un intérét
théorique : elle nécessite de calculer un déterminant d’ordre n et n? déterminants d’ordre
n — 1. Dans la pratique, il existe des méthodes bien plus performantes.

12. EXERCICES
4 2 -4

(12.1)  Soit u I’endomorphisme de R3 de matrice (6 -4 6 ) dans la base canonique (e1,es,es) .
-1 -1 1

a) Déterminer le noyau et 'image de w .

b) Soient u; =e; —ea, uz = 2e2 + ez et uz = e1 + ez . Montrer qu’il s’agit d’une base de R3 et
déterminer la matrice de u dans cette base.

¢) Soit m un entier naturel; donner la matrice de u™ dans la base canonique.

(12.2)  Soit E ’espace vectoriel des polynémes en T de degré 3. On considere les applications de E dans
E suivantes :
u:P—P +P"+TP0O) et g:P~ T3P0)—-P .
Montrer qu’il s’agit d’applications linéaires. Déterminer leurs rang, noyau et image, ainsi que leur
application inverse si elle existe.

-5 3 3
(12.3) Dans Ms3(R), on considére la matrice M = (—8 6 4) . Soit u I’endomorphisme de R? de
-1 1 3
matrice M dans la base canonique (e1,es,es) .
a) Déterminer les images par u des  vecteurs u=e1;+ez, vV =e3 —e3 et

w=-e1+2e2+e3.

b) Montrer que ces trois vecteurs forment une base de R? et donner la matrice N associée & u
dans cette base.

¢) Calculer N™ | puis M™ | pour tout n € N.

(12.4)  Calculer la signature de la permutation o de {1,...,n} définie par

c(l)=2, 0(2)=3, ..., cn—1)=n, o(n)=1.

(12.5)  Calculez le déterminant
5 4 2 1
2 3 1 -2
-5 -7 -3 9
1 -2 -1 4

(12.6)  Calculer les déterminants n X n suivants

1+ 2 T o .- 0
] 1 1 1
x 14+22 =z : at as an
a? a? a?
Dn(x) = 0 0 et Vn(ai,...,an) = 1 2 "
. x an.— 1 a?~ 1 an'— 1
0 e 0z 14a? ! 2 "
Pour le premier procédez par récurrence. Pour le second, remarquez que
Vyp(al,...,an—1,2) est un polynéme de degré n—1 en z. Quelles sont ses racines? Le coefficient du
terme de plus haut degré ? Déduisez-en la forme de Vi, (a1,...,an).
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(12.7)  Développer le déterminant suivant sous la forme d’un produit de facteurs linéaires en z :

r+2 2x+3 3 +4
2r+3 3z +4 4xr +5
3r+5 bxr+8 10x+ 17

(12.8) Soit A= (CCL Z) une matrice fixée de M3a(R). On définit une application linéaire
T: M2(R) - M3(R) en posant T(M) = AM pour toute matrice M dans M2a(R) .

a) Montrer que T est un endomorphisme de M2 (R).

b) Déterminer la matrice de T dans la base canonique de M3a(R) .

¢) Quel est le déterminant de T ?

(12.9)  Soit M une matrice d’ordre n antisymétrique, c’est-a-dire telle que *M = —M . Montrer que M

n’est pas inversible si n est impair.
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II. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Pour décrire un endomorphisme u d’un espace vectoriel E, on cherche une base de
E dans laquelle la matrice de u soit aussi simple que possible. Pour diverses raisons, on
voudrait que cette matrice soit diagonale, c’est-a-dire que les coefficients en dehors de la
diagonale soient nuls. En d’autres termes, les vecteurs de cette base sont tels que leur image
par u leur est colinéaire. On les appelle des vecteurs propres de w . L’avantage d’avoir une
matrice diagonale est qu’il est alors plus facile de faire des calculs faisant intervenir u (le
calcul des itérés de u devient par exemple tres facile).

Il n’existe pas toujours de base de E formée de vecteurs propres de u . Par exemple,
la rotation rg dans le plan réel euclidien orienté (cf §46) n’a pas de vecteur propre si
6 #0 (mod m) puisque aucun vecteur non nul = n’est colinéaire a rg(x) . Le probleme dans
ce cas se résoud en passant du corps R au corps C : nous verrons qu’un endomorphisme
d’un espace vectoriel complexe a toujours un vecteur propre. Néanmoins, méme sur C, il

peut ne pas y avoir «assez » de vecteurs propres pour former une base; c’est le cas pour

1 1 C
0 1) " tous les vecteurs propres sont colinéaires
a e1, donc ne peuvent former une base. On cherchera pour ces endomorphismes une base

I’endomorphisme de C? de matrice

dans laquelle leur matrice est aussi simple que possible, ¢’est-a-dire aussi proche que possible
d’une forme diagonale.

13. Valeurs propres, vecteurs propres

On travaille toujours avec un espace vectoriel E sur un corps K, qui est un corps
commutatif contenant le corps Q des rationnels (le plus souvent, K sera soit le corps R
des nombres réels, soit le corps C des nombres complexes).

Définition 13.1.— Soit u un endomorphisme de E . S’il existe un scalaire A\ et un vecteur
non nul x de E vérifiant u(x) = Az, on dit que X est une valeur propre de u, et que x
est un vecteur propre de u associ€é a \.

On remarque que tout multiple non nul d’un vecteur propre de u est encore vecteur
propre de u pour la méme valeur propre.

Exemples 13.2. 1) Comme on I’a vu dans 'introduction, une rotation du plan réel euclidien
orienté (cf §46) n’a en général pas de vecteur propre. En revanche, pour une symétrie
orthogonale sp par rapport a une droite D, il y a deux valeurs propres : les vecteurs non
nuls de D sont inchangés par sp donc sont propres pour la valeur propre 1, les vecteurs
non nuls perpendiculaires a D sont changés par sp en leur opposé donc sont propres pour
la valeur propre —1.

2) Soit E l’espace vectoriel des fonctions R — R indéfiniment dérivables. L’application
u: E — E qui a une fonction associe sa dérivée est un endomorphisme de E. La fonction
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f:t+ e est vecteur propre de valeur propre A, puisque u(f) = f’ = \f ; tout réel est
donc valeur propre de u.

Définition 13.3.— Soient u un endomorphisme de E et X\ une valeur propre de w. On
appelle sous-espace propre associé a \ le sous-espace vectoriel Ker(AIdg —u) de E ; on le

note Ej .

Remarquons que 'égalité u(x) = Az est équivalente & (AIdg —u)(x) =0 ; le sous-
espace propre E, est donc ’ensemble de tous les vecteurs propres associés a A et du

vecteur nul; il est en particulier non nul.

Nous supposons a partir de maintenant E de dimension finie (ce qui exclut I'exemple
13.2.2).

Proposition 13.4.— Soient u un endomorphisme de E et N\ un scalaire. Pour que \ soit
valeur propre de w , il faut et il suffit que det(AIdg —u) =0.

Démonstration. Si \ est valeur propre de u, ’endomorphisme AIdg —u n’est pas injectif,
donc pas bijectif; son déterminant est donc nul (th. 9.3.b)). Inversement, si ce déterminant
est nul, A\Idg —u n’est pas bijectif, donc pas injectif puisque E est de dimension finie; son
noyau n’est alors pas nul, donc il existe des vecteurs propres pour A. =

Si E; et Es sont des sous-espaces vectoriels de E, on dit que E est somme directe de
E; et Es, et 'on note E = E; ® E,, si tout élément de x de E peut s’écrire de faon unique
r=x1 +x2, avec 1 € E1 et x9 € E5. On peut exprimer cela en disant que 'application
p:E; x Ey — E définie par p(z1,22) = x1 + x2 est bijective. On généralise cela au cas de
plusieurs sous-espaces vectoriels dans la définition suivante.

Définition 13.5.— On dit que des sous-espaces vectoriels Eq, ..., E, d’un espace vectoriel

E sont en somme directe si l’application

p:Eix---xE, —E

(1,...,2p) a1+ +1Tp
est injective. Si p est bijective, on dit que E est somme directe de Eq,...,E,, et on écrit
E=E @& ---®E,.
Proposition 13.6.— Soient Eq,...,E, des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E .

On suppose E=E; & --- D E,.
a) On a dimE =dimE; +---+dimE, .

b) Si B; est une base de E;, pour j=1,...,p, alors la famille obtenue en juxta-

posant Bi,...,B, est une base de E.

Démonstration. L’application p définie ci-dessus est un isomorphisme, de sorte que E a

méme dimension que Eq X --- x E,, c’est-a-dire dimE; +--- +dimE,, ce qui montre a).
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La famille obtenue en juxtaposant Bi,...,[B, est génératrice; c’est donc une base puisque
son cardinal est la dimension de E. =

Proposition 13.7.— Les sous-espaces propres d’un endomorphisme associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes sont en somme directe.

Démonstration. Procédons par récurrence sur le nombre p de valeurs propres. Si p =1, il
n’y arien a démontrer. Soient Aq,..., A, des valeurs propres de u deux a deux distinctes;
il s’agit de montrer que 'application p définie ci-dessus est injective, c’est-a-dire que si
r1+--+x, =0, avec x; € Ey, , alors x; =--- =z, = 0. Appliquons u ; on obtient

0=u(®y +-+2p) = MT1 + -+ Ay,
Si on soustrait Aj(x; + -+ x,) (qui est nul), on obtient
()\2—)\1)$2+"'+()\p_)\1)xp20;

par 'hypothese de récurrence, Ey,,...,Ey, sont en somme directe, donc (\; — A1)z; est
nul pour j=2,...,p. Comme \; est différent de A;, on obtient z3 =--- ==z, =0, donc

aussi 1 =0. =m

Corollaire 13.8.— Le nombre de valeurs propres d’un endomorphisme de E est au plus la
dimension de E .

Démonstration. Si A1,...,A, sont les valeurs propres, dimE =dimE), +---+dimE,
(prop. 13.7 et 13.6.a). Comme la dimension des espaces propres est au moins 1, on a
p<dmE. =

14. Endomorphismes diagonalisables

Définition 14.1.— On dit qu’un endomorphisme u de E est diagonalisable s’il existe une
base de E formée de vecteurs propres de E.

Si (e1,...,e,) est une base de E formée de vecteurs propres de u, la matrice de u
dans cette base est
A 0 0 - 0
0O X O -~ 0
0 O ,
0 O D ¥

ou A; est la valeur propre associée au vecteur propre e;. Réciproquement, s’il existe une
base de E dans laquelle sa matrice est diagonale, cette base est automatiquement formée
de vecteurs propres et u est diagonalisable.

Exemple 14.2. Dans le plan réel euclidien orienté, une symétrie orthogonale sp par rapport
a une droite D est diagonalisable : la base du plan qui consiste en un vecteur non nul de D

et un vecteur non nul perpendiculaire est formée de vecteurs propres de sp (c¢f ex. 13.2.1).
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Proposition 14.3.— Soient u un endomorphisme de E et A\i,...,\, ses valeurs propres

distinctes. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable ;
(ii) E=Ey), @--- ®E,
(iii) dimEy, +---+dimEy, > dimE.

p )

Démonstration. L’application p définie ci-dessus est injective par la proposition 13.7; si la
propriété (iii) est vérifiée, p est bijective, ce qui montre (ii). Si (ii) est vérifiée, on obtient une
base de E en juxtaposant une base de E,, , une base de Ej, , etc. Cette base est formée de
vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable, ce qui prouve (i). Enfin, si (i) est vérifiée,
il existe une base de E formée de vecteurs propres; la dimension de E; est alors plus
grande que le nombre de vecteurs de cette base dont A; est la valeur propre associée. On

en déduit (iii), ce qui démontre la proposition. m

Corollaire 14.4.— Soit E un espace vectoriel de dimension n . Tout endomorphisme de E

qut a n valeurs propres distinctes est diagonalisable.

Démonstration. En effet, la propriété (iii) de la proposition est vérifiée puisque p > n par
hypothese, et qu'un espace propre n’est jamais nul, donc est de dimension > 1. =

Remarque 14.5. La réciproque du corollaire est évidemment fausse; par exemple, une
homothéties \Idg est diagonalisable puisque E = E, , mais n’a qu'une seule valeur propre.
Il est utile de remarquer que pour qu’'un endomorphisme u qui n’a qu’une seule valeur
propre A soit diagonalisable, il faut et il suffit que ce soit une homothétie (en effet, par la
proposition 14.3, il faut que E =E) ).

15. Polynome caractéristique d’une matrice carrée

(15.1) Soit M une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K. Il lui est associé un
endomorphisme u); de l'espace vectoriel K™ de matrice M dans la base canonique; en
d’autres termes, on a, si M = (a;;)1<i j<n

n n
UM($1,---,SCn)=(E a; T, ..., E AnjTj)
Jj=1 J=1
ou encore, si I’on représente un élément de K" par un vecteur colonne X
) )
upm (X) = MX.

On appelera valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres de M les notions
correspondantes pour ’endomorphisme wuy; . Un scalaire A est donc valeur propre de M s’il

existe un vecteur colonne non nul X tel que MX = AX ; le vecteur X est vecteur propre de

M.
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Exemple 15.2. Le vecteur (;) est vecteur propre pour la matrice M = <_12 i) ;

associé a la valeur propre 3, puisque

(5 3)(2)=(0)=2(a)

De méme, on dira que M est diagonalisable si up; Uest; compte-tenu de (10.9), cela

signifie que M est semblable a une matrice diagonale.

Exemples 15.3. 1) Dans le plan réel euclidien orienté R?, la matrice de la symétrie
orthogonale s par rapport a la droite d’équation = =y est

0 1
1 0
dans la base canonique. Cette matrice est diagonalisable puisque s lest (ex. 14.2).

2) Compte-tenu du corollaire 14.4, une matrice d’ordre n qui a n valeurs propres distinctes
est diagonalisable.

Proposition 15.4.— Pour qu’un scalaire \ soit valeur propre de M, il faut et il suffit que
det(AL, — M) soit nul.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 14.3.(iii) puisque Al,, — M est la matrice dans
la base canonique de ’endomorphisme Aldgn —up;. =

Soit T une indéterminée; considérons la matrice

T—-an1 —ai2 —ais e —Q1p
—az; T —az —ass e —a2p
TI,, — M =
—Qn1 —Qp,n—1 T — Qnn

C’est une matrice dont les coefficients sont des polynomes en T, donc pas des réels
ou des complexes comme d’habitude. La définition du déterminant que 'on a donnée se
transpose sans aucun probleme dans ce cadre un peu plus général, puisqu’il suffit de pouvoir
multiplier et additionner les coefficients; mais comment étre sur que les propriétés du
déterminant que 'on a démontrées sont encore valables? Pour s’en convaincre, il suffit de
remarquer que nous avons développé la théorie du déterminant sur un corps quelconque,
pourvu qu’il contienne Q, et que la matrice ci-dessus est a coefficients dans le corps K(T)
des fractions rationnelles a coefficients dans K, qui contient K, donc Q. On se rend compte
sur cet exemple l'intérét qu’il y a parfois a travailler dans un cadre général (surtout lorsque

ga ne coute pas plus cher...).

Le déterminant de cette matrice est une somme de produits de coefficients de cette
matrice, donc un polynme en T . Chacun de ces produits a n termes, qui sont des coefficients
dans chacune des n colonnes; ce sont donc des polynmes de degré au plus n, et un seul de
ces produits est de degré maximal n : c’est le produit des termes diagonaux. Il correspond

a la permutation ¢ = Id, donc apparait avec le signe +1. On a donc montré :

30



Théoreme 15.5.— Le déterminant de la matrice TL, — M est un polynme en T unitaire
de degré n , appelé polynme caractéristique de M, et noté Py .

La proposition précédente dit que les valeurs propres de M sont les racines de son
polynme caractéristique. 11 est utile de remarquer que son terme constant est (—1)" fois le

déterminant de M.

Exemples 15.6. 1) Le polynme caractéristique de la matrice M = ((1) (1)) est

T -1
-1 T

Les valeurs propres de M sont donc +1. Ce sont bien les valeurs propres de la

‘:TZ—L

symétrie plane orthogonale s par rapport a la droite d’équation x =y, dont M est la
matrice dans la base canonique (cf ex. 13.2 et 14.2). La matrice M est diagonalisable; on
peut le voir de deux fagons : soit parce que s l'est (ex. 14.2), soit parce que M a deux
valeurs propres distinctes (cor. 14.4).

2) La rotation plane 7y a pour matrice dans la base canonique (cf §46)

R, — [ ©°8 0 sinf
7\ —sin® cosh )"
Son polynme caractéristique est

‘T_COSH e ‘:<T_C089)2+Sin29:T2—2T0059+1'

sin 6 T — cos @

Il n’a de racine réelle que si sinf est nul. On retrouve le fait que r9 n’a de vecteur
propre réel que si # =0 (mod 7) (c¢f ex. 13.2). En revanche, Ry a des valeurs propres

complexes, qui sont e*% ; on vérifie que des vecteurs propres (complexes) associés sont

(&)

3) Si M = (a;;) est une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure), il en est de méme de
la matrice TT,, — M ; son déterminant est le produit de ses termes diagonaux (ex. 11.2.2) :

PM(T) = (T — CL11) s (T — ann),

et les valeurs propres de M sont ses coefficients diagonauz. En particulier si les coefficients
diagonauzr de M sont tous distincts, M est diagonalisable (cor. 14.4).

Corollaire 15.7.— Toute matrice carrée a coefficients complexes a une wvaleur propre

complexe.

Démonstration. C’est le théoreme de d’Alembert : tout polynéome de degré > 1 a coefficients

complexes a une racine complexe. =
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Tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe a donc aussi une valeur propre.

16. Polynéome caractéristique d’un endomorphisme

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n. Soient B une
base de E et M la matrice de u dans la base B. Pour qu’un scalaire A\ soit valeur propre
de wu, il faut et il suffit que le déterminant de I’endomorphisme AIdg —u soit nul (prop.
13.4). Ce dernier n’est autre que le déterminant de sa matrice AL, —M dans la base B.
En d’autres termes, les valeurs propres d’un endomorphisme sont les valeurs propres de sa
matrice dans une base quelconque. Comme des matrices sont semblables si et seulement si ce
sont les matrices d’un méme endomorphisme dans des bases peut-étre différentes (10.9), on
en déduit que des matrices semblables ont mémes valeurs propres. On a en fait un résultat
plus précis.

Théoreme 16.1.— Des matrices semblables ont méme polynme caractéristique.

Démonstration. Nous allons montrer que si les matrices M et N sont semblables, il en est
de méme des matrices TI,, — M et TI,, — N. Supposons donc qu’il existe une matrice carrée
inversible P telle que N =P~!MP ; on a

P~}(TI, - M)P = P~ (TIL,)P — P"'MP =TI, — N.
Ces deux matrices ont donc méme déterminant (cor. 10.10), d’ou le théoreme. m

(16.2) Cela permet de définir le polynme caractéristique P, d’un endomorphisme u :
c’est le polynme caractéristique de sa matrice dans une base quelconque. Ses racines sont
les valeurs propres de u ; son terme constant est (—1)" fois le déterminant de w.

Exemple 16.3. Le polynome caractéristique d’une symétrie par rapport a une droite dans
le plan R? est T? —1 (cf ex. 14.2); celui d’une rotation d’angle 6 est T? — 2T cos® + 1
(ex. 15.6.2).

17. Polynomes

On rappelle qu'un polynéme P & coefficients dans K est une suite (ag,as,...) pour
laquelle il existe un entier m tel que a; soit nul pour ¢ > m. On note un tel polynéme

P=>Y aT,
i>0

ol la somme est finie par hypothese. Si P n’est pas nul, son degré est le plus grand entier
i tel que a; soit non nul; on pose souvent que le degré du polynome nul est —oo. On
multiplie et on additionne les polynomes selon les regles que vous connaissez; le degré d’un
produit est la somme des degrés.

On dit qu’un polynéme B divise un polynome A, ou que A est un multiple de B,
s’il existe un polynome Q tel que A = BQ.
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Théoreme 17.1.— Soient A et B des polynomes. Si B n’est pas nul, il existe des polynémes

Q et R, uniquement déterminés, tels que

A=BQ+R et deg R < degB.

L’opération effectuée dans le théoreme s’appelle la division euclidienne de A par B ;
le polynéme @ est le quotient, R est le reste.

D’emonstration. Commencons par 'unicité; si A = BQ + R =BQ' + R/, on écrit R— R/ =
B(Q' —Q), de sorte que B divise R —R’. Comme ce dernier est de degré < degB par
hypothese, il est nul, et R =R/, d’ou Q = Q' puisque B n’est pas nul.

Montrons ’existence, en raisonnant par récurrence sur le degré n de A.Si A =0, on
prend Q =R =0 ; on suppose donc A non nul. Si n < degB,onprend Q=0 et R=A;

sinon, on écrit
n m
A= E CLZ'TZ B= E biTZ,
1=0 i=0

ol a, et b, nesont pas nuls. Le polynéme A’ = A — (ay, /b, ) T"™B est de degré < n ; on
lui applique ’hypothese de récurrence : A’ = BQ' + R/, avec degR’ < deg B. On en déduit

A =B((an /b)) T ™ +Q) + R ;
il suffit de prendre Q = (ay,/by,)T" ™ +Q et R=R'. =
Exemple 17.2. La division euclidienne de T3 + T+ 1 par T + 1 est

T3 +2T+1=(T+1)(T*-T+3) - 2.

Un élément o de K est racine d'un polynoéme P si et seulement si P(a) = 0.

Corollaire 17.3.— Pour qu’un élément o de K soit racine de P, il faut et il suffit que P
soit divistble par T — « .

Démonstration. La division euclidienne de P par T — « s’écrit P = (T —a)Q+ R, ou le
polynome R est de degré < 1, donc constant. On obtient sa valeur en substituant o a T :
c’est P(a). Ceci démontre le corollaire. m

Si « est racine de P, la multiplicité de cette racine est ’entier maximal m tel que
(T —a)™ divise P.

(17.4)  On appelle idéal tout sous-ensemble non vide I de K[T] tel que, si A et B sont
dans I, le polynome A — B soit dans I, ainsi que tout polyndéme multiple de A.
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Théoreme 17.5.— Soit 1 un idéal; il existe un polynome B tel que 1 soit I’ensemble des

polynomes multiples de B .

On dit que B engendre 1, ou que B est un générateur de 1.

Démonstration du théoréme. Si 1 ne contient que le polyndéme nul, on prend B = 0. Sinon,
soit B un polynoéme dans I, non nul de degré minimal; comme I est un idéal, il contient
tous les multiples de B. Inversement, si A est un élément quelconque de I, on fait la
division euclidienne A = BQ + R. Comme I est un idéal, le polynome R = A — BQ est
dans I, et son degré est strictement plus petit que celui de B ; il est donc nul, a cause du
choix de B, et A est multiplede B. =

Définition 17.6.— Soient A et B des polynomes. On dit qu’un polynome D est un p.g.c.d.
de A et B si D divise A et B, et si tout diviseur commun a A et B divise D. On dit

que A et B sont premiers entre eux si 1 est un p.g.c.d. de A et B.

Le p.g.c.d. n’est pas unique : si D est un p.g.c.d., AD l’est aussi pour tout scalaire
A non nul. On vérifie facilement que ’on obtient ainsi tous les p.g.c.d. de A et B.

Proposition 17.7.— Deux polynomes A et B admettent toujours un p.g.c.d.; il peut
s’écrire AU+ BV, ou U et V sont des polynomes.

Démonstration. On vérifie sans difficulté que 1’ensemble
I={AP+BQ|P,Q e K[T] }

est un idéal; si D engendre I (th. 17.5), I est I’ensemble des multiples de D, et on peut
écrire D = AU 4+ BV . Comme A et B sont dans I, ce sont des multiples de D ; inversement,
tout polynoéme qui divise A et B divise AU+ BV, donc D. Ceci montre que D est un
p.g.cd.de A et B. =

Théoreme de Bézout 17.8.— Pour que des polynomes A et B soient premiers entre eu,
il faut et il suffit qu’il existe des polynomes U et V tels que AU+ BV =1.

Démonstration. Si A et B sont premiers entre eux, 1 est un p.g.c.d. et la proposition
17.7 entraine qu’il existe des polynomes U et V tels que AU+ BV = 1. Inversement, si
AU+ BV =1, tout p.g.c.d. de A et B divise A et B, donc 1 ; il est donc constant, ce qui
signifie que A et B sont premiers entre eux. m

Lemme de Gauss 17.9.— Soient A, B et C des polynomes.

a) Si A et B sont premiers entre eux et que A divise BC, alors A divise C.

b) Si A est premier avec B et avec C, il est premier avec BC.

Démonstration. Sous les hypotheses de a), on peut, grace au théoreme de Bézout, écrire
1 =AU+ BV. On peut aussi écrire BC = AP, d’ou

C = C(AU + BV) = ACU + BCV = ACU + APV = A(CU + PV),
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ce qui montre que A divise C et prouve a).

Plagons-nous sous les hypotheses de b) et notons D le p.g.c.d. de A et BC. Tout
diviseur commun & D et B divise A et B donc D est premier avec B. Comme D divise
BC, le a) entraine que D divise C. Comme il divise aussi A, il vaut 1. =

Corollaire 17.10.— Soient P,Pq,...,P,, des polynomes.

a) Si les polynomes Py,...,P,, sont premiers entre eux deuzr a deuz et divisent P,

le produit Py ---P,, divise P .

b) Si P est premier avec chacun des polynémes Pq,...,P,,, il est premier avec
Py---P,,.

Démonstration. Le a) se démontre par récurrence sur m : on écrit P = P1Q ; pour tout
Jj > 2, le polynome P, divise P et est premier avec Py donc divise Q par le point a) du
lemme de Gauss. Par hypothese de récurrence, Q est divisible par Py ---P,,, d’ou a).

Le b) se démontre aussi par récurrence sur m, le cas m = 2 étant le b) du lemme de

Gauss. =

Exemple 17.11. Si QQ est un polynome dont « n’est pas racine, il est clair que Q et T — «
sont premiers entre eux (leur p.g.c.d. est de degré au plus 1). Le corollaire 17.10.b) entraine

que Q est premier avec (T —a)™ pour tout entier n. En particulier, si a1,...,q, sont
des racines distinctes, de multiplicité nq,...,n,, dun polynéme P, celui-ci est divisible par
i1 (T —ay)" (cor. 17.10.a)).

(17.12)  On dit qu'un polynéme P a coefficients dans K est scindé dans K, s’il se
décompose en produit de facteurs du premier degré

P(T) = a [J(T ~ay)™.

avec a; € K et a € K. A cause de I’exemple ci-dessus, cela signifie exactement que la somme
o(P) des multiplicités de ses racines dans K est égale & son degré. Si P est scindé, tout
polyndéme qui divise P est aussi scindé : sion écrit P = AB, on degP = o(P) = o(A) 4+ o(B)
et 0(A) <degA, o(B) < degB ; cela force I’égalité o(A) =degA, et A est scindé.

Exemple 17.13. Tout polynéme de C[T] est scindé : c’est le théoreme de d’Alembert. Il
existe dans R[T] des polynémes qui ne sont pas scindés, comme par exemple

T -1=(T-1)(T?+T+1),
puisque T? +T + 1 n’a pas de racine réelle.

18. Trigonalisation, théoréeme de Hamilton-Cayley

Nous allons montrer notre premier résultat de réduction.
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Définition 18.1.— On dit qu’une matrice est trigonalisable si elle est semblable a une
matrice triangulaire supérieure. On dit qu’un endomorphisme est trigonalisable s’l existe

une base dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure.

Un endomorphisme est donc trigonalisable si sa matrice dans une base quelconque
est trigonalisable. Dans une base dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure, les
coefficients diagonaux a;; sont ses valeurs propres (ex. 15.6.3). Plus précisément, son po-
lynéme caractéristique s’écrit [[;_,(T — a;;) ; il est donc scindé dans K (c¢f 17.12). Le

théoreme suivant dit que la réciproque est vraie.

Théoreme 18.2.— Pour qu’un endomorphisme d’un K-espace vectoriel soit trigonalisable,
il faut et il suffit que son polynome caractéristique soit scindé dans K.

Démonstration. On procede par récurrence sur la dimension n de 'espace vectoriel E. Si
n =1, il n’y a rien a montrer : toute matrice carrée d’ordre 1 est triangulaire. Supposons
n > 1 ; 'hypothese nous dit que le polynéme caractéristique de I’endomorphisme wu s’écrit
P,(T) = H?:1(T —Aj), ou Ag,..., A\, sont des éléments de K, pas obligatoirement tous
distincts. Le scalaire )\, est alors valeur propre de wu, de sorte que u — A\,Idg n’est
pas injectif donc pas surjectif, puisque c’est un endomorphisme d’un espace vectoriel de

dimension finie. Som image est donc un sous-espace vectoriel de E de dimension r < n ; on

en prend une base (e],...,el.) que 'on complete en une base B’ = (€},...,e}) de E. Soit
F le sous-espace vectoriel de E engendré par e},...,e, ;. Pourtout j=1,....,n—1,le
vecteur

u(e;-) = (u—An IdE)(e"j) + )\ne;-,
est dans F, donc se décompose en combinaison linéaire des vecteurs ef,... e/ ;. De plus,

u(er) = (u— A, Idg)(el,) + \nel, , de sorte que la matrice de u dans la base B’ s’écrit par

blocs
A C
0 N,/

ou A est une matrice carrée dordre m—1 et C wune colonne. On a alors
P, (T) = PA(T)(T — A\,), de sorte que le polynéme caractéristique de A est H;‘:_ll(T —Xj);
il est donc scindé. L’hypothese de récurrence entraine que ’endomorphisme de F induit par

u (qui est de matrice A dans la base (e,...,e,_;) de F) est trigonalisable : il existe une
base (e1,...,e,—1) de F dans laquelle sa matrice est triangulaire supérieure. La matrice
de u dans la base (e1,...,en_1,€,) de E est triangulaire supérieure, ce qui termine la

démonstration. =

Le théoreme s’applique a tous les endomorphismes (ou matrices) complexes, et aux
endomorphismes (ou matrices) réels dont le polynéme caractéristique a toutes ses racines
réelles.

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. On a vu en 5.1
qu’il existe toujours un polynéme non nul P tel que P(u) = 0. On peut utiliser le théoreme

pour préciser cet énoncé.
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Théoreme de Hamilton-Cayley 18.3.— Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel
E;onaPyulu)=0.

Il y a bien siir un énoncé analogue pour les matrices.

Démonstration du théoréme. Nous donnerons deux démonstrations différentes de ce théo-
réme; la premiére n’est valable que dans le cas ou P, est scindé (ce qui suffit dans les
cas K=R ou C) et utilise le théoreme précédent. La seconde utilise les propriétés des

comatrices.

Premiere démonstration. On suppose ici que le polynome caractéristique de wu s’écrit
Pu(T) =T, (T = X;), 0l Aq,..., A, sont des éléments de K. D’apres le théoréme, il existe
une base B = (e1,...,e,) de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure,
de coefficients diagonaux Aq,...,\, . Montrons par récurrence sur j =1,...,n que

(U—)\j IdE)O o) ('U,—)\l IdE)(ez) =0

pour 1 <4 <j.Pour i =1, cela dit simplement que (u — A1 Idg)(e;) est nul, ce qui se lit
sur la matrice de u . Supposons la propriété vraie pour j. Pour montrer la propriété pour
j + 1, il suffit grace a ’hypothese de récurrence de démontrer que le vecteur

r = (U — /\j+1 IdE)(U - )‘j IdE) O-+--0 (u — )\1 IdE)(6j+1)
est nul. On peut aussi I’écrire
r = (U — /\j IdE) O-+--0 (U, — )\1 IdE)(u — >‘j+1 IdE)(€j+1).

Le fait que la matrice (a;;) de w soit triangulaire supérieure dans la base B entraine
que (u— Ajy11dg)(ejt1) = Zgzl a; j+1€; est combinaison linéaire de ej,...,e;. Il est
donc dans le noyau de (u— AjIdg)o---o(u— A Idg) par I'hypothese de récurrence. La
propriété est donc démontrée par récurrence; pour j =n, elle dit que I’endomorphisme
(u— A, Idg) o+ o (u— A1 Idg) s’annule sur tous les vecteurs de la base B ; il est donc

nul. =

Seconde démonstration. Soit M une matrice carrée d’ordre n ; posons N =TI, — M, et
notons comme d’habitude N sa comatrice (¢f (11.5)). Il est clair que les coefficients de N
sont des polynomes de degré < n — 1 ; on peut donc I’écrire

n—1

N=> TN,

j=0
ou les Nj sont des matrices carrées a coefficients dans K. La proposition 11.6 donne
I'identité
N ‘N = (detN) I,, = Py(T) I,
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qui s’écrit aussi
n—1

(T, — M) () TIN;) = Py(T) L.

=0

Si on note Pn(T) = 37, a;T? (avec a, = 1), on obtient en identifiant les coeffi-

cients
MNO = —aoIn s NO — MNl = alIn g e ﬁn_g — MNn_l = an_lln N Nn—l = CLnIn = In.

On en déduit

Py(M) =) " a;M =) M (a,1,)
§=0 §=0
= —MNg +M(Ng — MNy) 4 - - + M *(N,,_y — MN,,_1) + M"N,,_; =0
(les termes se regroupent deux a deux et s’annulent). =

Exemple 18.4. Reprenons 'exercice 5.2; on demande de trouver un polyndéme qui annule

) 0 1
la matrice M = (2 3> .On a

T —1

PM(T)Z‘—z T-3

‘:T2—3T—2.

Le théoréme de Hamilton-Cayley donne donc M? — 3M — 2I, = 0 ; on peut le vérifier :

2 _ (2 3\ 0 1Y 1 0y (0 O
M7= 3M 212_(6 11) 3(2 3> 2(0 1)‘(0 o)‘
19. Polynéme minimal

On introduit ici un second polynome attaché a un endomorphisme d’un espace

vectoriel.

Proposition 19.1.— Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie. Il existe un unique polynome unitaire p, a coefficients dans K tel qu’un polynome
P a coefficients dans K wvérifie P(u) =0 si et seulement si p, divise P. On l'appelle le

polynéme minimal de u .

Démonstration. On vérifie facilement que I'ensemble des polynémes P tels que P(u) =0
est un idéal (cf 17.4), qui contient des polynémes non nuls par la proposition 5.1. 11 est
donc engendré par un polynoéme p, (th. 17.5) non nul, que 'on peut donc choisir unitaire
en le multipliant par I'inverse de son coefficient dominant. Le lecteur vérifiera sans peine la

propriété d’unicité. =
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Le polynéme minimal est toujours de degré > 1. Pour que le polynéme minimal de
u soit T, il faut et il suffit que w soit nul. Pour que le polynéme minimal de w soit de
degré 1 (égal & T — \), il faut et il suffit que w soit une homothétie (égale a A1dg ).

On définit le polynéme minimal py; d’une matrice carrée M de facon analogue; c’est
aussi le polynome minimal de 'endomorphisme wuy; de K™ défini en (15.1).

Le théoreme de Hamilton-Cayley 18.3 s’énonce simplement sous la forme suivante :

le polynome minimal divise le polynome caractéristique.

0 1
2 3
ractéristique Pyr(T) = T? — 3T — 2 ; comme M n’est pas multiple de I'identité, py est de

Exemple 19.2. Reprenons la matrice M = ( > de l'exercice 18.4, de polyndéme ca-

degré > 1. Comme py; est unitaire et divise Py, on en déduit py = Py
Les racines de p, sont donc des valeurs propres de u. Montrons la réciproque.

Théoreme 19.3.— Les wvaleurs propres d’un endomorphisme sont les racines de son

polynome minimal.

Démonstration. Soient A\ une valeur propre d’un endomorphisme w, et  un vecteur propre

associé. On fait la division euclidienne de p, par T — X ; elle s’écrit
Pu(T) = Q(T)(T = A) + ¢,
ou ¢ est un polynome de degré < 1, donc une constante. On en déduit
0=pu(u) =Q(u)(u — AIdg) + cldg .
Si 'on applique cela au vecteur x, on obtient
0=Q(u)(u — Aldg)(z) + cldg(x) = Q(u)(u(z) — Az) + cx = Q(u)(0) 4+ cx = cz ;

comme z n’est pas nul, on obtient ¢ = 0, de sorte que p,(T) = Q(T)(T — A). Cela signifie
que A\ est racinede p,. =

Exemple 19.4. Supposons qu'un endomorphisme u d’un espace vectoriel de dimension n
ait n valeurs propres distinctes. Celles-ci sont alors racines du polynoéme minimal; comme
il divise le polynome caractéristique, il est de degré au plus n ; on en déduit p, =P, (cela
généralise ’exemple précédent).

20. Réduction des endomorphismes

Les résultats que I’on démontre ici reposent sur ’énoncé suivant.
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Lemme des noyaux 20.1.— Soient u un endomorphisme d’un espace vectoriel E et P

un polynome.

a) Le sous-espace vectoriel KerP(u) de E est stable par w, c’est-a-dire

u(KerP(u)) C KerP(u) ;

b) si P=AB, avec A et B premiers entre euz, on a

KerP(u) = Ker A(u) @ Ker B(u).

Démonstration. Remarquons que u et P(u) commutent. Si z est un élément du noyau de
P(u), on a donc P(u)(u(z)) = u(P(u))(x) = 0, de sorte que u(x) est encore dans le noyau
de P(u) ; cela montre a). D’apres le théoreme de Bézout, il existe des polynomes U et V
tels que AU+ BV =1, dou A(u)U(u) + B(u)V(u) =Idg . Si x est dans le noyau de A(u)
et dans le noyau de B(u), on a

z = ldg(z) = A(u)U(u)(x) + B(u)V(u)(z) = U(u)A(u)(x) + V(f)B(u)(z) = 0,

de sorte que les noyaux de A(u) et de B(u) sont en somme directe (déf. 13.5). Remarquons
ensuite que le noyau de A(u) est contenu dans celui de P(u) : si A(u)(z) =0, on a
P(u)(z) = B(f)(A(u)(z)) = 0. De méme, le noyau de B(u) est contenu dans celui de P(u).
Enfin, pour tout z dans le noyau de P(u), on a d’autre part

x =1Idg(z) = A(u)U(u)(x) + B(uw)V(u)(z).

Comme B(u)(A(u)U(u)(z)) = U(u)(P(u)(z)) =0, le vecteur A(u)U(u)(x) est dans
le noyau de B(u) ; de méme, B(u)V(u)(x) est dans le noyau de A(u). Cela montre b). m

Corollaire 20.2.— Soient u un endomorphisme d’un espace vectoriel E, et P1,...,P,,

des polynomes premiers entre eux deux a deux; on pose P=Py---P,,. On a

Ker P(u) = Ker Py (u) @ - - - @ Ker Py, (u).

Démonstration. On procede par récurrence sur m, le cas m = 2 étant le lemme ci-dessus.
Si Py,...,P,, sont premiers entre eux deux a deux, le corollaire 17.10.a) entraine que P;

et Py---P,, sont premiers entre eux. Le lemme des noyaux entraine
KerP(u) = Ker Py (u) @ Ker(Ps - - - Py,)(u) ;

on conclut par '’hypothese de récurrence. =
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Soient u un endomorphisme d'un espace vectoriel E de dimension n, et Aj,..., A,
ses valeurs propres distinctes; on suppose que son polynome minimal est scindé, c’est-a-dire
qu’il se décompose en

pu(T) = [T (T =A™,

j=1
avec m; > 0 pour tout j (th. 19.3).

Définition 20.3.— Sous les hypotheses et avec les notations précédentes, on appelle
sous-espace caractéristique associ€é a la valeur propre A; le noyau de l’endomorphisme
(w—A;Idg)™ ; on le note E) .

Le lemme 20.1.a) entraine que 'espace caractéristique E/ est stable par w . Il contient
I’espace propre Ey :

E)\CE/A

Si le polynome caractéristique de u est scindé, il se décompose en
p
Pu(T) = [J(T =A™
j=1

(20.4) On appelle n; la multiplicité de la valeur propre ;. Par (17.12), le polynéme
minimal est aussi scindé, et 'on a m; < n; pour tout j, par le théoreme de Hamilton-
Cayley.

Exemple 20.5. Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et u 1’endomorphisme
de E de matrice M =

1
2 dans une base (e1,es,e3) de E. Son polynéome
0

S O N
w o o

caractéristique est P,(T) = (T —2)?(T —3), de sorte que son polynéome minimal est
pu(T)=(T—=2)"(T —-3) avec m=1 ou 2. On vérifie par le calcul que la matrice
(M — 2I3)(M — 3I3) n’est pas nulle, d’ou m = 2. L’espace propre Es est la droite engendrée
par le vecteur e; . Pour déterminer 'espace caractéristique Ef , il faut résoudre le systéme
(M — 2I3)%2X = 0 ; on trouve que c’est le plan engendré par e; et ey. Par définition, les
espaces Es et E} sont égaux au noyau de M — 3I3, c¢’est-a-dire a la droite engendrée par

e .
Théoreme 20.6.— Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E dont le polynome
caractéristique est scindé.

a) L’espace vectoriel E est somme directe des espaces caractéristiques de u .

b) La dimension de E)\ est la multiplicité ny de la valeur propre X. En particulier,

la dimension de l’espace propre Ey est < nj .

Démonstration. 1l résulte de I'exemple 17.11 que les polynéomes (T — ;)™ sont premiers

entre eux deux a deux, pour j = 1,...,r. Le corollaire 20.2 entraine donc a), puisque E est
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le noyau de leur produit p, . Les espaces caractéristiques sont stables par v (lemme 20.1.a);
cela signifie que si 'on juxtapose des bases de chaque E’)\j , on obtient une base de E dans
laquelle la matrice de u est «diagonale par blocs » :

M; 0 0 --- 0
0 My 0 --- 0
0o 0 . ],
0 0 CM,

ou chaque M; est carrée d’ordre la dimension d; de E’Aj . La proposition 11.1 entraine que
le polynome caractéristique de u est le produit des polynomes caractéristiques des M; ; en

particulier, ceux-ci sont scindés.

Comme (M; — A\;I4,)™ = 0 par définition de E’/\j , la seule valeur propre possible de
M; est A;; comme Py, est scindé, c’est (T — ;)% . On en déduit

P, (T) = Pary (T) -+~ Pa, (T) = [ [(T = X))%,

j=1
ce qui prouve d; = n; pour tout j. m

(20.7) La démonstration précédente montre que toute matrice dont le polynome caracté-
ristique est scindé est semblable a une matrice diagonale par bloc ou chaque bloc a une seule
valeur propre.

On dit qu'un endomorphisme w est nilpotent s’il existe un entier positif m tel que

w™ =0.

Théoréme (Décomposition de Dunford) 20.8.— Soit u un endomorphisme dont le
polynome caractéristique est scindé. On peut écrire uw=v +w ou v est diagonalisable, w

nilpotent et vw = wv .

Démonstration. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E dont le polynome carac-
téristique est scindé. La démonstration du théoreme précédent montre qu’il existe une base
B de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs, chaque bloc n’ayant qu’une
seule valeur propre. Soit v ’endomorphisme de E de matrice

ML, O 0 - 0
0 Adp, O - 0
0 0

0 0 W

dans la base B. Il est clair que v est diagonalisable et commute avec w =u—v. On a

max{m1,..

d’autre part w »Mp} = (), ce qui montre le théoreme. m
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Théoreme 20.9.— Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel K. Les conditions

sutvantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable ;

(ii) le polynome caractéristique de u est scindé et la dimension de chaque espace
propre Ey est €gale a la multiplicité de la valeur propre X ;

(iii) le polynome minimal de u est scindé et n’a que des racines simples.
Lorsque le polyndéme caractéristique de u est scindé, une condition nécessaire et
suffisante pour que u soit diagonalisable est donc Ey = E, pour toute valeur propre .

Démonstration du théoréme. Supposons u diagonalisable, de valeurs propres distinctes

A1, ..., Ap. La propriété (ii) est évidente si 'on calcule le polynéme caractéristique de u
dans une base ot sa matrice est diagonale; il est tout aussi clair que p, (T) = ?:1 (T —Xj),
dot (iii).

Supposons (ii) vérifiée; comme E) est inclus dans E) et a méme dimension
(th. 20.6.b), ils sont égaux. Le théoreme 20.6.a) entraine que E est somme directe des

espaces propres, d’ou (i) (prop. 14.3).

Enfin, supposons (iii) vérifiée; on a alors E) = E) par définition des espaces caracté-
ristiques. Le théoréme 20.6.a) entraine que E est somme directe des espaces propres, d’ou

(i) (prop. 14.3). =

Terminons par quelques remarques importantes sur la matrices réelles. Soit M une
matrice carrée d’ordre n a coefficients réels; les racines complexes de son polynoéme carac-
téristique peuvent étre classées d’une part en valeurs propres réelles, d’autre part en paires
de valeurs propres complexes non réelles conjuguées fi1,f, ..., s, lg , les multiplicités de
pj et de p; étant les mémes. Les espaces propres E,,; et Eq, sont conjugués, ainsi que les
espaces caractéristiques ELJ_ et E/ﬁj ; cela permet parfois de diminuer le volume des calculs

(cf exemple 2) ci-dessous).

(20.10)  Soit M une matrice carrée réelle ; comparons son polynéme minimal réel pyy , c’est-
a-dire le polyndme unitaire réel de plus petit degré qui annule M, avec son polynéme minimal
complexe pyp , ¢’est-a-dire le polyndome unitaire complexe de plus petit degré qui annule M.
On sait que qy divise py. Ecrivons gy (T) = ag + a1 T+ -+ + a1 T +T™ ; comme
gum(M) est nulle, il en est de méme de sa partie réelle

(R(qu)) (M) = R(a0)T, + R(@)M + - - + Rlap)M™ " + M

Par définition de pyp, le degré m du polynome réel R(gn) est supérieur a celui de

puM , donc pyt = qur -

Exemples 20.11. 1) Le polynéme caractéristique de la matrice M = est

o O O
o O O
o O = O
O = OO
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Py (T) = T# — 1 ; ses racines sont 1, —1, i et —i. Elle a 4 valeurs propres distinctes, donc

1
est diagonalisable, et pyy = Py . L’espace propre pour 1 est engendré par } , ’espace
1
1 1
, — , . , 1
propre pour —1 est engendré par E I’espace propre pour i est engendré par 1|
-1 —1
1
) . . . A
donc I’espace propre pour —i est engendré par le conjugué 1

2) On considere la matrice

0 0 a1
1 0 0 a9
1 0 0 as
M= .
0 1 0 an_1
0 e 01 ay

Contrairement a I’habitude, non allons calculer d’abord son polynéme minimal et en
déduire son polynome caractéristique. Soit u l’endomorphisme de matrice M dans la base
canonique (ei,...,e,) de K”. On a

u(er) =ex wulex) =es -+ ulep—1) =equle,) =ajeq + -+ + anen.
Notons py(T) =bg + b1 T+ -+ + by T 14+ T™.Si m<n,ona
(pM(U)) (e1) = boer +brea + -+ + bm—18m + €myr,

qui n’est pas nul car son coefficient sur e,,+1 ne l'est pas, ce qui est absurde. On a donc
m =n, et on en déduit déja Py = py. On a

(pm(u)) (e1) = boer + brea + -+ + bp_1€n + are1 + -+ - + aney,
d’ou on déduit by = —aq,b1 = —as,...,b,_1 = —a, , c’est-a-dire
pm(T) = Pu(T) = —ay — apT — -+ — @, T" 1 4 T™,

On retrouve (sans calcul!) le polynoéme caractéristique de la matrice de 1’exemple
précédent. Pour que la matrice M soit diagonalisable, il faut et il suffit que les racines
de ce polynome soient toutes simples (th. 20.9), c’est-a-dire que M ait n valeurs propres
distinctes.
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2 -1 2
3) On vérifie par le calcul que le polynome caractéristique de la matrice M = | 10 -5 7

4 -2 2
est T?(T +1). Ses valeurs propres sont donc —1 (de multiplicité 1 ; on dit que c’est une
valeur propre simple), et 0 (de multiplicité 2 ; on dit que c’est une valeur propre double).

On cherche 'espace propre de la valeur propre —1 en cherchant le noyau de la matrice

3 -1 2
M+Is=10 —4 7
4 -2 3

On sait d’avance que ce noyau n’est pas nul, et qu’il est de dimension au plus la
multiplicité de la valeur propre (th. 20.6.b), c’est-a-dire ici 1. Il est donc de dimension
exactement 1. Il faut résoudre le systeme

3r1 — X9 + 2x3 =0
10xy — 429 + 723 =0
4£E1 — 21‘2 + 31’3 =0

On trouve que toute solution est proportionnelle au vecteur e; = (1,—1,—2), qui
engendre donc E_; .

On cherche I’espace propre de la valeur propre 0 en cherchant le noyau de la matrice
M. On sait d’avance que ce noyau n’est pas nul, et qu’il est de dimension au plus la
multiplicité de la valeur propre, c’est-a-dire ici 2. Il est donc de dimension 1 ou 2. Il
faut résoudre le systeme
2:131 — X9 + 2.%’3 =0
10:131 — 5113‘2 + 71‘3 =0
4%1 — 2%‘2 + 2:1,‘3 :0

On trouve que toute solution est proportionnelle au vecteur e; = (1,2,0), qui
engendre donc Eg. La somme des dimensions des espaces propres est 2, strictement moins
que la dimension de I'espace R? : la matrice M n’est donc pas diagonalisable (prop. 14.3).
Le théoréme 20.6 nous dit que I'espace caractéristique Ef} = Ker M? est de dimension 2 ; il

contient déja le vecteur propre es ; comme

2 -1 1
MZ=[-2 1 —-1],
-4 2 =2
on voit en résolvant le systeme
2%1 — T2 + Irs = 0
—25131 + 9 — Tr3 = 0

—4x1 + 229 — 223 =0
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que E{ contient aussi le vecteur ez = (0,1,1). La matrice de passage de la base canonique
de R?® ala base (er,es,e3) est la matrice

1 1 0
P=-1 2 1],
-2 0 1
dont le déterminant est 1, et son inverse est
N 2 -1 1
Pl=pP=(-1 1 -1
4 -2 3
On a par construction Me; = —e; et Mes = 0, et on calcule Mes = e5 . On en déduit
(formule (4.7))
1 1 0 -1 0 0 2 -1 1
M=1|-1 2 1 0 0 1 -1 1 -1
-2 0 1 0O 0 0 4 -2 3

Pour trouver la décomposition de Dunford de M en somme d’une matrice diagonal-
isable D et d’une matrice N nilpotente qui commutent, on calcule

1 1 0 0 0 O 2 -1 1 4 -2 3
N=| -1 2 1 0 0 1 -1 1 —-1]=|8 —4 6
-2 0 1 0 0 0 4 -2 3 0O 0 O
et
-2 1 -1
D=M-N-= 2 -1 1
4 =2
21. EXERCICES

(21.1) Soient u et v des endomorphismes d’un espace vectoriel E. Montrer que wov et vowu ont les
mémes valeurs propres.

(21.2)  Soit w un endomorphisme inversible d’un espace vectoriel E. Déterminer les valeurs propres de

u~ ! en fonction de celles de w .

(21.3) Soit E l’espace vectoriel réel engendré par les fonctions sin et cos.
a) Quelle est la dimension de E 7
b) Montrer que la dérivation 0 est un endomorphisme de E . Quel est son rang?
¢) Montrer que 0 n’a pas de vecteur propre dans E.

d) On considére a présent l’espace vectoriel complexe F engendré par les fonctions cos et sin.
Déterminer une base de F formée de vecteurs propres de 9.

(21.4)  On consideére les suites (un)neN s (Un)neN et (wyn)nen définies par leurs premiers termes ug, vg
et wo et les relations de récurrence

Up4+1 = Un + 20 — 2Wpn, Ung1 = 2Up +Un —2wn et wpt1 = 2up + 2v, — 3wy -
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a) Ecrire ces relations sous la forme Up41 = MU, ol M est une matrice que 'on déterminera, et
(Uy) une suite de vecteurs de R3 .

b) Déterminer une base dans laquelle ’endomorphisme de R3 associé & M a une matrice diagonale.

c) Calculer M"™ et en déduire la formule générale donnant wu, , v, et w, en fonction de n et de
ug, vo et wo .

(21.5)  Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres associés a la matrice M = < _32 (1)> . Calculer
M"™ pour tout n € N.
2 -1 1
(21.6) Considérons la matrice M= 1 0 1 |. Quel est le polynéme minimal de M ? Montrer que,
1 -1 2

pour tout n € N, il existe deux réels a, et [, tels que 'on ait M"™ = a,M + B,Is . Calculer a, et (B,
en fonction de n. On en déduit alors la forme explicite de M"™ pour tout n € N .

0 0 0 O

21.7 Déterminer le réel x pour que la matrice 100 1 soit diagonalisable.
01 0 =z
00 1 —x

(21.8)  Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes. Sont-elles diagonalisables ?
Si oui, déterminer une base de vecteurs propres.

41 5 4 A 1 -1 1 12 —2
o3)7 (1 1) \r 3)sl7t L =3): (21 =2/
1 -3 1 2 2 -3
7 4 0 0

11 1 1 1 1 -7 -2 1
(1 1 1); (o 1 1); (28 8 —4>; _2%)2 If _06 _07
1 1 1 0 0 1 31 10 -5

-12 -6 6 6

(21.9) Soit E l’espace vectoriel réel des polynémes de degré au plus n & coefficients réels.
a) Quelle est la dimension de E 7

b) Montrer que la dérivation est un endomorphisme de E. Quel est son noyau? Quel est son rang?
Quelles sont ses valeurs propres? Est-il diagonalisable 7

1 11
Mz(O 1 1).
0 0 1

a) Calculer toutes les puissances M™ de M, pour n € N.

(21.10)  On considére la matrice

b) Montrer que M est inversible; calculer toutes les puissances M~" de M~! pour n € N.

(21.11)  a) Soit M une matrice carrée complexe vérifiant MF =1, pour un certain entier naturel k.
Montrer que M est diagonalisable.

b) Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel réel vérifiant u”

= Idg , pour un
certain entier naturel k. Montrer que u? = Idg .
(21.12) Soit u un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel E . Montrer que E = Ker(u) ® u(E) .

(21.13)  Soit M une matrice carrée réelle telle qu’il existe une matrice inversible compleze P telle que
PMP~! soit diagonale & coefficients réels. Montrer qu’il existe une matrice inversible réelle Q telle que
QMQ~! soit diagonale (Indication : utiliser le théoréme 20.9 et (20.10)).
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(21.14) Dans chacun des cas suivants, trouver le p.g.c.d. R des polynmes P et Q, puis déterminer des
plolynmes A et B tels que AP+BQ=R.

a) P(T) =T+ T3 -T2 -2T -2 et Q(T)=T3 -1
b) P(T) =T —T% —2T3 + T2 = 3T +2 et Q(T) =T> -2T* -3T+6;

(21.15) a) Montrer que tout polynme de a coefficients réels est produit de polynmes réels de degré < 2.
(Indication : grouper les racines complexes non réelles par paires de racines conjuguées).

b) Pour tout n € N, décomposer T"™ — 1 en produit de polynmes réels de degré < 2. Gréace a la

factorisation de T® — 1, calculer I’expression rationnelle de cos 2?7’ .
(21.16)  Trouver les polynmes minimaux des matrices
1 0 0 O 1 1. 0 0
o1 0 1 (1 1 10 1 0 O
A—01—10’B_<01>etc—0010
0 0 0 O 0 0 0 2

0 C
polynmes minimaux de A et de C. Trouver un exemple oll py1 = papc et un exemple ou le degré de pym
est strictement inférieur & celui de papc -

(21.17)  Montrer que le polynme minimal de la matrice bloc M = (A B) divise le produit papc des

(21.18)  On rappelle qu’un endomorphisme u d’un espace vectoriel est dit nilpotent s’il existe un entier N
tel que uN = 0. Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E de dimension n .

a) Montrer que u" =

b) Montrer que toutes les valeurs propres de u sont nulles; u peut-il étre diagonalisable ? Quel est
I'espace caractéristique E{ ? Quel est le polynéme caractéristique de u ? Calculer det(Idg +u) .

¢) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice M = (a;;) de u vérifie a;; =0 si
i>7.

d) Supposons u™ ™1 # 0 ; soit = un vecteur tel que u™ 1 (z) # 0. Montrer que les vecteurs x, u(zx),
u?(z), ..., u""1(x) forment un base de E. Quelle est la matrice de u dans cette base?

e) En vous servant de d), déterminer des bases dans lesquelles les matrices

0 1 0 0 1 0 0 1 0
A=|-5 4 1), B= 0 0 1 et C= ( 0 0 1
-2 1 2 125 —-75 15 12 —-16 7

sont triangulaires. Déterminer des matrices R, S et T telles que R2=A, S2=B et T2 =C.
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I1I. EXPONENTIELLES DE MATRICES

Le but de ce chapitre est de définir I’exponentielle eM d’une matrice complexe
carrée M par la méme série qui définit I’exponentielle d’'un nombre complexe, a savoir
eM =372 MF/k!. Pour cela, nous avons besoin de définir la somme d’une série de matrices;
cela nécessite I'introduction de la notion de norme sur un espace vectoriel réel ou complexe
(pour mesurer les «distances » ), puis de celle de convergence d’'une suite ou d’une série
de vecteurs. Nous montrons quelques propriétés de ’exponentielle, puis introduisons les
notions de base sur la continuité et la dérivabilité des fonctions a valeurs vectorielles, en vue

du chapitre suivant.

22. Normes sur un espace vectoriel

Commencons par quelques rappels sur la convergence des suites et séries de nombres

réels.

Vous avez vu en premiere année qu’une suite (u,,) de nombres réels est dite
convergente vers une limite ¢ si, pour tout ¢ > 0, il existe un entier mg tel que, pour
tout m > myg, on ait |u,, — £| < €. On peut exprimer cette derniere inégalité en disant que

la «distance » entre u,, et ¢ est moindre que €.

Essayons de généraliser cette notion a des suites vectorielles (u,,), ou chaque terme
de la suite est dans un espace vectoriel fixé E. La seule chose & adapter est la notion de
«distance » entre deux vecteurs.

Prenons pour fixer les idées E = R? ; on est habitué & considérer la distance dite
euclidienne entre des vecteurs (z1,y1) et (x2,ys2), donnée par |[(z1,y1) — (z2,y2)]|2, ou

(@, y)ll2 = Vo2 + 32

On peut alors copier la définition de la convergence : on dit qu'une suite (u,,) de

I’'on a posé

vecteurs de R? converge vers un vecteur ¢ si, pour tout € > 0, il existe un entier mg tel

que, pour tout m > mg, on ait |[u, — |2 <.

On peut aussi considérer les composantes de wu, et de £, c’est-a-dire poser
U, = (U, W) €t £ = (a,b), et demander que la suite réelle (v,,) converge vers a, tandis
que la suite (wp,) converge vers b. Il n’est pas difficile de voir que cela revient a de-
mander que, pour tout € > 0, il existe un entier mgy tel que, pour tout m > mg, on ait
|t — l|cc < €, Ol I'on a posé

1, y)lloo = max(|z], |y])

(ces notations || ||2 et || ||oo sont traditionnelles). Comment vérifier que ces deux notions
de convergence coincident ? Il n’est pas difficile de montrer (cf ex. 22.4) que l'on a

(22.1) @)l < @)l < @l

V2
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pour tout vecteur (z,y).

(22.2)  On en déduit que les deux notions de convergence sont équivalentes : supposons que
la suite (u,,) converge dans le premier sens. Soit ¢ > 0 ; il existe un entier mg tel que,
pour tout m > myg, on ait |ju,, — |2 < €, ce qui entraine

[t — Lo < |Jtm —£]]2 <,

de sorte que la suite converge au deuxieme sens. Inversement, supposons que la suite (u,,)
converge dans le second sens. Soit € > 0 ; il existe un entier mq tel que, pour tout m > my,
on ait |[um — £]ls < €/v/2, ce qui entraine

i = L2 < V2 flum — e <,

de sorte que la suite converge au premier sens.
Déja dans le cadre simple de cette discussion, on voit apparaitre les points suivants :

1) il faut un moyen de mesurer la «distance » entre deux vecteurs, mais il ne semble

pas y avoir de moyen unique;

2) les notions de convergence définies a l'aide de ces diverses distances seront

néanmoins les mémes si 'on arrive a les comparer comme dans (22.1).
Pour répondre au point 1), on est amené a poser la définition suivante.
Définition 22.3.— Soit E un espace vectoriel réel ou complexe; on appelle norme sur E
toute application || || : E — RY telle que, pour tout x dans E et tout scalaire X, on ait
) o] =0 < a=0;
2) el = A fl2ll ;

3) llxz+yll <zl + ||yl (inégalité triangulaire).
Ici, |A| désigne la valeur absolue de A si A est réel, son module s’il est complexe.

Exemple 22.4. Sur E = R" ou C", on utilisera souvent les normes suivantes (de nouveau,
les notations sont traditionnelles) :

(1, @n)lla = Ve + -+ faal?
Gz, )l = o] + -+ |2l

(x1,. .., 20)|leo = max(|z1], ..., |zn]) -

Les propriétés 1) et 2) de la définition sont faciles a vérifier; I'inégalité triangulaire
est aussi facile pour || ||1 et || ||oo, moins pour || ||2. Nous 'admettrons pour le moment.
Montrons les inégalités suivantes, analogues a celles de (22.1) :

[2]loo < [lzll2 < Izl < nll#]loo,
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pour tout vecteur x. La premiere et la troisieme sont évidentes; la seconde résulte de

l2llF = (Jza] + -+ fa])? > 2f + - + 27, = [Jl3.

Les inégalités ci-dessus se généralisent : on peut toujours « comparer » deux normes
| || et || || sur un espace vectoriel E réel ou complexe de dimension finie, car elles sont
équivalentes, c’est-a-dire qu’il existe des réels strictement positifs a et b tels que, pour tout
x dans E, on ait

allzl| < Jlz[" < b llz].

Nous ne démontrerons pas ce théoreme.

23. Suites et séries vectorielles

Le raisonnement suivi en (22.2) montre que la définition suivante ne dépend pas du
choix de la norme || || sur E.

Définition 23.1.— Soient E un espace vectoriel réel ou complexe et (u,,) une suite
d’éléments de E. On dit que la suite (u,,) converge vers un élément ¢ de E si, pour

tout € > 0, il existe un entier mq tel que, pour tout m > mg, on ait ||u, —¢|| <e.

Cette notion ne dépendant pas de la norme, on peut choisir sur R™ la norme | || ;
on en déduit que pour qu'une suite (Um)meN = ((Um.1s---sUm.n))men d’éléments de R™
converge vers ¢ = ({1,...,0,), il faut et il suffit que pour chaque j=1,...,n, la suite
des jiemes composantes (up, j)men converge vers £;. Plus généralement, on a la méme
assertion dans un espace vectoriel réel ou complexe quelconque E, une fois que 'on a choisi
une base (pour pouvoir parler de composantes d’un vecteur). Cette remarque fait que la
plupart des théoremes que vous connaissez sur les limites de suites réelles se transportent
sans modification au cas des suites vectorielles : par exemple, une suite convergente est
bornée, la limite d’'une somme est la somme des limites (mais pas le produit, car nous
n’avons pas défini de produit de vecteurs), de méme, toute suite de Cauchy, c’est-a-dire
toute suite qui vérifie

Ve>0 dmy Vp>my YV qg>mg lup — uqll < e

est convergente.

On peut aussi définir la convergence d’une série »  uy, ou uy est dans E, puisque
chacun sait qu’une série n’est autre qu’une suite. Le critere de Cauchy s’écrit dans ce cas :
pour qu'une série Y uy soit convergente, il faut et il suffit que, pour tout € > 0, il existe
un entier mg tel que, pour tout p > q¢ > mg, on ait

g1 + g2 + -+ upl| <e.

Définition 23.2.— Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. On dit qu’une série > uy

d’éléments de E converge absolument si la série réelle Y ||uk|| converge.
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On vérifie que cette notion ne dépend pas de la norme choisie puisqu’elles sont toutes
équivalentes (se rappeler qu'une série & termes positifs converge si et seulement si ses sommes

partielles sont bornées). Le critére de Cauchy donne immédiatement :

Proposition 23.3.— Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Toute série absolument
convergente d’éléments de E est convergente.

Démonstration. On vérifie le critere de Cauchy. On se donne € > 0 ; comme la série > |Jug||
converge, elle est de Cauchy, et il existe un entier mqg tel que, pour tout p > q > mg, on
ait 37—, llukl < e. Grace a l'inégalité triangulaire, on en déduit

p p
Y wll < > Jul <=
k=q+1 k=q+1

Cela montre que la suite (Z?:o uk) est de Cauchy, donc elle converge. =
m

Pour tout m, on a par I'inégalité triangulaire

m m oo
Il <30 el < Y Mkl
k=0 k=0 k=0

en faisant tendre m vers I'infini, on obtient, si la série > uj converge absolument,
o> o>

(23.4) 1wl <> Ml -
k=0 k=0

24. Suites et séries de matrices

Les matrices carrées d’ordre n (& coefficients réels ou complexes) forment un espace
vectoriel. On peut donc considérer des normes sur cet espace vectoriel, et des suites et des
séries convergentes de matrices. Par exemple, la suite de matrices de terme général

0, = ()

2m+3
= 4

converge vers la matrice (; Z) lorsque m tend vers l'infini.

Le fait que I'on puisse multiplier les matrices entre elles nous permet aussi d’étendre
les théoremes sur la limite d’un produit de suites ou de séries. Il faut quand méme faire tres
attention que le produit des matrices n’est pas commutatif. Redémontrons donc ces résultats
rapidement. Toutes les normes sont équivalentes : on peut donc utiliser n’importe laquelle.
Dans les questions qui font intervenir des produits de matrices, il est souvent pratique
d’utiliser la norme || ||; introduite dans l’exemple 22.4, parce qu’elle vérifie la propriété
utile suivante : pour toutes matrices carrées M et N, on a

IMNI|y < [[M]ly [[N]f.
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En effet, si M = (a;;) et N = (b;;), on a

NN = ST S aibig| < 3 Jaiel gl < (D Jaael ) (D 1bs1) = M INJ
ij k ik 1,j

.5,k

Proposition 24.1.— Soient (U,,) une suite de matrices qui converge vers U et (V,,) une

suite de matrices qui converge vers V . La suite (U, V,,) converge vers la matrice UV .

Démonstration. On se donne comme d’habitude € > 0 ; il existe un entier mq tel que, pour
tout m > mg, on ait

19 19
U — Ul < 0o et Vi, = V|1 < =
2(e +[|V]1) 2(/1U[]y + 1)

qui entraine en particulier ||[Vy,|1 < ||V — V|1 +[|V]1 < e+ | V]1. Pour m >mg, on a
alors

UV — UV]l1 = [[(Up,Vin — UV,,) + (UV,, — UV)||;
<N (Um = U)Viulli + UV = V)1
<N Up = Ul [[Vinlls + 1Ul[1 [V = V11
<N Up = Ullx e+ [IVI[1) +1Ullx [Vin = VIl1

g
+11Ulh 5

<(e+1IVIh) 5 2([[ U + 1)

13
_— <e,
e+ V)

ce qui démontre la proposition. =

Exemple 24.2. Si une suite (U,,) de matrices inversibles converge vers une matrice U et
que la suite des inverses (U_.!) converge vers une matrice V, la matrice U est inversible,
d’inverse V.

La construction d’'une série qui converge vers le produit des sommes de deux séries
convergentes » Uy et Y Vi est plus délicate.

Proposition 24.3.— Soient > Uy et Y Vi des séries de matrices absolument convergentes
de sommes respectives U et V. La série de terme général

Wi =UoVk +U1Vi_1 + -+ UgVy
est absolument convergente de somme UV .

Démonstration. On remarque que

DW= > Vi< > MU Vil
k=0

1,j20, 1+j<m 4,J20, 1+j<m
< (o ual) (S 0vsi) < (S huali) (vl )
1=0 j=0 i=0 §=0
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puisque les séries > ||U;||1 et > ||V,||1 sont convergentes. Les sommes partielles de la série
a termes positifs > [|[Wg||1 sont majorées; elle est donc convergente, de sorte que la série

>~ Wy est absolument convergente. Pour calculer sa somme, on regarde la différence

||§jwk—(fjm)(ivj)n1:n > uvilh
k=0 i=0 §j=0 >m ou §>m

< > U V5L

i>m ou j>m
i+j<2m

< (S010) (19,00 — (S 10) (i)

Comme le membre de droite tend vers 0 lorsque m vers +oco, et que la limite de la
suite ( (ZZO Ui) (Z;n:o Vj) ) est UV par la proposition 24.1, on en déduit que la série

de terme général Wy est convergente de somme UV. =

25. Exponentielle de matrices
Nous pouvons maintenant définir I’exponentielle d’une matrice carrée M, réelle ou

complexe. On se contente de copier la définition de I’exponentielle usuelle :

eXpM = GM = Z ?
k=0

Cela a un sens, puisque cette série est absolument convergente : on a pour tout k

[0

TR

Mk
’H

et la série de terme général le membre de droite est convergente, de somme elMlh

A 0 0 - 0
0 X O --- 0
Exemples 25.1. 1) Si M est une matrice diagonale o 0 . . , Sa puissance
0 O D ¥
Moo 0 - 0
0 X 0 -~ 0
kieme est 0o 0 . . et 'on a
0 0 D\t
e 00 0
0 e 0 0
M= 0 0
0 0 e



0 M, 0
Plus généralement, I’exponentielle d’une matrice 0 0o . . «dia-
0 0 M,,
gonale par blocs » est
M 0 0 0
0 €Mz 0 0
M= 0 o0
0 0 eMn
0 1 1 0 0 1
2)Si M={0 0 1],onaM?>=|[0 0 0| et M®=0, de sorte que
0 0 O 0 0 O
NE 1 1 3/2
eM:I3+M+7: 0 1 1
: 0 0 1

La propriété fondamentale de I’exponentielle usuelle est qu’elle transforme sommes

en produits. Ce n’est plus vrai en général pour les exponentielles de matrices : si on

M+N M _N M N

=eve", cela entraine en particulier que e et e" commutent; or on vérifie

0 1\ (1 1 . 0 0 (1 0
*Plo o) " \o 1 € Pl o) 7 \1 1

ne commutent pas (on verra d’ailleurs dans 'exemple 25.5 que I'exponentielle de la matrice

0 1 1(e+1l/e e—1/e , .
(1 O) est 3 (e /e et1/e ). Cependant, on a le résultat fondamental suivant.

avait e

facilement que

Proposition 25.2.— Si M et N sont des matrices carrées qui commutent (c’est-a-dire qui
vérifient MN = NM ), on a

Démonstration. Le point essentiel est que la formule du binéme, qui donne le développement
de (M + N)¥, est encore valable pour des matrices qui commutent (on le démontre par
récurrence sur k). On a donc

P~ K i
(M +N) :Z —— M"7IN/,

de sorte que




On retrouve la série dont la proposition 24.3 nous dit qu’elle converge vers

(X5

c’est-a-dire eMeN . =

Corollaire 25.3.— Si M est une matrice carrée, eM est inversible, d’inverse e ™M .

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition a M et —M, qui commutent, et d’utiliser

e =1,. =m

Proposition 25.4.— Si M et N sont des matrices carrées semblables, c’est-a-dire qu’il

M et N sont semblables ;

existe une matrice inversible P telle que N =P~IMP, alors e
plus précisément

—1 _
el MP _ p-1,Mp

Démonstration. 11 suffit de remarquer que pour tout £ > 0, on a

k fois

Y

(P~I!MP)* = (P~'MP)(P~!MP)--- (P"'MP) = P~ 'M"P,

de sorte que

k=0 k=0
Il suffit alors de faire tendre m vers l'infini, en utilisant la proposition 24.1, pour

conclure. m
Cette proposition va nous permettre d’utiliser nos résultats sur la réduction des

matrices, puisqu’on a vu dans I’exemple 25.1) comment calculer ’exponentielle d’une matrice

diagonale.

Exemple 25.5. La matrice M = est diagonalisable, de valeurs propres 1 et —1,

1 0
une base de vecteurs propres étant (1,1) et (1,—1). On a donc
(11 (12 1)2 (1 0\ ol
P—(1 _1) P —<1/2 —1/2> M—P<o —1)P :

M_pfe 0 \p1_ (1 1 e 0 12 1/2\ _1fet+e ! e—e!
o \o et A\l —1)\0 et )\1/2 —1/2)  2\e—e! e+el )"
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On peut aussi, dans ce cas particulier, remarquer que M? = I, pour obtenir eM :

oo Mk o0 M2k 0 M2k—|—1
M _ _ = _— s —
¢ _;;) Rl I;(zk)!+z(2k+1)!

(St () Mo e e

k=0

Lorsqu’une matrice complexe n’est pas diagonalisable, on a quand méme a notre
disposition sa décomposition de Dunford M =D + N, ou D est diagonalisable, N nilpotente
et DN =ND (th. 20.8). On a

ol eP se calcule comme ci-dessus et

N2 Nn—l

N
— T, N+ — .- :
¢ LR P T

Si par exemple M a une seule valeur propre A, sa décomposition de Dunford est
M= AL, + (M — \AL,) et

(M= AL)* (M= AL)

M A B ‘
e’ =e (I, + (M- 2AL,) + o1 (= 1)

).
Dans le cas général, M est semblable a une matrice diagonale par blocs, ou chaque
bloc a une seule valeur propre, et on applique la méthode ci-dessus a chaque bloc.

Exemples 25.6. 1) On vérifie par le calcul que le polynéme caractéristique de la matrice
-4 1 1

M= 1 -1 -2 est (T+2)?;elleadonc —2 comme unique valeur propre et
-2 1 -1

1
eM = g7 M MH2Ls — o=2(15 1 (M + 2I3) + 5 (M + 213)%).

On calcule
-2 1 1 3 0 =3
M+2I)=[ 1 1 -2 M+2I)2=(3 0 3|,
-2 1 1 3 0 =3
d’ou
/2 1 -1/2
M=e2 [ 5/2 2 —7/2
-1/2 1 1/2
2 -1 2
2) On a vu dans 'exemple 20.11.3) que la matrice M = [ 10 —5 7 | s’écrit sous la forme
4 -2 2
M=PM P!
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avec

1 1 0 -1 0 0 2 -1 1
P=(-1 2 1 M=|0 0 1 Pl=|-1 1 -1
-2 0 1 0 0 0 4 -2 3
La matrice M’ est «diagonale par blocs » ; on en déduit
/ el 0 0
M= 0 11
0 0 1
et
/ 1 1 0 el 0 0 2 -1 1
M=PMP1l=|-1 2 1 0 1 1 -1 1 -1
-2 0 1 0 0 1 4 -2 3

Pour conclure, il n’est pas inutile de remarquer qu’en un certain sens, les séries
(entieres) de matrices n’existent pas (c’était bien la peine de se fatiguer...). Expliquons-nous :
si M est une matrice carrée d’ordre n, le théoréme de Hamilton-Cayley dit que Pyi(M)
est nul. Ceci signifie que la matrice M" est combinaison linéaire a coefficients scalaires des

matrices I,,,M,...,M" !, Cela entraine, par récurrence sur I’entier naturel k, que toutes
les puissances M* de M ont la méme propriété, donc aussi les sommes partielles de la série
qui définit eM. On peut en déduire (exercice) qu'il existe des scalaires ag,ay,...,a,_1 tels
que

eM=aol, + aM + -+ a,_ ML

Néanmoins, on n’a pas travaillé pour rien : le formalisme des séries nous a permis de

démontrer facilement les propriétés essentielles de 1’exponentielle (prop. 25.2 et 25.4).

26. Continuité et dérivabilité des fonctions vectorielles

Maintenant que I'on a introduit la notion de norme sur un espace vectoriel, il n’est
pas difficile d’étendre les définitions que vous connaissez de la continuité et dérivabilité des
fonctions réelles de variable réelle aux fonctions vectorielles.

Lorsque f est une fonction a valeurs réelles définie sur un sous-ensemble D de R,
rappelons que f est continue en un point ¢ty de D si, pour tout € > 0, la distance entre
f(t) et f(tg) peut étre rendue moindre que £ pour tout ¢ dans D assez proche de t ;
en d’autres termes, il existe & > 0 tel que, pour tout ¢t dans D tel que |t —tg] < 4, on ait

£ () = f(to)] <e.

Si on considere maintenant une fonction f définie sur D, mais a valeurs dans un

espace vectoriel E sur lequel on a choisi une norme, on peut adapter la définition de la
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fagon suivante : on dit que f est continue en un point t5 de D si, pour tout € > 0, il existe
d >0 tel que, pour tout ¢ dans D tel que [t —to| < d, on ait || f(t) — f(to)| < €.

Dans le cas E=R", la donnée de [ est équivalente a celle de ses n fonctions
composantes f1,..., f, : D — R définies, pour tout ¢t dans D, par

F@) = (f1(8);- -, fn(t))-

Si on choisit comme norme sur R™ la norme || ||o, on voit tout de suite que la
continuité de f en un point ¢ty de D est équivalente a celle de chacune des fonctions
fi,--., fn en ce méme point.

Il faut noter que les fonctions a valeurs vectorielles se rencontrent couramment en
physique par exemple : si ’on veut décrire le mouvement d’un mobile ponctuel qui se déplace
dans l’espace R?, on a recours & une fonction f & valeurs dans R? qui décrit au temps ¢
la position f(t) du mobile. Ces fonctions sont en général continues.

Exemples 26.1. 1) La fonction t — (t2,¢3,sint) est continue sur R, puisque chacune de
ses composantes 1’est.

2) La fonction ¢ — (1/t,/1 —t,/1+1t) est définie sur [—1,0[ U ]0,1] et y est continue en
tout point.

: 1/t 241
3) La fonction ¢ +— (\/Z 5

) est définie sur ]0,+o0[ et y est continue en tout point.
On définit de fagon analogue la limite d’une fonction vectorielle en un point. De
nouveau, si f est une fonction de D dans R"™ de composantes fi,...,f,:D—=R, la
fonction f a pour limite un vecteur ¢ = (¢1,...,¢,) quand t tend vers ty si et seulement
si chaque f; tend vers ¢; lorsque t tend vers ty. Cela nous permet de montrer que la limite
d’une somme est la somme des limites et autres théoremes généraux classiques. Lorsque les
fonctions que 'on considere sont a valeurs matricielles, on peut aussi parler de produit.

Proposition 26.2.— Soit D un sous-ensemble de R, soient F:D — M, «n(C) et
G :D — M, «p(C) des fonctions a valeurs matricielles, admettant des limites en un point
to de D. Alors la fonction FG : D — M, (C), qui a t associe F(t)G(t), a une limite
en tg et

lim (F(t)G(t)) = (lim F(¢)) (lim G(¢)).

t—to t—to t—to

Démonstration. La démonstration est tout-a-fait analogue a la démonstration pour les
fonctions a valeurs réelles (voir aussi la démonstration de la proposition 24.1); elle sera
laissée au lecteur. m

Passons a la dérivabilité des fonctions a valeurs vectorielles; pas de probleme particu-

lier non plus : on dit qu'une fonction f définie sur une partie D de R (réunion d’intervalles
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ouverts) et a valeurs dans un espace vectoriel E est dérivable en un point ¢, de D si la
limite du vecteur
f(t) = f(to)
t—to
existe quand ¢ tend vers to. On notera que f(t) — f(to) est un élément de E, on peut donc
le diviser par le scalaire ¢ — ty si celui-ci n’est pas nul. La limite de ce rapport, lorsqu’elle

existe, s’appelle la dérivée de f en ty ; elle est notée f'(tg), c’est un élément de E.

Dans ’exemple d’une fonction f & valeurs dans R3 décrivant le mouvement d’un
mobile ponctuel qui se déplace dans 'espace, le vecteur f’(tg) (lorsqu’il existe), s’appelle
le «vecteur vitesse » . Sa norme est la vitesse du mobile a 'instant ¢ ; il est dirigé selon la

tangente a la trajectoire du mobile.

Dans le cas E = R", on vérifie sans mal que la dérivabilité de f en ty est équivalente
a celle de chacune des fonctions fi,..., f, en ce méme point. Le vecteur dérivé f'(ty) est
alors le vecteur de composantes (f1(to),..., f, (to)) -

Exemples 26.3. 1) La fonction ¢ — (t2,¢3,sint) est dérivable sur R, de dérivée en ¢y le
vecteur (2tg,3t3,costg)

2) La fonction ¢t +— (1/t,+/1 —t,+/1+t) est dérivable sur | —1,0[ U ]0,1[, de dérivée en t

le vecteur (—1/t2, 2\/*1;0, 2\/114_,50) .

. 1/t 241
3) La fonction t <\/Z 5

(70 )

On montre sans difficulté que la dérivée d’'une somme est la somme des dérivées et

) est dérivable sur ]0,+oo[, de dérivée en ¢y le vecteur

autres théoremes généraux classiques. Lorsque les fonctions que ’on considere sont a valeurs
matricielles, on peut aussi parler de produit. On montre une formule analogue a celle de la
dérivée d’un produit de fonctions a valeurs réelles (il faut faire bien attention en appliquant
la proposition qui suit de ne pas changer 'ordre dans les multiplications : le produit des
matrices n’est pas commutatif!).

Proposition 26.4.— Soient F:D — M, (C) et G:D — M, »,(C) des fonctions a
valeurs matricielles, définies au voisinage d’un point tog de R et dérivables en ce point.

Alors la fonction FG est dérivable en ty et

(FG) (to) = F'(to)G(to) + F(to)G' (to).

Démonstration. 11 s’agit de trouver la limite du taux d’accroissement

F(t)G(t) — F(to)G(to)
t —to

3(t) =
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lorsque t tend vers tp. On ’écrit

_ F@)G(@E) — F(to)G(t) + F(to)G(t) — F(to)G(to)
t—to

t— 1o t—to ’

qui, grace a la proposition 26.2, tend vers F’(to)G(to) + F(to)G'(tp) lorsque ¢ tend vers
top. =
Voici enfin ’exemple principal qui nous servira dans le chapitre suivant.

Proposition 26.5.— Soit M une matrice carrée. La fonction t — e™ est dérivable sur R,
de dérivée en ty la matrice Me!™M  (aussi égale a e®oMM).

Démonstration. Commencons par démontrer le résultat préliminaire suivant.

Lemme 26.6.— Soient M une matrice carrée d’ordre n ; on a

M~ 1 = Mily < M eI,

Démonstration. Ona eM —1, — M = 21212 l\g—f ; cette série est bien str toujours absolument
convergente. On en déduit (cf (23.4))

Mk—|—2

=3 ||asa

N HWI
<IMIF Y. o

[&.9]
le™ =T, = M]lx <
k_

]
= (k+2)!
o~ VI )
< IMIE DD o = M e
k=0 ’

d’ou le lemme. =

Démontrons maintenant la proposition. Il s’agit de montrer que le rapport

etM - etoM N toM etM . etoM . (t . to)M@toM
R e pr—
t— 1, t—to

tend vers 0 quand ¢ tend vers ty. Puisque toM et (¢ —ty)M commutent, on a par la

proposition 25.2

etM — e(t—to)M+toM — e(t_tO)MetOM.

Posons t —tg =« ; on a
etM _ etoM _ (t _ tO)MetOM — e(t—to)MetoM _ etoM _ (t _ tO)MetoM

= (eO‘M -1, — aM) eloM
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Le lemme (appliqué a la matrice aM ) entraine

le™ — efo™ — (¢ — to)Me M|y < [|e™ T, — aM]|y e

< a? |IMIJF elol Mt

d’ou

tM _ otoM _ (4 _ 4 Y\ MetoM
— t—(t I < o g el I o
0 1

Or la fonction (réelle) de o au membre de droite tend vers 0 quand « tend vers 0.

Cela démontre la proposition. m

27. EXERCICES

(27.1)  Calculer 'exponentielle des matrices suivantes

a) <_14 :15>
5 -1 -3
K (i ) )

0 1

2 ( 11)
1 1

0

0

1

0

; généraliser a une matrice carrée d’ordre n du méme type.

SO OO
SO o~
SO —O

(27.2) Si M est une matrice carrée, on note TrM (la trace de M) la somme de ses coefficients diagonaux.
Montrer que
det eM = T M,

M

(27.3)  Si M est une matrice carrée, montrer que la transposée de eM est I’exponentielle de ‘M .

(27.4) Si M est une matrice carrée réelle d’ordre n, on note cosM la partie réelle de eM et sinM sa

partie imaginaire.

a) Montrer que cosM et sinM commutent, et que (cos M)? + (sin M)? = I,,

. - 0 1 (6 1
b) Soit 6 un réel; calculer cos(O 0) et sm(o 9>.

(27.5)  Soit M = (a;5)1<i,j<n une matrice complexe carrée d’ordre n telle que pour tous 1 <4,j <n on
ait |as;] < 1/n.

a) Montrer que la suite de matrices (N, )men définie par Ny, =1+ M + M2 + -+ M™ converge.

b) Montrer que I, — M est inversible d’inverse la matrice lim(N,,).
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IV. SYSTEMES ET EQUATIONS DIFFERENTIELS LINEAIRES
HOMOGENES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soit a un nombre complexe; résoudre 1’équation différenticlle ' = ax, c’est trouver
une fonction dérivable f: R — C, qui vérifie, pour tout réel t, la relation f'(t) = af(t). 1l

est clair que pour toute constante C, la fonction ¢+~ Ce®

est solution de cette équation;
inversement, si f est solution, on calcule la dérivée de la fonction g:t+ f(t)e” . On

trouve
g'(t) = f'(t)e™ —af(t)e™* =0.

La fonction g est donc constante, et f est du type f(t) = Ce® . On a donc trouvé
toutes les solutions de I’équation différentielle. Dans ce chapitre, nous généralisons cette
méthode a la résolution de systemes linéaires d’équations différentielles. Il n’est pas étonnant

que les exponentielles de matrices y jouent un role important.
28. Systemes différentiels linéaires homogeénes a coefficients constants

Définition 28.1.— On appelle systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants
un systeme de la forme

1) = anzi(t) + apza(t) + -+ + a1nza(t)
r5(t) = anwi(t) + azx2(t) + -+ + a2pwn(t)

L2, (1) = amz1(t) + an2xa(t) + -+ + apnan(t) ,

ot les a;; sont des constantes complexes, et ou les fonctions x; sont des fonctions dérivables

inconnues a valeurs complexes.

On utilise la notation abrégée
(S) X'(t) = MX(t) ,

ou M = (a;j) est une matrice n x n complexe constante.

Les exponentielles de matrices permettent de résoudre, en théorie du moins, le systeme
(S). On a en effet :

Théoréme 28.2.— Les solutions complexes de (S) sont les fonctions de la forme t + e™MXg,

ou Xg € C" ; l’ensemble des solutions est un espace vectoriel complexe de dimension n .
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Démonstration. Montrons d’abord que toute fonction du type X(t) = eMX, est solution de
(So) ; il s’agit de calculer la dérivée de X en tout point. On utilise les propositions 26.4 et
26.5, qui donnent

X' (t) = MeMXy = MX(#).

Inversement, montrons que toute solution X de (S) est de cette forme. On
proceéde comme dans I'introduction, en dérivant la fonction Y : ¢+ e ™X(¢) ; on obtient
(prop. 26.4)

Y'(t) = —e"™MMX(t) 4+ e 7™MX/(2)
qui est nul. La fonction Y est donc constante, égale a sa valeur en 0, soit X(0), de sorte
que X(t) = e™MX(0) pour tout t.

Il reste a montrer que ’ensemble des fonctions de ce type est un espace vectoriel
de dimension n ; cela résulte du fait que I'application qui au vecteur Xy de C™ associe
la fonction t s e™X, est linéaire injective (son application réciproque est donnée par
X+ X(0) ). Ceci démontre le théoréme. =

Corollaire 28.3.— Soient Xo un vecteur de C" et to un réel. La fonction X(t) = e(t=t0)MX,

est l'unique solution de (S) qui vérifie X(tg) = Xo .

Démonstration. La fonction X peut aussi s’écrire X(t) = etM(e*toMXo) ; elle est donc
solution de (S) par le théoreme, et elle vérifie bien siur X(tg) = Xy . Réciproquement, si
Y est une solution vérifiant Y(ty) = Xo, la fonction ¢+ Y(¢ + o) est encore solution et
prend la valeur Xg en 0 ; par le théoreme, elle est égale & t — e™Xg, d’ott le corollaire. m

Cela signifie qu’'une solution dépend de fagon linéaire de sa valeur a un instant donné.

Passons maintenant a une description un peu plus explicite des solutions. Com-

mencons par le cas simple ou la matrice M est diagonalisable.

Théoréme 28.4.— Supposons qu’il existe une base (Xq,...,X,) formée de vecteurs propres
de M correspondant auzx valeurs propres Ai,..., A\, (ce qui signifie exactement que la
matrice M est diagonalisable). Les solutions de (S) sont les fonctions de la forme

t— cle’\ltXl + 026A2t62 4+ -+ cne’\”tXn,
ol C€1,Ca,...,Cy sont des constantes arbitraires.

Démonstration. Toute « position initiale » Xy se décompose en Xy = Z?Zl c;X;j,ousi P

est la matrice de passage de la base canonique a la base (Xi,...,X,), on a
C1
Xo=P
Cn
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On a d’autre part D = P~'MP, o1 D est la matrice diagonale de termes diagonaux
(M,..-,An), d’ou (prop. 25.4)

c1 cretM

e™MXy =PePP71Xy =Pe® | 1 | =P : = ;e X;.
j=1

Cn, cpettn

On peut d’ailleurs remarquer que dans une base ou la matrice est diagonale, le
systeme différentiel se réduit aux n équations différentielles scalaires a:; = \;jx;, avec

j=1...,n. =

Dans ce cas, les solutions sont donc combinaisons linéaires d’exponentielles (réelles
ou complexes).

Exemple 28.5. Résolvons le systeme

T 2r9 — 213
xh = —2x + 3
rh = 2x1 — I
0 2 =2
La matrice M est -2 0 1 et son polynome caractéristique est
2 -1 0

T34+ 9T = T(T + 3i)(T — 3d).

Une base de I’espace propre pour la valeur propre 0 est X; = (1,2,2). Pour la valeur
propre 3i, c’est Xo = (4,—1+ 3i,—1 — 3i) ; pour la valeur propre —3i, c’est le conjugué
X3 = (4,—1—3i,—1+ 3i). Les solutions complexes du systéme sont donc

1 = ¢ + 4eqyedit 4 dege™ 3
o = 2¢; + (=14 3i)cae® + (=1 — 3i)cze 3%
3 = 2c1 + (=1 —3i)c2e® + (=14 3i)cze 31|

c’est-a-dire qu’une base de I'espace vectoriel des solutions est composée de

1 4 4
Xi@)=12| , Xo@®)=|-1+3i | | Xs(t)=| -1-3i | e %
2 —1-3i —1+3i

Pour trouver les solutions réelles, on constate que les solutions X;, (Xg+ X3)/2 =
R(X2) et (Xo —X3)/2i = Im(X3) sont réelles, linéairement indépendantes. Toute solution
réelle est donc combinaison linéaire a coefficients réels de ces solutions.

Passons maintenant au cas général. Si A; est une valeur propre de M, on note
comme d’habitude n; sa multiplicité comme racine du polynome caractéristique et m; sa

multiplicité comme racine du polynéme minimal; on a 0 < m; <n; (cf (20.4)).
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Théoreme 28.6.— Soient \i,..., )\, les valeurs propres distinctes de M, et my,...,m,
leurs multiplicités comme racines du polynome minimal. Les solutions de (S) sont de la
forme

t s eMIP(t) + M2 Py (t) 4 - + e P, (1),

ot P;(t) est une fonction polynomiale de degré < m; a valeurs dans l’espace caractéristique

associ€ a la valeur propre \;j .

Pour que la matrice M soit diagonalisable, il faut et il suffit que tous les m; soient
égaux a 1. Les fonctions polynomiales P; du théoreme sont alors constantes, et les espaces

caractéristiques sont les espaces propres; on retrouve le résultat du théoreme 28.4.

Démonstration du théoreme. On rappelle que ’espace caractéristique E’Aj associé a la
valeur propre \; est le noyau de (M — \;I,,)™ (def. 20.3), et que C™ est somme directe
des espaces Ef ,... ,Ei\p (th. 20.6). D’autre part, on sait que toute solution X de (S)
est de la forme t— e™X; ; décomposons Xg en X +---+X,, avec x; € Ei\j. On a
etMX; = eMiteM—Ai1n)tX . Puisque (M — A\;1)™i est nul sur EY., on en déduit

m;—1 k
gt v (M= NIt
etMXj =€ it kz:;) Ll XJ:

p
de sorte que X(t) = Z eM'P;(t) avec
j=1

Ceci termine la démonstration du théoréme. m

On prendra garde que toutes les fonctions du type ci-dessus ne sont pas solution du
systeme (ce n’est le cas que si M est diagonalisable).

Exemples 28.7. 1) Considérons le systeme

] = 2x1 — x2 + 273

xh = 1021 — bxy + Tag

xh = 4dxy — 2x9 + 223
2 -1 2
La matrice M est 10 -5 7 et son polynome caractéristique est
4 -2 2

T2(T + 1) . A la valeur propre simple A = —1 correspond le vecteur propre X; = (1, -1, —2)
et la solution X;(t) = e 'X;.
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L’espace propre correspondant a la valeur propre double 0 est de dimension 1 : la
matrice M n’est donc pas diagonalisable. On cherche les autres solutions sous la forme

X(t) = (ait + Bi, ast + Ba2, ast + 53).

En procédant par identification, on obtient les systemes

0= 201 — a3 + 203 ar = 201 — P2 + 203
0 = 10y — bas + Tas Qg = 10ﬂ1 — 552 + 7ﬁ3 ,
0 = 4a; — 209 + 203 ag = 481 — 282 + 203

dont la résolution ne présente pas de difficulté.

On peut aussi procéder la fagon suivante : on vérifie que le vecteur Xo = (1,2,0)
engendre I'espace propre pour la valeur propre 0 (c’est-a-dire le noyau de M ); cela revient
a résoudre le premier des deux systémes ci-dessus. La fonction constante Xo(t) = X5 est

donc solution. D’autre part, l'espace caractéristique Ej est le noyau de M?, qui vaut
2 -1 1

—2 1 =1 | .1l contient le vecteur X;, ainsi que le vecteur X3 = (0,1,1). La démon-
—4 2 =2

stration du théoréme montre que la fonction Xj3(t) = e™MX3 = X3 + tMX3 = (£,2t + 1,1)
est solution du systeme. La solution générale du systeme est alors

r1 = cle*t + Czt + c3
To = —cie”t + (2t +1) + 2c3
x3 = —2c1e ! + co

On remarquera que la seconde méthode est un peu plus élégante et moins calculatoire.
C’est particulierement frappant dans I’exemple suivant.

2) Considérons le systeme

vy = —dry + 2 + w3
xh = 1 — To — 2x3
.%’:/3 = —2.%’1 + T2 — I3
—4 1 1
La matrice M est 1 -1 =2 ], et son polynome -caractéristique est

-2 1 -1
(T +2)3. Les solutions sont données par t+ eMXy. Comme (M + 2I3)3 =0 (théoréme
de Cayley-Hamilton), on écrit :

1
M _ =205t (M+2I5)t _ e 2t (I3 + (M + 2I3)t + 5(1\/[ +215)2¢2).
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Il ne reste qu’a calculer

-2 1 1 3 0 -3
M+2I)=[ 1 1 -2 M+2I)2=(3 0 3|,
-2 1 1 3 0 -3
d’olt . N
Jfl(t) = 6_2t|:(1—2t—|— 3%) c1 + tco + (t—%) C3
2o(t) = e_2t[<t+ %) ¢+ (1+t)es — (2t+¥> )
.Tg(t) = 6_2t|:<—2t+%> c1 + tco + (1+t—%> Cg-

29. Conseils pratiques
Pour résoudre le systeme X’ = MX, on pourra procéder de la fagon suivante :

1) Tout d’abord, on détermine les valeurs propres et vecteurs propres de M. Si ces vecteurs
propres forment une base, c’est-a-dire si la matrice M est diagonalisable, le théoreme 28.4
donne immédiatement la solution.

2) Si la matrice M n’est pas diagonalisable, mais qu’elle n’admet qu’une valeur propre A,

M

on utilisera la méthode de I'exemple 28.7.2) pour calculer e™ en écrivant

+h
tM At t(M—=AI) _ At N LA
e =ete =e Z(M Al) ik
k=0
3) Sila matrice M n’est pas diagonalisable mais admet plusieurs valeurs propres Ai,..., A\,
de multiplicité respectives nq,...,n,, on pourra procéder par identification en cherchant,

pour chaque valeur propre A; un polynéme P;(t) de degré < n; tel que e*'P;(t) soit
solution. On pourra aussi chercher une base (X},X?, ...) de lespace caractéristique E’)\j
satisfaisant X? € Ker(M — \;1)¢, et calculer etMXg comme en 2) : lorsque par exemple
nj = 2, cela revient a trouver un vecteur propre X; et un vecteur X} de Ker(M — \;1)?

non colinéaire a X, . Les solutions correspondantes seront (cf exemple 28.7.1)

eM'X; et eMUX 4 t(M = NDX].

4) Lorsque la matrice M est & coefficients réels, ses valeurs propres se répartissent en
valeurs propres réelles Ai,...,A, et en paires de valeurs propres complexes conjuguées
[, By -« - By By - On rappelle que les espaces propres (ou caractéristiques) correspondant
a des valeurs propres conjuguées sont aussi conjugués; il est donc inutile de faire le calcul
deux fois. La base de solutions (complexes) obtenue par les méthodes ci-dessus sera alors du
type (Xi(t),...,Xp(#), Y1(t), Y1(t),..., Y, (t),Y,(t)), avec Xy,...,X, réelles. On prendra
comme base de solutions réelles

(X1(8), .., Xp(), RY 1 (), Im Y1(1), ..., RY,(t), Im Y (£)).
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30. Allure des trajectoires

Considérons le systeme différentiel homogene X'(t) = MX(t), ou M est une matrice
réelle carrée d’ordre n. On peut considérer une solution X : R — R"™ comme décrivant la
position d’un mobile ponctuel a I'instant ¢ ; son image est alors la trajectoire de ce point.
Nous allons étudier ces trajectoires de fagon qualitative, dans le cas n =2 (pour pouvoir
faire des dessins) et det M # 0 (pour nous concentrer sur les cas intéressants).

Premier cas : M= Al (A#0). On a alors X(t) = e*X(0), de sorte que notre mobile
décrit entierement la demi-droite vectorielle passant par X(0). Le sens de déplacement
dépend du signe de A. Pour XA > 0 par exemple, I'allure des trajectoires est la suivante :

Deuxiéme cas : M a deux valeurs propres réelles distinctes A et p (non nulles).
Elle est alors diagonalisable dans une base B, dans laquelle la loi du mouvement X(¢) s’écrit

z1(t) = ez (0) To(t) = ex9(0).

—A

On remarque que la quantité |z (f)[*|z2(t)|”" reste constante au cours du temps;

cela signifie que le point se déplace sur une courbe d’équation |z |*|z2|~ = C dans la base
B. 1l y a principalement deux cas de figure (exercice) :

w>A>0
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A>0>p

Troisieme cas : M a deux valeurs propres distinctes complexes conjuguées
A=a—if et X\, de vecteurs propres (complexes) associés X, et X, . Elle est alors diag-
onalisable, et une base de solutions réelles est donnée par (R(e(*~#X}), Im(el*=)!X,)).

Une solution réelle générale est donc de la forme suivante, avec a et b réels,
aR(e X)) + bIm(e@X,)
. o b ) o
:g(e(a—w)tx/\ 1 elatiBR |y | Z(e(a—zl?)tXA _ elatif)g )

1 | o
5 [(@ = b)Y, + (a4 ib)elet DX, ]
:%(ce(o‘_w)tXA) ,

oit ¢=a—ib est un réel quelconque. Si on écrit ¢ = |cle”*? on obtient, dans la base

(R(Xy), Im(Xy)),

X(t) = R(|c|e @B (R(X,) + i Im(Xy))) = |e| e (2101?5812))) '

Les deux cas de figure principaux sont les suivants (exercice) :

a>0, >0
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a=0, >0

On remarquera que dans ce dernier cas, toutes les solutions sont bornées sur R (le

point «ne part pas a U'infini » ). L’exercice 32.12 propose une généralisation de ce résultat.

Quatrieme cas : M n’est pas diagonalisable. La matrice M est alors semblable a

()\ 1) , ou A est un réel non nul (exercice), et exp(tM) est semblable &

0 A
I 0 0 t\\ o (1t
eXp((o t)\>+(0 0))‘6 (0 1)’

On en déduit que dans une certaine base de R?, on a

o= (0 ).

Pour X\ > 0, les trajectoires ont I’allure suivante :

31. Equations différentielles linéaires homogenes a coefficients constants d’ordre
supérieur

Définition 31.1.— On appelle équation différentielle linéaire homogene scalaire d’ordre n
a coefficients constants une équation de la forme

(E) () + ap_ 12V (E) 4 - 4 a2’ (t) + apz(t) =0,
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ot les a; sont des constantes complexes, et ou la fonction x est une fonction complexe

inconnue n fois dérivable.

L’introduction des inconnues auxiliaires zo =z, 21 = 2/,...,2n_1 = 2" nous
ramene au systeme X'(t) = MX(t), avec

1
o 0o 0 1 0
o)
X = : M = _
N 0 0 1
e —ap —ai Tt —Qp—1

On peut donc appliquer les résultats précédents sur les systemes. En particulier, le
théoreme 28.2 entraine que l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension n .

Le polynome caractéristique de la matrice M est le polynome
Py(T) =T"+ a1 T" '+ 4+ a1 T +ap ;

c’est aussi son polynome minimal (¢f ex. 20.11.2)); on l'appelle aussi le polynéme car-
actéristique de 1’équation différentielle (E), et I'équation Py(A) =0 son équation car-

actéristique.
Théoréme 31.2.— Soient A\i,...,\, les racines distinctes de l’équation caractéristique,
et ni,...,n, leurs multiplicités. Les solutions complezes de ’équation (E) sont toutes les

fonctions du type
o(t) = Qu()eM’ + - + Q)

ot Q; est un polynome de degré < n;, a coefficients complexes.

Démonstration. On ramene comme ci-dessus I’équation au systeme X' = MX ; le théoreme

28.6 nous dit que toute solution X de ce systeme est du type
X(t) = eMPy(t) + e Py (t) + - - + NP, (1),

ou P;(t) est un polynéme de degré < m;. En prenant la premiere composante de cette
égalité, on voit que toute solution x de (E) est de la forme

z(t) = NPy (t) + €2 Por (t) 4 - - - + P (1)

ot P;i(t) est un polynéme de degré < n;. En d’autres termes, ’espace des solutions est
contenu dans ’espace vectoriel engendré par les n fonctions t — tFe??t | pour 0 < k < n; .
Comme l'espace des solutions est de dimension n ; ces deux espaces sont égaux. m

Exemples 31.3. 1) Les solutions de ’équation différentielle ="’ + 32" + 32’ + x = 0, dont
’équation  caractéristique est (A+1)3=0, sont les fonctions de la forme
x(t) = (at? + bt +c)e?.
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2) Les solutions de I’équation différentielle z(4) + 22" 4+ = 0, d’équation caractéristique
(A2 +1)%2 = 0, sont les fonctions de la forme x(t) = (at + b)e® + (a’t + b')e~" . Les solutions
réelles sont x(t) = (at + b)cost + (a’t + V') sint.

32. EXERCICES

(32.1)  Résoudre le systeme différentiel

/ T _|_ y
! —4x — 3y
(32.2) Résoudre le systéeme différentiel
2u’ = B5u — v — 3w
2 = u+v— w
w’ u
(32.3) Résoudre le systéme différentiel
= -z — y
y = = — 3y
(32.4) Résoudre le systeme différentiel
= Tz + 6y + 3z
= —x — y— =z
z —4x — 2y
(32.5) Résoudre le systeme différentiel
= 8r — y — 5z
''= -2z + 3y + =z
2 4o — y — =z

(32.6) Résoudre le systeme différentiel

Il
N
8
|
N
Ny
+
N

2 = 4x — 8y + 2z

(32.7)  Résoudre le systéme différentiel

z = y — 122
"= —z + 2y — 20z
z T — bz

(32.8)  Résoudre I’équation différentielle =’/ + 32" — 42 =0.
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(32.9)  Trouver toutes les solutions réelles de 1'équation différentielle (™) = (on distinguera le cas n
pair du cas n impair).

(32.10) Trouver une équation différentielle linéaire & coefficients constants réels dont les fonctions
t2e73t cos(2t) et t3e? soient solutions.

(32.11)  Résoudre le systeme différentiel
/' —x + %y’ =0
z + y// + y =0

a) en éliminant x et ses dérivées entre les deux équations pour obtenir une équation différentielle d’ordre
4 en y;

b) en se ramenant & un systéme différentiel dans R? ;

¢) en cherchant des solutions sous la forme (;) =et (Z) ,oll a et b sont constantes.

(32.12) a) Soit P un polyndéme & coefficients complexes. A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur
le compleze X et le polynéme P la fonction ¢+ et P(t) est-elle bornée sur R 7

b) Soit M une matrice carrée complexe; montrer que pour que toutes les solutions du systeme différentiel
X’ = MX soient bornées sur tout R, il faut et il suffit que M soit diagonalisable sur C et n’admette que
des valeurs propres de partie réelle nulle.

SOLUTIONS

. 1 t
—t —t
(32.1) Une base de solutions est e (_2) et e (—2t n 1) .

(32.2) Les valeurs propres sont 1 (triple).

(32.3) Une base de solutions est e~2! (}) et e 2t (;ii_ }) .

1 0 1
(32.4) Une base de solutions est e*t ( 0 ) , et ( 1 ) et et ( t ) .
-1 —2 —2t — 2

1 1 3t+1
(32.5) Une base de solutions est e <1> , ett (—1> et et <—3t + 1) .
3t

(32.7) La seule valeur propre est —1.
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V. DUALITE, FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES

On fize un corps K, égal a R ou C. Tous les espaces vectoriels considérés seront

des espaces vectoriels sur K de dimension finie.

33. Dualité, bases duales, bidualité

Soit E un espace vectoriel. On rappelle qu'une forme linéaire sur E est une
application linéaire de E dans K. Par exemple, si E est ’espace vectoriel des polynoémes
de degré <mn et a un élément fixé de K, l'application P +— P(a) est une forme linéaire sur
E.

Définition 33.1.— Soit E un espace vectoriel. On appelle espace dual (ou simplement dual)
de E [’espace vectoriel des formes linéaires sur E ; on le note E*.

Soit B = (e1,...,e,) une base de E. Pour tout j=1,...,n, on définit une

forme linéaire e;‘? sur E en posant e; “(ex) =0k, ot &, est le symbole de Kronecker

(mathématicien allemand, 1823-1891) qui vaut 1 si j =k, et 0 sinon.

Vérifions que la famille de formes linéaires B* = (e],...,e}) ainsi construite est une

base de E* :

(33.2) si Z?:l Aje; est nulle, on obtient en I'appliquant & e

(Z)\j(i]) ek Z)\je] ek = Z)\j(sjk = )\k,
j=1

ce qui prouve que B* est libre;

(33.3) soit f une forme linéaire sur E ; on a

f=> flees;
j=1

en effet, ces formes linéaires prennent la méme valeur sur chacun des e, donc sont égales.

Ceci prouve que B* est génératrice.

(33.4) On appelle la base B* la base duale de la base B. Remarquons que B et B* ont

le méme nombre d’éléments, de sorte que E et E* ont méme dimension.

Attention : la notation e* n’a de sens que si e fait partie d’'une base!

Considérons maintenant le bidual (E*)*, noté encore E** ; il existe une application
canonique 1 : E — E** définie par ¢ (z)(f) = f(z), pour tout = dans E et f dans E*.
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On vérifie qu’elle est linéaire : si « et y sont dans E et A dans K, on a, pour tout f dans
E*,

vz +y)(f) = fQx +y) = Mf(@) + fly) = M(@)(f) +»)(f) = (M) + () ()
de sorte que Y(A\x +y) = Ap(x) + ¥ (y) .
Théoreme 33.5.— L’application linéaire canonique v : E — E** est bijective.

Comme E et E** ont méme dimension (cf 33.4), il suffit de montrer que 1) est
injective. Soit x un élément non nul de E ; il existe une base (e1,...,e,) de E telle

*

que e; =z (théoreme de la base incomplete). Notons (e},...,e)) la base duale; on a

Y(z)(el) =ei(z) =1, de sorte que 1 (x) n’est pas nul. Cela montre que 1 est injective. m
34. Orthogonalité, transposée d’une application linéaire

Définition 34.1.— Soient E un espace wvectoriel et U wune partie de E ; on appelle
orthogonal de U dans E* | et l'on note U°, l’ensemble des formes linéaires f € E* telles

que f(x) =0 pour tout © dans U.

(34.2)  On vérifie que U° est un sous-espace vectoriel de E* :si f et g sont dans U° et
A dans K, on a, pour tout « dans U,

(Af+9)(z) =Af(z) +9(z) =0,
de sorte que Af + g est dans U°. Si V est une partie de E*, son orthogonal V° est,
selon la définition, dans E**. Soit = un élément de E ; pour que ¢ (z) (défini dans
le théoreme 33.5) soit dans V°, il faut et il suffit que, pour tout f dans V, on ait
0=¢(z)(f) = f(x), par définition de @ . Si 'on identifie E** a E par 1, on a donc
Ve={z€E|VfeV f(x)=0}.

Théoreme 34.3.— Soient E un espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On a

dim(F) + dim(F°) = dim(E).

Soient p la dimension de F et (e1,...,ep) une base de F ; on peut la compléter en
une base (e1,...,e,) de E. Soit {ef,... e’} la base duale; pour qu'une forme linéaire f
soit dans F*, il faut et il suffit qu’elle s’annule sur eq,...,e,. Ecrivons f = 2?21 €5 5
comme \; = f(e;) (cf 33.3), cette condition s’écrit Ay =--- = A, = 0. L’espace vectoriel
F est donc engendré par {ey,q,...,e,} :il est de dimension n — p = dim(E) — dim(F). =

Définition 34.4.— Soient E et F des espaces vectoriels et u : E — F une application li-
néaire. On appelle transposée de u application ‘v : F* — E* définie par

‘u(g) = gou,
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pour tout g dans F*.

t

On vérifie que "u est une application linéaire de F* dans E* :si f et g sont dans

F* et A dans K, on a pour tout x dans E
u(Af +g)(x) = (Af +g)(u(z)) = Af(u(z)) + g(u(z))
= Mu(f)(z) +ulg)(z) = (Nu(f) + "u(g)) (z) ,
de sorte que ‘u(Af + g) = Mu(f) + 'u(g) . Considérons I'application *(*u) ; elle va de E**
dans F** (on «renverse les fleches » quand on prend la transposée). On vérifie que, si I'on

identifie E a E** et F a F** par les isomorphismes ¢y : E — E** et ¢p : F — F** du
théoreme 33.5, on a

(34.5) ) =u .
En effet, on a pour tout = dans E et tout g dans F*,
(u) (Y (2))(9) = (@) ("ulg)) = ¢u(z)(gou) = (gou)(x) = g(u(@)) = vr(u(z))(9),
de sorte que (‘u)(b(z)) = vr(u(@))

Théoreme 34.6.— Soient E et F des espaces vectoriels et u:E — F une application

linéaire. On a
(o)

Ker(*u) = (Im(u)) -,

et u et 'u ont méme rang.

Le noyau de 'u est 'ensemble des formes linéaires g sur F telles que ‘u(g) =0,
c’est-a-dire telles que (tu(g)) (x) = g(u(a:)) s’annule pour tout x dans E. Cela revient
exactement a dire que g est orthogonal a tous les u(z), c’est-a-dire a I'image de u. Ceci
montre le premier point. On a d’autre part

dim(Ker(‘u)) + dim(Im(‘u)) = dim(F*)

et

o

dim(Im(u)) + dim(Im(u)) = dim(F)
par 34.3. Comme on vient de voir I'égalité dim(Ker(*u)) = dim(Im(u)) °, on en déduit
dim(Im(*v)) = dim(Im(u)) . =
Corollaire 34.7.— On a les équivalences

‘u injective <= w surjective;

‘u surjective <= u injective .

La premiere équivalence résulte du théoreme. La seconde résulte de la premiere

appliquée a u, en utilisant (34.5). =
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Proposition 34.8.— Soient E et F des espaces vectoriels, soit B une base de E, soit B’
une base de F, et soit u: E — F une application linéaire. La matrice de ‘u dans les bases

B et B* est la transposée (au sens habituel) de la matrice de u dans les bases B et B'.

Ecrivons B = (e1,...,e,) et B = (e},...,€e),). Soit M = (a;) la matrice de u dans
les bases B et B’ ; elle est définie par

m
uley) = Z k).
j=1

On a alors

tu(e';)(ek) =e'; (ulex)) = ajk,

de sorte que ‘u(e’s) = >7;_; ajrej, par (33.3). La matrice (aj;,) de 'u dans les bases B
et B*, définie par ‘u(e’f) = Y",_, aj;ef, est donc 'M. m

Corollaire 34.9.— Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée.
Cela résulte de la proposition et du théoreme 34.6. =

35. Formes bilinéaires

Soit E un espace vectoriel.

Définition 35.1.— On appelle forme bilinéaire sur E toute application B: E x E — K qu
vérifie
a) pour tout y € E fixé, Uapplication BY : x — B(x,y) est une forme linéaire sur E ;

b) pour tout x € E fixé, Uapplication *B :y+— B(x,y) est une forme linéaire sur E.

En d’autres termes, pour tous x, y, 2 € E et tout A € K, on a

B(Az,y) = B(z, \y) = AB(z, )
B(z + vy, z2) = B(z,2) + B(y, 2) B(z,y + z) = B(z,y) + B(z, 2) .

On prendra garde qu’une application bilinéaire n’est en général pas linéaire!

Exemple 35.2. La relation B( (1, xn), (Y1, .. ,yn)) =z1y1 + - + Ty, définit une
forme bilinéaire sur K" .

Si B=(e1,...,en) est une base de E, et si x =37 xje; et y =37 yje; sont
des éléments de E, on a

(35.3) B(z,y) = B(Z mjej,Zyjej) = Z B(ej, ex)z;y
j=1 j=1

1<5,k<n
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de sorte que la forme B est déterminée de fagon unique par la matrice (B(ej, ek))

1<j,k<n’

qui est appelée matrice de la forme bilinéaire B dans la base B ; on la note Mg g, ou
I

simplement Mg . Si on associe au vecteur z la matrice colonne X = ’ et au vecteur
Ln

y la matrice colonne Y analogue, on a

(35.4) B(z,y) = 'XMgY .

Soient maintenant B’ une autre base de E, et Pp_,pz la matrice de passage de B

a B'.Si X’ (resp. Y') est la matrice colonne des composantes de = (resp. de y) dans la
base B',on a X =Pg_,pX (c¢f(4.6)). On en déduit

B(z,y) = ‘XMpY = "X""P_,gMpPp_,5Y’,

de sorte que

Mg ="PrpMpPi_p .

En particulier, le déterminant de la matrice Mg dépend de la base choisie.

(35.5) Soit B une forme bilinéaire sur E ; on définit des applications linéaires

B: E — E* B: E — E

y — BY x — *B.
La forme linéaire ]§(y) est donc l'application = — B(z,y), tandis que la forme linéaire
B(x) est I'application 3~ B(z,y). On peut considérer la transposée 'B:E** — E* de
'application B ; sil'on identifie E** & E par application linéaire 1 du théoreme 33.5, on

a 'B = B. En effet, pour tous = et y dans E, on a

"B(¢(y))(x) = ¥(y)(B(x)) =B(z)(y) = B(z,y) = B(y)(x).
Il en résulte en particulier que B et B ont méme rang (th. 34.6).

Définition 35.6.— Soit B une forme bilinéaire. On appelle rang de B le rang commun des
applications linéaires B et B associées. On dit que B est non dégénérée si ce rang est la

dimension de E, c’est-a-dire si B et B sont bijectives.
La proposition suivante permet d’interpréter ces définitions en termes de matrices.

Proposition 35.7.— Soit B une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E. Si B est une
base de E et B* sa base duale, la matrice de l’application linéaire B dans les bases B et
B* est la matrice Mg de B dans la base B.
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Ecrivons B = (e1,...,e,) et B* = (e},...,e}). Soit (b;;) la matrice de B dans les
bases B et B*. Il s’agit de vérifier que b;; = B(e;,er). On a

B(ej, ex) = Blex)(e;) = (szkei) (e;) =D bukej(es) =D by = bji,
=1 =1 =1

ce qui démontre la proposition. =

En particulier, le rang de B est le rang de sa matrice dans une base quelconque. Pour
que B soit non dégénérée, il faut et il suffit que sa matrice dans une base soit inversible (sa
matrice dans une base quelconque est alors inversible) ou encore que, pour tout vecteur non
nul y, il existe = € E tel que B(z,y) #0.

36. Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Définition 36.1.— Une forme bilinéaire B sur E est dite symétrique si, pour tous éléments

x ety de E, ona
B(y, z) = B(z,y).

La forme bilinéaire de 'exemple 35.2 est symétrique. Si la forme bilinéaire B est
symétrique, les applications linéaires B et B définies en (35.5) sont égales. On définit le
noyau de B comme le noyau de B (ou celui de B). En d’autres termes,

KerB={z € E| B(z,y) = 0 pour tout y dans E }
Attention, le noyau de B n’est en général pas I’ensemble des vecteurs isotropes!

Proposition 36.2.— Pour qu’une forme bilinéaire soit symétrique, il faut et il suffit que
sa matrice dans une base donnée soit symétrique. Sa matrice dans une base quelconque est
alors symétrique.

Si une forme bilinéaire est symétrique, il est clair que sa matrice dans une base
quelconque est symétrique. Inversement, si la matrice d’'une forme bilinéaire B dans une
base B = (e1,...,e,) est symétrique, c’est-a-dire si 'on a B(e;,er) = B(ex,e;) pour tous
j et k, il résulte de la formule (35.3) que

B(z,y) = Y Blejer)zjye= Y Blew ej)ypa; = By, x),

1<j,k<n 1<j,k<n
ce qui prouve que B est symétrique. =

Définition 36.3.— On appelle forme quadratique sur E toute application Q : E — K telle

qu’il existe une forme bilinéaire B vérifiant Q(z) = B(z,x) pour tout x dans E.
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Soit B = (e1,...,€,) une base de E; si = = Z;-lzl xje;, la formule (35.3) montre
que
Qx) = Y Blej,en)zjmy ;
1<j,k<n
les formes quadratique sont donc les fonctions polynomiales homogenes de degré 2 : elles
vérifient, pour tout élément x de E et tout réel A, 'égalité Q(Ax) = A\2Q(x) (elle ne sont

pas linéaires!).

Théoreme 36.4.— FEtant donnée une forme quadratique Q, il existe une unique forme
bilinéaire symétrique B vérifiant B(xz,x) = Q(x). Elle est donnée par la formule dite de
polarisation

1
(36.5) Bla,y) = 5 ( Q@ +1y) - Q@) - Q) -
On lappelle la forme bilinéaire symétrique associée a Q .

Soit B une forme bilinéaire vérifiant B(z,z) = Q(x). On a

Q(z+y) = B(e+ty, 2+y) = Bz, 2)+B(z,y)+B(y, 2)+B(y,y) = Q(z)+B(z, y)+B(y, ©)+Q(y)-
Si B est symétrique, on a B(y,z) = B(z,y) et 'on obtient la formule du théoréme. =

Exemples 36.6. 1) Etant donnée une forme quadratique Q, il existe en général une infinité
de formes bilinéaires B vérifiant B(z, x) = Q(z) . Par exemple, la relation Q(x1,x2) = 22122
définit une forme quadratique sur R? : la forme bilinéaire symétrique associée est
B( (z1,x2), (y1, yg)) = 21y + x2y1 . Soit A un réel quelconque; la forme bilinéaire By
définie par By ((z1,22), (y1,¥2)) = Az1y2 + (2 — N2y vérifie aussi By(z,z) = Q(z), quel
que soit A, mais elle n’est symétrique que si A =1.

2) Soit Q la forme quadratique sur K™ donnée par

Q(z1,...,zn) = Z KT T

1<j<k<n

La matrice (b;i) dans la base canonique de la forme bilinéaire associée a Q est
donnée par
1 1

bjj = aj; bjk = éajk si j <k , et bjk = Eakj si j > k.

3) Si f est une forme linéaire non nulle sur E, l'application z +— f(x)? est une forme
quadratique sur E (la forme bilinéaire symétrique associée est B(z,y) = f(z)f(y)). On a
ﬁ(y) = f(y)f, de sorte que I'image de B est la droite de E* engendrée par f ; le rang de
Q est donc 1. On pourra montrer en exercice que toute forme quadratique de rang 1 est

proportionnelle a une forme de ce type.
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37. Orthogonalité, vecteurs isotropes

Définition 37.1.— Soit B une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E .

1) Des vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux si B(z,y) =0.

2) Soit U une partie de E ; on appelle ’ensemble

Ul ={y cE|Vz €U B(z,y) =0}

['orthogonal de U.

3) Un vecteur x de E est dit isotrope si Q(x) = B(x,z) =0.
Exemples 37.2. 1) La fonction Q(z1,72) = 27 — 23 est une forme quadratique sur R?,
de forme bilinéaire associée B((:Bl, xa), (y1, yg)) = x1y1 — T2y2 . Les vecteurs (1,0) et (0,1)

sont orthogonaux. L’orthogonal du vecteur (1,0) est la droite d’équation x; = 0. Le vecteur
(1,1) est isotrope.

2) Le noyau de B est l'orthogonal de E, c’est-a-dire Ker(B) = E*.

On peut utiliser "application linéaire B définie en (35.5) pour faire le lien entre la
partie U° de E* définie en 34.1 et la partie UL de E. En effet,

Ut ={yecE|VzeU B(z,y) =0}
={yeE|veeU B(y)(x) =0} ={y e E|B(y) € U} ,

de sorte que
(37.3) Ut =B"1(U°).

Cela entraine en particulier par (34.2) que UL est un sous-espace vectoriel de E (on

peut aussi le vérifier directement !)

Théoreme 37.4.— Soient B une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E , et

F un sous-espace vectoriel de E. On a
dim(F) + dim(F1) > dim(E) et F c (FH*.
Lorsque B est non dégénérée, il y a égalité dans ces deux relations.

Choisissons une base (eq,...,e,) de F. Le sous-espace vectoriel F+ de E est défini
par les p équations linéaires B(ei,y) =--- = B(ep,y) =0. Il est donc de dimension au
moins dim(E) — p. On sait aussi (37.3) que F1 est 'image inverse de F° par I'application
linéaire B. Lorsque B est non dégénérée, B est bijective, de sorte que F+ et F° ont méme
dimension, c’est-a-dire dim(E) — dim(F) (cf th. 34.3).

Pour tout x dans F, on a par définition B(z,y) = 0 pour tout y € F, soit encore
B(y,z) = 0 puisque B est symétrique. Ceci montre que F est contenu dans (F1)L . Lorsque
B est non dégénérée, il résulte de ce qui précede que ces espaces ont méme dimension

dim(E) — dim(F+), donc sont égaux. =
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Remarque 37.5. Méme lorsque B est non dégénérée, E n’est pas en général somme directe
de F et FL. 1l suffit de reprendre I'exemple 37.2 : la forme B sur R? est non dégénérée et
la droite F = {(z1,72) | 1 = 22} vérifie F = F1 ; on a donc bien dim(F) + dim(F+) = 2,
mais FNF+ # {0}.

38. Bases orthogonales

Définition 38.1.— Soit B une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E. Une
base (e1,...,e,) de E est dite orthogonale (pour B ) si l’on a B(ej,er) =0 pour j #k.

En d’autre termes, une base B est orthogonale pour B si la matrice Mp g est
diagonale. Il ressort de la formule (35.3) que s’il existe une base orthogonale pour B, la
matrice de B dans une base quelconque de E est symétrique : la forme bilinéaire B est
donc symétrique (cf 36.2).

Théoreme 38.2.— Toute forme bilinéaire symétrique admet une base orthogonale.

Soit B une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E. On procede par
récurrence sur la dimension n de E. Si n = 1, toute base est orthogonale. Supposons n > 2.
Si B est nulle, toute base est orthogonale. On suppose donc B non nulle; la formule (36.5)
montre qu’il existe un vecteur e; non isotrope. Si F est la droite vectorielle engendrée par
e1,on a donc FNF+ = {0}. Le théoréme 37.4 entraine que I'on a dimF 4+ dimF+ > n, de
sorte que E = F @ F+ . L’hypothese de récurrence montre qu’il existe une base (ea,...,e,)
de F1 orthogonale pour la restriction de B & ce sous-espace. Comme on a de plus
B(ei,ej) =0 pour 2 <j <n, la famille (ej,ez,...,e,) est une base de E orthogonale
pour B. =

Corollaire 38.3.— Toute forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension n est

combinaison linéaire de n carrés de formes linéaires.

Soit B une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E de dimension n.
Par le théoreme 38.2, il existe une base B = (e1,...,e,) de E orthogonale pour B. Tout
élément = de E s'écrit Y7, wje;, et

Q(z) = B(z,x) = ZB(ej,ek)xj:rk = ZB(ej, ej):p?.
3,k J

*(x), ou (ef,...,el) est la base duale de B. On a donc

. S .
Mais x; s’écrit aussi €] e

Q=>,B(eje)(ef)*. =
39. Classification des formes quadratiques sur R et C

Définition 39.1.— Des formes quadratiques Q et Q' sur un espace vectoriel E sont dites
équivalentes s’il existe un automorphisme u de E tel que, pour tout x dans E, on ait

Q(z) = Q'(u(x)).
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Il revient au méme de dire que B(z,y) = B'(u(z),u(y)) pour tous z et y (utiliser la
formule de polarisation). La relation ainsi définie est une relation d’équivalence. Des formes
quadratiques Q et Q' sont équivalentes s’il existe des bases B et B’ de E pour lesquelles
on ait Mp s = Mp/ 5, ou encore s’il existe une base B de E et une matrice inversible
P telles que Mp/ g = "PMp P . En particulier, des formes quadratiques équivalentes ont

méme rang. Nous allons voir que la réciproque est vraie sur C (mais pas sur R).

Théoréme (classification des formes quadratiques sur C) 39.2.— Toute forme
quadratique de rang r sur un espace vectoriel complexe E peut s’écrire sous la forme

flt+
ot f1,...,fr sont des formes linéaires sur E indépendantes.
Soient Q une forme quadratique sur E et B = (eq,...,e,) une base orthogonale pour

Q, de sorte qu’il existe des complexes \i,..., A\, tels que Q(Z?Zl xje;) = Z?Zl )\jx? . La
matrice de Q dans la base B est la matrice diagonale de coefficients diagonaux A1,..., A,
de sorte que le rang r de Q est le nombre de A; non nuls; quitte a réordonner les éléments de
B, on peut supposer Aq,..., A, nonnulset A; nul pour j >r.Pour 1 <7 <r,soit u; un
nombre complexe (non nul) dont le carré est \; (c’est cette étape qui ne serait pas toujours
possible sur R ). Si (f1,..., fn) est la base duale de la base (e1/p1,...,€r/thry€ri1y-..,€n)
de E, la forme quadratique Q s’écrit alors fZ+---+ f>. =

Les formes linéaires indépendantes qui apparaissent dans cette décomposition ne sont
en général pas uniquement déterminées par Q : la forme quadratique Q sur C? définie par
Q(x,y) = 222 + 2y* se décompose par exemple en

Q(xl,l'Q) = (1'1\/5)2 -+ (.%’2\/5)2 = (l’l + 1132)2 + (.1171 — x2)2.

Le théoreme n’est plus valable pour les espaces vectoriels réels : les formes quadra-
tiques Q sur R™ de la forme du théoréme doivent vérifier Q(x) > 0 pour tout z, ce qui
n’est pas toujours réalisé en général (cf exemple 37.2).

Corollaire 39.3.— Pour que des formes quadratiques sur un espace vectoriel complexe soient
équivalentes, il faut et il suffit qu’elles aient méme rang.

On a déja vu que des formes quadratiques équivalentes ont méme rang. Inversement,
si Q et Q' sont des formes quadratiques de méme rang sur un espace vectoriel complexe

P . . I
E, le théoreme montre qu’elles ont méme matrice ( 0

r dans des bases peut-étre
0 Op—p

différentes de E ; elles sont donc équivalentes. m

Passons maintenant aux formes quadratiques réelles.
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Définition 39.4.— Une forme quadratique QQ sur un espace vectoriel réel E est dite positive
st Q(x) >0 pour tout élément x de E. Elle est dite définie positive si Q(x) > 0 pour tout
x non nul.

Théoréme (classification des formes quadratiques sur R) 39.5.— Toute forme

quadratique de rang r sur un espace vectoriel réel E peut s’écrire sous la forme
2 2 2 2
f1++fp_ p+1 = T T U

ot f1,...,fr sont des formes linéaires sur E indépendantes, et ou p est un entier qui ne
dépend que de Q. Le couple (p,r —p) s’appelle la signature de Q.

Soient Q une forme quadratique sur E et B = (eq,...,e,) une base orthogonale pour
Q, de sorte qu'il existe des réels \i,..., )\, tels que Q(Z?Zl xje;) = Z;’:l )\ja:? . Comme
dans la démonstration du théoreme 39.2, on peut supposer Aq,..., A, non nuls et A; nul
pour j > r puis, quitte a réordonner une nouvelle fois les éléments de B, les p premiers \;
strictement positifs, et les » — p suivants strictement négatifs. On pose alors p; = \/W .
Si (f1,...,fn) est la base duale de la base (e1/p1,...,€r/tr,€r41,...,€6,) de E| la forme
quadratique Q s’écrit alors ff +---+ f2 — f2 ., — - — f2.

Il reste a montrer que ’entier p ne dépend pas de la base dans laquelle QQ s’écrit sous
la forme du théoreme. Soient F le sous-espace vectoriel de E engendré par eq,...,e,, et
G le sous-espace vectoriel engendré par epy1,...,e,. La restriction de Q a F est définie
positive, et sa restriction a G est négative. Si la restriction de Q a un sous-espace vectoriel H
de E est définie positive, ona HN G = {0}, donc dim(H) + dim(G) < n, soit dim(H) <p.
Cela montre que p est la plus grande dimension d’un sous-espace vectoriel de E sur lequel
Q est définie positive; il ne dépend donc que de Q. =

Corollaire 39.6.— Pour que des formes quadratiques sur un espace vectoriel réel soient

équivalentes, il faut et il suffit qu’elles aient méme signature.

On a déja vu que des formes quadratiques équivalentes ont méme rang. L’entier p
intervenant dans la signature a été caractérisé dans la démonstration précédente comme la
plus grande dimension d’un sous-espace vectoriel sur lequel la forme quadratique est définie
positive : il est donc le méme pour des formes quadratiques équivalentes. Inversement, si Q

et Q' sont des formes quadratiques de méme signature sur un espace vectoriel réel E, le
L, 0 0

théoreme montre qu’elles ont méme matrice | 0 —IL._, 0 dans des bases peut-étre
0 0 Op—r

différentes de E ; elles sont donc équivalentes. m

40. Méthode de Gauss de réduction des formes quadratiques

Pour trouver le rang d’une forme quadratique, on peut calculer celui de sa matrice

dans une base. En revanche, les résultats que nous avons démontrés ne permettent pas en
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général de déterminer pratiquement la signature d’une forme quadratique réelle. La méthode
de Gauss va nous permettre de décomposer effectivement toute forme quadratique (réelle
ou complexe) en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes, donc en
particulier de déterminer la signature dans le cas réel.

Premier cas : Q contient un terme en 7 (Q «contient un carré »); elle s’écrit alors

2
Q(z1, ... xpn) =Ml +x1f(z2, ..., 20) + R(za, ..., 25) ,

ou A; est non nul, f est une forme linéaire, et R une forme quadratique. On s’arrange

pour que les deux premiers termes soient ceux du développement d’un bindéme, en écrivant

Q(x):)\1<$1+2—§1)2——+R.

Soit f; la forme linéaire 1 + % ; 'hypothese de récurrence entraine que 1’on peut
écrire la forme quadratique —& +R comme Y75, A;f7, ott fa,..., f. sont des formes
linéaires en (zs,...,x,) qui sont indépendantes. Comme f; contient un terme en 7, elle
n’est pas combinaison linéaire de fo,..., f.. Les formes linéaires fi, fo,..., f sont donc
indépendantes, d’ot Q =37, Nif7
Deuxiéme cas : Q ne contient pas de carré; elle s’écrit alors (aprés renumérotage éventuel

des ;)

Q(x1,... 1) = ax1me + 21 f1 (T3, ..., Tn) + T2 fo(T3, .., x0) + RT3, ..., 20)

ol a est non nul, f; et fi sont des formes linéaires, et R une forme quadratique. On écrit

/

o) = (i + ) (s 21y A

/+ / 2
f2 f1) —9<x1—x2+
a 4

Y

Bofiy: ik

a
:—(1171+.%’2+ a a

4

ou l'on a utilisé 'identité wuv = i(u +v)? — i(u —v)%2. 1l ne reste plus qu'a appliquer
I’hypothese de récurrence a la forme quadratique —% f1f5 + R, qui s’écrit donc 2523 Aj fj2 ,
ou fs,...,fr sont des formes linéaires en (z3,...,x,) qui sont indépendantes. On vérifie

< s s 1z ) T 2
sans mal que les formes linéaires f1, fo,..., f, sont indépendantes, d’ou Q = > i1 i

Exemples 40.1. 1) Considérons la forme quadratique Q(z,y,z) = 2y +yz + zx sur R3.
Elle est «sans terme carré » ; on écrit

Qz,y,2) =(x+2)(y+2) —2° = i(fc+y+22)2 - %(x_y)z — 22

La forme Q est de signature (1,2), donc de rang 3 : elle est non dégénérée.

2) Considérons la forme quadratique Q(w,y,z2,t) = 2y +yz + 2t +tx sur R*. Elle est

(sans terme carré » ; on écrit
1 5 1 )
Qz,y,2) = (@ +2)y+1) = J(@+y+2+1° = J(@—y+2-1)"
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La forme Q est de signature (1,1), donc de rang 2 : elle est dégénérée.

3) Considérons la forme quadratique Q(z,y,z,t) = 22 + 2y* + 322 — 22t + tx + 3zy — yt
sur R*. Elle a plusieurs termes carrés, mais il est avantageux de commencer par le plus
simple, c’est-a-dire celui qui apparait le moins de fois, ici z. On écrit

2

t\2 t
Q(m,y,z,t) = 32’2 o 22t+R(x7y7t) = 3<Z_ g) o g +R($7y7t)

et
2 42

t
—§+R(:U,y,t):a:2+2y2—|—ta:+3:cy—yt—E.

On choisit = :
2 2

t B 1 2 ] . ¢
—§+R(x,y,t)—(m+§(t+3y)) —Z(t—i—i’»y) + 2y —yt—g.

Il ne reste alors que y et ¢, et

1 t? 1 7 5
——(t+ 3y + 2 —yt — — = ——y* — —t* — —yt.
REH3Y)° + 27—yt — o = =2y = ot = oy
On choisit y

1, 7., 5 1 , 17,
L2 L 2 (502 + — 42,
Y Tt T Y FW o)+

Au total, on a obtenu
th 2 1 2 1 17
Q(z,y,z,t) = 3<z — —) + (:1: + - (t+ 3y)> — —(y+5t)% + —t%
3 2 4 3
La forme Q est de signature (3,1), donc de rang 4 : elle est non dégénérée.
4) Considérons la forme quadratique Q(z,y, z) = 22 + 3% + 322 + 4oy + 2wz + 2yz sur R3.

On a
Q(x,y,2) = 2° + z(4y + 22) + y* + 32° + 2y2

=(x+2y+2)° - 2y +2)% +y* +32% + 22
= (x4 2y + 2)? — 3y* + 22% — 2yz

1 1
=(r+2y+2)? =3+ -2)* + 222 + 222

3 3
z 7
= (z+2y+2)" =3y +3)" + 37

La forme Q est de signature (2,1), donc de rang 3 : elle est non dégénérée.

41. Groupe orthogonal

(41.1) Soient E un espace vectoriel, Q une forme quadratique sur E de forme bilinéaire
associée B, et u un endomorphisme de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) 'endomorphisme wu préserve la forme bilinéaire B, c’est-a-dire
Vz,y€ B B(u(@),u(y)) =B(z,y) ;
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(ii) 'endomorphisme u préserve la forme quadratique Q, c’est-a-dire
Ve € E Q(u(z)) = Q).

(41.2)  En effet, il est clair que (i) entraine (ii). Soit v un endomorphisme qui préserve la
forme quadratique Q ; la formule (36.5) entraine, pour tous x, y dans E,

2B(u(z), u(y)) = Qu(x) + u(y)) — Qu(z)) — Q(u(y))
= Q(u(r +y)) — Qu(z)) — Qu(y)) = Qr +y) — Q(z) — Qy) = 2B(z,y) ,

ce qui montre que u préserve B. On dit qu’un automorphisme de E qui vérifie I'une des
propriétés (i) ou (ii) est orthogonal pour Q.

Proposition 41.3.— Soit Q wune forme quadratique sur un espace vectoriel E. Les
automorphismes de E orthogonaux pour Q forment un sous-groupe de GL(E) que l’on

appelle le groupe orthogonal de Q, et que l’on note O(Q).

L’identité est un automorphisme de E qui préserve Q ; il est donc dans O(Q). Il
s’agit de montrer que si u et v préservent Q, il en est de méme de v~ !wu. Or, pour tout x

dans E, on a
Q(v~'u(z)) = Q(v(v™'w)) = Q(u(z)) = Q(),
ce qui montre la proposition. m

Remarque 41.4. Lorsque Q est non dégénérée, tout endomorphisme u de E qui préserve

Q est bijectif, donc est dans O(Q) . En effet, si u(z) =0, on a, puisque u préserve B,

B(z,y) = B(u(z),u(y)) =0
pour tout y dans E, de sorte que z est orthogonal a E, donc nul. On en déduit que u est

injectif, donc bijectif.
On peut caractériser les endomorphismes orthogonaux par leur matrice.
Proposition 41.5.— Soit Q une forme quadratique sur une espace vectoriel E. Soient B

une base de E et Mg la matrice de Q dans cette base. Soient u un endomorphisme de E

et M sa matrice dans la base B.

1) Pour que l’endomorphisme w soit orthogonal pour Q, il faut et il suffit que
‘MMM = Mg ..

2) Si Q est non dégénérée, le déterminant d’un endomorphisme orthogonal pour Q
est +1. Les endomorphismes orthogonaux pour Q et de déterminant 1 forment un sous-

groupe de O(Q) que l'on appelle le groupe spécial orthogonal de Q, et que l’on note SO(Q) .

Si I'on représente des vecteurs x et y de E par les matrices colonnes X et Y de
leurs composantes dans la base B, on a (formule (35.4))

B(z,y) = 'XMgY
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d’ou,

B(u(z),u(y)) = “(MX)(MY) = 'X'MMsMY,
c’est-a-dire que la matrice de la forme bilinéaire (x,y) — B(u(:z:),u(y)) dans la base B
est ‘MMM . Pour que I’endomorphisme w soit orthogonal, il faut et il suffit que cette

forme bilinéaire soit égale a B, ou encore que sa matrice soit celle de B, c’est-a-dire
‘MMpM = Mg . Ceci prouve 1).

Si Q est non dégénérée, la matrice Mg est inversible; en prenant les déterminants
dans ’égalité de 1), on obtient

det(*M) det(Mg) det(M) = det(Mg),

d’ott det(M)? = 1, puisque det(*M) = det(M) et det(Mp) # 0. Le sous-ensemble SO(Q)
de O(Q) est le noyau du morphisme de groupes det : O(Q) — {£1} ; c’est donc un sous-
groupe. m

Proposition 41.6.— Les groupes orthogonaux de formes quadratiques équivalentes sont

isomorphes.

Soient Q et Q' des formes quadratiques équivalentes sur un espace vectoriel E ; il
existe un automorphisme v de E tel que, pour tout =z dans E, on ait Q(x) = Q’(v(:z:)) )
Soit u € O(Q) ; pour tout x dans E, on a

Q’(vouov_l(x)) :Q(uov_l(:v))) :Q(v_l(x)) :Q/<UOU_1(IL’)) = Q'(z),

de sorte que vuv™! € O(Q'). L’application O(Q) — O(Q’), u+vouov™! est bijective
(son inverse est donné par u'+ v low owv). On vérifie sans difficulté que c’est un

morphisme de groupes. C’est donc un isomorphisme de groupes de O(Q) sur O(Q’). =

Cette proposition, jointe aux théoremes 39.2 et 39.5, montre que I’étude des groupes
orthogonaux des formes quadratiques non dégénérées se ramene

e sur le corps C, au cas Q(x) =23 +---+ 22 ; le groupe correspondant est noté

O(n,C) ;
e sur le corps R, aux cas Q(z) = z? +~--+:L’I2) —.’L’ZH — . —:1:12)+q ; le groupe cor-
respondant est noté O(p,q,R). C’est le groupe orthogonal de toutes les formes quadra-

tiques non dégénérées de signature (p,q). On note O(n,R) au lieu de O(n,0,R). Comme
0(Q) = O(—Q), les groupes O(p,q,R) et O(g,p,R) sont isomorphes.

La proposition 41.5 entraine que le groupe O(n,K) est isomorphe au groupe des
matrices carrées M € M,,(K) orthogonales, c’est-a-dire vérifiant ‘MM = 1.

42. EXERCICES
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(42.1) Soient fi,..., fn desformes linéaires sur un espace vectoriel E. Montrer que f1,..., f engendrent
E* si et seulement si

Ker(f1)N---NKer(frn) = {0}.

(42.2)  Soit E l’espace vectoriel des polynomes de degré < n a coefficients réels, et soient ag,...,an des
réels deux a deux distincts. On considere les formes linéaires fo,..., fn sur E définies par f;(P) = P(a;)
pour tout élément P de E.

a) Quelle est la dimension de E ?

b) Montrer que B* = (fo,..., fn) est une base de E* (on pourra utiliser I’exercice précédent).
¢) En déduire que la matrice (aﬁ)OSj,kSn est inversible.

d) Déterminer la base de E duale de B*.

e) (Interpolation de Lagrange) Etant donnés des réels by, ..., by , déterminer un polynéme P de degré
au plus n qui prend la valeur b; en a;, pour chaque j=0,...,n.

(42.3) Soit E lespace vectoriel des polynomes de degré < 3 & coefficients réels. On considére les formes
linéaires f1,..., f4 sur E définies par

fi(P)=P(0), f2(P)=P(), f3(P)=P(0), fa(P)=P'(1)
pour tout élément P de E.
a) Montrer que B* = (f1,..., f4) est une base de E*.
b) Déterminer la base de E duale de B*.

¢) Soit f la forme linéaire sur E définie par

1
f(P):/ P(t)dt.
0

Déterminer les composantes de f dans la base B*.

(42.4) Soient E un espace vectoriel, U et V des parties de E. Montrer les relations suivantes

UcV = V°CU°
U C (U°)° (UuV)e=U°nNnVe (UNV)° D U° +V°.

On suppose que U et V sont des sous-espaces vectoriels de E ; montrer que 1’on a égalité dans les
inclusions de la deuxieme ligne.

(42.5) Soient E, F et G des espaces vectoriels, et u: E —F et v:F — G des applications linéaires;
montrer que
tlvou) ="uoty t(Idg) = Idg«

(42.6) Soient B et B’ des bases d’un espace vectoriel E et soit P la matrice de passage de B & B’ (¢f
(4.5)). Déterminer la matrice de passage de la base B* ala base B’ de E* (on pourra procéder directement
ou utiliser la prop. 34.8).

(42.7)  Soit B une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel E et soient U et V des parties de
E . Montrer les relations suivantes
UcV = Vvitcut
Uc (uht (UuVv)t=utnvt Unw)to>ut vt
On suppose que U et V sont des sous-espaces vectoriels de E ; montrer que 'on a égalité dans les

deux dernieres inclusions lorsque B est non dégénérée, mais pas en général.

(42.8) Soit Q une forme quadratique combinaison linéaire & coefficients non nuls des carrés des formes
linéaires indépendantes fi,..., fr . Montrer que r est le rang de Q et que son noyau est ’intersection des
noyaux des f; .
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(42.9) Soit B une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E. On suppose que la relation B(z,y) =0
entraine B(y,z) = 0. Montrer que B est soit symétrique, soit alternée (cf déf. 7.1) (on pourra appliquer
I’hypothese & B(z, B(z,y)z — B(x, 2)y) ).

(42.10)  Soit M une matrice carrée symétrique inversible & coefficients complexes. Montrer qu’il existe une
matrice P telle que M = PP

(42.11) Montrer que I'application (A, B) — Tr(AB) définit une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
sur ’espace vectoriel des matrices carrées. Lorsque le corps de base est R, quelle est sa signature?

(42.12)  Réduire en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes les formes quadratiques
suivantes

Q(z,y, z,t) = 922 — 6y% — 822 + 6xy — 14xz + 18zt + S8yz + 12yt — 4zt
Q' (z,y,2,t) = 22 + 9% + 22 — 262 — 2wy + 2z2 — 2wt + 2yz — 4yt .

(42.13)  Soit Q la forme quadratique sur R3 définie par Q(x,y,z2) = x2 4+ y? + 22 — 4(axy + yz + 2x) .

a) Décomposer QQ en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes. Déterminez son
rang et sa signature.

b) Trouver une base de R3 orthogonale pour Q.

(42.14)  Soit Q la forme quadratique sur R3 définie par Q(z,y,2) = 22 — 2yz — zz.

a) Déterminez le rang et la signature de Q. Trouver une base de R3 orthogonale pour Q.

b) Pour chaque réel t, on note P; le plan d’équation 3x + 2y + ¢tz = 0. Déterminez les valeurs de ¢
pour lesquelles P; contient un vecteur isotrope non nul, puis celles pour lesquelles la restriction de Q a Py
est dégénérée.

(42.15)  Soit M une matrice réelle carrée d’ordre 2. On pose Q(M) = det(M) — Tr(M)?/4 .

a) Montrer que Q est une forme quadratique non dégénérée. Quelle est sa signature ? Exprimer Q(M)
a l'aide de Tr(M) et de Tr(M?2).

b) Déterminer la forme bilinéaire symétrique associée & Q, ainsi que son noyau. Etudiez les valeurs
propres de M suivant le signe de Q(M).

(42.16) Formule de Pythagore. Soient Q une forme quadratique sur un espace vectoriel E et e1,...,er
des vecteurs de E deux a deux orthogonaux pour Q. Montrer I’égalité

Q(el+"'+67‘) :Q(el)++Q(e'r)

(42.17)  Soit Q la forme quadratique & n variables

Q(wl,...,xn): Z le‘k.

1<j<k<n
Déterminer des formes linéaires indépendantes f1,..., fn a coefficients rationnels telles que
3 4 n+1
2 2 2 2
Q=f+-fi+-f5+--+ I
4 6 2n

(42.18)  Déterminer la signature des formes quadratiques suivantes

Q(xlw-'axn) = Z T;T

1<j<k<n

/
Q'(z1,...,2n) =122 + 2223 + -+ + Tp—1Tn + Tl .
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(42.19)  Soit M une matrice réelle antisymétrique (c’est-a-dire vérifiant ‘M = —M ). Montrer que la
matrice eM est orthogonale.

SOLUTIONS
(42.6) C’est tP~1.
(42.7) Lorsque B est non dégénérée, la premiere égalité donne
(Ut +vhHt =(wtuvhHtr = wuhHtnwHt=unv.
11 suffit de reprendre 'orthogonal.

(42.9) Comme B(z,B(z,y)z — B(z,2)y) = 0,ona B(B(z,y)z — B(z, 2)y,z) = 0, c’est-a-dire B(z, y)B(z,z) =
B(z,2)B(y,z) . Supposons qu’il existe zg tel que B(zg,zo) soit non nul (dans le cas contraire, B est
antisymétrique par 4.a)). On prend z = z = z¢ dans la formule, d’ot B(y,z0) = B(xo,y) pour tout y.
Soit = quelconque; si B(z,z0) # 0, on obtient B(z,y) = B(y,z) en faisant z = ¢ dans la formule. Si
B(z,z9) =0, on a B(x + xzg,z0) # 0, d’ou B(z + x0,y) = B(y,z + x0) et B est symétrique.

(42.17) On obtient

Q)= (@ + gt )’ + 203 a2 2 3wl

4 3
7j>2 k>j2>2
3 1 8 4
j=3 k>j>3

3 4 2
_ r2 2 2 . —
—f1+zlf2+g[zxj+zl Zm]xk]—-n

j=3 k>j>3

et on peut prendre f; =x; + j%(xj+1 + ).
(42.18) Pour la premieére, on écrit
Q@)= (z1+a3+ - +an)(@2+as+ 4+ Tn) — (@3+ - +an)> + Z zjT)

3<j<k

=(@x1+xs+-Fzn)(z2atx3+- +TH) — Z T;xp -
3<ji<k

On peut utiliser I’exercice précédent : la signature est (1,n —1).
Pour la seconde, on écrit
Q'(z) = (z1 + @3)(x2 + @Tn) + T3T4 + -+ + Tn—1Tn — T3Tn
=(z1+x3)(z2 +xn) + (23 + 25)(24 — Tn) + T526 + - + Tn_1Tn + TnTs .

On est ramené & la forme du départ. Il suffit de traiter les cas n =1, 2, 3 et 4. On trouve

si n=0 (mod4), lasignature est (g -1, g —1);
1 -1
si n=1 (mod4), lasignature est (n—2|— , o 5 ) ;
. . n n
si n=2 (mod4), lasignature est (5, 5) ;
-1 1
si n=3 (mod4), lasignature est (n 5 n;_ ).

La forme est dégénérée dans le premier cas, non dégénérée dans les autres.
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VI. ESPACES EUCLIDIENS

Dans ce chapitre, on ne considérera que des espaces vectoriels réels de dimension

finie.
43. Produit scalaire

Définition 43.1.— On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel réel E une forme
bilinéaire symétrique définie positive. On appelle espace vectoriel euclidien un espace vecto-
riel réel muni d’un produit scalaire.

On notera le produit scalaire (z,y). A part ses propriétés de bilinéarité, il vérifie

(x,y) = (y,x) (x,z) >0 si x#0.

La seconde relation dit que le seul vecteur isotrope est le vecteur nul. On posera
||| = v/ {(x, z) . La relation de polarisation s’écrit

2 2 2
e +yl” = llzl” + llyll” + 2{z, ) ;
lorsque = et y sont orthogonaux, elle se réduit a la relation de Pythagore

2 2 2
[z +ylI” = llz]” + llyll™-

Exemples 43.2. 1) Les produits scalaires sur un espace vectoriel réel de dimension n sont
les formes bilinéaires symétriques de signature (n,0).

2) La relation
<(ac1, ce ,ZBn), (yl, ce ,yn» =T1Y1+ -+ TpYn

définit un produit scalaire sur R, donc le munit d’une structure d’espace euclidien dite
canonique.

3) Soit E I’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré au plus n . La relation

(P, Q) = / P()Q(t)dt

-1

définit un produit scalaire sur E (c¢f exerc. 52.1).

Lemme (Inégalité de Cauchy-Schwarz) 43.3.— Soit E un espace vectoriel euclidien.
Pour tous x et y dans E, on a

[ (@) [ <l -yl
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1l n’y a égalité que si x et y sont colinéaires.

Si z =0, le lemme est évident. On suppose donc x # 0. Pour tout réel ¢, la quantité

(tx + y,tx + y) est positive. On la développe :
t*(@,x) + 2t(z, y) + (y,y) > 0

pour tout t. C’est une fonction polynomiale en t de degré 2 ; elle ne garde un signe constant
pour tout t que si son discriminant réduit (z,y)? — (z,z)(y,y) est négatif, ce qui montre
I'inégalité cherchée. Si ce discriminant est nul, il y a une racine double ¢, qui vérifie alors
(tox +y,tox +y) =0, de sorte que tgzr+y=0. =

(43.4)  C’est cette inégalité qui permet de définir I’angle non orienté de deux vecteurs non
nuls = et y d’un espace euclidien E. En effet, elle entraine qu’il existe un unique réel 6

compris entre 0 et 7 tel que

(z,y)
]| - [yl

on 'appelle ’angle non orienté de x et de y. Pour qu’il soit nul, il faut et il suffit que

cosf =

y = Axr avec A >0 ; pour qu’il soit égal a , il faut et il suffit que y = Ax avec A <0 ;
pour qu’il soit égal & /2, il faut et il suffit que = et y soient orthogonaux.

Nous définirons en (46.6) l'angle orienté de deux vecteurs dans un plan euclidien

orienté.
Théoréme 43.5.— L’application || || est une norme (cf déf. 22.3) : elle vérifie

Azl = [A] [l
|z]| >0 si x#0
lz+y| < |z + |lyll (inégalité triangulaire) .

Seule 'inégalité triangulaire est a démontrer. Comme ses deux membres sont positifs,

il suffit de montrer I'inégalité obtenue par élévation au carré, soit
(T +y,2+y) < (z,z)+(y,y) + 2] - |yl
ou encore, par bilinéarité du produit scalaire,

20, y) < 2| - lyll,

qui découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. =
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Pour qu’il y ait égalité dans I'inégalité triangulaire, il faut et il suffit qu’il y ait égalité
dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc que = et y soient colinéaires.

Il existe des tas de normes sur R™ qui ne sont pas euclidiennes (c’est-a-dire qui ne
sont pas définies a partir d’'un produit scalaire). Par exemple la norme

1@y, )l = 2] 4+ fan].

On donne dans I'exercice 52.5 une caractérisation des normes dites euclidiennes, c’est-
a-dire des normes qui sont définies a partir d'un produit scalaire.

44. Orthogonalité

Dans un espace vectoriel euclidien, le théoreme 34.3 admet la forme plus précise

suivante.

Théoreme 44.1.— Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour tout sous-espace vectoriel F
de E, on a
E=FoF.

Tout vecteur dans F N F+ est isotrope, donc nul. On conclut avec le théoreme 34.3. =

(44.2)  Par le théoreme 39.5, tout produit scalaire admet une base orthogonale. En divisant
chaque vecteur de cette base par sa norme, on obtient une base orthonormée, c’est-a-dire une
base (e1,...,e,) qui vérifie (e;,er) = &1 . Il est aussi utile d’introduire la notion suivante :
on dit que des vecteurs z1,...,xz, forment une famille orthonormée si (x;,xx) = 0 . Une
telle famille est toujours libre (si on a une relation Z§:1 Ajz; = 0, on obtient en prenant
le produit scalaire par zj 1'égalité A\ =0).

Proposition 44.3.— Soit (ey,...,e,) une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien
E . Pour tout vecteur x de E, on a

n n

=Y (z,€)e; 2] =) (x,e;)

j=1 j=1

On écrit x = 2?21 xje; ; en prenant le produit scalaire par ey, on obtient (z,ex) = xy .

En prenant le produit scalaire par x, on obtient la seconde égalité. m

(44.4) On a défini en §41.1 les endomorphismes orthogonaux. Ce sont les endomorphismes
u de E qui vérifient 'une des propriétés équivalentes suivantes :

(i) u préserve le produit scalaire : pour tous z et y dans E,

(u(@), uy)) = (2,9) ;
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(ii) w est une isométrie : pour tout = dans E,
[u()]| = =]l ;

(iii) il existe une base orthonormée de E dont I'image par w est une base or-
thonormée ;

(iv) 'image par u de toute base orthonormée de E est une base orthonormée;

(v) la matrice M de u dans une base orthonormée de E est orthogonale, c’est-a-dire
qu’elle vérifie *MM =1.

Vérifions que ces propriétés sont effectivement équivalentes. Il est clair que (i)
entraine (iv), qui entraine (iii). D’autre part, on a vu en (41.2) que (i) est équivalent a
(ii). Montrons que (iii) entraine (ii) : soit (ej,...,e,) une base orthonormée telle que

(u(el), e ,u(en)) soit une base orthonormée. Soit = un vecteur de E ; la proposition
n

44.3 donne z = Z?:1<a:,ej>ej mais aussi u(z) = (u(z),u(e;))u(e;). En appliquant

n

u a la premiére de ces égalités, on obtient d’autre part u(x) =) ;_,(z,ej)u(e;), d'ou
(u(x),u(ej)) = (x,e;) pour tout j, ce qui entraine (ii) par la proposition 44.3. Enfin,

I'équivalence de (i) et (v) résulte de la proposition 41.5.1).

(44.5)  On peut définir la distance de deux points = et y d’un espace vectoriel euclidien
par d(x,y) = ||z — y|| . Soit u un endomorphisme orthogonal; la propriété (ii) et la linéarité

de u entralnent

d(u(z),u(y)) = llu(z) —u@)ll = [lu(z = y)|| = |z =yl = d(z, y) ;
on dit que u préserve les distances, ou encore que u est une isométrie. C’est pourquoi on
parlera dans le contexte des espaces euclidiens d’isométries plutt que d’endomorphismes
orthogonaux. Rappelons (prop. 41.5.2) que le déterminant d’une isométrie est +1. On
appelle isométrie directe une isométrie de déterminant 1, isométrie indirecte une isométrie
de déterminant —1.

Corollaire 44.6.— Soit B une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien E . Pour
qu’une base B’ de E soit orthonormée, il faut et il suffit que la matrice de passage Pp_.p
soit orthogonale.

Posons B = (e1,...,e,) et B =(€),...,e),). Soit u ’endomorphisme de E défini
par u(e;) = e pour tout j. Le corollaire résulte de I'’équivalence des propriétés (iii) et (v).
On peut aussi le vérifier par un calcul direct. m

Proposition 44.7.— Soient u une isométrie d’un espace vectoriel euclidien E et F un
sous-espace vectoriel de E .

a) On a u(F+) = u(F)*.

b) Si F est stable par u, il en est de méme de F+.
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Soit y un élément de F+ ; pour tout = dans F, on a

(u(z), u(y)) = (z,y) = 0,

ce qui signifie que u(y) est orthogonal & tous les éléments de u(F), c’est-a-dire y € u(F)=*.
Cela montre I'inclusion u(F+) C u(F)L. Mais u est un automorphisme, de sorte que I’on

a, en utilisant le théoreme 34.3,

dim (u(F*)) = dim(F*) = dim(E) — dim(F)
dim (u(F)*) = dim(E) — dim(u(F)) = dim(E) — dim(F) .
Les espaces vectoriels u(F1) et u(F)% ont donc méme dimension. Comme I'un est contenu

dans l'autre, ils sont égaux, ce qui prouve a). Si F est stable par u, on a u(F)=F, d’ou
u(F1) = F+ ; cela prouve b). =

Nous allons décrire un algorithme permettant de construire explicitement une base
orthonormée a partir de la donnée d’une base quelconque.

Théoréme (Orthonormalisation de Schmidt) 44.8.— Soit (ey,...,e,) une base d’un
espace vectoriel euclidien E . Il existe une unique base orthonormée (e/,...,e.) de E telle
que, pour tout j € {1,...,n}, les familles {e1,...,e;} et {e},... e} engendrent le méme

sous-espace vectoriel de E, et (ej,e}) > 0.

Il est plus simple pour les aplications pratiques de construire d’abord une base

(ef,...,e!") seulement orthogonale qui satisfait aux propriétés demandées. On prend tout
d’abord ef = e;. Supposons e€f,...,e}_; construits; on cherche e sous la forme

" . 12 . . 12

Pour 1 <k <j—1,larelation (e}, e}) =0 est équivalente a (e;, ey) + )\k||e;€’||2 =0,

ce qui détermine Aq,...,A;_1. On construit ainsi par récurrence une base orthogonale

" " "\ __ 1 12 - N "
(ef,...,en) . On remarque que (ej,e’) = (€7, e]) > 0; il faut donc prendre e} = e’/ /| e7]| .
|

On remarquera que le méme procédé permet d’orthonormaliser une famille libre de
vecteurs de E.

Corollaire 44.9.— Soit M une matrice carrée réelle inversible. Il existe une unique paire
(O, T), ou O est une matrice orthogonale et T wune matrice triangulaire supérieure a

coefficients diagonaux strictement positifs telle que M = OT .

Les vecteurs colonnes eq,...,e, de M forment une base B de R™ a laquelle on
peut appliquer le procédé de Schmidt pour obtenir une base B’ orthonormée. Soit C la
base canonique de R™ ; la matrice de passage Pc_,5 est M ; la matrice de passage Pp_.p/
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est triangulaire supérieure la démonstration ci-dessus montre que ses coefficients diagonaux
sont strictement positifs; la matrice de passage Pc_.p/ est orthogonale (cor. 44.6). Comme

1
Pcp =PcopPp s =PenPglp,

et que Pgi> g est aussi triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs,
le corollaire en résulte. m

Exemple 44.10. Appliquons le procédé de Schmidt a la base ((1, 1,1),(1,1,0), (1,0, O))
de I'espace euclidien R?. On obtient successivement :

el =er = (1,1,1)

(e2,€7) 2 11 2
e e s L
" <€3,€’1/> " <€37e/2/> " 1 111 2 1 1
= - - = (1,0,0) — 17171 — S\ 575 — _7__70 ’
on en déduit o ) . )
el = (= =)
e |l 3° V3 V3
"
, (2 1 1 2
‘ (T2 =)
2 el 6'v6 V6
1 1 1
ey = s ).

g1~ ve Ve

Il est clair que la base obtenue par ce procédé depend de 'ordre dans lequel on prend
les vecteurs de la base d’origine : si on était parti de la base ((1, 0,0),(1,1,0), (1,1, 1)) , on
aurait obtenu la base orthonormée ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) .

Le corollaire se traduit de la facon suivante pour la matrice M =

1/vV/3 1/V/6  1/V2
matrice O = | 1/v/3 1/\/6 —1/v/2 | est orthogonale. On a T = O~'M = ‘OM, d’ou
1/vV/3 —2/v6 0

11 1/V3 1/v6  1/V2 V3 2/V3 1/V3
1 0)=11/V3 1//6 —1/V2 0 2/vV6 1/V6
0 0 1/vV3 —2/v6 0 0 0 1/V2

— =

o = =

O O =
[
8

—_ =

45. Adjoint d’un endomorphisme, endomorphismes symétriques

Proposition 45.1.— Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E . Il existe

un unique endomorphisme u* de E qui vérifie, pour tous x et y dans E,

(u(x),y) = (z, u™(y))-
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On lappelle l'adjoint de w . Il a méme rang que wu .

Notons pour une fois S le produit scalaire de E. Avec les notations de (35.5), I’égalité
demandée est équivalente & S(y)(u(z)) = S(u*(y))(z) , soit encore & ‘u0S =S o u* . Comme

S est non dégénéré, S est bijectif, et u* =S~ !totuo S est I’adjoint de « . Il a en particulier

meme rang. m

(45.2)  On remarquera par exemple que pour quun endomorphisme u de E soit une
-1

isométrie, il faut et il suffit que uvou* =u
Proposition 45.3.— Soient B une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien E et

u un endomorphisme de E ; on a

MB(U*) = tMB(u).

Si B=(e1,...,en), on écrit u(e;) => .1 a;je;. Par la proposition 44.3, on a
a;j = (u(e;), e;) = {ej,u*(e;)) . Par la méme proposition, cela signifie u*(e;) => 1, a;;e;,
d’ou la proposition. =

On montrera en exercice les identités suivantes

(uov)* =v"ou” (u*)* = u.

Définition 45.4.— Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E . On dit que

u est symétrique st u = u* . En d’autres termes, on a, pour tous x et y dans E,

(u(x),y) = (z,u(y)).

Par la proposition 45.3, les endomorphismes symétriques sont ceux dont la matrice
dans une base orthonormée est symétrique. Si n est la dimension de E, ils forment un
sous-espace vectoriel de dimension n(n + 1)/2 de 'espace vectoriel des endomorphismes de
E. Nous allons maintenant voir deux exemples importants d’endomorphismes symétriques
d’un espace vectoriel euclidien.

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E ; on rappelle que
E =F @ F+ (th. 44.1), de sorte que tout élément = de E s’écrit de facon unique = = a + b,
avec a € F et b € F+. On définit donc une application pp : E — E en posant pp(z) =a.
On pourra remarquer que pg + ppr = Ildg .

Théoreme 45.5.— L’application pgp ainsi définie est linéaire et vérifie pgp o pp = pg . Son
noyau est F+ et son image F . C’est un endomorphisme symétrique de E que l’on appelle
la projection orthogonale sur ¥ . Pour tout x dans E et tout y dans F, on a

[z = pr(@)[] < [l —yll
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En d’autres termes, la distance de x a pg(x) réalise la plus petite distance (cf (44.5))
de © a un point de F. On la note d(x,F).

Soient z et x’ des points de E et A un réel. On écrit z=a+b et 2’ =d' + ¥V,
avec a,b € F et a’,b/ € FL. On a alors x + A2’ = (a+ Ad') + (b+ \V), avec a+ \a’ € F
et b+ A\ € F+, d’ou par définition de pp :

pr(x + Ar') = a+ \d' = pr(z) + \pp(2).

Ceci prouve que pp est linéaire. Il est clair que son noyau est F+ et que pp(z) =z
si x est dans F ; en particulier, son image est F', et propr =pr. On a

<pF($),x/> = <a7$/> = <aaa/>

et
(z,pr(z")) = (z,d') = (a,d’),

ce qui prouve que pg est symétrique. Soit enfin y un point de F ; on a
2 2 2 2 2 2
[z —ylI” = [l(a —y) +blI" = lla = yl” + 6" = lla = y[I” = [z — pr(2)[]”,
ce qui termine la démonstration. =

Soit (e1,...,ep) une base orthonormée de F. Pour tout = dans E, on a

pr(x) = (z,e1)er + - + (x, ep)ep.

En effet, soit a le vecteur de F ainsi défini; on a (x —a,e;) =0 pour j=1,...,p,
de sorte que z —a € F+. Si la base (e1,...,e,) est simplement orthogonale, la formule
devient

€1 (&
(45.6) pr(r) = (T,61) ——=5 + -+ (7,¢p) —p2 i
lex]] lepl]

On reconnait les formules qui ont apparu dans le procédé de Schmidt (th. 44.8). Si on

y regarde de plus pres, on s’apergoit (avec les mémes notations que dans la démonstration

"

J
/! " o : : h

par e,...,e; (oupar ef,...,e; ), ouencore e = ij_(ej) (qui est bien orthogonal & F;,

de ce théoreme), que € =e; —pr,(e;), ou F; est le sous-espace vectoriel de E engendré

comme on le souhaite!).

Définition 45.7.— Soit sp [’endomorphisme de E défini par sp(z) = 2pp(z) —x. C’est
un automorphisme symétrique et orthogonal de E qui vérifie sp o sp = Idg ; on l'appelle la
symétrie orthogonale par rapport a ¥ . Lorsque F est un hyperplan de E, on dit que sg

est une réflexion.
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L’endomorphisme sp est symétrique car combinaison linéaire d’endomorphismes

symétriques. On a
SF O S = (2pp — IdE) o (2pF — IdE) = 4pF O P — 4pF + IdE = IdE .

Enfin, comme sp est symétrique, on a sp o s = sy o sp = Idg, de sorte que sp est
une isométrie par (45.2). D’autre part, on remarquera que Spi = —Sp .

Du point de vue géométrique, sp(x) est caractérisé par les deux propriétés suivantes :
x — sp(x) est orthogonal a F, et le milieu du segment joignant = a sp(x) est sur F.
Exemples 45.8. 1) Soit F la droite dirigée par le vecteur e = (1,2) dans I’espace vectoriel
euclidien R?. On a par (45.6)

(&

2:
lell

e 2
e r((0,1)) = ((0,1),e s =€
pr((0,1)) ={(0,1),¢) el "5

pr((1,0)) = {(1,0),¢€)

U] =

1/5 2/5
2/5 4/5

2(afa 25) == (5 as)

Son déterminant est —1 ; ce n’est donc pas un élément de SO(2) (c¢f prop. 41.5.2).

et la matrice de prp dans la base canonique est ( ) . Celle de sp est

2) Soit F le plan d’équation 3z —y + 22z =0 dans R3. Pour trouver la matrice de pr,
il est plus simple de commencer par celle de pp. ; la droite F+ est dirigée par le vecteur
e =(3,—1,2). La formule (45.6) donne

3 —1 9
pFJ-((17070)) - ﬁ [ pFJ_((O, 1,0)) = ﬂ (& pFJ-((O,O, ]_)) — ﬂ e.

La matrice de prp dans la base canonique est

9/14 -3/14 6/14 5/14  3/14 =3/7
Is— | -3/14 1/14 =2/14 | =| 3/14 13/14 1/7 ,
6/14 —2/14 4/14 =3/7 1)7 5/7
celle de sp
—2/7 3/7 —6/7
3/7 6/7 27
—6/7 2/7 3)7

Revenons a la situation générale. On remarque que pg est diagonalisable, puisque E
est somme directe de son espace propre pour la valeur propre 0, c’est-a-dire son noyau F+
et de son espace propre pour la valeur propre 1, c’est-a-dire F. De la méme facon, sp est
diagonalisable : F est son espace propre pour la valeur propre 1, et FL est son espace propre
pour la valeur propre —1 (on peut d’ailleurs montrer que les symétries orthogonales sont
les seuls endomorphismes orthogonaux diagonalisables (exerc. 52.20)). C’est une propriété

commune a tous les endomorphismes symétriques, comme le montre le théoreme suivant.
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Théoreme 45.9.— Tout endomorphisme symétrique d’un espace vectoriel euclidien est

diagonalisable dans une base orthonormée.

On raisonne par récurrence sur la dimension de 'espace. Soit v un endomorphisme
symétrique d’un espace vectoriel euclidien E. Soit B une base orthonormée de E ; la matrice
M de u dans la base B est symétrique (prop. 45.3). Soient A une valeur propre (complexe)
de M et X un vecteur colonne (complexe) non nul tel que MX = AX. Puisque M est réelle,
ona MX = XX et

AMXX = XMX = *(*XMX) = 'X'MX = ‘XMX = \'XX.

T
Si X=| : |,ona XX ="XX=3"|z;]>#0, de sorte que A= \. Il s’ensuit
Ln
que A est réel.
L’endomorphisme (u — AIdg) n’est donc pas inversible; en d’autres termes, A\ est
valeur propre de w. Soient x un vecteur propre associé, F la droite vectorielle engendrée
par x, et y un vecteur orthogonal a x. On a

(u(y), =) = (y,u(z)) = My, r) =0,

de sorte que u(y) € F+. Ceci montre que F est stable par u ; 'espace vectoriel F* est
euclidien et la restriction u’ de u a cet espace est symétrique. L’hypothese de récurrence
entraine que u’ est diagonalisable dans une base orthonormée (es,...,e,) de F*. Il est
clair que u est diagonalisable dans la base orthonormée (z/|z||,e2,...,e,) de E. =

(45.10)  Soit w un endomorphisme symétrique d’un espace vectoriel euclidien E. Le théo-
reme montre que les espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux et que E est leur
somme directe (on dit parfois que E est somme directe orthogonale des espaces propres).

Corollaire 45.11.— Soit M une matrice symétrique réelle. Il existe une matrice orthogonale
réelle P et une matrice diagonale réelle D telle que M = PDP~! .

L’endomorphisme u de R™ de matrice M dans la base canonique C est symétrique
par la proposition 45.3. 1l est diagonalisable dans une base orthonormée B de R”™. La
matrice de passage Pc_,p est orthogonale (cor. 44.6), et PELBMPC_)B est diagonale. =

1 0 2

Exemple 45.12. La matrice M= |0 3 0 est symétrique; c’est donc la matrice
2 01

d’un endomorphisme symétrique de I’espace vectoriel euclidien R?. Son polynéme ca-

ractéristique est (T + 1)(T — 3)? ; I'espace propre E_; est dirigé par le vecteur unitaire
(1/4/2,0,—1/4/2) . L’espace propre Es est par (45.10) l'orthogonal de E;, c’est-a-dire le
plan d’équation x — z = 0. Il reste a trouver une base orthonormée de Ej . Il est facile de voir
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que ((1/v/2,0,1/4/2),(0,1,0)) convient (en général, on peut partir d’une base quelconque
et lui appliquer le procédé de Schmidt). On obtient donc

00 1/vV/2 0 —1/V2
30 1/vV/2 0 1/V2
0 3 0 1 0

1/vV2 1/v/2 0 —-1
0 0 1 0
~1/vV2 1/vV2 0 0

N O
O w O

46. Isométries du plan

Dans toute cette section, E est un plan vectoriel euclidien, c’est-a-dire un espace

vectoriel euclidien de dimension 2. On va identifier les isométries de E & l'aide de leur

a c

matrice M = b d dans une base orthonormée. Rappelons que le déterminant de M

vaut 6 = £1 (prop. 41.5.2) et que
M= M"1= L(d b
6 \—c a )’
ce qui se traduit par les égalités d = da, ¢ = —db et § = ad — bc = Ja® + 5b>.
Les matrices orthogonales de déterminant —1 sont donc de la forme
b
M:<a ) avec a’®+b% = 1.
b —a
Une telle matrice vérifie M? =1, ; ses valeurs propres sont 1 et —1, les vecteurs
propres associés ey et e_j sont orthogonaux par le théoreme 45.9, de sorte que M est la
matrice de la réflexion par rapport a la droite engendrée par e;. Les isométries indirectes
d’un plan euclidien sont les réflerions. Il en résulte que toute isométrie u d’un plan
euclidien est produit d’au plus deux réflexions : si u est une réflexion, c’est évident ; sinon,
pour toute réflexion s, le produit sowu est une isométrie indirecte, donc une réflexion, et

u=so(sou). On notera sp la symétrie orthogonale par rapport a une droite D.

Les matrices orthogonales de déterminant 1 (c’est-a-dire les éléments de SO(2) ) sont
de la forme

(46.1) M= (a _b) avec a®+b%=1.

b a
Proposition 46.2.— L’application qui a un nombre complexe a + ib de module 1 associe la
matrice (Z _ab définit un isomorphisme du groupe U des nombres compleres de module

1 sur le groupe SO(2). Celui-ci est en particulier un groupe commutatif.

I faut vérifier que l'application ¢ ainsi définie envoie zz’ sur ¢(z)¢(z’). On écrit
z=a+ib et 2/ =d +ib ; on a alors

a —b a —=b\ (ad —bY —ab —ad'b
b a bV a ) \ab+a'b ad —b |’

22" = (a+1b)(a’ + V") = (ad’ — bV') + i(ab + a'b),

tandis que

ce qui démontre la proposition. =
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On appelle rotations les isométries directes d’'un plan euclidien. Elles forment un
groupe commutatif isomorphe a U.

Si w est une rotation, sa matrice M dans une base orthonormée B est dans SO(2),
donc du type (46.1). Le coefficient a est indépendant du choix de B puisque c’est la
moitié de la trace de w. Le coefficient b est déterminé au signe pres par la relation
a’+b?>=1.Si P est la matrice de passage de B & une base orthonormée B, la matrice
P est elle-méme orthogonale. De deux choses 'une : soit det(P) =1 et PM = MP par
la proposition, de sorte que Mg = P7IMP = M, soit det(P) = —1 et det(PM) = —1, de
sorte que P? = (PM)? =15 et

P~IMP = PMP = (PM)2M ! = M~! = (Z _ab) .

Il est indispensable ici d’introduire la notion d’orientation d’'un espace vectoriel. Se
donner une orientation d’un espace vectoriel E, c¢’est se donner une partition de ’ensemble
des bases de E en deux sous-ensembles : les bases «directes » et les bases «indirectes » ,
de fagon que

a) si B est directe et que detg B’ > 0, alors B’ est directe;
b) si B est directe et que detg B’ < 0, alors B’ est indirecte.

En termes plus savants, on dit que des bases B et B’ sont en relation si detg B’ > 0 ;
c’est une relation d’équivalence sur l’ensemble des bases de E et il y a deux classes
d’équivalence. Orienter E, c’est choisir une de ces classes. Il y a donc deux orientations

possibles. Si on permute deux vecteurs d’une base directe, on obtient une base indirecte.
On oriente canoniquement R"™ en décrétant que la base canonique est directe.
Revenons a notre plan euclidien. Orientons-le; il résulte de ce qui précede que la

matrice d’'une rotation dans une base directe de E est indépendante du choix de cette base.

Il existe un réel 6, uniquement déterminé modulo 27Z, tel qu’elle s’écrive

(46.3) (cose —sina) _

sinf  cos@

On l'appelle 6 1'angle de la rotation (on devrait plutt dire la « mesure de 1'angle de
la rotation » !); il vérifie Tr(u) = 2cos@ (on remarquera que le membre de droite de cette
égalité ne dépend pas de 'orientation choisie). Pour tout réel 6, on notera 7y la rotation
d’angle 6. On a les relations (cf prop. 46.2)

(464) o ©Tg = To+6’ To = IdE T = 8{0} = — IdE .

Nous allons maintenant définir la mesure de ’angle orienté de vecteurs non nuls du

plan euclidien orienté.
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Lemme 46.5.— Soient x et y des vecteurs non nuls de méme norme du plan vectoriel

euclidien E . Il existe une unique rotation r telle que r(x) =1y .

Soit ey le vecteur unitaire x/||z| ; il existe un vecteur es tel que B = (e1,e2) soit

une base orthonormée directe. On écrit y/||y|| = ae; + bea, avec a® +b*> =1. Soit r la

b

puisque ||z|| = |ly|| - Si »" est une autre rotation telle que r'(x) =y, on a r'~
/—1

rotation de matrice (a _ab dans la base B. On a r(x/|z||) = y/||y||, dou r(z) =y

Lop(z)=x :

1 est valeur propre de la rotation r
/—1

or, qui est donc l'identité (le produit des valeurs

propres de =% or est son déterminant, c’est-a~dire 1); on a bien r =1'. =

(46.6) Soient x et y des vecteurs non nuls du plan euclidien orienté E. Il existe par le
lemme une unique rotation r qui envoie z/||z| sur y/||y|| ; on définit (la mesure de) 'angle
(orienté) A(z,y) entre x et y comme celui de r ; c’est un réel défini modulo 27Z . Il ressort

de la démonstration du lemme que

<':Ea y) detB(Z’, y)
[z - [lyll [ - {1y~
ou B est n'importe quelle base orthonormée directe du plan. Si —7 < £(x,y) < 7, Pangle

cos 4 (z,y) = sin £(x,y) =

non orienté entre x et y défini en (43.4) est donc |£L(x,y)|. Si r est une rotation, on a
L(r(z),r(y)) = L(z,y) ; si s est une réflexion, on a £L(s(x),s(y)) = —£L(z,y).

La formule (46.4) entraine
K(.T,y)—l—é(y, Z) :K(.',E,Z) K(y,:l?) :4(33,—3;) K<1‘7 _y) = K(ZC,Z/)—’—W

Soient D (resp. D’) une droite de E et e (resp. €’ ) un vecteur unitaire sur D (resp.
sur D"). Il résulte de la derniere relation que £(e,e’) modulo wZ, ne dépend que de D et

D’ pas du choix des vecteurs unitaires e et €. On I'appelle (la mesure de) I’angle (orienté)
entre D et D’ ; on le note £(D,D’).

Proposition 46.7.— Soient D et D' des droites d’un plan vectoriel euclidien orienté. On
a

Sp’ © Sp = TQK(D,D’)-

Soient e un vecteur unitaire de D et ¢’ un vecteur unitaire de D’. On sait que

spr 0 sp est une rotation; il s’agit d’en déterminer ’angle, qui vaut

£(e,sprosple)) = L(e,sp(e)) = £L(e,e') + £L(e, spr(e))
= 4(e,e') + L(spr(e),spr(e)) = L(e,e') — L(€, e)
=24 (e,e')

ce qui prouve la proposition. =
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47. Isométries en dimension 3

Dans toute cette section, E est un espace vectoriel euclidien de dimension 3.
Contrairement au cas de la dimension 2, il n’existe pas de forme simple pour les matrices
des isométries de E. Nous allons utiliser des arguments plus géométriques.

Théoreme 47.1.— Soit u une isométrie d’un espace vectoriel euclidien de dimension 3. Il

existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est

6 0 O
0 a —-b],
0 b a

ot 6 = +1 estle déterminant de wu .

Le polynome caractéristique de u est de degré 3, donc admet une racine réelle A,
qui est donc une valeur propre de w. Soit & un vecteur propre associé. On a

]l = Nfu(@)[| = IAz]] = [A] lz]

de sorte que A = +1.

Supposons tout d’abord que 1 soit valeur propre : il existe un vecteur non nul =z,
que 'on peut supposer unitaire, tel que u(x) = x. La droite D engendrée par x est stable
par u ; il en est de méme par la proposition 44.7.b) du plan P = D+ . Les résultats du
§ 46 entrainent que la matrice de la restriction de u a P est, dans une base orthonormale
convenable (ej,es) de P,

1 1 A 3 \ . .
(O _01> si c’est une réflexion, c’est-a-dire si 0 = —1,

—b . . < g
(Z a ) si c¢’est une rotation, c’est-a-dire si d = 1.

Dans le premier cas, la matrice de u dans la base orthonormée (eq,eq, ) est

-1
0
0

S = O
— o O

qui est de la forme demandée. Dans le second cas, la matrice de u dans la base orthonormée
(x,e1,e2) est

1 0 0

0 a —b

0 b a

Si —1 est valeur propre de u, alors 1 est valeur propre de —u , et 'on peut appliquer

a l'isométrie —u (dont le déterminant est —¢ ) ce qui précede; ceci termine la démonstration
du théoreme. =
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De nouveau, a ne dépend que de wu, puisque Tr(u) = 2a + det(u), mais b n’est
déterminé qu’au signe pres (il suffit de changer le deuxiéme vecteur de la base en son opposé
pour changer le signe de b).

Isométries directes. Soit u une isométrie directe de E. On remarque que —1 < Tr(u) < 3.
Si sa trace est 3, il résulte du théoreme que u est l'identité. Si Tr(u) < 3, I'espace propre
E; est de dimension 1 et la restriction de u a son orthogonal est une rotation plane; on
dit que u est une rotation, et 'on appelle E; son aze. On peut définir I’angle orienté 6 de
u si l'on a orienté (Eq)t ; il vérifie Tr(u) = 2cosf + 1 (on remarquera que le membre de
droite de cette égalité ne dépend pas de l'orientation choisie). Orienter E ne suffit pas; il
faut encore orienter ’axe en choisissant un vecteur non nul e dessus. On convient alors de

dire qu'une base (e1,es) de (E;)t est directe si la base (e,eq,es) de E est directe.

Un cas particulier important est celui des rotations d’angle 7. Leur matrice dans une
base convenable est

1 0 0
0 -1 0 | ;
0 0 -1

il s’agit donc des symétries orthogonales par rapport a des droites. Elles sont caractérisées
par les égalités det(u) =1, Tr(u) = —1.

(47.2) Enfin, on a vu dans §46 (prop. 46.7) que toute rotation plane est produit de deux
réflexions planes. Cela entraine immédiatement que toute rotation r de l’espace est produit
de deux réflexions; plus exactement, si P est un plan contenant ’axe de r, la composée

sp or est une réflexion par rapport & un plan P’ contenant D, de sorte que r = sp o sp: .

Isométries indirectes. Soit u une isométrie indirecte de E. Les égalités

-1 0 O 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 a =b|l=10 a —b 0 1 0J=10 10 0 a —b
0 b a 0 b a 0 0 1 0 0 1 0 b a

montrent avec le théoréme 47.1 que u est le produit (commutatif) d’une rotation d’axe D
et d’une réflexion par rapport & D+ . En particulier, u est le produit de 3 réflexions.

Produit vectoriel. Soient x et y des vecteurs d’un espace vectoriel euclidien orienté E
de dimension 3 et B une base orthonormée directe de E ; ’application

z — detp(z,y, 2)

est une forme linéaire f sur E qui ne dépend pas du choix de B, puisque, pour toute autre
base orthonormée directe B’ de E, on a detg B = 1. Notons provisoirement S le produit
scalaire; application S : E — E* associée (cf (35.5)) est bijective. L’élément (S)~1(f) de
E, que 'on notera = Ay, est I'unique vecteur qui vérifie, pour tout z dans E,

(47.3) detg(x,y,2) = (x ANy, z2) .
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Proposition 47.4.— Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

a) L’application
ExE — E
(z,y) — Ay

est bilinéaire alternée.

b) Le vecteur x Ny est orthogonal ¢ = et a y ; pour qu’il soit nul, il faut et il suffit
que x et y soient colinéaires. Si x et y me sont pas colinéaires, (x,y,x ANy) est une base
directe de E.

c) Si 0 est ’angle non orienté de x et y, on a

l Ayl = [l]l flyll |sin6].

Le a) résulte du fait que le déterminant est bilinéaire alterné en ses deux premieres
variables : pour tout z, on a par la formule (47.3)

(y Nz, z) =detp(y,z, z) = —detp(z,y,2) = —(x ANy, 2) ,
de sorte que y Az = —x A y. La méme formule entraine
<.I/\y,:13‘> :detB(Ivyax) =0 et <$/\y7y> :detB(xayay) :07

de sorte que = Ay est orthogonal & = et a y.

Si = et y ne sont pas colinéaires, on peut compléter (x,y) en une base (z,y,z) de
E et la formule (47.3) montre que (z Ay, z), donc aussi x A y, ne sont pas nuls. On a aussi

detgs(z,y,2 Ay) = [lz Ayl

ce qui montre d’une part que si x et y sont colinéaires, x Ay = 0, d’autre part que si =
et y ne sont pas colinéaires, la base (z,y,z Ay) est directe. Cela montre b).

Pour c¢), supposons d’abord z et y unitaires et orthogonaux et complétons (zx,y)
en une base orthonormée directe B = (z,y,e). Pour tout z, detp(x,y,z) est alors la
composante de z sur e, c’est-a-dire (e, z) (prop. 44.3), de sorte que z Ay = e ; c’est un
vecteur de norme 1, ce qui démontre c) dans ce cas. Le cas ou = et y sont seulement
orthogonaux s’en déduit par bilinéarité du produit vectoriel. Supposons maintenant x et y
seulement unitaires. Les vecteurs x et z(x,y) —y sont orthogonaux, donc par le cas déja
traité,

lz Ayl = llz A (z(z,y) =yl = lll oz, y) —yll = [z, y) -yl
et
lz(@, ) = yll* = (2,9)* = 2(2,9)° +1 =1 — (2,4)* = 1 — cos® = sin> 0

par la définition méme de 6 (cf (43.4)). Ceci démontre c) dans ce cas, et le cas général s’en

déduit par bilinéarité du produit vectoriel. =
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Enfin, si (z1,x2,23) sont les coordonnées de = dans une base orthonormée directe
B, et (y1,y2,y3) celles de y, celles de =z Ay sont

T2 Y2
xr3 Ys

K2
I3 Y3

1 U1
T2 Y2

Y Y

(47.5) (

)

comme le montre le développement du déterminant

1 Y1 2
detB(wv Y, Z) = |T2 Y2 Z2
r3 Y3 =3

par rapport a la derniere colonne.

Remarques 47.6. 1) Soient r une rotation et rp une rotation d’axe D. La composée

1 est encore une isométrie directe, donc une rotation. Soit = un vecteur de D ;

rorpor.

on a
rorpor i (r(z)) =r(rp(z)) = r(z),

de sorte que r(z) est invariant par la rotation rorpor~!, dont l'axe est donc r(D).

1

Comme rorpor~' améme trace que rp, c’est une rotation d’axe r(D) et de méme angle

que rp . En particulier, ce n’est en général pas rp, et SO(3) n’est pas commutatif.

2) Soient D et D’ des droites distinctes, r une rotation d’axe D et ' une rotation d’axe
D’. Etudions la rotation ' or. Soit P” le plan contenant D et D’ ; par (47.2), on peut
écrire r = spr o sp et 1’ = sps o spr, ou P (resp. P’) est un plan contenant D (resp. D’).
On a

r" or = (sprospn)o(sprosp)=sposp

et ’axe de 7’ or est donc la droite PN P’.

3) Si P est un plan, —sp est un demi-tour d’axe P+ . Il ressort de (47.2) que toute rotation
est produit de deux demi-tours.

4) Soit r une rotation d’axe D orienté par un vecteur directeur e et d’angle 6. Soit y un
vecteur non nul orthogonal & D ; posons y' = y/|ly|| et ¢ =e/|le|l. La proposition 47.4.c)
entraine que (€¢’,y’,e’ Ay’) est une base orthonormée directe de E ; la forme de la matrice
de r dans cette base montre

sinf = <6/ A ylvT(y/» = detB(el7y/7r(y/)) etB(e7y7 ’l“(y)) )

=5 d
ly[I™ llell
ou B est une base orthonormée directe quelconque. Soit maintenant z un vecteur quel-
conque non colinéaire & €’. Le vecteur x — (z,€e’)e’ est non nul et orthogonal & e ; la

formule ci-dessus montre que sinf est du signe de
detg(e,z — (z,e')e/,r(x — (x,€')e)) = detp(e, z,7(x) — (x,€')e') = detg(e, z,7(x)) ,
donc aussi du signe de detp/(e,z,r(x)), ou B’ est une base directe quelconque.
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0 0 1

1 0 0| estorthogonale (elle vérifie MM = I3 )
0 1 0

de déterminant 1. C’est donc la matrice dans la base canonique d'une rotation r de R3

Exemples 47.7. 1) La matrice M =

dont 'axe D est dirigé par un vecteur propre pour la valeur propre 1, comme par exemple
e =(1,1,1), dont on peut se servir pour orienter D . La trace de M est 0, donc 'angle 6 de
r vérifie cos = —1/2. Pour savoir si c’est 27/3 ou —27/3, il suffit par la remarque 47.6.4)
de calculer le signe du déterminant detc(e,x,r(z)), ou = est un vecteur non colinéaire a
e, comme par exemple z = (1,0,0). Comme r(z) = (0,1,0) et que

1 1 0

10 1]|=1,

1 0 0
sin @ est positif et 0 = 27/3.
2) Considérons la rotation r d’axe dirigé (et orienté) par le vecteur e’ = (36, —48,25) dans
R3 et d’angle 7/2. Le plan (¢/)* est d’équation 36x — 48y + 252 = 0, donc contient le
vecteur €] = (4,3,0). On calcule e =€’ A e} = (—75,100,300) par la formule (47.5). On

obtient une base orthonormée directe B = (e, e1,e2) en posant

e=c¢'/|le|| = (36/65, —48/65,25/65)

e1 = ei/|ler]l = (4/5,3/5,0) e2 = ey/lles|| = (—3/13,4/13,12/13).
La matrice de r dans cette base est
1 0 0
M={0 0 -1
0 1 0
La matrice de passage de la base canonique a la base orthonormée B est la matrice
orthogonale
36/65 4/5 —3/13 1 36 52 —15
P=1| -48/65 3/5 4/13 =— | —48 39 20
25/65 0 12/13 25 0 60

Finalement, la matrice de r dans la base canonique est

1296 —3353 —2220
—103 2304 —3540
4020 1140 625

On vérifie que sa trace est bien (1296 + 2304 + 625)/4225 =1 =1+ 2cos7/2.

PMP~ ! =PMP= —
492925

48. Isométries en dimension quelconque

On a vu que toute isométrie d'un plan euclidien peut s’écrire comme la composée
d’au plus deux réflexions (prop. 46.7). De méme, toute isométrie d’un espace euclidien
de dimension 3 peut s’écrire comme la composée d’au plus trois réflexions (cf (47.2)).
Nous allons généraliser ces résultats aux espaces vectoriels euclidiens de dimension (finie)

quelconque.
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Lemme 48.1.— Soient x et y des vecteurs distincts de méme norme dans un espace
vectoriel euclidien E. Si H est U'hyperplan (x —y)* de E, on a su(z) =y.

Comme (z+y,z —y) = ||z]|> = |y|* =0, on a (z +y)/2 € H. Comme

v = (0 +)/2+ (3 —9)/2,
avec (z+y)/2€H et (z—y)/2€H ,ona sg(z)=(z+y)/2—(x—y)/2=y. =

S0ré 20— 7 St a 7 uclidi ; 7
Théoréme 48.2 Toute isométrie d’un espace vectoriel euclidien de dimension n est
produit d’au plus n réflexions.

On procede par récurrence sur n. Si n = 1, les seules isométries sont Idg et —Idg,
qui est une réflexion (par rapport a 0). Supposons le théoreme vrai pour les isométries des

espaces vectoriels euclidiens de dimension < n.

Soit u une isométrie d’un espace vectoriel euclidien de dimension n. Si u est
'identité, c’est évident. Sinon, il existe un vecteur x (non nul) tel que u(x) # x. Comme u
est une isométrie, = et u(x) ont méme norme. Le lemme entraine qu’il existe une réflexion s
telle que s(x) = u(x).On a alors sowu(z) = x, ce qui entraine (prop. 44.7.b) que 'isométrie
s o u laisse stable I’hyperplan H = z . L’hypothése de récurrence entraine que la restriction
de l'isométrie sowu a l'espace vectoriel euclidien H peut s’écrire SH/ © -+ O SH;, , avec
m <n—1,ou H},...,H,, sontdeshyperplansde H. Pour 1 < j < m,soit H; I’hyperplan
de E engendré par H’; et le vecteur z. La composée sy, o---o sy, coincide avec sowu
sur H, et aussi sur la droite D engendrée par x, pusiqu’elle laisse x invariant. Comme
E=H@D, elle coincide avec sowu sur tout E; on a donc sou = sy, o---osy, , dou

U =S50Sy, 005y, , ce qui prouve le théoreme. m

Pour terminer, nous allons nous intéresser aux applications ¢ d’un espace vectoriel

euclidien E dans lui-méme qui préservent la distance (cf (44.5)), c’est-a-dire qui vérifient

d(¢(z), o(y)) = d(z,y)

pour tous x et y ; on dit qu'une telle application est isométrique. Les isométries (linéaires)
en sont un exemple; un autre est fourni par les translations ¢, : E — E (ol a est un vecteur
fixé dans E ) définies par

to(x) =2+ a.

Théoreme 48.3.— Soient E un espace vectoriel euclidien et ¢ : E — E une application
isométrique. Il existe un unique vecteur a et une unique isométrie (linéaire) u tels que
p=t,0u.

L’unicité est facile : si ¢ =t, ou =1, 0v, on a en prenant 'image de 0 1’égalité
#(0) =tg 0u(0) =t,(0) = a =ty ov(0) = t,(0) = b,
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dot a=b=¢(0), to,=t, et u=t_,0¢p=wv.

Pour l'existence, il s’agit de montrer que I'application ¢ =1_4) o ¢, qui vérifie
1(0) = 0 et préserve les distances, donc qui conserve la norme, est linéaire. Soit (e, ..., e,)
une base orthonormée de E. On a pour j # k

l(e5) = pew)ll = d(¥(es), dler)) = dlejsex) = llej — exl| = V2,
ce qui montre par Pythagore que les vecteurs unitaires 1 (e;) et (ey) sont orthogonaux;
ils forment donc une base orthonormée (¢ (e1),...,%¥(ey)). Soit z un vecteur quelconque de
E, que l'on écrit z = Z?Zl xje; . On décompose aussi ¢(x) sur la base (¥(e1),...,¢(en))
en (x) = 37_, y;v(e;) . On a alors
d(z,ex)” = ||z — exl” = [|z]|* — 225 + 1

et
d(p(x), (ex))® = (@) = Plen)|* = [@)I* = 2u6 + 1 = [|lz]* — 245 + 1 ;

comme d(¢(x),(ex)) = d(z,ex), on en déduit xp =y, pour tout k. On a donc

n n
w(Z $j€j> =Y (e
Jj=1 Jj=1
et cela entraine que v est linéaire. =

La décomposition ¢ =t, ou n’est en fait pas «la bonne » . Par exemple, la rotation
d’angle 6 «autour d’'un point a » d’un plan euclidien (qui peut étre définie comme la
composée t, 0rgot_, ) se décompose selon le théoreme en t,_,, ) ore (exercice), ce qui
en est une description beaucoup moins parlante. On dira qu’une application isométrique ¢

a un point fize s'il existe a dans E tel que ¢(a) =a.

Théoreme 48.4.— Soient E un espace vectoriel euclidien et ¢ : E — E wune application
isométrique. Il existe un unique vecteur c et une unique application isométrique ¢o avec

un point fixe tels que ¢ =t. o ¢g = ¢got..

D’apres le théoreme précédent, on peut écrire ¢ =t, ou (avec a = ¢(0)), ou u a
bien un point fixe, 0, mais ne commute en général pas avec t,. Soit ¢ un vecteur de E ;
on pose ¢g =t_.o ¢, de sorte que ¢ =t.o ¢g. Pour que t. et ¢y commutent, il faut et il
suffit que ¢ = ¢q o t., soit encore

taou:¢:¢00tc:t—co¢otc:ta—couotc7

c’est-a-dire t_. o uot. = u. Il faut donc que pour tout = dans E, on ait u(z + ¢) — ¢ = u(z),
soit encore u(c) = c, ou ¢ € Ker(Idg —u) . Pour que ¢g ait un point fixe zg, il faut et il
suffit que

zo = ¢o(z0) = u(zo) +a —c,
c’est-a-dire a = (Idg —u)(zg) + ¢ ; tout revient donc a montrer I'existence et 1'unicité d’une
décomposition a = b+ ¢ avec b dans 'image de Idg —u et ¢ dans son noyau. Cela résulte

du lemme suivant, qui termine la démonstration du théoreme. n
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Lemme 48.5.— Soit u un endomorphisme orthogonal d’un espace vectoriel euclidien E.
On a Im(Idg —u) = Ker(Idg —u)~* .

Soient x un élément de Ker(Idg —u) et z =y —u(y) un élément de Im(Idg —u).
On a

(z,2) = (z,y —u(y)) = (z,y) = (@, u(y)) = (u(z), u(y)) — (,u(y)) = (u(z) = z,uy)) =0,

de sorte que Im(Idg —u) est contenu dans ’orthogonal de Ker(Idg —u) . Comme ces espaces
ont méme dimension (th. 34.3), ils sont égaux. m

49. Réduction simultanée des formes quadratiques

Soit Q une forme quadratique quelconque sur ’espace vectoriel euclidien E. On sait

qu’il existe une base orthogonale pour Q (th. 38.2), mais on va faire mieux.

Théoreme 49.1.— Soit Q wune forme quadratique d’un espace vectoriel euclidien E . Il

existe une base orthonormée de E qui est orthogonale pour Q.

Notons pour une fois S le produit scalaire de E, et B la forme bilinéaire symétrique
associée & Q. On cherche un endomorphisme u de E tel que B(x,y) = (z,u(y)) . Avec les
notations de 35.5, on écrit B(z,y) = B(y)(z) et (z,u(y)) = S(u(y))(z) ; il suffit alors de
prendre u=S"1oB. On a alors

(z,u(y)) = B(z,y) = B(y, z) = (y, u(x)),

de sorte que u est symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormée B = (eq, ..., e,)
de E (th. 45.9). Cela signifie que 'on peut écrire u(e;) = Aje;, d’olt

B(ej,er) = (ej,uler)) = Aelej, en) = Aidjk ,

ce qui entraine que la base B est orthogonale pour Q. =

A quoi sert ce théoreme ? Entre autres a I’étude des quadriques. Nous commencerons
par définir une quadrique dans R™ comme ’ensemble des points (z1,...,z,) qui vérifient
une équation du type P(z1,...,2,) =0, ou P est un polynme en n variables de degré au
plus 2. Le polynme P se décompose en la somme d’un polynme homogene de degré 2, d'un
polynme homogene de degré 1, et d’une constante. Dans un espace vectoriel quelconque,
un polynme homogene de degré 2 en les coordonnées d’un vecteur correspond a une forme
quadratique, et un polynme homogene de degré 1 a une forme linéaire.

Définition 49.2.— Soient E un espace vectoriel, Q une forme quadratique, f une forme
linéaire sur E, et ¢ un réel. On appelle quadrique d’équation Q(x) + f(x) +c=0 le lieu
Q des points x© de E tels que Q(z)+ f(z)+c¢=0.
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(49.3) On dit qu'une quadrique d’équation Q(z) + f(x) +c¢ =0 est propre si la forme
quadratique
Q(z,t) = Qz) + f(x)t + ct?

sur E x R est non dégénérée.

Nous allons tout d’abord chercher a simplifier I’équation de Q, et dans un premier
temps, a nous débarrasser si possible du terme linéaire. Soit p un point de E ; la translatée
t_p(Q) est I'ensemble des points = de E qui vérifient ’équation

0=Q(z+p)+ fle+p) +c

= Q(z) +2B(z,p) + f(z) + Q(p) + f(p) + ¢

= Q(z) + (2B(p) + f) (z) + (Qp) + f(p) +¢) .
ou B est la forme bilinéaire symétrique associée a Q. C’est donc encore une quadrique : la
forme quadratique est Q, la forme linéaire 2B(p) + f, et la constante Q(p) + f(p) + c¢. Sila
forme quadratique Q est non dégénérée, ’application B : E — E* est bijective; en prenant
p= —f%_l( f/2), le terme linéaire disparait dans I’équation de la quadrique t_,(Q), qui est
alors du type Q(z) + ¢’ = 0. Ceci entraine qu’elle est symétrique par rapport a l'origine, de

sorte que Q est symétrique par rapport au point p. C’est pour cela que 'on dit que les
quadriques dont la forme quadratique est non dégénérée sont des quadriques a centre.

(49.4) Supposons Q a centre l'origine (c’est-a-dire sans terme linéaire et avec Q non dé-
générée). Le théoreme 49.1 entraine qu’il existe une base orthonormée B de E telle que les
points de O soient les points = de E qui vérifient

Z )\]1'? +c= 0,
j=1

ou xi,...,x, sont les coordonnées de x dans B, et ou Aq,...,\, nesont pas nuls (puisque
Q est non dégénérée). On dit que c’est une équation réduite de Q. Pour que la quadrique
Q soit propre, il faut et il suffit que ¢ ne soit pas nul.

Soit u I’endomorphisme symétrique de E associé a Q comme dans la démonstration
du théoreme 49.1; on appelle aze de Q toute droite engendrée par un vecteur propre de w,
et sommet de Q tout point de Q qui est sur un axe. Les axes correspondants a des valeurs
propres distinctes sont orthogonaux par (45.10).

A chaque valeur propre A telle que ¢\ < 0 correspondent des sommets de longueur
v/—c/A; il y en a deux si A est valeur propre simple, une infinité sinon. Pour tout j, la
symétrie orthogonale par rapport a ’hyperplan d’équation z; = 0 (c’est-a-dire par rapport
a l'orthogonal d’un axe) laisse stable Q.

Exemples 49.5. 1) La quadrique plane Q (on dit alors la conique) d’équation y = 2% + 1
n’est pas une conique & centre puisque la forme quadratique Q(z,y) = x? est dégénérée. En
revanche, la forme quadratique Q(x, y,t) = 22 — yt + 2 est non dégénérée, de sorte que Q

est propre.
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2) On considere la conique Q d’équation 3x2 + 2zy + 3y? + 42 — 4y = 0. La matrice de la
3 1
1 3
I’on détermine en annulant le terme linéaire de

forme quadratique Q est M = . Elle est inversible, donc Q a un centre (a,b), que

3(x+a)?+2x+a)y+b) +3(y+b0)?*+4(x+a)—4(y+b) =0,

c’est-a~dire 6ax + 2ay + 2bx + 6by + 4x — 4y. On obtient 6a+2b+4=2a+6b—4 =0,
d’'ot a=—1 et b=1 : le centre de Q est le point p=(—1,1). Soit Q" la translatée
de Q par (1,—1) ; elle est symétrique par rapport a l'origine, d’équation

322 4+ 22y +3y° —4=0.

Le polynéme caractéristique de M est T? — 6T + 8. Ses racines sont 2 et 4 ; elles
sont bien réelles comme le prédit la théorie. Des vecteurs propres unitaires associés sont

(12 _(1V2) . : . .
ey = (_1 / \/§> et eq = <1 / N ils sont bien orthogonaux comme le prédit la théorie.

L’équation réduite de Q' est, dans la base (e2,ey4),
2X? +4Y? = 4.

Les axes sont les droites (passant par p) dirigées par ey et ey, et la conique Q'
est symétrique par rapport i ces axes. Les sommets sont +epv/2 et +ey (I'un d’eux est
lorigine).

3) On considere la quadrique d’équation 2 + 3y? + 22 + 4z = 3 dans R?. Sa matrice est
la matrice M de l'exemple 45.12, dont les valeurs propres sont —1 et 3 (double); dans
la base orthonormée formée des vecteurs (1/v/2,0,—1/v/2), (1/4/2,0,1/4/2) et (0,1,0),
I’équation réduite est

—X?+3Y? +32% = 3.

Les axes sont d’une part la droite dirigée par (1,0,—1) (qui engendre E_; ), d’autre
par toutes les droites contenues dans Ez = E+; , c’est-a-dire toutes les droites orthogonales
a E_1. La quadrique Q est symétrique par rapport au plan E3 et par rapport a tout plan
contenant E_; ; (47.2) entraine qu’elle est stable par toute rotation d’axe E_; (on dit que
Q a une symétrie de révolution par rapport a cet axe).

Soit F' un sous-espace vectoriel de E ; on appellera sous-espace affine de E dirigé par
F tout sous-ensemble de E qui est le translaté de F par un vecteur p de E, c’est-a-dire
{reE|x—peF}.

Soient Q une quadrique d’équation Q(x)+ f(z)+c=0, et D une droite affine
passant par p et dirigée par un vecteur e ; regardons l'intersection de Q et de D. Il s’agit
de résoudre ’équation

0=Q(p+te)+ f(p+te) +c=Q(e)t* + (2B(e,p) + f(e)) t + Q(p) + f(p) +c,

115



de degré au plus 2 et de discriminant A = (2B(e, p) + f(e)) 2 4Q(e)(Q(p) + f(p) +¢) .
Ainsi, soit D est contenue dans @, soit elle la rencontre en au plus 2 points. Lorsque
Q(e) # 0, on est dans 'un des cas suivants :

a) soit A <0 et D ne rencontre pas Q ;
b) soit A >0 et D rencontre Q en deux points;
c) soit A =0 et D rencontre Q en exactement un point.

En général (méme si Q(e) est nul), on dira que D est tangente ¢ Q si A =0.

Proposition 49.6.— Soient Q une quadrique dans un espace vectoriel euclidien E et p un
point de Q. On appelle espace tangent & Q en p la réunion des droites (affines) tangentes
a Q en p; onlenote T,Q. Soit il est égal a E et la quadrique Q n’est pas propre, soit
c’est un hyperplan affine.

Comme p est sur Q, la condition A =0 se réduit a

0= 2B(e,p) + f(e) = (2B(p) + f)(e)-

Il s’ensuit que la réunion des droites tangentes a QO en p est le sous-espace affine de
E dirigé par Ker(2]§(p) + f) et passant par p. C’est un hyperplan sauf si 2]§(p) +f=0;
on vérifie que cette condition est équivalente a dire que le vecteur (p,1) de E x R est
orthogonal & E x {0} pour la forme quadratique Q. Comme Q(p, 1) =0, cela entraine que

(p,1) est dans le noyau de Q, ce qui ne peut arriver que si Q est dégénérée. m
(49.7) Lorsque Q est a centre l'origine, T, Q est dirigé par 'orthogonal de p pour Q.

50. Coniques

Par (49.4), I’équation d’une conique Q propre a centre l'origine s’écrit, dans un repere
orthormé convenable, A\1z? + Xay? +¢ =0, avec A\, X2 et ¢ non nuls. En divisant par
—c’, on peut supposer ¢ = —1. On a alors trois cas :

a) soit Q est de signature (2,0), c’est-a~-dire A\ > 0 et A\ > 0, et on écrit I'équation

sous la forme ) )
2 v
a? b2

avec a > b > 0. On dit que Q est une ellipse (ou un cercle si a =0). Elle a 4 sommets.

b) Soit Q est de signature (1,1), c’est-a-dire A\; > 0 et A\ < 0, et on écrit ’équation

sous la forme
2?2 ,
a2 b2 ’

avec a,b > 0. On dit que Q est une hyperbole. Elle a 2 sommets.
c) Soit Q est de signature (0,2) et Q est vide.

Soit maintenant @ une conique propre dégénérée; il existe une base orthonormée

dans laquelle son équation s’écrit ay? + Bx + vy 4+ ¢ = 0. Comme la forme quadratique
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(x,y,t) — ay? + Bat + yyt + ct?> est non dégénérée, on a af # 0. En translatant par
(¢/B —~?/2a,v/2a), on obtient une équation de la forme y? = 2qz. On dit que Q est
une parabole.

(50.1) La forme quadratique Q se lit sur n’importe quelle équation de conique propre. Si
Q est de signature (1,1), la conique est une hyperbole; si Q est de signature (2,0) ou
(0,2), c’est une ellipse ou I’ensemble vide; si QQ est dégénérée, c’est une parabole.

Théoréme 50.2.— a) A toute conique propre qui n’est pas un cercle sont associés un point
F, appelé foyer, une droite affine D ne contenant pas F , appelée directrice, et un nombre
réel e > 0, son excentricité, tels que la conique soit I’ensemble des points p du plan vérifiant
d(p,F) =ed(p,D) .

b) Inversement, étant donnés un point F , une droite affine D ne contenant pas F
et un nombre réel e > 0, l’ensemble des points p du plan tels que d(p,F) = ed(p,D) est
une conique propre, une ellipse si e < 1 une parabole si e =1, une hyperbole si e > 1.

Donnons-nous un point F et une droite D ne passant pas par F. Dans une
base orthonormée dont le second vecteur dirige D, celle-ci a pour équation x =h. Si
F a pour coordonnées (zg,y0) dans cette base, le point p de coordonnées (x,y) vérifie
d(p,F) = ed(p,D) si et seulement si

(50.3) (x —20)* + (y — v0)* = *(x — h)?,
qui est de degré 2, de formes quadratiques associées Q(z,y) = (1 —e?)a? +y? et
Q('ra y7t) = ('CE - th)z + (y - y()t)2 - 62(1, - h’t)27

qui est non dégénérée puisque xo étant différent de h, les formes linéaires x — xot, y — yot
et x — ht sont indépendantes. L’ensemble £ des points p vérifiant d(p,F) = ed(p, D) est
donc une conique propre. Si e < 1, Q est définie positive; comme &£ n’est pas vide, c’est
une ellipse par (50.1); si e > 1, la signature de Q est (1,1) et £ est une hyperbole; si
e=1, Q est dégénérée et £ est une parabole. Ceci montre b).

2
Inversement, soit 2—2 +¥% =1 ou y? = 2gx une équation réduite de conique qui n’est
pas un cercle. Elle est équivalente a une formule (50.3) avec dans le premier cas yo =0,
e =+/1Fb?/a® (qui est strictement positif puisqu’on n’a pas affaire a un cercle), xg = ae
et h=a/e; dans le second yo =0, e=1, et xg = —h = —¢q/2. Ceci montre a). m

La fin de la démonstration montre que le foyer est sur un axe de symétrie de la
conique, que 'on appelle axe focal et qui est orthogonal a D. Par symétrie, les coniques
propres a centre qui ne sont pas des cercles ont deux foyers (situés sur le grand axe pour une
ellipse, sur I’axe joignant les deux sommets pour une hyperbole). Une ellipse est contenue
dans la bande comprise entre ses deux directrices, tandis qu’une hyperbole est toute entiere
a l'extérieur de cette bande. On peut en fait décrire ces coniques uniquement a 1’aide de ces

foyers.
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Théoréme 50.4.— a) Une ellipse de foyers F et F' est l’ensemble des points p du plan
tels que d(p,F) + d(p,F’') = 2a, pour un certain réel a tel que 2a > d(F,F’).

b) Une hyperbole de foyers F et F' est l’ensemble des points p du plan tels que
|d(p,F) —d(p,F")| = 2a, pour un certain réel a tel que 0 < 2a < d(F,F’).

Soit Q une ellipse de foyers F et F’ et de directrices D et D’. Pour tout point p
de 9, on a
d(p,F) +d(p,¥') = e(d(p,D) +d(p,D’)) = ed(D,D") ,

puisque p est entre D et D’. Ceci montre que Q est contenue dans I’ensemble
E={pl|dpF)+dpF)=2a},

avec a =ed(D,D’')/2, demi-grand axe. Inversement, choisissons une base orthonormée
(e1,e2) dans laquelle F/ — F = 2cey , avec ¢ = d(F,F’')/2 < a. Soit p un point de £ ; on a

2
lp=F|* —llp—F|° = 2p—F —F,F —F) =2 (2p—F - F, 1)

et
lp—F|+lp—F| =2a.

En divisant la premiere égalité par la seconde, on obtient

lp=Fl=lp—F| == @2p—F-F,e),

elo

puis
c

—_F|l =
Ip—Fll =a+ -

<2p —F - F/,€1> 5
et enfin, en élevant au carré,
c

2
o (2p—F—Fe1)) =0,

(50.5) (p—F,p—F) — (a+

qui est bien un polynme de degré 2 en les coordonnées (z,y) de p dont le terme homogene
de degré 2 est z? + y? — Z—sz . Puisque ¢ < a, cette forme quadratique est définie positive;
comme & n’est pas vide puisqu’il contient Q, c’est une ellipse (¢f (50.1)), donc c’est Q.
Ceci prouve a).

De la méme faon, si @ une hyperbole de foyers F et F’ et de directrices D et D/,
on a pour tout point p de Q

d(p,F) —d(p,F') = e(d(p,D) — d(p,D’)) = +ed(D,D’)
puisque p n’est pas entre D et D’. Ceci montre que Q est contenue dans
E={pl||d(pF)—dpF)|=2a}.

Inversement, on montre comme ci-dessus que &£ est défini par la méme équation
(50.5). La signature de la forme quadratique x? + y* — Z—Zx2 est maintenant (1,1), de sorte
que & est une hyperbole (¢f (50.1)). Ceci prouve b). =
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51. Surfaces quadriques

Nous ne considérerons que les quadriques propres Q centrées a l'origine. Comme on
I'a vu en (49.4), leur équation s’écrit, dans un repere orthormé convenable, soit

auquel cas on dit que c’est un hyperboloide a deux nappes (le plan d’équation = =0 est
un plan de symétrie qui ne rencontre pas Q, qui est formé de deux «morceaux » disjoints
séparés par ce plan).

Théoreme 51.1.— Un hyperboloide a une nappe H est une surface réglée : par chaque point
p de H passent deux droites contenues dans H , qui sont l'intersection de H et du plan
T,H.

Comme #H est a centre l'origine, on a vu en (49.7) que T, est un plan affine dirigé
par orthogonal pt@ de p pour Q. Notons

Soit p+p’ (avec p’ dans p'@) un point de T,H ; pour qu'il soit dans H , il faut et
il suffit que
0=Q(p+p)—1=Q(p)+2B(p,p) + Q) — 1 =Q(p),

puisque Q(p) =1 et B(p,p’) =0. L’intersection T,HNH est donc le translaté par
p de l'ensemble des vecteurs isotropes pour la restriction Q' de Q & pte. Comme
Q(p) =1>0 et que la signature de Q est (2,1), la signature de Q est (1,1); elle

2

s’écrit Q'(u,v) = u? — v? dans une base convenable de p@, c’est donc la réunion de deux

droites. m

Remarque 51.2. Dans le cas d’un ellipsoide ou d’un hyperboloide a deux nappes, la méme
démonstration montre que T,H NH est réduit au point p (avec les notations ci-dessus, la
restriction Q' est respectivement définie positive et définie négative).
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52. EXERCICES

(52.1) Polynémes de Legendre : soit E ’espace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré
au plus n.

a) Montrer que la relation

1
(P,Q) = / P()Q(t)dt
-1
définit un produit scalaire sur E.
b) Soit
1 dm 9 m
Lon(@) = gt g (&5 D7)
Montrer que Ly, est un polynéme de degré m et que (Lo,...,Ly) est une base de E. Quel est le
coefficient dominant de L,, 7 Calculer Ly, (1).

c) Calculer (Lj,X*) pour k < j.En déduire que (Lo,...,Ly,) est une base orthogonale de E.

P 2m 2
d) Calculer ||Ly,| (on pourra utiliser I’égalité fo /2 sin2m+1 g 4o = % .

e) Montrer pour tout élément P de E l'inégalité

n

@l < Pl | S 2 @)

2
j=0

pour tout x. On peut d’autre part démontrer |L;(x)| <1 pour tout j et |z| <1 ; en déduire

n+1
V2

[P(z)] < 1Pl

pour |z| < 1.

(52.2) Polynémes de Tchebytcheff : a) Soit m un entier positif. Montrer qu’il existe un unique
polynéme Ty, tel que 'on ait Ty, (cos @) = cosmb pour tout réel 6. Calculer To, T1, T2 et T3. Quels
sont le degré et le coefficient dominant de T, ?

b) Soit E D’espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré au plus n . Montrer que la relation

1

POQW)

P,Q) =
wa= [
définit un produit scalaire sur E.
¢) Montrer que (To,...,Ty) est une base orthogonale de E. Calculer la norme de T, .

d) Soit P un élément de E unitaire de degré n . Montrer 'inégalité

1
max |P(x)| > ——,
max [P(@)] > 5

avec égalité si et seulement si P = T, /2"~ (on pourra considérer les racines du polynéme P — T, /2"~ 1).

(52.3) Polynémes d’Hermite : soit E D’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré au
plus n.

a) Montrer que la relation
+oo )
(P,Q) = / P(1)Q(t)e ™"/ 2dt

[ee]

définit un produit scalaire sur E.
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b) Soit

2

ex /2 dm _w2/2
Hpm(z) = " d_m( ) -
Montrer que Hy, est un polynéme de degré m et que (Ho,...,Hy,) est une base de E. Quel est le

coefficient dominant de H,, ?

c) Calculer (Hj, XF) pour k < j.En déduire que (Ho,...,H,) est une base orthogonale de E.

(52.4) Soient f et g des fonctions continues de [a,b] dans R . Montrer I'inégalité

/ If(t)g(t)ldt<\// f(t)2dt \// g(t)2dt.

52.5 Soient E un espace vectoriel réel et E—- R une application (]Lli vérifie our tous x et
PP ) P Yy
dans E y la relation

(%) Q(z +y) +Q(z —y) = 2(Q(z) + Qy)) -

a) Montrer la relation

Qz+y+2)+ Q) +QY) + Q) =Qlz+y) + Qy+2) + Q(z + )
(on pourra utiliser (*) pour déterminer les sommes deux & deux de Q(z+y+2), Qlx+y—2) et
Qlz—y—2)).
b) Montrer que I’application B : E x E —+ R définie par
B(z,y) = Qz +y) — Qz) - Qy)
vérifie B(z + vy, z) = B(z,2) + B(y, 2) .

¢) Soit N une norme sur un espace vectoriel réel E. Montrer que N est euclidienne, c’est-a-dire qu’elle
peut étre définie & partir d’un produit scalaire, si et seulement si on a pour tous x et y dans E 1’égalité

N(z +y)? + N(z — y)? = 2(N(2)* + N(y)?) .

(52.6)  On dit qu’une matrice symétrique réelle est définie positive si la forme quadratique de matrice M
dans la base canonique de R™ est définie positive.

a) Pour qu’une matrice symétrique réelle M soit définie positive, il faut et il suffit que *XMX > 0 pour
toute matrice colonne réelle non nulle X.

b) La somme de deux matrices symétriques réelles définies positives est définie positive.

¢) Pour qu’une matrice réelle M soit définie positive, il faut et il suffit qu’il existe une matrice P
inversible telle que M = !PP .

d) Pour qu’une matrice symétrique réelle M soit définie positive, il faut et il suffit que ses valeurs propres
soient strictement positives.

e) L’inverse d’une matrice symétrique réelle définie positive est définie positive.

f) Soit M une matrice symétrique réelle définie positive; montrer qu’il existe une unique matrice
symétrique réelle définie positive N telle que M = N2 .

(52.7)  Soit Q une forme quadratique sur R™ de matrice M dans la base canonique; soit A la plus
grande valeur propre de M . Montrer ’'inégalité

Q(z1,...,zn) < >\($§+~~-+x%),

pour tous réels z1,...,Tn, .

(52.8) Soient € un réel non nultiple de 7 et n un entier positif.
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sin(n+1)6

sin 6

a) On pose A, =

b) Exprimer A,y2 + Aj, en fonction de Apqq .

¢) On pose
2cos 6
1

Dp=| ©

0
0

1
2cosf

1

0
1

2cos 0

0

1

1

0

2cos 0
1

. Calculer Ag, A1, A et A3 en fonction de cosf.

0
1
2cosf

de sorte que Dg =1 et D1 = 2cosf. Calculer Do et D3 . Etablir une relation entre Dy42, Dypy1 et Dy .
En déduire D,, = A,, pour tout n.

d) En déduire les valeurs propres de la matrice carrée d’ordre n

2 -1 0 - 0
-1 2 -1 0 0
M — o -1 2 -1
0
0 o -1 2 -1
0 e 0 -1 2

e) Montrer que M est définie positive et que, pour tous réels zi,...,zy, , on a

22 4+ (1 —22)? 4 (2 —23)2 + - (Tn—1 — Tn)? + 22 > 4sin? (2 4+ -+ 22).

2(n+1)

(52.9)

a) Montrer I'inégalité
n

n—1 9
2 jz:xi’

=1

E Ty <

1<i<j<n
pour tous réels z1,...,zn (utiliser Pexercice (52.7)).

b) Soient M = (a;;)1<i,j<n une matrice réelle et A une valeur propre de M. Montrer 'inégalité

n—1

max

| Im(A)] <
2 1<i<j<n

laij — aji
J J

(on pourra introduire un vecteur propre X associé & A et calculer ‘X(M —*M)X comme dans la
démonstration du th. 45.9).

(52.10)  Soit Q une forme quadratique définie positive sur R™ .

/ e~ QU= gp

converge et calculer sa valeur (on rappelle I’égalité fj_;o e dg = V).

a) Montrer que l'intégrale

b) Calculer le volume de {z € R™ | Q(z) < 1}.

(52.11)  Soit M = (aij)1<4,j<n une matrice réelle symétrique. Pour 1 <k < n, on note M la matrice
(aij)r<i i<k -

a) On suppose M définie positive; montrer que les déterminants de My, ..
positifs.

., M,, sont tous strictement

b) On suppose que d; = det(M;) est strictement positif pour 1 < j < n ; on veut montrer que M est
définie positive. Soient Q la forme quadratique de matrice M dans la base canonique de R™ et Fi le
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sous-espace vectoriel de R™ engendré par les k premiers vecteurs de la base canonique. On raisonne par
I’absurde; soit k le plus petit entier tel que la restriction de Q a Fj ne soit pas définie positive. Montrer
que la signature de cette restriction est (k — 1,1) ; en déduire une contradiction.

c) On suppose plus généralement que tous les d; sont non nuls. Montrer qu’il existe une base de R"
dans laquelle la matrice de Q est diagonale de coefficients diagonaux (di1,ds/d1,ds/da,...,dn/dn—1). On
retrouve ainsi le résultat du b).

(52.12)  Soit M une matrice réelle symétrique. Montrer que exp(M) est définie positive.

(52.13)  Soient M = (ajj)i<ij<n € N = (bjj)i1<i j<n des matrices réelles symétriques définies positives.
Montrer que la matrice (a;;b;5)1<i j<n est symétrique définie positive. (montrer qu’il existe des réels p;;

et di > 0 tels que a;; = kakzidk:pkj )

(52.14) Soient M et N des matrices réelles symétriques. On suppose que N et M — N sont définies
positives; montrer que M~! — N~1 est définie positive (on pourra diagonaliser simultanément M et N).

1

(52.15)  a) Montrer que la matrice ( —)
i+ =1/ 1<ij<n

est définie positive (on pourra utiliser un analogue

de Dexercice 52.1).

**b) Inégalité de Hilbert : pour tous réels z1,...,xy, , montrer 'inégalité
n
T;T;
E 4 <7 E x? .
i1+7—1
1<i,j<n i=1

(52.16)  Soient u et v des endomorphismes symétriques d’un espace vectoriel euclidien E et k& un entier
strictement positif tel que u* = v¥ . Si k est pair, on suppose de plus que les valeurs propres de u et de v
sont positives.

k

a) Montrer que tout vecteur propre de u® est vecteur propre de w .

b) En déduire u =wv.

(52.17)  Soit M une matrice inversible réelle.

a) Montrer qu’il existe une unique matrice symétrique réelle définie positive N telle que N2 = *MM
(utiliser Pexercice 52.6).

b) Montrer que M peut s’écrire M = ON, avec O orthogonale, et que cette décomposition de M en
produit d’une matrice orthogonale et d’une matrice symétrique réelle définie positive est unique (on pourra
utiliser I’exercice précédent).

¢) Décomposition de Cartan : montrer que M peut s’écrire M = ODO’ , avec O et O’ orthogonales
et D diagonale a coefficients diagonaux strictement positifs. Cette décomposition est-elle unique ?

(52.18) Inégalité de Hadamard : soit M = (a;;) une matrice réelle carrée d’ordre m. Nous allons

montrer 'inégalité
n n
det(M)? < H(Z a%) .
j=1 1

i=
a) Montrer qu’il y a égalité lorsque les vecteurs colonnes de M sont orthogonaux deux & deux.

b) Démontrer 'inégalité (on pourra appliquer le procédé d’orthonormalisation de Schmidt aux vecteurs
colonnes e, ...,e, de M et montrer, avec les notations de la démonstration du théoreme 44.8, les inégalités

leX 11 < lle;ll)-

¢) A quelle condition nécessaire et suffisante y a-t-il égalité?

(52.19)  Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E. Montrer que le déterminant de
sF est (—1)dim(Fl) et que la trace de pp est dim(F).
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(52.20) Montrer qu’un endomorphisme orthogonal diagonalisable d’un espace vectoriel euclidien est une
symétrie orthogonale.

(52.21)  Exhiber une matrice symétrique compleze qui n’est pas diagonalisable.

(52.22)  Soient M une matrice symétrique réelle définie positive et M’ une matrice symétrique réelle. On
va montrer de deux facons différentes que MM’ est diagonalisable.

a) Ecrivons (exerc. 52.6.) M = N2 avec N symétrique réelle. Montrer que MM’ est semblable a
NM’'N . Conclure.

b) Soient Q la forme quadratique sur R™ de matrice M~!, et Q' la forme quadratique de matrice
M’ . Conclure en appliquant le théoréme 49.1.

(52.23)  Soient x1,...,xp des vecteurs non nuls d’un espace vectoriel euclidien de dimension n , qui forment
deux & deux des angles obtus, c’est-a-dire qui vérifient (x;,xx) < 0 pour tous j # k.

a) Soient J une partie minimale de {1,...,p} telle que les vecteurs (x;);ej soient liés, et ZjGJ AT
une combinaison linéaire nulle telle que ensemble J’' des indices j € J tels que A; > 0 soit non vide.
Montrer || ZjEJ’ >\j90j||2 =0 ; en déduire J' =7 .

b) Montrer p < 2n (on pourra procéder par récurrence sur n , considérer une partie J comme en a) et
montrer que pour tout j dans J et tout k non dans J, x; est orthogonal & xy ).

¢) Caractériser les ensembles de 2n vecteurs qui vérifient ’hypothese.

d) On suppose maintenant (x;,zy) <0 pour j # k. Montrer p < n + 1. Montrer qu’il existe effective-
ment des ensembles de n + 1 vecteurs vérifiant ’hypothese.

(52.24) Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. A tous éléments zi,...,zm de E, on
associe le réel

G(z1,...,zm) = det({zj,zk))1<j,k<m,
appelé déterminant de Gram de (x1,...,Zm) .

a) Montrer G(z1,...,Zm) =0 si z1,...,Zm,m sont liés.

b) Montrer G(z1,...,Zm) >0 si x1,...,xm sont libres (on pourra interpréter la matrice définissant
G(z1,...,2m) comme la matrice de la restriction du produit scalaire au sous-espace vectoriel de E engendré
par zi,...,ZTm ). Pour m = 2, montrer que l'on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

¢) Soient A1,...,An des réels; montrer

GMz1 + -+ AT, T2, -, Tm) = MG (21, .. ., Tm)

(on pourra interpréter les matrices définissant G(A1z1 + -+ + AmTm, T2,...,2Zm) et G(z1,...,Zm) comme
les matrices dans des bases différentes de la restriction du produit scalaire au sous-espace vectoriel de E
engendré par x1,...,T, et utiliser la formule de changement de base).

d) On suppose (z1,...,Zm) libres. Soient F le sous-espace vectoriel de E engendré par z1,...,Tm et
2 un point de E. Montrer la formule (cf th. 45.5)

d(z,F)? = :

L /-2 -1 2
-~ (2 —21
3 1 2 2

est une matrice de rotation. En déterminer 'angle et 'axe.

(52.25) Montrer que

(52.26)  Déterminer tous les éléments du groupe O(1,1,R) (défini & la fin du chapitre précédent).

(52.27) a) Soient x, y et z des vecteurs de R® et B une base orthonormée directe. Montrer que le réel
detp(z,y, z) ne dépend pas du choix de B. On le note [z,y, 2] .
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b) Soit u un endomorphisme de R?3 ; montrer I’égalité
fu(e), v, 2] + 2, u(y), w] + 2,9, u(=)] = Tr(w) [z,y, ).
En déduire qu’il existe un endomorphisme v de R3 tel que
u(@) ANy +x Au(y) =v(zAy)

pour tous = et y (on pourra faire intervenir I'adjoint de u ).

(52.28)  Déterminer la nature de I’endomorphisme u de R? dont la matrice relativement & la base
canonique de R3 est donnée ci-apres, et préciser les éléments caractéristiques de u :

-2 -1 2 1 V6 x> V1 —22 V1 — 22
, 1 3
-6

2 -2 1 -6 , V1 — z2 1 — 22 —T
1 2 2 NG ) V1 —z2 —x 0

(52.29) Soit r la rotation d’axe dirigé et orienté par un vecteur unitaire e et d’angle 6.

a) Montrer
r(z) =z +sinf(e N z)+ (1 —cosf)e A (e A x)
pour tout = dans R3.

0
b) On suppose que r n’est pas une symétrie, et I’on note ¢t = tan 3 et e/ = te. Montrer 1’égalité

r(z) =z + e N(x+e Ax)

1+ [lef1?

pour tout = dans R3 (formule de Rodrigues).

(52.30)  Pour chacune des quadriques Q suivantes, préciser :

— un repére orthonormé dans lequel @ admet une équation réduite;
— I’équation réduite de Q ;
— la nature de Q.

a) w2 +y? +22 —2yz—4dx+4y—1=0.

b) 22 +y? +22 - 22y —1=0.

c) 2?2 +y? +22 - 22y +2r2+3r—y+2z+1=0.

d) 22 +4y? +522 —dxy — 22 +4y =0.

e) 2 —4dx —3y+42—-2=0.

) Tx? — 2y? + 422 + dxy + 2022 + 16yz — 362 + T2y — 1082 + 36 = 0.

g) —y)y—2)+y—2)z-—2)+(z—-2z)(z-y)+(r—-y) =0.

h) sy +yz=1.

i) ay+axz4+yz+2y+1=0.

(52.31) Déterminer la matrice d’un demi-tour autour de la droite de vecteur unitaire (a,3,7) -
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