Appendix C

Schéma aux différences finies
compactes pour nos équations

Pour résoudre 1’équation

d%u
on utilise alors
0*u 9 1 u
oy o Uyl g0

B2 = hihy + B3 9
— T (0) 4 (hy — ) O(RY).

L’idée de la méthode est de re-différencier I’équation (C.1) pour réduire Ierreur
de troncature. L’équation précédente peut s’écrire

T (), - 5 (e ) 2L 0)

. Oz? 3 ox
(C.3)
h — hihy + k3 O*f 3
— D 812(0) + (hy — h1) O(R7).

En approchant les dérivées du second membre a 'aide des opérateurs centrés, il
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vient
0%u - 1 < hihy 0°f 3
5;=@@g§%—M(Wh—65;+@M
~ 1 0*f
62 f)o — = (hy — hy) ==
(C.A4) h? — hihy + h2 (&0 3( ’ 1)5503(0)
. ! 1702 2 h2—h1h2+h284f
12 —-1 2 (0)
12 Ox?

+(hy — hy) O(R?)
+(hg — hy) O(R?) .

Pour simplifier ’écriture, placons nous dans le cas d’une grille a décroissance
géométrique, c’est-a-dire pour laquelle (hy — hy) ~ O(h) , on a alors

O~ (), — S ha ) (300 + O()

(C.5) B2 = hihy + K2
12
+O(hY).

((3°F)o + O(h))

La version discrete de ’équation (C.1) s’écrit alors

h? — hyhy + b2

12 (5 )y + O(R)

(C.6) (P@O=f+§am—hg@ﬂo+

Ce schéma est d’ordre trois sur une grille irréguliere, alors que le schéma de
différences finies classiques n’est que d’ordre un. D’une maniere matricielle ce
schéma s’écrit

(C.7) ﬁﬂmgz(uﬂ+§am—m)ﬁy+ﬁ_h£2+@[ﬁD(ﬁ%

soit

(C.8) 57 (w) = [Kz] (£) -

Sur une grille réguliere (lorsque les opérateurs § et 6% deviennent § et 42 ) ce
schéma s’écrit sous forme matricielle

B ¢ 5 1
2! P
2 5L
(Cg) ﬁ . .. U; — 1 ; 1 fz
1 -2 1 : 5§ b
I I =2] I 7 6
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Un schéma aux différences finies compactes tel que nous I’avons introduit (par
redifférentiation) doit étre redérivé pour chaque nouvelle équation. Nous allons
a présent établir un schéma compact sur grille irréguliere pour notre systeme
d’équations, que nous mettons sous la forme (voir équation 2.102)

d . m et 1 m
aA‘upl IAQUM ‘|‘E 11mAupl +E 1m@3utl +F17
a m m —1: m m - 1 m

(O Ygg et = A+ B gy el = B gy Qo™ + 12
13} 1
O = - AO + B

ou Fy et F, représentent les termes indépendants de u (Archimede) ainsi que
les interactions non-linéaires calculées dans 1’espace physique, et F3 contient le
i VT, (indépendant de 8 ) et le « - V6 calculé dans I’espace physique.

Procédons par complexité croissante ; commencons par traiter ’équation pour
la perturbation de température

a m 1 m
(C.11) a@ PTAG)Z + F3,
d 1 0 1 20 1 l(l—l— 1)

12 mo 2 gry - 2 %gm m R
(C.12) @t® Pr 826 +Prrar®l Pr O+ Fs.
Suivant Spotz (1995), nous posons

_ - a ... 1 I(l+1)
(C.13) Fs=F3— ae) ~ Py 2 I
I’équation (C.12) s’écrit alors

o 29 .
(014) a 2@ E@[ = —Pr F3.

Appliquons alors la méme approche que pour I’équation (C.1):

20 ey 5 h? — hihy + B2 0O
O + 5 50 =(800), = 5 (ha = h) Z55-(0) = =——5—— 55-(0)
2 (/o hhy OPOT

+(hz = h) O(F%) + — ((5®z )o— 162 axé (0)+0(h3)) :
(C.15)
En différentiant (C.14) il vient

* a9 (2a OFy

(C.16) e ——5(;5 ) Prgy

#0292 R OFy
(C-17) 5l = a5 L ea P
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et
GE (2 9 d (2 0 92 Fy
1 Q= =T am _ Z T Qm _P—
(C.18) 8r4®l or (7“2 8r®l) or (r 8r2®l) " or?z’
o 490 . 409 . 20 D*Fy
(C19) GO = —5 5,0 + 5 g0 — L g —Prgs
_ o 8 0 .. 8 9 2 3F; 9?F
(C20) GO == 5, O + a g + P — P
Avec I’équation (C.15) on a alors
2 20 oy 2.0 ., 28 dF;
a0 g0 = (o), 50— (5 grer - T gher - pr )
h2 —hihy+h: ([ 8 9 . 8 9 2  OF D% Fy
BT gt ga G = P
+(hy — h1) O(R?)
2 (/o N hihy (20 . 29 OF, 3
+ <(5@f )= 5 (ﬁa@l - ¥ —Prﬁ)“’)(“ -
(C.21)

En remplacant les opérateurs différentiels par leurs approximations discretes
on obtient alors

02 20 S 2 (5
SOr 4 oo = (%07), + = (d07"),

-y (3 o) - (o) - e ),
hi — hihy + h3 8
a 12 (

+2 (-1 (3 o), - 2 (o), - pr (572), ) ) + 00

.
(C.22)

La version discrete de I’équation (C.14) s’écrit alors

~ 2(hy — A S8(h? — h{h h? 2hh
(52@7)0(1+ (h2 1) (A7 1hy + 2)+ 12)

3r 1212 3r?
- 2 2(hy—hy)  8(hi—hihy+h3)  2hihy
t (5(91 )o (_ N 32 + 1243 T 3,3

(C.23)

. _ 2 2 .
——PrEy - Pr (3£, (h2 ; h héhQ +hi) _ %)
T T

X A h? — hihy + h?
—Pr (52F3) ( 1 1the + 2) )
0 12
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Soit sous forme matricielle

2(hy—h 8 (h} — hihy + h3 2hihs\ %
<1+(2 1)_(1 1he + 2)_|_ 12)[52}((9?)

3r 1212 3r2
2 2(hy—hy)  8(h}—hiha+h2)  2hiha\ s,
+(r_ 32 T 1273 ETS 4 &)
(C.24) = —Pr [1d] (F3)
J— 2 _ 2 y o~ A
— Pr <h2 : o (=Pl 2 18) %) 3] (#5)
3 6r r
(hi = hiha + h3)\ 1) (7
P ( i, 3] (7).

Notons que pour accroitre 'ordre du schéma, on n’a pas seulement introduit une
matrice au second membre comme dans I’exemple précédent, mais les coefficients
du premier membre du systeme ont eux méme été modifiés.

Il est intéressant de noter également que les modifications par rapport au
schéma de différences finies classiques sont toutes en A ou en puissance de h |,
elles disparaissent dans la limite des petits h (consistance).

On écrira encore ce schéma de maniere condensée

(C.25) A o =—Pr[K; | Fs.
D’ou en remplagant Fy par son expression

(267 [K5 ] 0 = 5 [A] o - - )

[K3,| 7 + Kz | Fs.
Que 'on peut écrire

9
ot

1(1+1)

4]

Intéressons nous a présent a I’équation du scalaire toroidal de la vitesse

(C2n) o[k ]ep =5 [A]- (K3 ] 07+ [Ks] Fa.

9
ot

1

(C.28) )

ut;n = Aut;n + E_lil

ut?n — E_l

m
l(l—l—l) Q3upl —I_ 2

Le terme ()3 défini précédemment (équation (2.50)) introduit des dérivées ra-
diales des harmoniques de degrés (I + 1) et (I —1) . En toute rigueur ces dérivées
devraient étre traitées ici par un opérateur compact, ce qui interdirait de traiter
indépendamment les différents degrés. Pour une premiere approche, nous traite-
rons donc ce terme par différences classiques, et nous l'incluons au terme Fs.
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2 m
ot [(I+1)

_ o0t 20 (41 .. om
(C.?)O%u” :WU” —I—;Eu” —77’.2 u” —|—E ]ll(l—l_l)

Qui se discrétise donc par le méme schéma que 1’équation (C.27):

(029) ut;n = Aut?n + E_lil

m /
Uy +F27

m /
Uy +F27

0 - m A l(l + 1) ’ m -1 m - m -
e {[x&} Uy = [Ar] - {[x&} uy + b 1l(l—|— 0 [[x&} U +[I&AT] Fy.
A

(C.31)
Traitons enfin le cas du scalaire poloidal

(322 Auyr = A2y 4+ B A 4 BT — Qup 4+ F
o T re T T T TS R
Q« a m m -1 - m m

(033) aAum :AQ upl ‘I‘E lﬁmAUpl ‘I‘F{,

Posons

(C.34) X = Au,)",

on a alors 5
k X =AX+Ei— X4 F]

(C.35) 5 + 1l(l—|—1) + £

On utilise alors pour cette équation le schéma d’ordre deux déja utilisé pour les
deux précédentes

(0.36)  [Kj | %X = [A] X + E7i

1(171 5 (K5 | X+ [Kg | .

En utilisant alors le schéma également d’ordre deux

- -1 s m
(C.37) X = K5 | [A] g
on peut proposer le schéma d’ordre deux

a .. IR TS e . . -1 s .
o s ] (8 =[8] ) 8]

Ty s ] (s A w [ FL
a - ~
(C.39) oi 18] wit = [A) [Ka |7 [B] wp
+ E_lﬁl(ln—ll— 0 [3} )" + {KAT} P
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On utilise alors la commutativité, propriété généralement fausse pour le produit
matriciel, mais vérifiée ici car les matrices sont symétriques (les matrices des
opérateurs sont symétriques car les schémas sont centrés, et les matrices “de
masses” sont constitués de combinaisons linéaires de l'identité et de matrices
d’opérateurs, elles sont donc également symétriques).

(C.40) 8w = [R5 ] [A) wr
+ E—liﬁ [A} upy” + {KAT} o
a A ~
(cay O Ka ] [A] w = [A]
+ E‘lﬂﬁ {KAT} {A} up + {K&r Fr

ou tous les opérateurs sont pentadiagonaux, comme dans le schéma de différences
finies classique.
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