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Summary

I rapidly recall the history of the knowledge of the Earth’s magnetic field,
from the magnetic compass to the observatories and paleomagnetic studies. I also
briefly present the knowledge we have of the FEarth’s interior (through seismologic
studies, geochemistry, and high pressure physics). Then I introduce the very basic
ideas of dynamo theory, and admit that it is the only theory that can agree with
observational constraints.

I will try, in the following work, to investigate whether numerical modeling
can, or cannot, improve our understanding of the source of the Farth’s magne-
tic field. I will focus on numerical difficulties associated with this problem, and
try to defend the idea that, if performed in close interaction with theorical and
experimental studies, numerical modeling can indeed guide our understanding.
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Introduction

e champ magnétique terrestre est connu des hommes depuis fort longtemps.
£ Les plus anciens textes retrouvés qui font référence a la boussole sont chi-
nois et remontent au premier siecle de notre ere. Mais 1’explication du phénomene
restera longtemps mystérieuse, puisque 'on pense encore au XIII® siecle que la
boussole pourrait pointer vers I’étoile polaire. L.’idée que 'orientation de la bous-
sole est liée a la Terre elle méme, est mentionnée pour la premiere fois par le
Dr. William Gilbert (médecin de la reine Elisabeth 17® d’Angleterre). En 1600, il
compare dans son De Magnete la Terre a un “énorme aimant” proposant ainsi le
premier modele de génération du champ magnétique terrestre (c.f. figure 0.1).

La démonstration que I’essentiel du champ magnétique est bien d’origine in-
terne vient bien plus tard, elle est faite par Carl Friedrich Gauss en 1839. Gauss
invente les “Harmoniques Sphériques” pour décrire le champ (nous utiliserons ces
mémes harmoniques dans cette these), et déduit de son potentiel I'origine interne
du champ. La question de son origine reste cependant encore entiere.

Revenons au XVII® siecle, Henry Gellibrand, professeur d’Astronomie au Gre-
sham College a Londres, publie en 1634 une découverte étonnante. Reprenant les
mesures du champ faites par ses deux prédécesseurs William Borough (1580)
et Edmund Gunter (1622) en lesquels il avait grande confiance, il constate une

Fic. 0.1 — Champ magnétique associé a un ai-
mant dipolaire sphérique (“terrella”) et a la Terre

(De Magnete, William Gilbert, 1600).
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variation dans le temps du champ au méme lieu, de plus de 7°.

« For it is the Assertion of Mr.Dr.Gilberts. “Variatio unicuisq; Loci
constans est”, that is to say, the same place doth alwayes retaine the
same variation. Neither hath this Assertion (for ought I ever heard) been
questiond by any man. But most diligent magneticall observations have
plainely offred violence to the same, and proved the contrary, namely
that the variation is accompanied with a variation. »

Henry Gellibrand,
A discourse Mathematicall
on the variation of the Needle,

(cité d’aprés P.Radelet).

Cette variation lente du champ (par opposition aux variations rapides et quasi
périodiques d’origine externe), s’appellera plus tard “variation séculaire”. Cette
observation surprenante parait difficilement conciliable avec I’hypothese d’un ai-
mant permanent bien ancré a l'intérieur de la planete...

Descartes reprend pourtant, en 1644, dans les Principia (Part IV, § 133 a 183)
I’aimantation permanente proposée par Gilbert, et tente d’expliquer 1’évolution
temporelle du champ en un méme lieu par 1’activité des hommes qui “tirent
continuellement du fer de certains endroits de la Terre, et le transportent en
d’autres”, conjugué au fait qu’ “il y a eu autrefois des mines de fer en des lieux
ou il n’y en a plus, pource qu’elles s’y font corrompués avec le temps”. Il propose
également une interprétation assez singuliere du magnétisme a base de “parties
canelées” (quisont les petites “viroles” de la figure 0.2, et qui marquent ce que I’on
appellerait sans doute les lignes de force du champ) et de “pores” dont certains
corps sont pourvus, comme l'intérieur de la Terre, et les aimants (qui sont les
petits cercles périphériques sur la figure 0.2).

Fig. 0.2 — Modéle de laimant
pour expliquer le magnétisme ter-
restre, repris par Descartes dans
les Principia, avec une interpré-
tation des phénomeénes magné-
tiques sous forme de “parties ca-
nelées” et de “pores”.

Au début du XIX® siecle, André-Marie Ampere propose un modele différent
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pour expliquer le magnétisme terrestre, le champ magnétique de la Terre serait
di a des courants électriques qui y circulent :

« La premiere réflexion que je fis lorsque je voulus chercher les causes des
nouveaux phénomenes découverts par M.OErsted, est que 'ordre dans
lequel on a découvert deux faits ne faisant rien aux conséquences des
analogies qu’ils présentent, nous pouvions supposer qu’avant de savoir
que l'aiguille aimantée prend une direction constante du sud au nord, on
avait d’abord connu la propriété qu’elle a d’étre amenée par un courant
électrique dans une situation perpendiculaire a ce courant, de maniere
qu’un méme pole de 'aiguille fit toujours porté a gauche du courant, et
qu’on découvrit ensuite la propriété qu’elle a de tourner constamment
au nord celui de ses poles qui se portait ainsi a gauche du courant : I'idée
la plus simple et celle qui se présenterait immédiatement a celui qui vou-
drait expliquer cette direction constante de l'aiguille, ne serait-elle pas
d’admettre dans la terre un courant électrique, dans une direction telle,
que le nord se trouvat & gauche d’un homme qui, couché sur sa surface
pour avoir la face tournée du c6té de 'aiguille, recevrait ce courant dans
la direction de ses pieds a la téte, et d’en conclure qu’il a lieu, de 'est &
I’ouest, dans une direction perpendiculaire au méridien magnétique? »

André-Marie Ampere,

Mémoires, (cité d’aprés G.Laurent).

Ampere envisage alors une pile chimique comme source des courants. En 1831,
Michael Faraday s’intéresse également au probleme de 1’origine électrique possible
du champ géomagnétique, et envisage des courants induits par la rotation de la
Terre (repris dans Fzperimental researches in electricity).

La méme année, Peter Barlow vérifie expérimentalement que ’existence de
courants électriques dans la Terre peut expliquer les observations. Le modele de
Barlow consiste en une sphere en bois, de “16 pouces” de diametre (environs 40
cm), dans laquelle il grave des rainures a 1’équateur et des paralleles tous les 4
degrés, ainsi qu’une rainure verticale d’un péle a ’autre. Il enroule autour d’elle un
fil de cuivre de 90 pieds (environ 27 metres), en passant de parallele en parallele.
Une fois parcouru par un courant, son modele reproduit si bien 1’orientation de
la boussole (déclinaison et inclinaison) qu’il y dessine, pour plus de réalisme, des

10
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continents. Il conclut sur l'origine électrique probable du magnétisme terrestre:

« Nothing can be expected nor desired to represent more exactly on so
small a scale all the phenomena of terrestrial magnetism, than does this
artificial globe (...) I may therefore, I trust, be allowed to say, that I have
proved the existence of a force competent to produce all the phenomena
of terrestrial magnetism, without the aid of any body usually called
magnetic »

Peter Barlow,

Philosophical Transaction.

Le probleme de l'origine de ces courants reste cependant entier, Barlow envisage
un effet thermo-électrique. Aucune réponse définitive n’est apportée a la ques-
tion de l'origine des courants. Arago écrit “ll faut donc se résigner, a 1’époque
actuelle, a réunir les mesures qui serviront de bases aux recherches de nos suc-
cesseurs”. Qu’en est il donc des mesures du champ? On sait depuis le XV siecle
que la boussole n’indique pas tout a fait le nord, mais forme avec sa direction
un angle appelé déclinaison magnétique. Robert Norman observe au XVI° siecle
que 'aiguille n’est pas non plus parfaitement horizontale?. Lors de la fabrication
de boussoles, il remarque que si ses aiguilles sont bien équilibrées avant d’étre
magnétisées, il doit alourdir le pole sud pour équilibrer I'aiguille une fois celle-ci
aimantée?:

« Having made many and divers compasses, and using alwaies to finish
and end them before I touched the needle, I found continually, that after
I had touched the yrons with the Stone, that presently the north point
thereof would bend or Decline downwards under the Horizon in some
quantitie : insomuch that to the Flie of the Compasse, which before was
made equall, I was still constrained to put some small pece of waxe in the
South part thereof, counterpoise this Declining, and to make it equall
againe. »

Robert Norman,
The Newe Attractive,
(cité d’aprés P.Radelet).
Il démontre ensuite ’existence de I’'inclinaison a ’aide d’'une expérience consistant
p

a maintenir une aiguille aimantée en suspension dans un liquide (voir figure 0.3).

La troisieme composante du champ magnétique, 'intensité, est sans doute la
plus difficile a mesurer. Les premieres mesures sont faites, par analogie avec la

2. La premiére observation de I'inclinaison magnétique est en fait a attribuer a Georg Hart-
mann, qui la relate dans une lettre au Duc de Prusse, mais cette information étant restée cachée,
Robert Norman la re-découvre indépendamment.

3.11 travaillait & la latitude de Londres!

11
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FiG. 0.3 — Robert Norman démontre au XVI® siécle
Uexistence de linclinaison magnétique a 'aide d’une
atquille atmantée en suspension dans un liquide. Il
utilise un vase rempli d’eau, et une aiguille fichée
dans un bouchon de licge. Avant d’étre magnétisée,
Uaiguille flotte a la surface. Lorsqu’on la magnétise,
elle pivote, et reste en suspension dans [’eau.
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FiG. 0.4 — Représentation de la déclinaison (a gauche) et de linclinaison (a
droite) pour Paris et Londres depuis 1540, a partir des mesures historiques ajus-
tées aux observatoires actuels : Chambon-la-Forét (Paris, en symboles pleins),
et Hartland (Londres, en symboles ouverts). La “variation séculaire” (lente) du
champ y est trés clairement visible (Alexzandrescu et al., 1997).

mesure du champ de gravité (par observation des oscillations d’un pendule), en
comptant les battements d’une boussole écartée de sa position d’équilibre.

Pour mesurer de maniere systématique ces composantes, Carl Friedrich Gauss
a créé en 1839 a Gottingen le premier observatoire magnétique. En France, le
premier observatoire est installé en 1883 au parc de Saint-Maur (transféré en
1901 pres de Versailles, il est depuis 1936 a Chambon-la-forét, voir Alexandresku
et al. 1997). On apprend beaucoup sur le champ magnétique de la Terre par
son observation. OQutre des variations rapides et de faibles amplitudes (d’origine
externe), on décrit la variation séculaire, cette évolution lente et assez réguliere
du champ (voir figure 0.4). Elle peut entrainer une variation de 'intensité du
champ de quelques pour-mille par an. Ces variations ont de quoi impressionner.
Arago commence le chapitre de ses oeuvres consacré au magnétisme terrestre par

12
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cet avertissement :

« Rien, dans le vaste domaine de la physique du globe, n’est plus caché,
n’est plus incertain, que les causes qui en chaque lieu font varier les trois
éléments du magnétisme terrestre, savoir: la déclinaison, 'inclinaison et
I’intensité. »

Francois Arago,

Ocuvres completes.

et James Clerk Maxwell note a la fin de son chapitre sur le magnétisme terrestre
de son traité d’électricité et de magnétisme:

« When we consider that the intensity of the magnetization of the great
globe of the earth is quite comparable with that which we produce with
much difficulty in our steel magnets, these immense changes in so large
a body force us to conclude that we are not yet acquainted with one of
the most powerful agent in nature, the scene of whose activity lies in
those inner depths of the earth, to the knowledge of which we have so
few means of access. »

James Clerk Maxwell,
Flectricity and Magnetism.

Malgré 1’absence de moyens d’acces directs aux profondeurs de la Terre, des
caractéristiques plus étonnantes encore du champ furent découvertes ensuite en
étudiant les traces des temps anciens. A la fin du XIX® siecle, on s’apercoit que
I'orientation de I'aimantation de certaines roches coincide avec le champ terrestre,
c’est "aimantation rémanente naturelle, qui est a la base du paléomagnétisme et
de I'archéomagnétisme. Des laves en se refroidissant ont enregistré le champ ma-
gnétique ambiant au moment de leur solidification. On peut donc envisager, en
lisant convenablement ces enregistrements, d’étudier les variations du champ ma-
gnétique de la Terre sur des échelles de temps bien plus grandes que celles jusque
la accessibles (par observations directes). Grace aux études paléomagnétiques,
la connaissance du champ magnétique terrestre s’accroit considérablement. On
apprend que celui-ci existe depuis au moins 3,5 milliards d’années (les plus vieux
enregistrements remonteraient méme a 3,8 milliards d’années), et surtout, on
explore ses variations sur de grandes échelles de temps.

En 1906, Bernard Brunhes découvre que certains échantillons présentent une
aimantation rémanente dont la direction est opposée a celle du champ actuel!
Le champ magnétique de la Terre se serait donc inversé au cours de son histoire.
L’existence de ces inversions du champ fut controversée jusque vers 1950 (voir
Valet et Courtillot, 1992). Elle est a présent bien établie (voir figure 0.5).

Aucun des mécanismes envisagés jusque la pour expliquer le champ géoma-
gnétique ne peut rendre compte d’une telle variabilité dans le temps.

13
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FiG. 0.5 — Polarité de la partie dipolaire aztale du champ magnétique terrestre
reconstruite grace au paléomagnétisme pour les 160 derniers millions d’années
(d’aprés Merrill et al. 1996). En noir les périodes de champ “normal”, ¢’est-a-
dire de méme direction que le champ actuel (le pole sud magnétique prés du pole
nord géographique ; le pole nord de la boussole “pointant” wvers le nord géogra-
phique), en blanc les périodes inverses. Il est intéressant de noter le caractére
apparemment chaotique de ces inversions. Certaines périodes se prolongent sur
plus de 30 millions d’années, alors que d’autres font a peine la taille du trait
sur cette figure (les plus courtes qui aient €l€ enregistrées feraient a peine 30000
ans).
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En 1919, Sir Joseph Larmor propose trois possibilités pour expliquer le champ
magnétique du soleil. A la fin de son article, il note que seule 'une d’entre elles
pourrait étre appliquée a la Terre, mais reste prudent, car cela nécessiterait que
des régions profondes de notre planete soient fluides. Il décrit cette possibilité en
ces termes :

« In the case of the sun, surface phenomena point to the existence of
a residual internal circulation mainly in meridian planes. Such internal
motion path around the solar axis planes. Such internal motion induces
an electrical field acting on the moving matter; and if any conducting
path around the solar axis happens to be open, an electrical current will
flow round it, which may in turn increase the inducing magnetic field.
In this way it is possible for the internal cyclic motion to act after the
manner of the cycle of a self-exciting dynamo, and maintain a permanent
magnetic field from insignificant beginnings, at the expense of some of
the energy of the internal circulation. »

Sir Joseph Larmor,

FElectrical Review.

En simplifiant quelque peu, elle peut se résumer ainsi: si 'on admet qu’un
champ magnétique existe, et s’il baigne dans un fluide conducteur en mouvement,
ces mouvements d’un conducteur dans un champ magnétique peuvent induire des
courants. A ces courants est associé un second champ magnétique, et si celui-ci
vient renforcer le champ déja existant, on peut alors obtenir une dynamo* auto-
excitée.

Peu de temps apres, le sismologue Beno Gutenberg montre, par 1’observation
des temps d’arrivée d’ondes sismiques ayant traversé la planete, que la Terre
possede un noyau. Retardé par la seconde guerre mondiale, Walter Elsasser s’ap-
puyant sur la découverte de Gutenberg, publie en 1946 un travail divisé en trois
articles, reprenant et formalisant le mécanisme proposé par Larmor, jetant les
bases d’une théorie dynamo dans le noyau fluide de la Terre. Cette théorie est
la seule proposée qui permette de rendre compte, tant de la variation rapide des
termes non dipdles du champ magnétique (variation séculaire), que des inversions
de sa partie dipole.

Elsasser sera suivi par Bullard en 1949, et bien d’autres apres. Il serait cer-
tainement passionnant de pouvoir décrire ’histoire de la théorie dynamo, et de
connaitre les contributions des chercheurs qui ’ont développée, malheureusement
cela sort du cadre de cette introduction®. Je me borne a rappeler deux événe-
ments d’importance. En 1934, Thomas Cowling démontre qu'un champ purement

4. Elle a ceci de commun avec la dynamo de vélo qu’elle transforme de 1’énergie cinétique en
énergie magnétique. Mais c’est tout ! La dynamo de vélo utilise pour cela un aimant, elle n’est
pas “auto-excitée”. De plus les courants y sont contraints a ’aide de bobinages, alors que le
noyau dans son ensemble est un conducteur.

5. Fagon & peine voilée de dire que j’en suis malheureusement encore incapable !

15
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axisymétrique ne peut étre entretenu par une action dynamo. C’est le premier
théoreme anti-dynamo (d’autres sont découverts par la suite). Il est de taille,
car le champ de la Terre étant essentiellement dipolaire axial, il était tentant
d’imaginer un modele purement axisymétrique. On peut alors se demander s’il
n’existe pas un théoreme anti-dynamo général! En 1958, Herzenberg et Backus
exhibent indépendamment des familles de mouvements capables de faire croitre
un champ magnétique, un tel théoreme ne saurait donc exister. Depuis lors, la
théorie dynamo étant la seule a pouvoir rendre compte des observations est tres
largement acceptée, elle n’a cependant jamais été démontrée.

Ce que l'on sait aujourd’hui sur l'intérieur de notre planete nous donne-t-il
de nouvelles pistes?

Les progres de la sismologie ont été rapides et considérables. En 1981, Dzie-
wonski et Anderson proposent un modele de Terre en couches sphériques concen-
triques, que ’on appelle PREM®, et qui sert aujourd’hui encore de référence. Ce
modele est établi & partir des observations sismologiques (ondes et modes nor-
maux), ainsi que de la masse et du moment d’inertie terrestres. Il apporte une
grande quantité d’informations sur le noyau terrestre. Il spécifie la densité, p , en
fonction de la distance au centre de la Terre (premier graphe de la figure 0.6). On
peut vérifier qu’elle varie assez peu dans le noyau, avec une légere discontinuité
entre la graine et le noyau liquide. On peut en déduire, par intégration, un modele
de gravité. On montre que, pour une Terre a symétrie sphérique et homogene,
la pesanteur varierait linéairement avec la distance au centre. Cela dérive de la
formule de Gauss sur une sphere de rayon r ,”

(0.1) / G-7dS=—-AxG [ pav,

T ‘]T
ou (& est la constante de gravitation universelle, et 77 la normale sortante a la
sphere, d’ou avec nos hypotheses

B 4
(0.2) HgH(4Wﬁ)=4ﬂGW(§ﬂﬁ%

L4
(0.3) 1gll=gmGpr.

On vérifie alors que, bien que ’hypothese d’homogénéité soit fausse, le profil de
gravité ne differe que tres peu d’un profil linéaire dans le noyau (deuxieme graphe
de la figure 0.6). Le modele PREM spécifie également les vitesses des ondes P
et des ondes S (non représentées ici), on peut donc construire le coefficient de
compressibilité, 1 /K , (troisieme graphe de la figure 0.6). On note que le noyau
est tres faiblement compressible (de 'ordre de 1072 Pa™! ). On peut également

6. PREM=Preliminary Reference Earth Model
7.0n note que seules les masses internes a la sphére considérée ont en définitive un effet
(I’intégrale sur la sphére s’annulant pour les masses externes).
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FiGc. 0.6 — Le modéle de Terre PREM, a symétrie spherique, spécifie a partir
d’observations sismologiques la densité, p , en fonction de la distance au centre
de la Terre (en haut a gauche), par intégration on construit alors un modéle de
gravité, g (en haut a droite). Le modéle PREM spécifie également les vitesses
des ondes P et des ondes S (non représentées ici), on peut donc construire le
coefficient de compressité, 1 /K (en bas a gauche). A partir de la densité et de la
gravité en supposant un équilibre hydrostatique, on peut également construire un
modéle de pression p (en bas a droite).
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estimer un profil de pression en supposant un équilibre hydrostatique dans le
noyau, on a alors

(0.4) VP(r) = p(r)g(r)

ce qui donne un modele de pression hydrostatique dans la Terre (quatrieme graphe
de la figure 0.6). On le voit, 'approche sismologique fournit des informations tres
riches sur l'intérieur de la Terre.

D’autres informations importantes sont apportées par différentes branches des
sciences. La géochimie aide a comprendre la composition du noyau. A partir des
résultats de I'observation des météorites, on pense que le noyau terrestre est es-
sentiellement constitué de fer mélangé a des éléments plus légers (sans doute un
mélange de divers éléments: soufre, oxygene, silicium,...). Ceci est confirmé par
I'observation du moment d’inertie de la planete. Les caractéristiques du fer (vis-
cosité, conductivité électrique, conductivité thermique) aux conditions de tempé-
rature et de pression du noyau sont tres mal connues. On les estime par extrapo-
lation de mesures faites a des conditions moins extrémes (mais déja tres difficiles
a atteindre). La connaissance de la conductivité du noyau liquide est tres im-
portante, car elle permet d’estimer en combien de temps les courants y circulant
seraient dissipés par effet Joule s’ils n’étaient pas entretenus. C’est le temps dif-
fusif, ou constante de temps de Cowling, qui correspond au temps caractéristique
de diffusion du champ dans un conducteur au repos. Si 5 est le coefficient de
diffusion magnétique construit sur la conductivité et r le rayon du noyau, cette
constante est de 'ordre de r*/n (soit environ 100000 ans pour la Terre). On peut
calculer plus précisément cette constante dans le cas d’une sphere: r?/(7?n) (dans
une sphere, le dipole diffuse avec cette constante de temps, c’est le mode le plus
lentement décroissant), soit environ 10000 ans pour la Terre. Or, on I’a vu, le pa-
léomagnétisme nous apprend que le champ magnétique de la Terre existe depuis
au moins 3,5 milliards d’années. C’est un point important, car cela justifie que
I’on cherche la source des courants qui sont a son origine.

On a pu reconstruire les variations du champ sur des échelles de temps di-
verses. L.’archéomagnétisme, grace aux enregistrements du champ dans des fours
de potiers ou dans des briques (datés indépendamment par ailleurs), a permis
de reconstituer 'inclinaison et la déclinaison du champ sur la période historique.
Les mesures fournissent une courbe qui se raccorde avec une précision étonnante
avec celles décrite par les mesures effectuées dans les observatoires (voir figure
0.7), et permettent une observation plus étendue de la variation séculaire.

La mesure du champ en plusieurs points du globe permet d’en connaitre
I’allure spatiale. Si 'on admet que les sources du champ géomagnétique sont
bien dans le noyau (c’est-a-dire a des profondeurs supérieures a 2891 km), et si
le manteau n’est pas trop conducteur de I’électricité, on peut alors prolonger le
potentiel de Gauss duquel dérive le champ et en déduire le champ sortant a la
frontiere Noyau-Manteau (voir figure 0.8).

Il est important de noter que si la décroissance du potentiel de Gauss en
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F1G. 0.7 — La déclinaison (a gauche) et Uinclinaison (a droite) du champ magné-
tique en France reconstruites (en vert) a partir des mesures archéomagnétiques
(d’aprés Daly et Le Goff, 1995), et (en rouge) des mesures historiques (d’aprés
Blozham et Jackson, 1992). La jonction entres ces deux types de mesures est
trés satisfaisante, et l'on peut avoir connaissance grace a l’archéomagnétisme des
variations du champ sur une plus grande échelle de temps (courtoisie L. Hongre).

FiG. 0.8 — Modéle de champ (composante radiale) développé jusqu’au degré 6,
pour 1992. A gauche a la surface de la Terre et a droite a la frontiere noyau-
manteau. Modéle obtenu a partir des données du satellite POGS et des données
d’observatoires terrestres. Le code de couleur va de 5-10* nT (rouge) a —5,7-10*
nT (bleu) a gauche, et de 6,27 - 10° nT (rouge) ¢ —4,87 - 10° nT (bleu) a droite
(P.Ultre Guérard, 1996).
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fonction du degré de I’harmonique (en ¢ (¢ + 1)) suffirait a expliquer qu’a la
surface de la Terre (donc “loin des sources”) le champ soit dominé par le dipole,
ces prolongements montrent que le champ est déja tres largement dipolaire axial
a la frontiere avec le noyau.

On peut également, en calculant la décomposition en harmoniques sphériques
du champ, illustrer la variation séculaire du champ par sa représentation a di-
verses époques a l'interface noyau-manteau (figure 0.9).

Enfin, aidé d’hypotheses assurant I'unicité, on peut déduire de ces variations
du champ a la surface du noyau les mouvements tangentiels qui ont pu les causer.
On établit alors des cartes de mouvements a la surface du noyau® (voir figure
0.10).

Notre connaissance du noyau de la Terre et du champ magnétique a donc
extrémement progressé, et pourtant, on ne sait toujours pas comment le champ
induit par les mouvements du fer liquide renforce le champ principal, pourquoi le
champ est de nature essentiellement dipolaire, pourquoi ce dipdle est en moyenne
aligné avec ’axe de rotation de la Terre, ni pourquoi le champ varie et s’inverse...

Ces dernieres années ont vu l’apparition de nombreuses études numériques
ayant pour but de faire progresser notre compréhension de ces questions: mo-
deles presque axisymétriques, modeles hyper-visqueux (Gary Glatzmaier et Paul
Roberts 1995, Weijia Kuang et Jeremy Bloxham 1997), modeles hyper-visqueux
a“24 % ” dimensions (Graeme Sarson et al. 1997). Ces études nécessitent des
calculs tres ardus. Pour les simplifier, elles sont réalisées dans des régimes de
parametres tres éloignés de la Terre, et sont souvent limitées a une ou deux réa-
lisations (sans faire varier les parametres). Cela rend leur interprétation difficile
et parfois contradictoire. Les interactions nécessaires entre les indications des si-
mulations numériques et les études théoriques et expérimentales sont naissantes
dans ce domaine. Tout cela incite bien siir a la plus grande prudence vis a vis des
modeles numériques de la dynamo terrestre, et I’on est en droit de se demander
si les simulations par ordinateur peuvent faire progresser notre compréhension de
ce probleme.

La difficulté du probleme incite a la plus grande modestie quant aux objectifs
de notre travail. On s’efforcera simplement de montrer dans cette these que, bien
utilisée, et en interaction avec la théorie et 'expérience, la modélisation numérique
peut, et doit, permettre de faire progresser notre compréhension des équilibres
existants dans le noyau terrestre et donnant naissance au champ magnétique.
Nous essaierons de montrer a travers des études de problemes simplifiés que, pour
faire progresser notre compréhension du champ magnétique terrestre a l’aide de
modeles numériques, il faut s’efforcer d’approcher des caractéristiques qui font la
spécificité de I'induction dans le noyau terrestre, a savoir une rotation tres rapide
devant les autres constantes de temps, et une diffusion du champ magnétique tres

8. Réalisées sous I’hypothése de mouvement de grande échelle, et du “flux gelé” (diffusion
négligeable devant le transport).
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Fig. 0.9 — Composante radiale du champ magnétique a la frontiére noyau-
manteau, reposant sur la prolongation des mesures de surface en 1777, 1882 et
1980. Le flux magnétique s’échelonne de -1 (bleu) a +1 (orange) militesla. Le
champ n’est pas un simple dipole, mais sa structure est tout de méme largement
dominée par le terme dipolaire (J. Blozham, D. Gubbins 1985).
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FiG. 0.10 — Cartes de mouvements a la surface du noyau déduites de la variation
séculaire du champ magnétique pour 1980 (courtoisie A. Pais et G. Hulot).
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efficace devant les diffusions des autres grandeurs.

Nous nous intéresserons dans un premier temps aux hypotheses permettant
d’établir un modele mathématique des équilibres existants dans le noyau. Nous
présenterons alors les approximations choisies pour en permettre une résolution
numérique approchée. Nous appliquerons ensuite ces méthodes a deux problemes
simplifiés. Le premier, a priori assez éloigné des mécanismes pouvant exister dans
le noyau, nous permettra néanmoins d’étudier avec attention les divers équilibres
possibles en fonction des régimes de parametres étudiés. Le second concerne les
mouvements convectifs pres du seuil ; bien que n’impliquant pas d’effets magné-
tiques, il constitue une étape obligée vers un modele de géodynamo. Nous nous
sommes également efforcé d’étudier les différents équilibres possibles.
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Summary

In this chapter, we introduce the equations of incompressible MHD, that will
be used as a model for induction in the Earth’s core. Doing so, we try and insist
on the underlying hypotheses (for clarity they are expressed in the beginning
of each section of §1.1). Boussinesq approximation is adopted (leaving aside the
question of the adiabatic gradient); precession forces are neglected (the core is
considered spherical) ; variations of the length of the day are also neglected; the
fluid in the core is supposed to be newtonian. Buoyancy force is adopted as the
only driving force.

In §1.2, we recall boundary conditions for velocity, temperature, and induction
fields. Most of our studies will be performed with no-slip boundary conditions.
Both no-slip and free-slip boundary conditions are presented here.
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Chapitre 1

Modélisation

ous allons approcher la géométrie du noyau liquide de la terre par une
N coquille parfaitement sphérique, de rayon interne r;, et externe r. (cf fi-
gure 1).

On définit le rapport d’aspect 77 de cette coquille par
(11) r, = 777"5 )

et la distance d par

(1.2) d=re—r,=(1—-0)r..

On utilisera par la suite les coordonnées cylindriques (€5, €4, €,), ou les coor-
données sphériques (€., €y, €,) en fonction des simplifications qu’elles apportent
aux calculs. On définit les vecteurs

(1.3) §=5€, T=r€.
Z Z
M M
r
Z 0
(0] (0]
o o
X X

Il existe deux candidats pour générer les mouvements, le couple luni-solaire et
la force d’Archimede. L’axe de rotation terrestre décrit en 26000 ans un cone dont
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FiG. 1.1 — La géométrie que nous nous proposons d’étudier (représentée ici en
coupe) est une simplification de celle du noyau liquide de la terre; les éventuels
reliefs des frontieres sont négligés, et Uellipsoide est ramené a une sphere.

I’axe est la normale au plan de I'écliptique: c’est la précession luni-solaire. Les
calculs d’ordres de grandeur montrent qu’elle pourrait fournir I’énergie nécessaire
a la dynamo (voir Malkus, 1994). Pour étudier cet apport d’énergie, on ne peut
négliger I’écart a la sphéricité, et il est nécessaire de travailler dans un ellipsoide.
La force d’Archimede suppose qu’en certains endroits le fluide soit plus léger
qu’en d’autres, cela peut avoir au moins deux causes. La premiere est la dilatation
thermique: si le liquide est chauffé, il se dilate, et est localement plus léger. La
prise en compte de ce “moteur” nécessite donc la modélisation de la température
dans le fluide (ou plutdt de sa perturbation par rapport a un état de référence).
Les sources de chaleur possibles sont diverses. La premiere est sans doute le
refroidissement séculaire de la terre, qui mene a une température plus faible pres
de l'interface avec le manteau qu’au centre du noyau. A ce refroidissement est
associé la croissance de la graine, et la chaleur latente de solidification du fer
pres de la graine. Le mouvement lui méme crée de la chaleur a l'intérieur du
domaine par dissipation ohmique. On ne peut pas exclure non plus la possibilité
de sources radioactives de chaleur (comme c’est le cas dans le manteau), mais elles
seralent de faible importance. A ces différences de densité peuvent étre associés
des mouvements, on parle alors de convection thermique (voir Verhoogen 1980,
Cardin et al. 1992, Labrosse 1997). Une autre source de différence de densité
pourrait résider en une différence de composition locale du fluide. On 'a dit,
le fer dans le noyau liquide n’est pas tout a fait pur, la croissance de la graine
par solidification va donc concentrer la composition du fluide en certains de ses
éléments légers qui sont contenus dans le fluide (le noyau n’a probablement pas
la composition eutectique), cela mene a des différences de densité, donc a une
force d’Archimede, on parle alors de convection solutale.

Nous n’étudierons ni les effets de la précession, ni la convection solutale, et
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nous nous concentrerons sur les différents chauffages possibles et leurs consé-
quences.
Il existe divers modes de propagation de la chaleur

— Par rayonnement : tout corps émet par sa surface des radiations (visibles
ou non). Les métaux étant opaques aux radiations, ce mode ne peut servir
a l'intérieur du noyau (car le libre parcours moyen des photons y est tres
faible).

— Par conduction : c’est-a-dire par transport direct de la chaleur a travers un

milieu au repos et sans intervention de rayonnement.

— Par convection: c’est-a-dire par mouvements (dans un fluide).

Nous retiendrons la conduction et la convection. On peut dériver un profil conduc-
tif qui servira d’état de base pour la convection, et qui dépend du chauffage
envisagé. C’est au dessus de cet état de base que se développera la convection.
L’hypothese la plus discutable que nous ferons pour étudier la convection est sans
doute celle de Boussinesq, qui consiste a supposer que le fluide est incompressible
(sauf pour la densité du fluide dans la force d’Archimede). En se réferant au
modele PREM on obtient une compressibilité de 20% .

Apparait alors une notion importante pour le noyau: le gradient thermique
adiabatique. Si I'on déplace une particule de fluide radialement, elle subit une
variation de pression, entrainant une variation de volume et de température. Si
on la déplace sans échange de chaleur avec l'exterieur, elle décrit le gradient
thermique que I'on nomme “adiabatique”. Ce gradient de température est donc
tel que la variation de température d’une particule fluide ainsi déplacée la laisse
en équilibre thermique avec le milieu qui I’entoure.

On le définit comme

(1.4) or  gaT

- 9
or ¢

ou a est le coefficient de dilatation thermique, et ¢, la chaleur spécifique a pression

constante, et ¢ = G- €, est compté négativement.

On observe expérimentalement qu’un gradient adiabatique s’établit quand le
fluide est bien brassé. On espere donc que ce modele incompressible est significatif
pour la convection développée, il ne permet toutefois pas de rendre compte de la
convection au seuil dans le noyau.

La notion de gradient adiabatique n’a bien sur de sens que si ’on tient compte
de la compressibilité du fluide. Elle n’a pas de sens pour un modele Boussinesq.
Le gradient moteur de la convection dans un fluide compressible est le gradient
sur-adiabatique. Pour tenter de comparer les simulations Boussinesq avec la terre,
il faut donc considérer, comme parametre pour la simulation, la température a
I'intérieur de la Terre, une fois soustrait le gradient adiabatique. Ceci est un
probleme, car si le gradient de température de la terre est assez bien connu, le
gradient sur-adiabatique est quant a lui tres mal connu.

Nous définissons dans la section suivante les équations que nous considérerons.
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1.1 Les équations du probleme

Ces équations ne sont pas nouvelles, elles remontent pour la partie méca-
nique des fluides a Leonhard Euler et Jean d’Alembert (XVIII® siecle) pour un
fluide “parfait”, puis a Louis Navier (XIX® siecle). Pour la partie magnétisme
les équations fondamentales sont celles de Maxwell (XIX® siecle), et I’équation
d’induction est déja sous cette forme dans 'article de 1946 de Walter Elsasser.
Nous insisterons surtout ici sur les hypotheses sous-jacentes a ce modele. Elle
seront énoncées pour plus de clarté au début de chaque sous-section.

1.1.1 Equation du mouvement

H: Nous allons utiliser 'approximation d’un fluide newtonien et Boussinesq,
c’est-a-dire que nous supposerons que le fluide étudié est homogeéne et in-
compressible, sauf pour le terme de force d’Archiméde, ou nous tiendrons
compte au premier ordre des variations spatiales de masse volumique.
Cela implique entre autres que la viscosité du fluide ne varie pas avec les
variations de température.

Nous supposerons de plus que la rotation O de la terre est invariante au
cours du temps (ce qui revient a supposer que le moment d’inertie du man-
teau est infini devant celui du noyau).

On va redériver ’équation de Navier-Stokes pour un fluide conducteur en rotation.
Si 'on suppose le fluide incompressible, on a

—

(1.5) V-u=0.
Ou u est le champ de vitesse. Ecrivons la conservation de la masse, soit p la
densité 4
P VAT
(1.6) E+p(v-u)_o,
Ip . & =
(1.7) ——+u-Vp+p(V-u)=0,

ot
L’hypothese d’homogénéité du fluide implique I'invariance de p en espace, et (1.5)
avec (1.7) implique alors son invariance en temps

(1.8) p=po-

puis la conservation de la quantité de mouvement (on utilise ici la convention de
sommation sur les indices répétés)

dpu;  dpu;  dpu; oy

(1.9) &t~ ot ") T g

+fi7
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ou o;; est le tenseur des contraintes et f; représente les termes de forces volu-
miques.

On va supposer le fluide newtonien, c’est-a-dire que le tenseur des contraintes
est une fonction linéaire du gradient de vitesse. On peut alors écrire la loi de
comportement d’un fluide newtonien sous la forme

(110) O35 = —P (Sij + A €gg(u) 52’]’ + ZIU, sij(u) 5

elle fait intervenir les coefficients de viscosité A, et u (u est appelé viscosité
dynamique), et le tenseur des vitesses de déformation e;; défini par

1 {Ou; Ou;
1.11 g(u) = = S+ =1
(L) o) = 5 (5 + 57
Comme le fluide est incompressible (4 = >, 8;; = 0), cette loi se simplifie
en
(1.12) oij = —p oy + 2peij(u).

Il vient alors, en réécrivant (1.9)

- Qui  Ouwi \ _ 0 o 0 |
W) (G ) = s 2 e+
b ow N _ oy 0 w0 o

(1.14) po(at+aj“f) 5 Taita; Tait e T

En utilisant I’homogénéité du fluide (pour —M = 0), puis son incompressibilité

dj

Oou; Ou; dp 0%u,; 0 ou;
1.15 u; | = —— —y L4 fi,
(1.15) po(at T ”1) 9i +’“‘Zj: 952 +’“‘aiz].: g; T/

———r
=0
1.1 w) = L4 pAu+ f
(1.16) Po(at—l-aju]) 8i+M u; + f,
Soit sous forme tensorielle (Navier-Stokes)
a’l_j — — = — g

(1.17) Po E—I—u?u = —Vp+ porAu + f,

On a introduit ici la viscosité cinématique v, définie comme v = 1 /po . Le tableau
suivant donne, pour fixer les idées, quelques ordres de grandeurs de viscosité

32



Emmanuel Dormy Chapitre 1 : Modélisation

(d’apres Chassaing 1997, C.R.C. 1994, Padet 1991, et Poirier 1991 1994):

Viscosité dynamique Viscosité cinématique

Mercure M 1,43-107° kg-(m-s)" 1,1-1077 m?.s7t
Gallium ) 1,02-107% kg-(m-s)™* L,7-1077 m?.s7t
Sodium M) 7,4-107* kg-(m-s)7! 7,4-1077 m?.s7!
—Noyau lig. 1072 kg-(m-s)™* 1076 m?.s71
Eau® 1073 kg-(m-s)™* 1076 m?.s71
Air 1,85-107° kg-(m-s)”! 1,43-107° m?.s7!
Huiles (%) 1,8-107"' kg-(m-s)™! 2,0-107* m?.s7!
Glycérine® 8,0-107" kg-(m-s)7* 6,3-107* m?.s7!
Verre(®) 10%%  kg-(m-s)™! 3,9-102 m?.s7!

a Ltemperature experimentale (1.e. superieure a la valeur de [usion).
ERTTTE imentale (o supérioure & Ia valour do fus
aux conditions de temperatures e € pressions usuelles.
p ditions de températ t de pressi I
a temperature de soulllage.
3) & température de soufflag

Rappelons au passage que si la viscosité cinématique est bien celle qui est
significative pour nos équations, ce n’est pas celle dont on a l'intuition. Ainsi,
lorsque 'on parle de viscosité cinématique, 1’air est pres de 15 fois plus visqueux
que I'eau (& cause de sa faible densité). La viscosité dynamique du noyau liquide
est comme on I'imagine plus élevée que celle de I’eau, mais la densité du noyau
étant dix fois supérieure, les viscosités cinématiques sont identiques.

L en volume,

Le terme f dans (1.17) regroupe ’ensemble des densité de forces
ainsi qu’une “pseudo-force” (Coriolis) :

- la force d’Archiméde, on utilise approximation dite de Boussinesq.

Alors que pour tout ce qui précede on a supposé le fluide homogene (cette hy-
pothese a été introduite pour établir 'équation (1.8)), on ne négligera pas ici la
variation spatiale de p. La force d’Archimeéde, s’écrit

(1.18) 5 7,

ou le vecteur g est supposé parfaitement radial, et tel que § = g7 = gr¢€,. , donc
non uniforme.

On utilise ’expansion thermique (variation de la masse volumique en fonction
de la température) sous sa forme linéarisée

(1.19) p=potdp=po(l-—a®),
ou ©@ =T —T; . La force d’Archimeéde, s’écrit alors

(1.20) —poa® G=poaBgr.

1. On parlera souvent de “forces” par abus de langage, il s’agit en fait de densité de forces

(c.f. Appendice A.3)
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- l'accélération de Coriolis, le fluide est en rotation rapide, nous nous
placons dans un repere également en rotation. Le fluide subit alors une accéléra-
tion d’inertie. Il ne s’agit pas a proprement parler d’une force.

Sion indice “a” les calculs effectués dans le repere absolu, et “r” ceux effectués
dans le repere relatif (en rotation), on note que

aa ,O'l_ja @ aa j)a
ot at’ o1

8l

(ﬁ /\ta)+2p‘ﬁ /\ﬁr—l—%/\pfa—l—ﬁ /\(pﬁ /\I:a)
(

G A7)+ 208 At p DL AT A (3 AT

En faisant I’hypothese que les variations temporelles de ) (terme de Poincaré),
comme celles de p, sont négligeables, il reste les deux termes

(1.21) ~200 AN, —p A (D AT

Le terme d’inertie centrifuge 0 A (ﬁ A F), peut s’écrire sous la forme

(1.22) ~G A (G A3F),
ou § est le rayon cylindrique (précédemment défini), soit
=g = 1 =
(1.23) —0 A (s08) = —sQ (G Aéy) = 0%, = V(@27

On peut donc écrire le terme d’accélération centrifuge sous la forme d’un gra-
dient, et le regrouper avec le gradient de pression (cette opération utilise p = po).
Plus généralement ce terme reviendrait a une modification de la pesanteur, mo-
dification que l'on négligera en supposant que la pesanteur reste radiale, et que
son intensité est peu modifiée par ce terme. En fait, le probleme complet suppose
un équilibre entre trois forces, la gravité, la pression, et la force centrifuge; la
géométrie du probleme est alors un ellipsoide (figure d’équilibre hydrostatique en
rotation, c.f. Figure 1.2). Le détail de cet équilibre ne nous intéresse pas, puis-
qu’on veut en réalité étudier des perturbations de celui-ci. Pour notre modele,
nous ramenons donc cet ellipsoide a une sphere, et cet équilibre a celui de deux
forces. De ce fait, nous pouvons interpréter ce terme comme une modification de
la pesanteur, dont nous ne tiendrons pas compte.

34



Emmanuel Dormy Chapitre 1 : Modélisation

FiGg. 1.2 — Une masse d’huile au sein
d’un mélange d’eau et d’alcool se ras-
semble et prend la forme d’une sphére
(les effets de la gravité étant simulés
par la tension de surface). Lorsqu’on

lui imprime un mouvement de rotation,
au moyen d’un petit disque traversé par
une aiquille, cette sphére se transforme
et prend la forme d’un ellipsoide de ré-
volution aplati, dont le petit axe coin-
cide avec l'aze de révolution. Cette ex-
périence est due au physicien belge Pla-

teau (1873) [1.1].

— Expérience de Plateau.

On peut donc écrire I’accélération de Coriolis dans le référentiel relatif ( @ =
i, ) sous la forme

(1.24) 200 A,

que 'on notera encore en introduisant le pseudo-scalaire €}

(1.25) —2pQ(E, A TD).

Une autre facon de comprendre ’accélération de Coriolis (directement a partir de
la vitesse) consiste a décomposer en perturbation: v = U +u', ou U correspond a
la rotation en bloc 2. On s’intéresse alors a I’évolution de u’, et on utilise le terme
non-linéaire d’advection pour rendre compte du transport associé a 1’écoulement
principal en rotation en bloc. Il faut cependant prendre garde de bien écrire les
variations temporelles de u’ dans le nouveau repere (c’est-a-dire un repere lié a
I’écoulement principal de rotation en bloc). Ainsi

i, = lim

( 9 ) . iy () — "' (¢)

ot 510 5t ’
- lim iy (¢) — 'Jf«(s‘t‘”w +99)
iy B ) B - Dok b)
(1.26) - (%)rﬁr —Qaélg.
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Fig. 1.3 — Un jet de mercure
vertical parcouru par un cou-
rant €lectrique, dans un champ
magnétique horizontal est dé-
vi€ par la force de Laplace

(Shercliff, 1972).

On a donc
(%) 'l_ja = (%) 'l_ja + Jayﬁa )
! . .
— (%) 7 -0 g—l; + (0 + @)V + ),
0 1 ou’ —I 7 = e —SINTTT INTTT
(1.27) = (Z) 7 -0 rave + Uva +a@ v + 0V,
3t - 3qb - —— SN S —

ot (a)+(b)+ (¢) correspond au terme d’accélération de Coriolis et (d) correspond

a ’accéleration centrifuge.

- la force de Laplace (de Lorentz dans la littérature anglo-saxonne) qui

s’exerce sur la matiere parcourue par un courant (c.f. figure 1.3),

(1.28)

7AB.

En utilisant la loi d’Ampére?, sous la forme po7 = v /\E)7 elle s’écrit

(1.29)

1

. (V/\B)/\B.

L’équation (1.17) s’écrit donc, dans le repére en rotation

a‘l_'[ — — — — —
po|l 5 +uVu)] = — Vo + pov Au +poa®gr
potentiel  diffusion visqueuse  Archimede

inertie

2p0 ({1 /\ﬁ)+L
v )

™ (VAB)AB,

Coriolis Laplace

Chapitre 1 : Modélisation

2. Les hypothéses nécessaires a son écriture seront détaillées section 2.3: Equation de

I’'induction.
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7 1 =
9 avi— Ve uAd—20(@ )
(1.30) L
+ (VAB)AB+a0g7.
Hopo
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1.1.2 Equation d’énergie

H: Nous supposerons, dans cette partie, le fluide isotrope, et parfait.
Nous supposerons le fluide incompressible, la conservation de la masse tient
lieu d’équation d’état.

L’équation de conservation de ’énergie s’écrit (Dautray et Lions 1984)

dpe dpe . = Ou; Jg;
1.31 &P _ 9P L i Vpe = .
(1.31) AT TR

27 -+ 5
795 01 ’
ou l'on note ¢ le flux de chaleur, e I’énergie interne par unité de masse et S
I’ensemble des termes sources en volume.
Puisque le fluide est newtonien et incompressible (A = 0 dans la loi de com-
portement)

Ju;  0Og;

9; i

d > Jdu;
(1.32) Po (_e + - Ve) = —p(sija—l;, +2pue;;(u) + 5

ot
N——r’
=0

De plus, nous nous placerons ici dans le cas d’un fluide parfait (z = 0), c’est-a-dire
que nous négligerons les effets thermiques associés a la viscosité

Oe > 0q;
1.33 — +u-Ve|=——77+S5.
(1.33) po (at + ) 01 +
Le terme de dissipation thermique est approché par la loi de Fourier, (rela-
tion phénoménologique) faisant apparaitre le coefficient de proportionnalité Kj;
(tenseur de conduction thermique) entre le flux de chaleur et le gradient de tem-

pérature
(1.34) g = — X’ijaa—fjr.y
si le fluide est supposé isotrope, cette relation devient (avec K;; = k d;;).
(1.35) §=—kVT.
L’équation d’énergie s’écrit alors
(1.36) po (%Jﬂzﬁe) = %k%—l—&

Si I'on suppose a présent que le fluide est a chaleur spécifique constante ¢ (ce
qui revient a supposer que I’énergie ne varie en temps qu’a travers les variations
temporelles de la température), on a e(7') sous la forme

(1.37) e=cT,
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et
aT > - -
(1.38) poc(——l-ﬁ-VT) =V (kVT) +5.
ot
En utilisant 'homogénéité du fluide pour la conductivité thermique &, on I’écrit
aT - k S
(1.39) —=—u-VI'+ —AT + —,
ot po € Po €
posons
k
(1.40) K=—)
Poc
aT -~ S
1.41 — =—u-VT AT + —.
(141) at . o i po €

Il est intéressant de noter qu’a ce modele de transport de 1’énergie correspond,
en I'absence d’advection, une équation parabolique. Une étude mathématique de
ce type d’équation montre que les caractéristiques?® sont horizontales, c’est-a-dire
que 'information se propage a vitesse infinie*. Une modification ponctuelle de
la température entraine donc une modification immédiate (mais infinitésimale)
de la température en tout point du modele®. Lors d’une résolution numérique de
cette équation, l'information se propagera a la “vitesse numérique” du schéma
(dx/ot).

Le tableau suivant donne, pour fixer les idées, quelques valeurs de la diffusivité
thermique® (d’apres Le Mouél et al. 1994, Fabry 1942, C.R.C. 1994 et Chassaing
1997) :

Eau 1,0 - m? - s
Verre (moyenne)  4,0-1077 m?-s7!
Sol (moyenne) 7,5-1077 m?.s7!
Pierre calcaire 1,0-107% m?.s7!
Mercure 4,4-107% m?.s7!
—Noyau 8,0-107% m?.s7!
Gallium 1,810 m?.s71
Air 2,2-107° m?.s7!
Plomb 2,4-107° m?*. st
Cuivre 1,1-107% m?.s71
Sodium 1,2-107% m?.s71

3. C’est-a-dire les courbes qui définissent dans un diagramme espace-temps le domaine in-
fluencé par une perturbation ponctuelle de ’espace et du temps.

4. par opposition aux équations hyperboliques, ou elle se propage a vitesse finie.

5. sous forme d’une décroissance exponentielle

6. ces valeurs tres faibles pour 1’air comme pour I’eau surprennent ’intuition. C’est que le
transport thermique s’y effectue largement par convection.
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Comme la température n’entre dans notre modele que via la force d’Archi-
mede, on décompose la température comme précédemment en un champ statique
T, et une variation ©

(1.42) T=T,+0,
le champ de température statique vérifiant I’équation (1.41) pour u = 0 , 1l
satisfait s
(1.43) kAT = ——
Poc

Le terme de sources volumiques S peut avoir des origines diverses par exemple la
chaleur conduite le long de I’adiabat (terme source ou puit), le chauffage radio-
actif (considéré comme peu important dans le noyau). Nous discuterons plus
en détail les différents chauffages envisageables pour les études numériques au
chapitre 3.

L’équation (1.41) s’écrit alors

TS — —

(1.44) 0 —I-a—®=—‘J-VTS—‘J-VQ—I-KJA@—I-KJATS—I-i.
at ot Po €
~— N—— ——
defyy def
= =0

90 4 4
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Fic. 1.4 - Le déplacement
d’un aimant (AB) dans une
bobine conductrice reliee a un
galvanomeétre (G) crée un cou-
rant induit mesuré par [ai-
guille du galvanométre pen-
dant tout le temps que dure le
mouvement de Uaimant [1.2].

== Induction par les aimants.

1.1.3 Equation de I'induction

H: On suppose le conducteur linéaire isotrope et homogene.

. . , . . . 90 =
On se place dans 'approximation des états guaw—itatwnnmres (57 =0).
On néglige les phénomeénes d’aimantation (M =0, ou encore yu = pg) car
la température du noyau terrestre est largement supérieure a la température

de Curie du fer.

Les équations de Mazwell dans la matiere s’écrivent (voir Pérez et al. 1996)

(1.46) V-D = p,,
(1.47) V-B =0,
. oB
1.4 E = ——
(1.48) VA =
L o D
(1.49) VAH = j+%—t.

La premiere équation de ce systeme exprime (a l'aide de la formule de Green)
que l'induction électrique créée par une charge ponctuelle décroit avec le carré de
la distance, et qu’en ’absence de charge sa divergence est nulle (p, représente la
distribution de charge).

La deuxieme est 1’équivalent magnétique de la premiere, en cela qu’elle traduit
I’absence de charges magnétiques.”

La troisieme équation exprime la création d’un champ électrique induit par les
variations d’induction magnétique (expérience de la spire soumise a un champ
magnétique variant avec le temps, ¢f. figure 1.4).

7. au moins, qu’on n’en rencontre pas lors des expériences usuelles.
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FiG. 1.5 — Oersted, physicien danois, S 2y

proposa en 1820 une expérience qui ﬁ/ﬁ]’"’“‘

met en €vidence les lignes de force X A Ae® 4
de Uinduction magnétique associées ( \
. , . g Gouchs

a un courant électrique a l'aide d’une é% N

boussole. On montre que lorsqu’on

. . . [ a
fait agir un courant sur un aimant, o ] re/)
l'aimant se met “en croiz” avec le v / .
. . , = BQ\\‘ o NA +
courant, et que son orientation dé- ‘ J
pend de la direction du courant. La Do

direction est indiquée ici par le “petit

bonhomme d’Ampére” [1.2].

La quatrieme enfin exprime I'induction de champ magnétique par un courant (cf.
figure 1.5 expérience d’Oersted).

Pour fermer ce systeme d’équations il faut introduire des équations constitu-
tives (phénoménologiques) liant 0 a E), Da E, et 7 a E.

Si 'on pose que le comportement du milieu est linéaire, on peut écrire pour

un milieu au repos®

(1.50) D=c¢k,
(1.51) B=ul ,
(1.52) j=ck.

Si I'on pose a présent que le milieu est isotrope, les tenseurs p, e, o peuvent étre

remplacés par leurs homologues scalaires

(1.53) D=ckE,
(1.54) B=uH |
(1.55) j=ok.
Aux echelles de temps qui seront les notres, on peut négliger les phénomenes
propagatifs (%—? = 6) Notre systeme d’équations est donc
(1.56) V-B = 0,
S oB
1.57 VANE = ——
(157) 7
(1.58) VA = 7,
(1.59) B = uH ,
(1.60 j = ok.

8. plus généralement : pour un milieu en mouvement, dans le reférentiel 1ié au mouvement.
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Il faut a présent exprimer ces relations pour un milieu animé d’une vitesse 1,
dans un référentiel au repos®

(1.61) V-B = 0,
2 o 0B
1.62 VAE = =
( ) at7
(1.63) VAH = 7,
(1.64) B = uH
(1.65) 7 = o(E+dnEB).

Sans la justifier parfaitement (une démonstration rigoureuse fait appel a la rela-
tivité), cette modification se comprend si l’on revient a I'expérience de variation
de I'induction magnétique a travers une spire. Supposons un champ magnétique
qui ne varie pas avec le temps, mais seulement avec I'espace, et déplacons une
spire avec une vitesse u, le flux a travers la spire va néanmoins varier avec le
temps, entrainant "apparition d’un courant induit. Dans le référentiel de la spire
les équations sont celles du systeme (1.56) a (1.60) et 1’équation (1.57) rend
compte de ce phénomene. Dans un référentiel au repos, il faut également rendre
compte de ce phénomene; comme les équations de Maxwell sont valables dans
n’importe quel référentiel, ce sont les relations constitutives (la loi d’Ohm) qui
sont modifiées en posant

(1.66) E'=E+dAB,

on comprend alors la modification de (1.60) en (1.65).

Le noyau liquide terrestre étant au dessus de la température de Curie'® du
fer, les phénomenes d’aimantation se limitent a I’aimantation diamagnétique, que
I'on peut négliger. Négliger 'aimantation d’un matériau linéaire isotrope, c’est
approcher p par po, perméabilité magnétique du vide.

Partant de la loi d’Ohm (1.65), et en utilisant I’équation d’ Ampére, poj = VA ﬁ,
qui découle de (1.63) et (1.64), on peut écrire

(1.67) ~(YAB) = o (E+in).

En prenant le rotationnel de cette équation, et en utilisant I’homogénéité du fluide
(pour V - g = 0), ainsi que la loi de Gauss (1.61), on obtient

(1.68) - (AB) = (YA B+ ¥ (i1 5))

9. On se place dans le cadre de la mécanique classique, puisque || @ || < ¢2.
10. température au dela de laquelle ’aimantation ferromagnétique disparait, i.e. ’aimantation
du milieu disparait quand on coupe I'induction magnétique.
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L’équation de Faraday (1.62), donne alors

(1.69) o= (aB) = -G+ T (0B)

d’ou I’équation d’induction, en posant n = —,

@ v A
(1.70) ot
V-B = 0.

On donne ici, comme pour les coefficients de diffusivité des équations précé-
dentes un tableau pour se fixer les idées. Il est important de noter toutefois que
si les valeurs de conductivité ont un sens en elles mémes, celles de la “diffusivité
magnétique” ne sont données qu’a titre de comparaison avec le noyau (C.R.C.

1994) . 1

conductivité diffusivité magnétique
Cuivre 5,9-100 Q7t.m™! 1,3-107% m?.s71
Aluminium 3,5-100 Q7 t.mt 2,3-1072 m?.s7!
Fer (1 ,1-107 Q@ '-m™t  7,2-107%2 m?.s7!
Etain 8,7-10° Q7 t.m! 9,1-107% m?.s7!
Sodium(? 7,9-106 Q7t.mt 0,1 m?. 571
Plomb 5-10 Q7t.m™! 0,2 m?. 571
Gallium®) 2,610 Q7 t.mt 0,3 m?. s71
Mercure(? 1-10¢ Q7 t.m~t 0,8 m?. 571
—Noyau 7-10° Q71.m7! 1,1 m?.s7t
Germanium 0,5 Q1.m™! 1,610 m?.s7!
Carbone (graphite) 5-107° Q7 '.m™! 1,6 1019 m?.s71
(1) a 0°C.

(2) & température expérimentale (i.e. supérieure & la valeur de fusion).

Notons que, bien que le noyau soit assez bon conducteur électrique, les effets
de résistivité entrainent une diffusivité magnétique importante (de I'ordre de 10°
fois la viscosité cinématique et 10° fois la diffusivité thermique). C’est la raison
pour laquelle on pense que le champ magnétique de la terre est de grande échelle
méme a la surface du noyau, alors que ’écoulement qui le crée peut inclure de
petites échelles (a titre indicatif, la couche d’Ekman dans le noyau aurait environ
un metre d’épaisseur).

11. L’approximation g = g étant justifié par la température élevée.
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1.2 Conditions aux limites

Le systeme d’équations obtenu s’écrit donc

ot = —uVi— iﬁﬂr + vAu —2Q (€, A\ 1)
ot 1* Po

+ (6/\?)/\?—%@99?,

Hopo
V-u = 0,
(1.71) . 3

%_C;) - i NT.—i@-VO+KAO,
aE) — = — —
= = VA (@ AB) +nAB,
V-B = 0.

Il convient d’y ajouter des conditions aux limites pour pouvoir en proposer une
solution.

1.2.1 Conditions cinématiques

Pour I’équation de vitesse, la condition naturelle est d’imposer le déplacement
nul aux limites (condition de Dirichlet). On pose donc

d(ri,0,0) =0 V0,6,
(1.72) U(re,0,0)=0 V0,6.

Certains auteurs préferent utiliser une condition de contrainte nulle, ou sans
frottements, aux frontieres du systeme. Ce choix n’a pas de justification physique
dans le cas de I’étude du noyau terrestre, mais a pour effet de supprimer les
couches d’Ekman. Ce qui rend la résolution numérique beaucoup plus facile. La
justification généralement invoquée (Zhang et Busse 1987, Kuang et Bloxham
1997, ...) est que dans la limite des petites viscosités (significative pour le noyau)
la solution dans ’écoulement principal (i.e. hors couches limites) serait la méme
dans les deux cas. Cette proposition n’a jamais été démontrée de maniere générale,
il n’existe qu’une démonstration linéaire pour un mode de convection non réalisé,
qui serait confiné pres de I’axe de rotation (Roberts, 1965). Peut-étre s’applique-
t-elle plus généralement.

On pose alors la non-pénétration et la contrainte horizontale nulle

u, = 0,
(173) Trg = 0,
Urd) = 0,

45



Emmanuel Dormy Chapitre 1 : Modélisation

qui est équivalent pour un fluide newtonien a

u, = 0,
(1.74) Erg = 0,
Ergp = 0,
ou encore
u, =0,
r 0 ug N 1 Ou, _0
(1.75) 20r r  2r 00
0 uy 1 U,

1.2.2 Conditions thermiques

Les conditions aux limites pour la température peuvent consister a maintenir
la température des parois constante, ce qui s’écrit pour la perturbation ©

(1.76) ©=0.
Ou bien a imposer un flux de chaleur, ce qui en vertu de la loi de Fourier, implique
pour O
00
1.77 — =0.
(1.77) ar

1.2.3 Conditions magnétiques

L’induction magnétique diffuse dans la graine, qui est un conducteur. Celle-ci
ne constitue donc pas une limite pour l'induction. L’équation d’induction de-
vra étre intégrée jusqu’au centre du modele. A la frontiere avec le manteau, en
revanche, le milieu est supposé isolant électriquement,

(1.78) Jr>re,0,6) =V AB(r >r.,0,4)=0.

Cela implique que le champ magnétique a I'extérieur du noyau (volume simple-
ment connecté) dérive d’un potentiel scalaire

(1.79)
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Summary

The set of vectorial equations are tranformed into scalar ones to prepare the
numerical computation. Vector fields are decomposed into poloidal and toroidal
parts (§2.1). The corresponding scalar equations are discretized in the radial di-
rection using a classical Finite Difference scheme on a nonuniform grid, stretched
in the vicinity of the boundaries following geometric progressions (§2.2). On each
of the concentric spheres, variables are expanded on a Spherical Harmonic base.
All linear relations, including the Coriolis term (following Roberts 1968), are ex-
plicitly expressed on this functional basis (§2.3). The quadratic non-linearity in
Navier-Stokes equation, as well as heat advection, the Lorentz force and the in-
duction term are computed in the physical space on Gauss collocation points,
and are re-integrated in the spectral space. The formulas needed to compute the
curl of a non-solenoidal vector field developed on a poloidal, toroidal, spheroidal
basis are derived using generalized spherical harmonic fonctions (§2.4). Time in-
tegration is performed using a classical semi-implicit scheme, Crank-Nicholson,
for diffusion, and Adams-Bashford for other terms (§2.5). This approach is not
original. It departs from the classical polynomial expansion in radius by the use
of Finite Differences (also recently used by Kuang et al. 1997), and from the
Galerkin method for non-linear terms by the use of a collocation approach (as in

Tilgner et al. 1997, and Kuang et al. 1997).
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Chapitre 2

Approximation numérique

ous présentons dans cette section les méthodes utilisées pour approcher nu-
meériquement les solutions des équations introduites au chapitre précédent.
Elles sont classiques, et ont déja été utilisées pour ces équations. Le schéma ra-
dial aux différences finies differe de ’expansion spectrale généralement introduite,
mais a été récemment utilisé par Kuang et Bloxham (1997). Le calcul des non-
linéarités par collocation dans I'espace physique differe des intégrales de couplage
de la méthode de Galerkin généralement utilisées, mais cette méthode est égale-
ment utilisée par Glatzmaier et Roberts 1995, Tilgner et Busse 1997 et Kuang et
Bloxham 1997.

Les équations vectorielles sont d’abord projetées sur une base de deux poten-
tiels scalaires. On élimine a cette occasion le gradient de pression du systeme, et
I’on n’a plus a se soucier de garantir le caractere solénoidal de nos champs. On dis-
crétise alors la coquille sous forme de spheres concentriques, reliées par un schéma
aux différences. Enfin nous décomposons, sur chaque sphere, les champs scalaires
sur une base de fonctions harmoniques. Notons que nous écrivons cette décom-
position, non seulement pour la diffusion, mais également pour 'accélération de
Coriolis, afin de la calculer avec précision. Il reste les termes non-linéaires, qui
seront calculés dans l’espace physique, via une méthode de collocation (Canuto

et al. 1988, Gottlieb et al. 1977).
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2.1 Décomposition Poloidale-Toroidale

2.1.1 Définition et propriétés

Tout champ de vecteur solénoidal! peut s’écrire sous la forme

(2.1) V= VAVA(FY,) + VAFW.
N— ————

composante poloidale composante toroidale

Cette décomposition est appelée “décomposition de Mie”, ou “décomposition
Poloidale-Toroidale”. Elle nous intéresse particulierement, car la vitesse et 1’in-
duction magnétique sont toutes deux solénoidales. ?

Preuve :

Il est immédiat que tout vecteur s’écrivant sous cette forme est bien solénoidal,
en effet :

(2.2) Vo (VaV)=0, ¥V,

De plus, on vérifie facilement que tout vecteur de R? peut s’écrire
(2.3) V=arf+VABF+VAVAYF,

ou «, 3, v sont fonctions de r, 8, ¢.

Si le vecteur V est solénoidal, cela implique

(2.4) V- (af) =0,
(2.5) 27, (r ar) =
D’ot .

Q
(26) o = 7’_3 s

ou & n’est plus fonction que de 0, et ¢, et peut étre décomposé comme
(2.7) a(0,¢) = a1 + Ly (42(6,9)) ,

ou Loy est le laplacien Beltrami, c’est-a-dire le laplacien réduit aux composantes
horizontales (ou angulaires), défini par

Ly = grjai—rQA
(2.8) "% i} 102

= ——— -sinf— —

 sin6 96 00 SiHQO@.

1.1.e. a divergence nulle

2. Lorsque I’'on décompose le vecteur vitesse de cette fagon, u; est un pseudo-scalaire, et u,
un scalaire. Lorsque ’on décompose le pseudo-vecteur induction magnétique, en revanche, ce
sera B, qui sera le pseudo-scalaire, et B; le scalaire.
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D’ot
o 1 . R - oL = = .
(2.9) | -r:r—Q(al—l—Lg(ag))—}—(V/\ﬂr)-T‘—I—(V/\V/\'yf’)-r.
=0 =La(v)

En notant < - >, la moyenne sur la sphére de rayon r

- 1 1
(2100 <V 7>= 5 <1 >y o5 < La(Ga) >+ < La(y) > -

Or, comme V.V = 0, on a par la formule de Green

(2.11) <V-F>=0,
et donc
(2.12) dy=0.

Le terme « peut s’écrire

1 - o
(2.13) a:ﬁlﬂ®w@»:VAVAMﬁ

et peut donc étre regroupé avec la composante poloidale.

Tout champ de vecteur solénoidal peut donc s’écrire

(2.14) V=VABF+VAVAYF,

reste a étudier I'unicité de cette décomposition. On peut poser sans perdre de
généralité

(2.15) <P >=<7v>=0,

en effet, une modification de § et ~ par une fonction purement radiale ne modi-
fierait pas 'V .

Vérifions qu’avec cette hypothése supplémentaire, la décomposition (2.1) est
unique. Soit

(2.16) VABTHVAVANT=V=VABi+VAVAYT,
par linéarité, on a
(217) 6/\(ﬁ1—ﬁg)f_’)ﬁ—?/\ﬁ/\(’yl—’m);:()}.

En prenant la composante radiale de cette équation, il vient

(2.18) (VA= B2)7) -7+ (VAVA (1= 72) 7) - 7= 0,
=0 =Ly (v1—2)
(219) LQ(")/l — ’)/2) =0.

~v1 — 72 est donc une fonction dépendant exclusivement de r, et comme

(220) <Y =72 >r=<71>r — <72 >r= 07
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on a

Pour la composante toroidale, on procéde de méme, mais avec la composante
radiale du rotationnel de V

(2.22) ~(VAA(y —72) F) - FH(VAVA (B = Ba)7) - F=0,
=0 =Ly(B1—P52)

(2.23) Ly(Br— B2) =0,

et par le méme raisonnement

(2:24) fr=Pa.

Explicitement, cette décomposition permet d’écrire

L)

-
0o (10 1 oV,
70 (@(’“Vp)) T e e
1 o0 (10 oV;

Sn 090 (@(’“Vp)) )

On montre que cette décomposition a les propriétés suivantes

<<
Il

(2.25)

(2.26) VAV =-VAFAV,)+VAVA(FV),
(2.27) VAVAV =-VAVA(FAV,) =V A (FAV,),
d’ot

(2.28) AV =V AV A(FAV,) + VA (FAV,).

On montre que 'on a aussi

(2.29) V.i=1,V,, (VAV) 7= L V.

2.1.2 Champ de vecteur non-solénoidal

On peut étendre cette décomposition a un champ de vecteur de diverge{gce
non nulle. Cela nous sera utile, par exemple, pour calculer le terme VA (€A B) .
Ce terme est bien évidemment de divergence nulle, en revanche « AB n’a aucune
raison de l’étre. Nous pouvons utiliser un formalisme proche du précédent en
introduisant un troisieme scalaire que nous allons appeler sphéroidal, et noté V;
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1
~La(V)
5 - - oV 1 aV;
(2:30) V= 06 * sind d¢
Lov o
sinf d¢ 00
Si la divergence de V est nulle nous avons une relation simple entre V; et V},
1
(2.31) V= —Q(r Vo),
ror

qui ramene cette écriture a la décomposition précédemment introduite pour les
champs a divergence nulle.

2.1.3 Application aux équations

Nous allons projeter la premiere et la quatrieme équation du systeme (1.71)
sur cette base. Le but de cette opération est d’écrire explicitement tous les termes
linéaires sur cette base (pour en avoir une expression matricielle, et pouvoir les
traiter implicitement en temps). Commencons par I’équation d’induction (1.71.4).
En prenant le produit scalaire de cette équation par 7 et en utilisant (2.29.1) et
la commutativité de Ly et A , on a

(2.32) %LQBP = ALB, +7 (VA(@AB)) .
En prenant le produit scalaire par 7 de son rotationnel, et en utilisant (2.29.b),
on a

O LaBi= AL+ 7 (VA (VA @ AB

(2.33) o, LaBi = AL c+7 (VA (VA(EAE))) .

La projection de l’équation en vitesse est moins triviale, d’abord a cause du
gradient de pression, que l’on souhaite faire disparaitre, ensuite a cause du terme
de Coriolis. Comme pour la composante toroidale du champ magnétique, prenons
le produit scalaire par 7 du rotationnel de (1.71.a),

a — —

— 1 — — — —
+i* VA (—— (VAB) AB) 47 V A (aOgF)
Hopo

=0

= .
Comme les champs 4 et B sont a divergence nulle, on a

K1

(2.35) aVi=(VAD)AG=—dN(VAT),

HY)
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(2.36) BVE=(VAB)AB=—BA(VAB).
L’équation (2.34) s’écrit

¢ a — — — —
(2.37) — Louy = vA Lyuy — 2 7- V A (€, A )

ot

FVAEATD) = 7 VAEANVAVA (Fu)+ VA (Fup)))
(2.38) = 7-VA
A

Commencons par la composante toroidale, en utilisant (B.27)2,

FVA(EA (VA (Fu))) = 7 [ &div(V A7) — (VA u,) dive,

div(rot)=0 div(€z)=0

+ (VA Fuy) - V) - & —(& - V)V A Fuy) )

=0

(2.39)
On vérifie que
FVA(EAN (VA (Fw)) = —(E V)V AFu) -7
(2.40) P
= —a—¢'ut
(2.41) Or (&, AF)=rsinfé,, et (€-V)= L0
: r (E;AT)=rsinfe,, et (€, = 0 95
0 L L =
(2.42) donc —=(€,A7)-V,

b

(2.43) et 7-VA(EN(VA(Fu)))=—(E A7) Vu,.

3. Voir annexe B.
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Pour la partie poloidale, on a

FVA(EA(VAVA (Fu,)))

sinf 0 cos f 0 sinf 0 . 0?
=\t LQ—COS"L%—T%—W@T@@) Uy
(2.44) sind 0 0 1 0
= , % Lg—l—TE —|—COSOL2 ;—E Up

0 0 sind 0
= (rcos@A—(Lg—l—rg) (COSGE— . %))up

En ajoutant ces deux dernieres expressions
P VA (EA(VAVA (Fuy)))

2.45 5 1 - -

(2:45) :(é-V—i(LﬂiW7+é-VLﬁ)uw

On définit alors 'opérateur @3 (introduit dans Roberts, 1968) comme
— = 1 — = — =
(2.46) QSZQ-V—§(@@-V+@-VLQ.

L’équation (2.37) s’écrit donc

a —
— Louy = v ALy +20(€, A7) - Vuy — 2Q Qsu,
(2.47) ot ) 1 e .
—7- VA (uViu — BVB) .
\ wopo

Pour dériver ’équation du scalaire poloidal, on prend le produit scalaire par
—7" du double rotationnel de (1.71.4). Le passage de u; a u, s’effectue par ’équa-
tion (2.27), en remarquant que

VAVAI[E A :6/\[—%}
z
(2.48) _ ez

SN e A (D]

De plus, il faut tenir compte de la force d’Archimede, qui cette fois ne s’annule
pas. On obtient

—LyAu, = vALyAu, 429 (6. A7) - V(Au,) + 20Qsu,

— — 1 — —
ﬂmh®+WVA(VA@Vﬁ— Bwﬁ)
N Hopo

On a donc le systeme d’équations scalaires (Roberts, 1968 ; Cuong et Busse,

1981)
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(VA — %) LyAwu,+20 (e, A7) - ﬁ(Aup) +2QQsu; —ag L, ©
= = 1 — —
= —F V/\(V/\(JV'J— BVB)) ;
- Hopo
(VA — %) Lyus+2Q (€, A7) - Vuy — 2QQ3u,
=d 1 — —
= +7 V/\(JVJ— BVB)),
(2.50) B Fopo  ~
00 107, _ . L o=
5 —(;ar)u r+kAO —u-VO,

On rappelle que L, et ()3 sont définis par

Ly, = 27“23—7" ZA

(2.51) % e 1

= — sin

sinf 90 %_siHQH@’

Qs = 5’2-6—%([]2@'6%—@'610)

0 0 sind 0
= rcosf A — (LQ‘I‘TE) (cos@a— . %) .

(2.52)

2.1.4 Conditions aux limites pour cette décomposition

Il reste a établir les conditions aux limites cinématiques pour cette formula-
tion. Dans le cas de déplacement nul (“no-slip”)

|
l@ T Ouy
7“7 sinfl d¢

1 8 la(m) _ Uy

sinf dp \ T ar'\ P 00 -

£y
Il
(=11
Il

(2.53)

a . ... a . .. ‘
e sin 6(2.53.b) + a—¢(2.53.c) donne:

9, d (10 1 0% 10
(2.54) %sm 9% (—a (rup)) + sinﬁa—qb?(;a(rup)) =0,

De u, =0 on tire u, =0 , et
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) 10
(2.55) sinf L (;E(r%)) =0,
dbﬁ%%zo
De plus 2(2 53.b) — g sin 6(2.53.¢) donne:
p 95273 50 .53. :
1 82ut 8 aut
2. —sinf— =
(2:56) sno s Tooo V90 =0
(2.57) sinf Lous = 0.
Soit
u, = 0,
. ou
(2.58) %o =0,
Uy = 0.

Dans le cas sans frottements, de contrainte horizontale nulle (“stress-free”),

suivant une procédure semblable a celle suivie pour le cas rigide, nous obtenons
a partir de 1.75,

u, = 0,
o (1 0
(2.59) or (r—Q E(T‘up)) =0,
gut/r =0,
.
u, = 0,
2
(2.60) %g’zo,
@%ﬁlzo.
.

On peut noter que dans les deux cas, ces conditions aux limites sont bien
suffisantes pour contraindre I'opérateur bi-harmonique (du 4¢ ordre) de I’équation
d’évolution de u, dans (2.50). En revanche, on ne peut pas simplifier le systeme en
calculant directement 1’évolution en temps de Aw, , car on n’a pas de conditions
aux limites sur celui-ci.

Pour le champ magnétique, a la frontiere noyau-manteau et au dela (r > r.),

B=-Vo,
(2.61) {
A®=0.

Le champ magnétique (et donc la composante radiale de VAB ) sont continus a
la frontiere noyau-manteau. Dans le manteau

(2.62) VAB=0,
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dans le noyau on a donc, par continuité,

= — = 1
(2.63) (VAB)@r:—;Lﬂﬁzo,
donc
(2.64) B;=0, en r=r..
Pour le scalaire poloidal, on a B, et — continus a l'interface et se raccordant

au champ potentiel dans l'isolant. Nous verrons, une fois la décomposition en
harmoniques sphériques introduite, comment le décrire.

2.2 Discrétisation Verticale

2.2.1 Schéma radial

Nous avons calculé les dérivés radiales par un schéma de différences finies.
A cette approche, il est généralement préféré une méthode spectrale utilisant
les polynomes de Chebyshev. Nous choisissons de discrétiser nos équations dans
I’espace physique pour cette direction pour deux raisons. La premiere est de
pouvoir facilement modifier les conditions aux limites de notre systeme, ce qui
est beaucoup plus facile et moins cotteux dans ’espace physique. La seconde est
de pouvoir a terme paralléliser notre approche.

On utilise un schéma consistant (au sens de 'erreur de troncature), aux dif-
férences finies centrées, écrit directement sur une grille irréguliere. Basé sur le
développement de Taylor, ce schéma s’écrit en notation simplifiée

f- hy) f(0) f(+h,)
—e . >
- hy o hy B
. ; hi [ f(h2) — f(0) ha [ f(0) = f(=h1)
(2.65) Gﬂozhrﬁm< hy )+hrum( ha )’

af

(2.66) ( ( ) T 7
(2.67) To = a_f( )+ O(hS)
et
2 Sf(%z)_gf(_%)
7)o =" thvhz
(2.68) (52f)0 _ hy f(=h1) — (h1 + h2) f(0) + hy f(h2) .

(hiha (hy + ko)) /2
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an N ~/
(2.69) 73(0) = (827), + 7
L Pf  hE—hyhy + h2 Of
(2.70) o = =5 ha=h) 55(0) - 12 gzi V)

(*)
+(hy — hy) O(R%).

Le terme marqué d’un astérisque est spécifique aux différences sur une grille irré-
guliere (il s’annule pour hy = hy ). C’est de ce terme que vient toute la difficulté
a définir I'ordre d’un schéma sur une grille irréguliere. Il est particulierement clair
lorsqu’on considere ce terme qu’il est préférable d’utiliser une série géométrique
pour construire la grille, plutot qu’une série arithmétique (pour une série géomé-
trique le terme (hy—hy) est proportionnel a & ). Dans le cas particulier d’une grille
réguliere ( iy = hy = h ) ces schémas dégénerent en § et §? qui correspondent
aux formules classiques centrées d’ordre deux,

(2.71) 5y, = T TEN

(2‘72) (52f)0 _ f(_h) —2f(0) ‘|’f(h)

On a alors o "

(2.73) 5.0 =(f)o + 70,

(2.74) o= —%2 %«n - % %(0) +O(h°),
(2.75) %(0) = (8%) + 7.

(2.76) o= —% %«D - 3% %@ +O(h").

2.2.2 Prise en compte des Conditions aux limites

C’est dans cette dimension que 1’on rencontrera tous les problemes de condi-
tions aux limites. On utilise une condition de symétrie sur un point pour contraindre
les dérivées d’ordre un au bord.

u
Les conditions u |[o= 0 et ar lo= 0 permettent de calculer 'opérateur laplacien
r

au bord du domaine sous la forme

. u(—1) —2u(0) + u(1)
sous la forme 2 (1)
u

On obtient alors le méme résultat qu’en utilisant un développement de Taylor au

bord du domaine (voir Fletcher II, p.378, éq. 17.104).

61



Emmanuel Dormy Chapitre 2 : Approximation numérique
2.3 Décomposition spectrale sur la sphere

2.3.1 Définition et propriétés

Les harmoniques sphériques sont un ensemble de fonctions complexes Y, (8, ¢)
définies sur la sphere.

(2.79)  Y™(0,¢) = C™ P"(cosf) ™ pour { {=0,1,2,..., 400
m=0,1,....,[
ou C7" est une constante de normalisation, et P/ est le polynome de Legendre
associé de degré [ et d’ordre m (définis ci-apres).
Les harmoniques sphériques ainsi définies sont orthogonales deux a deux. Pour
les calculs numériques, on choisit généralement la constante de normalisation C}"
de maniere & ce qu’elles soient orthonormées (“fully normalized”)

(2.80) /W /W Y/ (0, )" Yirs(0,6) sin0df dd = 48y 6y
—m JO

ou Y;™* désigne le conjugué de Y, | et ou ¢;; est le symbole de Kronecker défini
par
522 = 1 ) \V/'I:,

(2.81) b5 =0 Vi j, it

Cette relation d’orthonormalisation définit C]* comme

o . _ _ (I — m)!
(2.82) o = \I(Z—émo)(Zl R

m)!

La fonction associée de Legendre P/™(x) est définie pour |z| < 1 par:

m

T P(z), pour m > 0,

1\2|§

(283)  Pl(x) = (~1)" (1 - 2?)

ot Pj(x) est le polynéme de Legendre? de degré [, défini par

Po(I) = 1,
(2.84) Pi(z) =z,
(n+1)Popi(z) = Cn+ 1)z P(x) — nPyq(x) (n>1).

4. Pour la définition numérique des polynomes de Legendre d’ordre élevé il convient de choisir
soigneusement la relation de récurence utilisée. Certaines relations (par exemple Press et al.)
sont peu précises pour les grands m , voir a ce sujet Koop et al. 1989.
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Nous rappelons ci-dessous les expressions des premieres harmoniques sphé-
riques

Yy 1
Y10 V3 cos b Yll — /3 sinf €?
Yy % (3 cos? — 1) Y}: —+/15 cosf sinf €' Y} @ sin? O e2i¢

Les harmoniques sphériques sont les fonctions propres de I'opérateur Ly, elles
vérifient

1 0 ay" 1 9%y
2.85) LY = ——— — [sinf —— | — L=+ 1)Yy"
(2:85) LY, sinf 00 (sm 00 ) sin? @  d¢? (+Dy",

ce qui est particulierement intéressant pour exprimer le laplacien d’une fonction

mise sous la forme F(r) Y™ (8, ¢) ,

(2.86) A [F(r) Y (0, 6)] =‘nmw~@;§[5%@252F0ﬂ>—-«1+1>Fo»

Les harmoniques sphériques forment une base de 'ensemble des fonctions
continues définies sur la sphere. C’est-a-dire qu’une fonction F' vérifiant :

F:[0,7n] x [-m, 7] — R,

e F(6,—7) = F(0,7) V0e 0, 7]
(2.87) { F(0,¢1) = F(0,¢2) V(¢1, ¢2) € [—m, 7]
F(r,é1) = F(, ) V(¢1,42) € [—m, ]?

s’écrit comme limite d’une somme

(283) F6.6) =S Y 7 Y6.9).

=0 m=0

ou les coefficients f/™ sont donnés par

(2.89) o= /_W/O Y™ (0,6) F(0, ) sin 0 df db.

Les décompositions en harmoniques sphériques sont 1’équivalent, dans la géo-
métrie sphérique, des transformées de Fourier dans le cas plan.
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[=0
[=1
[=2
[=3

m=0 m=1 m=2 m=3

F1G. 2.1 — Harmoniques sphériques (partie réelle) jusqu’a Uordre et au degré 3.

=7, m=0 =7 m=4 =7, m=7

FiG. 2.2 — Fzxemples d’harmoniques de degrés plus élevés. Une harmonique zonale
(=7, m=0), un cas général (=T, m=4), et une harmonique sectorielle

(=7, m=7).
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2.3.2 Application a nos équations

Nous allons écrire explicitement les termes linéaires de nos équations sur cette
base. Pour cela, nous utiliserons les relations suivantes sur les fonctions associées

de Legendre. On a (Coulomb-Jobert),

(2.90) P (a) = =+ 1+ m) V1 =2 P (x) +« P (),
Q9 AP = —n - DVI ) + o B (),
et (Abramowitz-Stegun),

(@~ 1) Py (a) =
(l+m)(l—m+1)Va? —1le_1(3:) —max P (z).

Et (2.90) - (2.91) donne (appliqué a m — 1 )

(2.92)

P[T_|rf1($) - P[Tl(x) = - ((Z + m) le_1($) — (m — - 1) le_l) 1— 12,

(2.93) Pliy(e) = Py (e) = —(20 4+ ) VT — 22 B (o).

De méme, (m — [ —1) (2.90) — (I + m) (2.91) donne (appliqué a m — 1)
(299)  (m— 1= 1) By (e) — (L4 m) PPy () =2 (<21 — 1) PP (a)
soit l 41 .

(2.95) z P () = me(iﬂ) to () .

En reportant (2.93) et (2.95) dans (2.92), il vient

d (l+m)(l—m+1)
2 m m m
(z _1)&]31 = 20+ 1 <PI+I_PZ—1)
m m m
o577 (= =1 PL = (4 m) Py
d [(l—m+1) (l+m)(l+1)
2. ) —P" = ——————= P, — P

Commencons par quelques calculs préliminaires utilisant ces relations

— Calcul de: cos 8 Y,

Il vient directement de (2.95) avec & = cos 6

.Al (l,m) .Ag(l,m)
—N— —_——
) o l=m+1 I+m ..
(2.97) cos Y™ = T 1 Y+ 1 1 Y™

— Calcul de: sind %Ylm
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Comme
dP" dpP"
sin 0 % P/"(cos ) = —sin® 0 )l( (cosf) = (Cos2 6 — 1) d)lc (cosB),

en utilisant (2.96) avec @ = cosd, il vient

Cl(l ) Cg(l,m)

(2.98) sin 0 %Ym =LA (L,m) Y —(L+1) Ao(l,m) YTy

Nous pouvons en déduire ’expression des différents opérateurs linéaires interve-
nant dans le systeme d’équations 2.50.

— Calcul de: Ly f(r) Y™

Par construction méme des Y, :
(2.99) Lof(r) Y =1(l+ D) f(r)Y,".

— Calcul de: Q5 f(r) Y™

Le calcul de Q3f(r) Y, demande I’expression préalable de (€, V_") f(r)Y,™ (voir
2.52)
1 d

- = m a m m
(e,-V)f(r)Y" = cosﬂg(f(r)Yl )——smH%(f( r)Y,™)
daf . 1 . 0
= COS@EE - sin @ f(r )aOY
LS df f
(210012 - 9)1() V7" = cos0 5 ¥~ (€0 m) Vi + ol ) V)
D’ou
— = m 1 - = - = m
Qsf(n) Y™ = (& V)Y = 3 (L2 (@ V) + (@ V) L) 1),
f I+1)(+2) 1(l+1
- (et m) [—1+( thd+?) Wy )] Y
r 2 2
I+1)1 (-1
ety |-+ L LD e )
df
—l(l+1) cos@aYlm
f(r

= % (Ca(lym) (L(1+2)) Vi + Ca(lom) (2 =1) V™)

df
—I(l+1 H—Y™.
(l+1) cos oV
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Emmanuel Dormy

Soit, en explicitant cos 8 Y™

- K11 (Lm) Kiz(lm)
f(r) (+2)P(1l—m+1) df [(1+2)(m—1-1)
=YY" 4.
Qsf(r)Y; 1T 20 + 1 +dr 2041
(2101) - Ka1(l,m) Kaz(l,;m)
f(r) (1 —12)(1 [+1) df (1—03)(

sy |0 A=B)0+m)I+1) df (1 =E)(I+m)

r 20+ 1 dr 20+1

On peut alors écrire le systeme (2.50) en décomposant u,, u; , et © sur cette

base d’harmoniques sphériques

Awuy™ +Zﬂl(1—|—1) Qs usy”

a m m bA'Y
a—Aupl = I/AQUM —I—IZQW
—ag O
1 = (e (o 1 g
+ 7-V A (V/\(uVu— BVB)) ,
[(I+1) - Hopo  ~ ym
0
— = v A 20) " "
T A TS [+ 1) e
1 g =
2.102 - 7 |VA|dVi—-—BVB :
( ) [{l+1) ( ( topo )) ym
J 10T, i g
5O =~ )+ Dy + K AOT — (@ Vo) v
0 1 ; o
— B, = nAB,J" 7 iAB
OB = gABy 47 (YA (FA@AD))
ot P+ v

2.3.3 Conditions aux limites magnétiques

La composante poloidale du champ se raccorde continuement a la frontiere
externe a un champ dérivant d’un potentiel harmonique. Comme il est dérivable

du coté de I'isolant, on peut écrire
¢ < m 1
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On peut alors écrire au bord

.  nm, U+ o
(2.10) &+ e =0,
0 : . . o

car B, et _er sont continus. Les conditions aux limites pour le champ s’écrivent
alors 5 i+ 1)

m —I_ m
(2105) E(Bp)l —I_ (Bp)l = 07

(Be)i" =

On note la force de la décomposition en harmoniques sphériques, qui nous
permet de fermer le systeme sans avoir a calculer la diffusion du champ dans
isolant.
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2.4 Calcul des termes non-linéaires

Reste le calcul des termes non-linéaires. Ils sont calculés dans ’espace phy-
sique, puis transférés dans I'espace spectral. En théorie, le calcul de la valeur d’'un
champ scalaire dans 'espace physique connaissant ses coefficients spectraux ne
pose pas de difficultés. Tout comme I'intégration de ces valeurs pour recalculer les
coefficients spectraux. La difficulté tient ici a la projection de champs vectoriels
calculés dans ’espace physique sur les coefficients spectraux de leurs composantes
poloidales et toroidales.

Une difficulté supplémentaire est engendrée par le terme d’induction. Ce terme
s’écrit comme le rotationnel du produit de deux vecteurs. Il est donc bien solénoi-
dal, et en tant que tel se projette sur la décomposition de Mie. On pourrait donc
envisager de le calculer dans I’espace physique, puis de calculer les coefficients cor-
respondants a sa décomposition spectrale. Cette approche nécessiterait toutefois
le calcul du rotationnel dans ’espace physique, ce qui serait d’une faible précision
numérique. Il est préférable de ne calculer que le produit vectoriel @ A B de la
vitesse par I'induction dans ’espace physique, et de I’écrire dans 'espace spectral
avant d’en prendre le rotationnel. Cela souleve une difficulté supplémentaire, car
ce produit n’est pas a divergence nulle.

Nous allons utiliser pour dérivées les formules nécessaires a l'intégration des
non-linéarités une note intitulée “Dynamo cinématique” rédigée par Philippe Car-

din (1995).

2.4.1 Harmoniques sphériques généralisées

Nous allons utiliser les harmoniques sphériques généralisées pour dériver de
fagon concise les formules nécessaires a la manipulation des termes non-linéaires.
Ces harmoniques permettent de décrire un champ de vecteurs sur la base des
harmoniques sphériques et de leurs dérivées. Les familles de dérivées par rapport
aux angles # et ¢ des harmoniques sphériques usuelles ne forment pas des bases,
mais une combinaison linéaire de ces dérivées en est une.

On notera les harmoniques sphériques généralisées YE Yo Y0
définies comme (voir Gel’fand et Sapiro 1956 et Phinney et Burridge 1973, pour

une présentation rigoureuse)

elles sont

1 ay™ .1 gy

2.1 vyt = _
(2.107) Y = Y™,

. 1 oym 1 oy
2.1 Y. = — — .
(2.108) bm l(l+1)( 90 ‘s 95

A un vecteur VeR? de composantes (V,, V4, V;) dans la base sphérique réelle
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(€, €5, €5), on peut associer les coordonnées (V*, V9 V) dans la base canonique

des harmoniques sphériques généralisés (¢ *,€% €7) .
Nous avons les relations suivantes
1
Vt = —(=Vp +1V,
ﬂ( b+ iVs),
(2.109) Ve =1V,
1
Vo= =(Vi+iVy),
\/_
et
et = L(—é’g —i€y)
\/5 )
(2.110) e’ = ¢,
e 1 (& — i2,)
€ = —(€p —i€y).
2l

On peut alors écrire le champ de vecteurs sous la forme

+oo I

(2.111) Vt(r,0,¢) = Z Z T 0,9),
=0 m=0
+oo I

(2.112) VO(r,0,6) = > > Vin(r)Yi"(0.9),
=0 m=0

(2113 V(r0.6) = 33 Vil )¥in(0.9).

=0 m=0

la divergence s’exprime (Gel’fand et éapiro, 1956 ; Phinney et Burridge, 1973) |

oo ! (l+1

V0= 22 [a L’Vz%(r))—%wz;(THVz;(r)) Y (0,9),
(2.114) o
et le rotationnel

- o oo (l+1

(FAT 00 =3 i [—%vm L) | Yik(0.9)

- - foo Lo/l +1

RISV AT 0.6) =) 3 [%(vl;(r)—vlm( DIRGROY:

5 o oo | (l+1

A0 =5 | L0+ o | Va0

Nous allons utiliser ce formalisme pour expliciter le calcul des composantes
poloidale V},, toroidale V; et sphéroidale V; d'un champ de vecteurs.
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.
Connaissant la composante radiale de V', on peut écrire sa décomposion en

harmoniques sphériques (2.89),
(2.116) Ve = [ [ ¥re0,0) Vit 0,6) sino do dg
—m JO

d’ou, avec (2.25)

Vi(r.0,9) =l§ S V() Y6, )

m=0
1
(2.117) = —L, P)
T,
!
- Z Z F(r) Y0, ).
{=0 m=0
On exprime alors la composante poloidale V, [*(r),
.
2.11 [(r) = P1Ar),
(2,118 V) = )
qui s’écrit encore
.
2.119 V7 (r) = Vi (1)
(2.119 (70 = T Vi)

Pour calculer la composante toroidale, on peut écrire (équation 2.25),

+
g

aym 1 oy

l
_ m { m
Vil 0.0) = 3 3 Ve 0.0 + V() g g 0:9).
(2.120) j__og iy L oy gy
_ m { N m l [
V¢(T‘797¢) - i mzz:o‘/sl (T) sinH 8qb (9’99) ‘/tl (T) 80 (0799)
On a alors
Vo = V-6,
= %V'(g__é)+)7
2.121) _ L io Zl: e
B \/ZIZO m=0 [ e
1 ¥ 8Y 1 ay”
= V — V)= .
/21(1 4 1) ZZ; mz: 80 i(Vim lm>sm9 0¢

On obtient par identification,

—1
2.122 s (V) + V),
(2.122) f 2l(l+1)( im T Vin)
i
2.123 Vil = ———(V, = V).
(2.123) 0y 2l(l+1>( tm = Vin)
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On peut vérifier que dans le cas d’'un champ de vecteurs a divergence nulle,
on retrouve la relation entre déja établie entre la composante sphéroidale et la
composante poloidale. Il vient de 1’équation (2.114)

I(1+1
0= Ll gee) - D v,
(1+1) Y e VT
2.124 [ m m
( ) . Vil' = —25(7“2 . Vil")

Enfin, en explicitant (2.122) et (2.123), il vient

1
Vil' = ———(Vin,

20004+ 1)

ﬁ/_w /W (VIYE™ — VoY) sin 0 do do

(2.125) _ / / 5Ym* . 1oovrT
z+1 Ly Vet il Hig g5

8Ym* 1 8 Yym*
—(Vg—l—ﬂ@)(— 50 +1 S0 99 )sin 0 df d¢

I G) P ay; " . . ‘
= 0dod
l—l—l /—7r / fsin b d¢ )sin 2

- L1 g 1 oy aYm* , ,

et

-1
Vil = ———— (Vi + Vi)
(2.127) 2l(l +1)
| = (- aym* v, LY G dndo
- z+1 L Ysind 9 ) :
o 1 (o 1L oymry . .
(2.128) g (Vg o . )sm@d@dqb.

On peut adopter la méme approche pour déterminer les composantes poloi-
dales et toroidales du rotationnel d’un champ de vecteur (également utile pour
le calcul de I'induction). La composante poloidale du rotationnel (rotV'), s’écrit
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en utilisant (2.119),

mo__ r = \0
(I’OtV)pl - l(l_l_l)(V/\V)lm
o il(l+1)( N .
(2.129) S+l 2 T
1
= ——— Vil = Vi)
oui+1y "
=V,r.

La composante toroidale (rotV'); vient de (2.123),

(rotV)i}' = ——=((VAV)E, = (VAV),)
200+ 1)
1 I(l+1) 19 (l+1) 10
= — - m —a—(rv,;) — %V o
200+ 1) 2r r V2r rdr

1., 1O r + _
= ;Vzm to5 (7(‘% + Vzm))
(2.130)

2.4.2 Aliasing

La méthode de calcul des termes non-linéaires que nous utilisons, par calcul
dans l’espace physique en des points de collocation et intégration dans I’espace
spectral, pose le probleme de ’aliasing. Le nombre M de points de collocations
est choisi de sorte qu’il contraigne le spectre jusqu’au degré maximum calculé.
Une fonction connue dans ’espace spectral jusqu’au degré Lmax peut alors étre
évaluée dans l'espace physique, puis intégrée dans I'espace spectral sans étre al-
térée (aux erreurs d’arrondis pres). Si 'on évalue deux fonctions de ce type dans
I’espace physique, le spectre de leur produit a un contenu spectral allant jusqu’a
2 X Lmax. Si le nombre de points dans ’espace physique n’a été fixé qu’en fonc-
tion du degré Lmax, 'intégration dans l’espace spectral est sous échantillonnée
et 'on risque un transfert d’énergie des petites échelles vers les grandes. C’est le
phénomene d’aliasing.

Pour tous les calculs présentés dans ce travail, nous avons pris soin de vérifier
que lapproximation spectrale converge largement (un rapport d’au moins 10° a
été maintenu entre les haut et bas degrés). Pour cette raison, nous avons adopté
une méthode de calcul conservant ’aliasing (dite “fully aliased”).
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Il est important de noter que dans des études en turbulence développée, une
telle convergence ne pourra plus étre garantie, et qu’il sera alors nécessaire d’in-
troduire une méthode de dé-aliasing.

Il existe au moins deux approches pour réduire I’aliasing (e¢.f. Canuto et al.
1988). La premiere (“padding”) consiste a utiliser un nombre plus élevé de points
de collocation. On utilise généralement 3M/2 points. La seconde (“phase shift”)
consiste a effectuer le calcul dans ’espace physique sur deux ensembles de points
décalés.
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2.5 Schéma d’intégration temporel

On integre ces équations par un schéma aux différences finies de type semi-
implicite Crank-Nicholson pour la diffusion, et Adams-Bashford pour les termes
de forces (termes non-linéaires, Coriolis,...).

Les équations des systemes précédents peuvent s’écrire de facon générique
sous la forme

(2.131) %Af]”(t) =Bf"(t)+ag"(1),

ou les opérateurs linéaires Aet Bsont a une constante multiplicative pres des la-
placiens ou des bi-laplaciens. On discrétise ces opérateurs par le schéma de dif-
férences finies introduit précédemment pour les dérivées radiales, et en utilisant
les propriétés des harmoniques sphériques, ce qui mene a un schéma approché:

9,
A ST = Bu S (1) + g (0).

Le schéma d’intégration temporel est alors le suivant

Anfi"(t +6t) — Anfi" (1)
(2.132) o

1 1

= LB+ 5 B 1)

3 m 1 m
‘|‘§gz (t) — 5 i (t —dt),
qui s’écrit

1 1 - 1 1 -
(EA}L - §Bh) 1 (t + &) = (E-Ah + §Bh) i (t)

3

m 1 m
FSgr(0) — S ot = 31).

(2.133)

Pour chaque équation, le calcul d’un pas de temps nécessite donc un produit
matrice vecteur, et une inversion de matrice. Ces matrices sont 5-bandes pour
les deux premieres équations (bi-laplacien)® et tri-diagonales pour les suivantes.
Elles sont résolues par une méthode de pivot de Gauss (O(N) pour une matrice
tridiagonale) accompagnée d’une décomposition “LU” pour la matrice pentadia-
gonale.

La partie diffusive (Crank-Nicholson) est inconditionnellement stable (mais
peut étre oscillante pour les courtes longueurs d’ondes spatiales). Le terme d’ Adams-
Bashford est conditionnellement stable. Nous avons déterminé la stabilité empi-
riquement dans nos simulations.

Notre algorithme a été mis au point sur des machines vectorielles puissantes

(Cray J-90 & C-90).

5. Comme nous ’avons vu précédemment, on ne peut pas calculer simplement par une ma-
trice tri-diagonale I’évolution temporelle de Au, car on n’a pas de conditions aux limites sur
celui-ci.
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Summary

We study here a simplified problem (axisymmetric, and with no energy equa-
tion) where motions are generated by differentially rotating boundaries. We first
study the fluid dynamic problem. After rapidly recalling the experimental and
theoretical knowledge on Ekman layers (§3.1), we test our numerical resolution
(fig 3.5 & 3.6). The asymptotic solution (Proudman, 1956) for this problem is ex-
plained in §3.2. The simplicity of this problem (as compared to the dynamo one)
allows us to study a wide range of Ekman numbers (§3.3). It is found that the
Ekman number has to be decreased bellow 107° to reproduce qualitative features
of the asymptotic solution (see fig. 3.10 and 3.12).

We then study the MHD problem, in the presence of an imposed dipolar and
force free magnetic field with sources at the inner core boundary (fig. 3.14). We
compare (§3.4.2) the results with an insulating inner body with the numerical
study of Hollerbach (1994) and the analytical developpement of Kleeorin et al.
(1997). We find a good agreement with both (fig. 3.19). Then we study in more
details the case of a conducting inner core (§3.4.3, §3.4.4). In this case, when
the magnetic field is strong enough, the solution is expected to be close to a
state of solid rotation with the inner body. As the Elsasser number increases, the
boundary layers are modified by magnetic effects. Ekman layers are progressi-
vely changed into Hartmann type layers (fig. 3.16 and 3.17). In the limit of large
Elsasser numbers, the shear at the inner sphere boundary vanishes, as the flow
tends to a bulk rotation together with the inner sphere. The first effects of the
Lorentz forces on the main flow is, as expected, to smooth the change in angular
velocity at the tangent cylinder (fig. 3.24). Unexpectedly, for increasing strength
of the field, we observed a super rotation (the fluid’s angular velocity reaches
a maximum inside the fluid volume) localized in an equatorial torus limited by
imposed field lines. It results from the spherical geometry (Hartmann and Ekman
boundaries singularities) and the presence of a conducting inner core. At a given
field strength, the amplitude of this phenomenon depends on the Ekman num-
ber and tends to vanish in the magnetostrophic limit. This demonstrates once
again the decisive role played by the Ekman number on the solutions, even with
important magnetic effects.

Main results and discussions presented in this chapter have been submitted
to “ Farth and Planetary Science Letters” in an article entitled “ MHD flow in
a slightly differentially rotating spherical shell, with conducting inner core, in a
dipolar magnetic field”, co-authored with Philippe Cardin and Dominique Jault.
It is included as a “pre-print” in appendix C' .
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Chapitre 3

Magnétohydrodynamique entre
deux spheres en rotation
différentielle

e systeme d’équations introduit aux chapitres précédents est complexe et sa
£ résolution numérique ardue. Il apparait donc sensé d’en étudier pour com-
mencer une version simplifiée. L’une des difficultés majeures que 'on rencontre
lorsque 'on cherche a approcher numériquement une solution de ce systeme est
liée a la rotation tres rapide de la terre. Le nombre d’Ekman qui mesure le temps
caractéristique associé a la rotation du systeme par rapport au temps caractéris-
tique associé a la viscosité du fluide est tres petit, environ 10715 . La puissance
de calcul nécessaire a la résolution du systeme (ou d’un systeme simplifié) croit
treés rapidement lorsque 'on diminue ce parametre!. Méme en utilisant diverses
astuces pour réduire les petites échelles (suppression des couches d’Ekman, usage
d’hyperviscosité), ce nombre n’est jamais descendu en dessous de 107° et est en
général choisi autour de 107> | ce qui reviendrait a allonger la longueur du jour
d’un coefficient supérieur au million, ou encore, a surestimer d’autant la viscosité
du fluide dans le noyau liquide.

Il parait utile de chercher a mieux comprendre les difficultés numériques as-
sociées aux petits nombres d’Ekman via I’étude de problemes simplifiés. Nous
présentons ici I’étude de I'un de ces problemes: axisymétrique, laminaire et ou
les mouvements sont générés par une rotation différentielle des spheres aux li-
mites du probleme (figure 3.1). On notera € la rotation de la sphere externe (a

1. Considérons la résolution de structures en E'/2) pour trois dimensions d’espace et en
tenant compte de la stabilité numérique, le temps de calcul croit comme F~2.
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FiG. 3.1 — Nous €tudions l’écoulement fluide, puis l’écoulement MHD entre deux
spheres en rotation rapide et [égérement différentielle.

laquelle notre repere sera associé) et (1 + ) Q celle de la sphere interne.

Nous étudions ce probleme de mécanique des fluides, puis I’écoulement magné-
tohydrodynamique en présence d’'un champ magnétique imposé. Nous cherchons
a étudier une gamme aussi large que possible de parametres et essaierons d’en
tirer des conclusions sur le régime asymptotique des petits nombres d’Ekman.
Par la nature de ce probleme, l'usage d’une hyperviscosité ou la suppression des
couches d’Ekman n’auraient pas de sens. Une motivation supplémentaire pour
ce travail est de pouvoir tester le code 3D présenté au chapitre précédent sur un
probleme assez simple et dont la solution est bien comprise, afin de le valider.
Ce travail nous permet également de tester les performances et les limitations de
notre approche numérique.

Bien que nettement plus simple que la convection magnétohydrodynamique en
trois dimensions, ce probleme est tres intéressant en lui méme, puisqu’il présente,
meéme en ’absence de champ magnétique imposé, une solution asymptotique non
triviale. Enfin, 'annonce récente d’une possible observation de rotation différen-
tielle de la graine par rapport au manteau terrestre (Song et al. 1996, Su et al.
1996) ajouterai, si cela était nécessaire, une motivation supplémentaire a I’étude
de I’écoulement entre deux spheres concentriques en rotation différentielle et des
effets d’un champ magnétique sur cet écoulement.
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3.1 Systeme et forme adimensionnée

On peut simplifier le systeme (1.71); pour ce probleme, I’équation d’énergie
peut étre oubliée,

ou

— = —uVu 67r—|—1/A'L_[—ZQ(ez/\u)
at 17 Po
+ (q B)AB,
Hopo
(3.1) Vi =0,
oB o o o
= = VA (@AB) +3AB,
V-B =0

On adimensionnalise le systeme d’équations (3.1), en choisissant respective-
ment comme unité de longueur de temps et d’induction

(3.2) L=r., t=1[0]", B=0B | .
On peut alors définir les grandeurs sans dimension

v B? v
3.3 E=— A= 0 -z
( ) Qrg bl Qp/,w] bl

appelées respectivement nombre de FEkman, nombre d’Elsasser et nombre de
Prandtl magnétique.
Le systeme (3.1) s’écrit alors sous forme adimensionnée

ou

(@—I_ uVu) = —67T—|-EA’J
28, Nii+A-P;' E-c" (VAB)AB,
(3'4) V-u =0,
OB B .
5 = VA(@AB)+P' E-e'AB,
V-B — 0

On décompose le champ§ en un champ statique imposé a force nulle (j’/\? =
0) plus une perturbation induite. On peut mettre la perturbation a I’échelle pour
avoir

(3.5) B=By+(¢- P, -E™Yb .
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Quand b << By, le systeme (3.4) devient

5(%+JV'J) = —Vr+ EAG
28, AT+ A(VAD)AB,,
(3.6) V-u =0,
LOb - o o
Vb = 0.

Les équations scalaires dérivent alors simplement de (2.50) puis (2.102). Il est
important de noter que s’il faut quatre nombres sans dimension, ¢, £, A, P, ,
pour décrire ’ensemble des parametres, deux d’entre eux, E, A , suffisent lors-
qu’on ne s’intéresse qu’a 1’état stationnaire (¢ — o0). Nous n’avons pas étudié
les états intermédiaires et avons constaté (pour une large gamme de parametres
E, A') qu’avec nos approximations (axisymétrie, b << By et ¢ << 1), la solution
se stabilisait toujours sur un état stationnaire.

3.2 Meécanique des fluides

Dans cette section nous aborderons le probleme de mécanique des ﬂuldes
classique, c’est-a-dire que nous restreignons le systeme précédent au cas Bo=0
et donc b =0 .

3.2.1 Couches d’Ekman

Les couches visqueuses représentent un probleme central dans les études de
mécanique des fluides. Aux limites, lorsqu’elles sont modifiées par 'effet d’une
rotation rapide, ces couches, que ’on appelle alors couches d’Ekman, deviennent
encore plus importantes, car elles induisent un écoulement secondaire dans le
corps du fluide.

Un exemple classique est celui de la tasse de thé?. Lorsque 'on agite le thé
dans une tasse avec une cuillere en lui donnant un mouvement globalement circu-
laire, on constate que les feuilles tombées au fond se rassemblent invariablement
au centre de la tasse®. Cela prend en général 'intuition & défaut, car on s’at-
tendrait volontiers, a ce que des effets centrifuges les séparent et les entrainent a

2. A la demande de Philippe Cardin, je précise qu’il faut utiliser du thé vert pour obtenir de
bons résultats.

3. Cette observation est bien entendu indépendante du sens de la rotation imposée au fluide.
Pour obtenir Deffet opposé, il faut imposer un mouvement de rotation au conteneur (la tasse)
alors que le liquide est au repos, les feuilles se dispersent alors en périphérie.
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la périphérie. Plus denses que le liquide (puisqu’elles sont au fond), elles échan-
tillonnent clairement une couche limite au fond de la tasse et cet effet met en
évidence la complexité des couches d’Ekman. En conjonction avec la contrainte
du théoreme de Proudman-Taylor (en rotation rapide ’écoulement principal est
verticalement invariant), 'effet de ces couches limites sur ’écoulement principal
peut étre tres important et méme primordial tres loin des régions directement
affectées par les effets visqueux.

Revenons a la tasse de thé. Edward Taylor réalise, en 1972, une expérience
(qu’il baptise d’ailleurs “Teacup Experiment”) visant a observer ce phénomene
de maniere plus rigoureuse. Il utilise un vase cylindrique (d’environ 50 cm de
diametre). Pour commencer, il place le conteneur en rotation et attend d’avoir
atteint un régime stationnaire de rotation en bloc du fluide avec le conteneur. Il
arréte alors la rotation du conteneur; a I’exception des régions proches du bord,
le fluide continue de tourner. Il visualise I’écoulement grace a une ligne de bulles
d’hydrogene produites par électrolyse a ’aide de breves impulsions dans un fil
placé verticalement (c.f. figure 3.2). On observe clairement sur ses photographies
un mouvement radial vers le centre du conteneur confiné dans une couche limite
en bas de la cuve (photographie 3.2.b & droite). On observe également que la
vitesse angulaire non-nulle de ’écoulement principal croit a ’entrée de la couche
limite avant de se raccorder a la vitesse angulaire nulle du conteneur.

Pour décrire ce phénomene, on peut commencer par considérer que ’écou-
lement consiste en une rotation en bloc a ’exception du fluide pres de la paroi
qui doit tourner moins vite, pour se raccorder au conteneur qui est a ’arrét. On
aurait alors affaire a une couche limite de type classique. Cet écoulement satisfait
clairement les conditions aux limites, ainsi que I’équation de continuité. En ce
qui concerne 1’équation de la quantité de mouvement, on doit avoir:

I = 1=
—— V" + V(4 =0
po p +2 (ud)) Y

dans 1’écoulement principal et

_% ﬁ'p + %6(1@) +rvAu=0,
dans les couches visqueuses. On fait I’hypothese que 1’écoulement principal fixe
le gradient de pression et que celui-ci ne varie pas dans la couche limite (ce qui
est raisonnable si la couche limite est tres fine). A gradient de pression constant,
la diminution de la vitesse angulaire du fluide entraine un déséquilibre associé au
gradient centrifuge. Ce déséquilibre se caractérise par une force qui entraine un
écoulement vers le centre du conteneur (ce terme se trouve alors compensé par la
viscosité).

Dans le cas en rotation, qui nous intéresse, les choses ne s’expriment pas tout
a fait de la méme facon (bien qu’en fait cela soit équivalent). L’équilibre dans
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FiG. 3.2 — L’écoulement dans une
expérience en rotation (conteneur
cylindrique), est ict visualisé en
sutvant les déformations d’une
ligne de bulles d’hydrogene pro-
duites par électrolyse a partir d’un
fil vertical (E.S. Taylor, 1972).
Sur la premiére photographie (a),
la vue est radiale (on regarde
vers l'aze de rotation) on ob-
serve donc a travers les défor-
mations de lignes créées par de
trés courtes impulsions de cou-
rant régulierement espacées dans
le temps la vitesse azimutale dans

l’écoulement principal ainst que
dans la couche limite.

Sur la deuxiéme photographie (b), on observe la déformation d’une ligne
unique, Uemplacement du fil a été indiqué par des pointillés. A gauche, la vue
est la méme que sur la premiére photographie, a droite en revanche la vue est
tangente et ['on visualise donc la vitesse radiale (le centre de la cuve est sur
la droite). Ces résultats expérimentaux sont a comparer a la théorie analytique
et aux simulations numériques (figures 3.3, 3.4 et 3.5.
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I’écoulement principal s’écrit
—Vp—20&, A =0,
et dans la couche limite s’écrit alors
—6p—|—VAu—ZQé’Z ANi=0,

la variation de vitesse angulaire intervient alors directement a travers le terme
de Coriolis car c’est I'interaction avec € qui importe (I'interaction de wuy sur lui
méme étant négligeable). L'effet reste toutefois le méme. Le terme de Coriolis est
au premier ordre —2€) €, Aty et la variation de ug dans la couche limite entraine,
a nouveau, a gradient de pression constant, un déséquilibre des différents termes
et un écoulement vers le centre.

L’effet visible sur la photographie 3.2.a de dépassement de la vitesse angulaire
de I’écoulement principal est lié a ce mouvement secondaire parallele a I'axe de
rotation dans la couche limite, qui entraine le fluide a son contact et 1’accélere.

Une caractéristique essentielle des couches d’Ekman est la succion qui y est
associée, souvent appelée pompage d’Ekman et directement liée a 1’écoulement
secondaire qui y a lieu(par la conservation de la masse).

Formellement, on a dans le cas plan® (z, y) tournant® autour d’un axe normal
(z) pour I’écoulement principal (géostrophique) u”

0

2Qu; :—laai,

. P Jy
(3.7) 0__1@
- p Oz

Dans la couche limite,

10p 0,
—20u, = ———
t p oz Ty 8222
1 0p 0“u
20u, = ——— Y
. p dy v 0z?

(3.8)

En identifiant les gradients de pression horizontaux (p = pg) par soustraction des
équations précédentes, on a

2,
—2Qu, = I/a te ,
. 0z2
(3.9) 9u
20 (uy — ug) = v 822y

4. Tritton, 1988
5. Volume et frontieres sont en rotation.
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Fic. 3.3 — Comparaison entre les re-

sultats expérimentaux et la description 0 o————————
théorique des couches d’Ekman effec- , 1 ! ! .
tuée par D.J. Tritton (1988). ° 1 Lo ’ °

Equation dont la solution avec des conditions aux limites de vitesse nulle, est de
la forme

(3.10) Uy = ud {1 — 78 COS(Z/(S)} ,

w, = ul e sin(z/4),

1/2
la taille de la couche est donnée par 6 = (%) .

Cette solution est représentée graphiquement figure 3.3 (ou w correspond a
u; et v a u,). Cette compréhension théorique est en excellent accord avec les
observations expérimentales, comme on peut le vérifier figure 3.3.

Cependant, cette solution de couche limite ne satisfait pas la conservation de
la masse (V-4 = 0),

—

(3.11) V.u= a—yuge_z/5 sin(z/4),

Cela entraine un écoulement secondaire u, tel que

(3.12) %uz =-V.i= —agyuge_z/é sin(z/4),
d’ou 5 5

(3.13) u, = %ug [5 cos(z/d) + 3 sin(z/(S)] e %

déterminé a une constante pres pour que u, s’annule au bord. D’ou

‘ __é ou®
e = 2 \dy )’
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Fic. 3.4 — A gauche une coupe
de uy el a droite une coupe de
ug dans la couche limite pres de
la graine pour une de nos simu-
lations (E = 107°). La comparai-
son avec Uexpérience 3.2 est aussi

0.36 | 1 036t

bonne qu’avec la théorie 3.3 .

0.35 0.35

3e-05 5e-05 7e-05 -5e-06  0e+00 5e-06 1le-05

qui donne le mouvement rentrant dans la couche limite, c’est le “pompage d’Fk-
man”. u, est d’ordre § (F/?), mais ne s’annule pas en dehors de la couche limite.
Il entraine un écoulement secondaire dans le volume.

Cette étude doit étre modifiée des lors que la frontiere n’est plus normale a
I’axe de rotation (voir Pedlosky 1979). Si 0 fait un angle § avec la normale, i.e.

o
1 =cosbé, +sinbé,.

[’équation 3.7 (dans le volume) devient

1 -0
2Q cosbul = ——aal,

. p oy
(3.14) . 1 9p°
- p Oz

Le raisonnement qui suit est identique, mais la grandeur ¢ doit étre remplacée
par

v 1/2 1
¥ pom (Y s
(3:.15) ’ Q cos b (cos §)1/2
Le pompage s’écrit alors
59 8uo
3.16 U-n=—— =
(3.16) ri=-% (5).

ou 7 est la normale a la paroi. L’amplitude et le signe du flux de matiere dans
la couche limite sont donc controlés par le saut de vorticité a travers la couche
limite, ainsi que par un coefficient géométrique dépendant de la pente locale au
bord du domaine.

Ces couches limites sont donc tres différentes des couches limites visqueuses
classiques. Leur structure compliquée peut étre résumée graphiquement sous la
forme d’une spirale (appelée spirale d’Ekman) si 'on représente une section de la
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vitesse azimutale par rapport a la vitesse méridionale (voir & nouveau Greenspan,
1969, Chapitre 2).

Nous verrons dans la section suivante que le pompage des couches d’Ekman
peut dans certains cas controler I’ensemble de ’écoulement.

Du point de vue numérique, ces couches limites posent des problemes ardus.
Tout d’abord, leur petite taille (en E'/2 ) qui nécessite I'usage de grilles défor-
meées aux abords des limites du domaine. Méme avec des grilles déformées, leur
résolution accroit considérablement le nombre de points de calcul et il est essen-
tiel de déterminer soigneusement combien de points sont nécessaires pour assurer
leur résolution. Une autre difficulté est liée au fort gradient de la solution dans
ces couches limites. Des oscillations parasites “polluent” souvent la résolution
numérique de telles couches. Il est décisif de s’assurer qu’elles restent petites et
qu’elles ne détériorent pas la solution (qu’elles ne s’étendent pas au cours de la
résolution) et qu’elles s’amortissent, pour disparaitre, dans 1’état stationnaire.

A cause de leur structure compliquée et de 1’écoulement secondaire qui s’y
produit, la couche d’Ekman est plus difficile a résoudre qu’une couche limite
classique. Nous avons étudié cette question numériquement en variant le nombre
de points utilisés. Nous concluons qu’environ dix points (régulierement espacés)
a l'intérieur de la couche sont nécessaires a sa résolution numérique. Si I’on utilise
moins de points, I’écoulement secondaire n’est pas correctement résolu, le pom-
page d’Ekman s’en trouve faussé et la solution dans ’ensemble de I’écoulement
est alors erronée (voir figures 3.5 et 3.6).

3.2.2 Etat asymptotique

Le systeme étant en rotation rapide, dans la limite des faibles viscosités, le
terme de Coriolis domine largement les autres forces dans 1’écoulement principal,
et il ne peut étre équilibré en régime stationnaire que par le gradient de pression.
C’est ce que I'on appelle ’équilibre géostrophique

(3.17) 20 ANii=—Vr.

En prenant le rotationnel de (3.17), on dérive la contrainte de Proudman-Taylor

(3.18) VA@EATD) =0,

(3.19) (e.-V)i—(a-V)z+a (V-&.)—e (Vi) =0,
=0 =0 =0

(3.20) (e.-V)ii=0,

(3.21) % =0.




Emmanuel Dormy Chapitre 3 : M.H.D. en rotation différentielle

10

08
07

T

vir

]

05
04
03
02
¢l

u/r

]

T
|
£
"

I

-1
-02
-03
-04

20

T

{=E",

T

Fig. 2.1. Velocity profiles in the steady Ekman layer.
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FiGc. 3.5 — En haut, la couche d’Ekman théorique dans le cas plan extraite de
Greenspan (1969), en bas la convergence de notre résolution numérique avec
laugmentation du nombre de points dans la couche limite (pour E = 107°).
La composante v de Greenspan correspond a notre u, et u a notre u, .

89



Emmanuel Dormy Chapitre 3 : M.H.D. en rotation différentielle

03
02+
u
r
01rF
£
1 I I ! | | ! |
01 02 03 04 05 06 ©7 08 09 10
v
r
Fig. 2.2. The Ekman spiral. The boundary layer co-ordinate
is plotted as a polar angle.
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FiG. 3.6 — En haut, une représentation paramétrique de la vitesse dans la couche

d’Ekman théorique (a partir des deux profils de vitesse de la figure 3.5) sous la
forme d’une spirale (Greenspan, 1969). En bas, une coupe monodimensionnelle
adoptant la méme représentation a travers toute la coquille pour un de nos cal-
culs (E = 107° et pour un angle 0 petit). La vitesse angulaire variant peu le
long de cette coupe dans le corps du fluide et la vitesse méridionnale étant négli-
geable devant celle des couches limites, cette représentation donne énormément
d’importance aux couches limites (I’écoulement principal étant concentré entre les
deux spirales). L’accord qualitatif avec la spirale théorique constitue une valida-
tion supplémentaire de notre résolution de la couche d’Fkman.
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Un écoulement géostrophique est donc invariant verticalement. Dans une
sphere parfaite (comme dans une coquille sphérique), cela implique que le mouve-
ment s’organise en cylindres concentriques, co-axiaux avec ’axe de rotation (que
I’on appelle “contours géostrophiques”). Tout mouvement selon €; entrainerait en
raison de l'inclinaison des conditions aux limites, un étirement ou une contraction
de la colonne de fluide et donc une violation de (3.21). L’écoulement principal
s’écrit alors

(3.22) 7=V A[Fus)]
(3.23) us(s) = s> Q,(s).

Apres ces rappels généraux, revenons maintenant au probleme entre deux spheres
en rotation différentielle. Proudman a montré qu’il existe une solution stationaire
a symétrie de révolution. Dans le corps du volume, les forces visqueuses sont
négligées, la contrainte de Proudman-Taylor s’applique donc. On en déduit us =
0, par I’équation de conservation de la masse (on rejette la solution singuliere a
I’axe). La solution comprend donc deux termes, la vitesse géostrophique et une
vitesse parallele a 'axe u,(s) .

Remarquons le role particulier joué par le “cylindre tangent”. Il s’appuie sur
I’équateur de la sphere interne (son rayon s est égal au rayon r; de la sphere
interne)®. Tous les cylindres dont le rayon s est supérieur a r; touchent la sphere
externe aux deux extrémités. Puisque 0 g = ) , 1l n’y a pas de pompage dans
les couches limites. Leur état stationnaire consiste donc en une rotation a la vi-
tesse angulaire de la sphere externe, et la vitesse axiale est nulle. A 'extérieur du
cylindre tangent, la solution asymptotique sera donc une rotation en bloc avec
la sphere externe. A I'intérieur du cylindre tangent la situation est différente, les
cylindres géostrophiques “touchent” d’une extrémité la sphere externe, de ’autre
la sphere interne. On peut donc s’attendre a ce que leurs vitesses angulaires se
trouvent comprises entre celles des deux conditions aux limites. Proudman a dé-
montré, en 1956, que la vitesse angulaire de ces cylindres est contrainte par le
pompage d’Ekman. Comme le fluide est supposé incompressible et que 1’écoule-
ment a symétrie de révolution est invariant verticalement, le fluide entrant dans
la couche d’Ekman a une extrémité d’un cylindre géostrophique doit nécessai-
rement correspondre au fluide sortant de la couche limite a 'autre extrémité.
Comme nous ’avons rappelé dans la section précédente, le pompage d’Ekman
ne dépend pas seulement du saut de vorticité a travers la couche limite, mais
également de la pente de la frontiere. Dans le cas sphérique (d’apres 3.16),

.,0
(3.24) v —iie (6uz) |

2 \ Oy

6.1l est représenté sur la figure 3.1.
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ou
E/2y
by =
(cos §)1/2

Avec

ud = rsinf Q(s),
il vient |
(3.25) u, = — EY? e cos 0 Q(s).

2 (cos §)1/2

Le méme raisonnement s’applique a la sphere externe (le saut de vitesse angulaire
valant alors Q(s) — e} .
En utilisant w, = u, cosf (car us = 0) dans le volume, u, s’écrit

1 r
3.2 u, = ——F'7? —° __
(3.26) u 2 (cos 6)1/2 (5)

a I’entrée de la couche limite externe, et

1 r
3.2 u, =~ BV* —— (Q(s) — e
(3 7) U 2 (COS&)l/Q ( (S) € )

a l’entrée de la couche limite interne. En égalant les deux quantités, on détermine
la vitesse angulaire d’un cylindre géostrophique de rayon s < r;

(3.28) 0,(s) = Q+ Qe (1) :
(= )i (L= (s/re) 7o

exprimée dans le repere au repos (voir figure 3.7).

On peut vérifier que pres de 1’axe, les deux spheres présentant des frontieres
presque horizontales, le pompage est proportionnel au saut de vitesse angulaire
et la vitesse angulaire des cylindres est donc proche de la moyenne de celles des
deux spheres (2,(0) = (1 +¢/2) Q). Pres du cylindre tangent (mais a l'intérieur
de celui-ci), en revanche, le facteur géométrique est tres important. L'efficacité
du pompage d’Ekman augmente avec la pente de la condition aux limites, qui
croit beaucoup plus vite pour la sphere interne. Le saut de vorticité entre le
cylindre géostrophique et la sphere interne se doit donc d’étre petit pour que le
pompage, rendu important par le coefficient géométrique, puisse étre compensé
a lautre extrémité (Q,(r;) = (1 4+ ¢) ). La solution asymptotique se caractérise
donc par une synchronisation progressive de la vitesse angulaire des cylindres
géostrophiques avec la sphere interne lorsque la distance a 1’axe croit, puis une
chute brutale a la vitesse angulaire de la sphere externe au passage du cylindre
tangent.

Nous ne décrivons pas ici la couche de Stewartson (Stewartson, 1957), qui est
la couche visqueuse associée a ce changement violent de vitesse géostrophique
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Q(1+5) ‘ ‘ ‘ ‘

Q(1+e/2) .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Fic. 3.7 — La vitesse angulaire en fonction de la distance a ['aze en régime
stationnaire pour B — 0 (d’aprés l’étude de Proudman, 1956).

entre s < r; et s > r;. Cette structure de re-circulation tres fine (E1/3) de-
manderait des nombres d’Ekman tres petits pour étre convenablement étudiée.
Méme avec nos plus petits nombres d’Ekman, la viscosité modifie encore forte-
ment [’écoulement hors des couches limites.

Pour des rotations différentielles assez petites (¢ << E'/3) | le terme non-
linéaire ne modifie pas significativement la solution. Pour des ¢ assez grand, on
attend des instabilités 3D (voir Dumas 1994, ou Quartapelle 1995). Nous n’avons
pas cherché a étudier ces régimes. Nous avons vérifié que la non-linéarité quadra-
tique ne modifiait pas la solution.

3.2.3 Résultats numériques

Les équations sont intégrées en temps jusqu’a atteindre un régime station-
naire, pour différents nombres d’Ekman. Nous reproduisons les résultats publiés
par Rainer Hollerbach (1994), pour des nombres d’Ekman £ > 107 (voir figures
3.10 et 3.11). Nous avons ensuite fait décroitre le nombre d’Ekman jusqu’a 107 .
Nous montrons alors que le comportement asymptotique de synchronisation de
I’écoulement principal avec la sphere interne au voisinage du cylindre tangent ne
peut étre observé qualitativement que pour des nombres d’Ekman £ < 107°
(voir Figures 3.10 et 3.12). La figure 3.12 montre clairement que les solutions
obtenues pour F > 107% ne possedent pas cette caractéristique.
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—

FiG. 3.8 — Les représentations en code de couleur dans le plan méridien ne per-
mettent de voir la couche limite que pour des nombres d’Ekman de 1073 et 107* .
A droite la solution pour E = 1077 dans le plan méridien. Un tout petit carré (a
peine visible) est sélectionné et agrandi a gauche, la couche limite d’Ekman est
alors visible en dégrade bleu-vert trés pres du bord. C’est dans cette couche tres
fine que nous devons maintenir 10 points de calculs. Ce calcul a nécessité 1000
coquilles radiales, densifies aux bords.

En faisant décroitre le nombre d’Ekman, on fait diminuer la taille des couches
limites et en méme temps on laisse se développer la singularité au cylindre tan-
gent.

On donne, a titre indicatif, le nombre de coquilles concentriques (NR) et le
nombre d’harmoniques (Lmax) utilisés pour quelques valeurs du nombre d’Ekman

E NR Lmax
10-° 300 100
106 320 200
10~7 1000 300
10-8 2800 800

Le nombre minimum de coquilles croit comme £'/? pour assurer la résolution
des couches d’Ekman. Pour des nombres d’Ekman aussi petits que 107® , la couche
limite est vraiment tres fine. Il aurait été impossible (avec les ressources actuelles)
d’assurer la résolution de telles couches sans utiliser une grille déformée. Il aurait
fallu plus de 27000 points régulierement espacés pour assurer la méme résolution
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0.0 0.1 0.2 0.3

FiG. 3.9 — Les oscillations sur la solution obtenue avec moins d’harmoniques ne
sont pas lices a un probléme d’instabilité numérique, mais tout simplement a un
probleme de convergence, car le spectre de la solution a €té€ tronqué trop tot. Nous
représentons ict dans une représentation identique a celle de la figure 3.7 une
partie de la solution calculée pour E = 10~" avec 300 harmoniques, puis la méme
solution en annulant les degrés supérieurs a 250, 200, ...
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Ekman=10"" Ekman=10"3

F1G. 3.10 — Vitesse angulaire (a gauche) et lignes de courants (a droite) dans un
plan méridien pour différents nombres d’Ekman.
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Ekman=10"3 Ekman=10"% Ekman=10"°
>

FiG. 3.11 — Vitesse angulaire dans un demi-plan méridional. Résultats publiés
par R.Hollerbach pour le méme probleme dans Proc. R. Soc. Lond. A en 199).
On peut comparer ces résultats avec ceuxr de la figure précédente. On n’observe
pas pour ces valeurs du nombre d’Ekman le comportement qualitatif décrit par
Uanalyse asymptotique.

Q(1+g)

Asymptotique
—— Ekman 10-3
—— Ekman 10-4
Ekman 10-5
—— Ekman 10-6
—— Ekman 10-7
Ekman 10-8

Q(1+€/2) v.—/ ,

0.0 0.2 06 0.8

FiG. 3.12 — Représentation de la vitesse angulaire en fonction de la distance a
l'aze de rotation. Cette représentation montre clairement que la solution pour
des F décroissants converge vers la limite asymptotique. Il est clair que le résul-
tat qualitatif de synchronisation avec la sphere interne au voisinage interne du
cylindre tangent ne commence & étre visible que pour £ < 107° .
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dans les couches limites (contre 2800 ici). Avec les grilles que nous avons utilisées,
le plus petit pas de grille (c’est-a-dire par exemple I'espace entre la sphere externe
et le premier point de calcul dans le domaine) vaut a peu pres 0,36 - EY/2 et le
plus grand pas de grille vaut environs 12 fois cette valeur. Pour £ = 107% , si I'on
met le modele a 1’échelle du noyau, cela signifie que le premier point de calcul est
a 130 metres de la frontiere... Pour atteindre des nombres d’Ekman comme 10717
avec la méme résolution, il faudrait ne laisser que 40 cm entre la frontiere et le
premier point de calcul.

Le nombre d’harmoniques utilisées est également ajusté pour garantir la ré-
solution du probleme. Non pour des raisons de stabilité de 1’algorithme, mais
simplement parce que le spectre de la solution se prolonge de maniere non négli-
geable jusqu’a ces degrés. Pour preuve, on a représenté figure 3.9 une coupe de
la solution calculée pour £ = 10~7 avec 300 harmoniques et les représentations
obtenues en tronquant le spectre a différents degrés. On observe des oscillations
sur la solution, comparables au phénomene de Gibbs (voir par exemple Morse et

Feshbach, 1953).
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3.3 Magnétohydrodynamique

Nous allons a présent étudier I'effet d’'un champ magnétique imposé sur cet
écoulement. L’une des motivations pour cette étude est de déterminer s’il est
aussi important avec que sans champ magnétique de décroitre tres bas le nombre
d’Ekman pour avoir une description approchée correcte du comportement asymp-
totique”.

La conductivité de la graine est un parametre tres important de ce probleme.
Nous avons principalement étudié pour sa pertinence géophysique le cas ou graine
et noyau fluide ont la méme conductivité. Nous évoquerons néanmoins le cas
d’une graine isolante, probleme de référence qui a fait 'objet de plusieurs études

(Hollerbach 1994, Kleeorin et al. 1997).

Si les lignes de champ sont cisaillées par I’écoulement, cela crée un champ in-
duit toroidal. La génération de champ toroidal par cisaillement du champ poloidal
imposé correspond a 'effet “omega” (noté 2 ou w selon les références) présenté
figure 3.13. En revanche la génération de champ poloidal a partir de ce champ
toroidal n’a rien a voir avec l'effet a . Au contraire, on sait qu’il ne peut pas venir
renforcer le B, imposé, sinon on pourrait avoir une dynamo axisymétrique (ce
qui s’oppose au Théoreme de Cowling).

A ce champ induit sont associés des courants, dont les premiers effets seront
de s’opposer au cisaillement leur ayant donné naissance (loi de Lenz). On s’attend
donc a ce que les premiers effets du champ magnétique menent a une réduction
du cisaillement au cylindre tangent. En présence d’'un champ magnétique fort,
on peut attendre, a cause de la rotation rapide, un équilibre magnétostrophique,
c’est-a-dire de la forme

—

(3.29) 2p0 ANi—jAB=—Vr,

il correspond a un équilibre entre le terme de Coriolis et la force de Laplace
dans lequel les forces visqueuses n’interviennent pas (toujours dans 1’écoulement
principal bien sir).

Nous n’avons étudié que des champs imposés dont le rotationnel est nul (ce
qui impose J =0 dans le liquide). Nous avons principalement étudié le cas ou les
sources du champ sont internes. Le champ imposé s’écrit alors

1 1
(3.30) B, = — cosf, By =—=sinf.

73 23

7. Un raisonnement simpliste pouvant laisser penser que I’effet du champ magnétique étant
“comparable” & celui de la viscosité (par I'atténuation des petites échelles de mouvement), une
surestimation de la viscosité est moins importante en présence d’un champ magnétique fort.
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FiG. 3.13 — Cette figure résume ce
que l'on entend par “effet Omega”.
Si écoulement (a) cisaille un champ
poloidal (b), il courbe les lignes de

force du champ (c et d). Par diffu-
sion ohmique, ces lignes de champ b
peuvent se refermer sous la forme
de lignes de champ toroidales (e).
Leffet Omega explique donc la gé-

nération du champ toroidal a par-

tir de champ poloidal. Il permet de C
rendre compte dans Uexpérience que
nous présentons de la génération de
champ toroidal a partir du cisaille-
ment du champ poloidal imposé (fi-
gure d’apres J.Wicht 1995, figure

originale J.Love).
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FiGc. 3.14 — Le champ magnétique
imposé est a force nulle, dipolaire
axial et correspond a des sources in-
ternes.

Dans ce cas le champ magnétique n’est pas aligné avec ’axe de rotation et les
lignes de force du champ (figure 3.14) coupent le cylindre tangent. Il est important
de noter la variation radiale de I'intensité du champ imposé. Son amplitude varie
comme r~° et est donc beaucoup plus forte (un coefficient 23) a la frontiere
de la sphere interne, qu’aux limites externes du domaine. Comme nous mettons
le champ a ’échelle par rapport au champ externe, cela signifie que le nombre
d’Elsasser local pres de la graine est pres de 544 fois supérieur a celui que nous
reportons (les effets les plus intéressants se produisent dans la limite des grands
nombres d’Elsasser).

3.3.1 Couches de Hartmann et d’Ekman-Hartmann
Couches de Hartmann

En I'absence de rotation, on peut bien décrire les couches limites de Hartmann
contre un isolant. Elles apparaissent par exemple dans I’écoulement de Poiseuille
plan avec un champ normal. Considérons 1’écoulement entre deux plans fixes,
infinis, paralleles et isolants (x,y,z = 0) et (z,y,z = d) créé par un gradient
de pression horizontal selon = et soumis a un champ magnétique uniforme B
perpendiculaire aux plans limites, c’est-a-dire parallele & z (figure 3.15.a). En
faisant I’hypothese que le champ induit b est petit devant le champ imposé, on
écrit en utilisant d comme unité de longueur, d*/v comme unité de temps et B*
comme unité d’induction magnétique,
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il . 5 oy
a_l: =-Vr+Ai+M(VAb)AB*,
V-i =0,
(3.31) o
ab bad = — o
V.h =0.

L’intensité du champ magnétique par rapport aux diffusions visqueuse et magné-
tique est mesurée par le nombre de Hartmann :

d By
v/ Hopol1

et le nombre de Prandtl magnétique, déja défini, s’écrit

M =

szz.
n

Le champ induit b a été mis a I'échelle de sorte que

(3.32) B=B+(M/Pm)b .

Les conditions aux limites cinématiques et magnétiques s’écrivent respectivement
i=0

et

Si l'on fait I’hypothese que le mouvement est permanent (stationnaire en
temps), rectiligne, parallele aux plans et bidimensionnel, la solution sans champ
magnétique (M = 0) correspond au profil parabolique de Poiseuille (figure 3.15.b).

Lorsque le nombre de Hartmann est tres grand en revanche, les effets visqueux
sont négligeables dans 1’écoulement principal et les équilibres y sont décrits, sous
les mémes hypotheses, par

— —

—Vr+M(VAbO)AB =0,
(3.33) Ab°+ MV A(°AB)=0.

Le champ induit b ° est donc dirigé, comme I’écoulement, selon €., et que ’écou-
lement principal est invariant selon €, . Le fluide a tendance a entrainer les lignes
de forces du champ dans la direction de son mouvement. Il crée alors un champ
b, induit parallele au mouvement, auquel sont associés des courants électrique
7 dirigés selon y . L’interaction de ces courants avec B s’oppose aux cisaille-
ments dans le fluide. Quand le nombre de Hartmann devient grand (M >> 1),
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FiG. 3.15 — Couches de Hartmann dans le cas d’un écoulement plan (a). Si le
champ est faible, on obtient la solution de Poiseuille (b). Quand le champ est
fort, il s’oppose aux cisaillements dans le corps de [’écoulement, ou la vitesse
devient quast constante et les repousse contre 'isolant (¢). Les couches limites de
Hartmann correspondantes sont d’ordre M~1 .

I’écoulement est donc rigidifié par les effets magnétiques. La viscosité est cepen-
dant importante au voisinage des plans limites. On écrit alors en introduisant la
coordonnée ¢ normale a la paroi,

2,
Q + M % :07
o a¢? 73
(3.34) % u
g Mg =

dont la solution satisfaisant les conditions aux limites est
U = Ug (1 — e_M‘f) ,

(3.35)

b=1by (1—eM¢).
[’épaisseur de ces couches limites (de Hartmann) varie donc comme M~! (voir
figure 3.15.c). Une couche de Hartmann correspond a un équilibre entre la force de
Laplace (qui entraine le fluide avec I’écoulement principal) et les effets visqueux.
Le profil de vitesse a travers I’ensemble de la section s’écrit dans la limite des
grands nombres de Hartmann (Jackson 1962, Moreau 1990)

Q < 1 —Mz — —z
(3.36) uxocﬁ{l—e Mzfd _ —M(d )/d} .

Dans le cas ou le champ n’est pas selon la normale aux bords mais forme un
angle 6 avec celle-ci, I'invariance par translation entraine que seule la composante
normale du champ intervient dans la définition de la couche de Hartmann. Il
convient alors de remplacer B* dans les formules précédentes par B* cosf . La
couche devient donc singuliere lorque § — /2 .

Notons enfin que si I’écoulement n’était pas invariant horizontalement, les
courants associés au champ induit auraient également une composante selon €,
a ’entrée de la couche limite.
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Géométrie sphérique
Dans cette section, nous étudions la limite des grands nombres de Hartmann

dans le cas sphérique. Le champ B s’écrit alors

2 cos b
3

-
(3.37) B = sin 6

3

r

b

L’écoulement principal est proche d’une rotation en bloc et une couche de
Hartmann apparait a la frontiere avec l'isolant (la sphere externe) a travers la-
quelle la vitesse azimutale de I’écoulement décroit de rg sinf (14+¢)Q arg sinf € .

En tenant compte de la géométrie du champ imposé et en introduisant comme
précedement la coordonnée radiale de couche limite £, on a alors:

2,

Q—I—IZM COSH% =0,
o o¢? o€
(3.38) 5% B

8—52—|—QM COSQa—f = 0,

dont la solution est (Roberts, 1967)
(3.39) u="b=csinf (1 — e 2Meostty

Pour que cet écoulement soit compatible avec la rotation en bloc attendue
dans le corps du volume, il faut encore que

(3.40) JAB=0.

En écrivant la projection sur €, de cette équation

_ 1 0 . 2cosl O

(3.41) ﬁ%(bsmﬂ)—l— o E(rb) =0
dont la solution s’écrit

1 sin? 6

3.42 b= TR R.
(3.42) r sin 6 1 r ) v -
On vérifie que

o A sin 8

(3.43) b=¢ R

mene bien alors a une solution globale.

Ces équations sont cependant singulieres a I’équateur, ou les lignes du champ
imposé sont paralleles au bord du domaine. Cette singularité a d’importantes
conséquences sur la solution asymptotique, car les courants électriques qui y
rentrent ne s’annulent pas lorsque M — 0 (voir Roberts, 1967).
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Couches mixtes Ekman-Hartmann

La théorie des couches limites intermédiaires, influencées a la fois par la ro-
tation et les forces magnétiques, est reprise dans Acheson et Hide® (1973). IIs
donnent (voir leur § 5.2) une dérivation locale de l'effet de la couche limite sur
I’écoulement et sur le champ dans le corps du domaine. Pour A = 0, l'effet sur
I’écoulement se réduit évidemment & la succion d’Ekman (décrite précédement).
Dans la limite de Hartmann, en revanche, la composante normale de @ s’annule a
I’entrée des couches limites. Dans le cas d’'une couche mixte, Ekman-Hartmann,
des courants radiaux non nuls entrent dans la couche limite. En éliminant la vor-
ticité de I’écoulement principal dans les expressions de u, et j, a ’entrée de la
couche limite, on obtient (Acheson et Hide, 1973)

(3.44) [[ir]] = Pm-E'. ((1+ AQ)1/2 + Aq) x (7 7)) % signe(§ 1),

ou Ag est défini comme

0
Q -n
avec
. (Bo - 1)’
3.46 Ay =7
(3.46) T Qo

La figure 3.16 montre comment, dans nos simulations, la spirale d’Ekman
aux deux extrémités est modifiée par les effets magnétiques. L’écoulement méri-
dional ug dans la couche limite (caractéristique de I’écoulement secondaire dans
la couche d’Ekman) diminue, puis disparait lorsque le nombre d’Elsasser local
atteint I'ordre de 1'unité.

La figure 3.17 montre 1’évolution de la composante radiale de la vitesse et
des courants électriques. La couche limite pour les courants électriques n’est bien
définie que pour A = 0.1,1.0,10.0 . La figure 3.18 donne une comparaison entre
la formule théorique (3.44) et nos résultats numériques (pour £ = 107°, A €
[0.1, 10.0] et § = 7/12 ).

Insistons enfin sur la complexité de la région équatoriale. Outre la singularité
de la couche de Hartmann (décrite précédement), la rotation seule (couche d’Ek-
man) rend cette région singuliere, car le vecteur 0 y est également parallele au
bord (voir Kleeorin et al., 1997 pour une étude détaillée de ce probleme en géo-
métrie sphérique). Les études numériques apparaissent donc comme nécessaires
pour décrire I'effet de la rotation sur la solution de Hartmann.

8.1l y a une erreur de typographie pour la formule liant [j;] & [@] (juste aprés 5.34), il faut
lire (pV?/pun?) et non (pV*/pun).
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| — A=00
35e-02 - . A = 0.0001
---= A=0001
——— A=001
— A=o01
1.5e-02 A=10
-——- A=100
-5.0e-03 | T
-2.5e-02
S
-4.5e-02 Qe ]
\\\ ///
-6.5e-02 : :
0.0e+00 1.0e-01 2.0e-01

F1G. 3.16 — Représentation de ug/r versus uy/r dans une section monodimen-
sionnelle de Uécoulement pour § = w/12 (toujours @ E = 107° et pour diverses
valeurs du nombre d’Elsasser). Cette représentation donne beaucoup d’importance
aux couches limites, car ug/r comme uy/r varient trés peu dans ’écoulement prin-
cipal le long de cette direction. Pour A = 0.0 cette coupe montre le raccordement
des deux spirales d’Ekman auzx extrémités du domaine. Lorsque l'on fait croitre
le nombre d’Elsasser, la vitesse angulaire de 'écoulement principal se rapproche
de celle de la sphére interne. La transition d’une couche de type Ekman en une
couche de type Hartmann s’accompagne d’une diminution de la composante 6 de
la vitesse.
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8e-03 - 4
—— A=00
»»»»»» A =0.0001
6e-03 1 ---- A=0001 ]
——- A=001
4e-03 — A=01 1 1e-03 | — A=01 El
—— A=10 —— A=10
26-03 L ---- A=100 ] ---- A=100
0e+00 |megEzmmmmmmsmmmmmsmSSmmSssmSsSSISSSSSSSISsssssssssssesy LIy
-2e-03 %
-1e-03 | W/ % 1
-4e-03 A,
-6e-03
-8e-03 | 3
-1e-02 L -3e-03 .
0.350 0.360 0.370 0.980 0.990 1.000
0.07 ! !
—— A=00 —— A=00
ocos - e - A =0.0001 1T ] e - A =0.0001
---- A=0001 ---- A=0001
——=- A=001 ——=- A=001
0.03 —— A=01 1 3e-04 — A=01 1
—— A=10 —— A=10
001 | ---- A=100 1 ---- A=100
-0.01 4
03T TTTTTTTTTTTTTT 1 ~7e-04 1
-005 [ 9
-0.07 4
-0.09 . -2e-03 .
0.350 0.360 0.370 0.980 0.990 1.000

F1G. 3.17 — Composante radiale de la vitesse (en haut) et des courants €lectriques
(en bas) prés de la frontére interne (a gauche) pour § = 7 /4 et externe (a droite)
pour 0 = /12 pour E = 107° et différents nombres d’Elsasser.
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1.5e+04

1.0e+04 - /

[j.r/[u.n

5.0e+03 - /

0.0e+00

le-01 1e+00 le+01

FiG. 3.18 — Comparaison de nos résultats numeériques avec la transition Ekman-
Hartmann prédite théoriquement (Acheson et al. 1973). Nous représentons
[5-]/[w,] pour A = 0.1, 1.0, 10.0 avec E = 107>.

3.3.2 Etude numérique
Validation, Comparaison avec les études antérieures

Nous présentons d’abord ici des résultats obtenus avec une graine isolante,
dans le but de comparer nos résultats avec ceux de Hollerbach (1994) et avec la
récente étude analytique de Kleeorin, Rogachevskii, Ruzmaikin, Soward et Star-
chenko (1997). Le premier effet des forces magnétiques est bien de réduire le
cisaillement au cylindre tangent. En augmentant le nombre d’Elsasser et donc
I’effet des forces magnétiques, le mouvement s’approche d’une rotation en bloc.
Comme les deux frontieres sont isolantes, seul le couple visqueux est a considérer,
c’est le facteur géométrique qui rend le couple externe plus efficace et le fluide est
presque en rotation solidaire avec le manteau. La figure (3.19) montre comment
la solution varie en fonction de A pour £ = 107° . Une comparaison avec Hol-
lerbach (1994) permet de valider nos calculs. Kleeorin, Rogachevskii, Ruzmaikin,
Soward et Starchenko ont réalisé récemment une étude analytique détaillée du
probleme équivalent avec une graine isolante. Cette étude prédit un minimum
local de la vitesse angulaire dans le voisinage de 1’équateur de la graine dans la
limite des champs forts (voir leur section 4.3). Nous avons retrouvé cette carac-
téristique dans nos calculs, comme on peut le vérifier sur la section équatoriale
de la figure 3.19. Cette étude dérive également (Kleeorin, 1997, équation 5.4) la
loi asymptotique caractérisant la taille de la singularité mixte Ekman-Hartmann
a I’équateur (appelée “magnetic-Proudman layer”) dans le cas ou elle est plus
grande que E?/® . Cette singularité est également rencontrée dans nos calculs
avec une graine conductrice. Bien que ’hypothese E2/5 petit devant la taille de
la singularité équatoriale, ne soit vérifiée dans nos calculs que pour les petites
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Q(1+€)
— A=00 — A=00
-- A=0.0001
——— A=0.001
—— A=0.01

Q(1+¢/2)

Q

1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.35 0.55 0.75 0.95

FiG. 3.19 — Représentation de la vitesse angulaire par rapport au rayon cylin-
drique s dans le cas d’une graine isolante pour un nombre d’Ekman de 107> . A
gauche auz 3/4 de la coquille, a droite en coupe équatoriale.

valeurs du nombre d’Elsasser, ils observent une remarquable concordance entre
nos simulations (figure 3.28) et leur théorie.

Nous étudions dans la suite le cas d’une graine de conductivité électrique finie,
et égale a celle du fluide. La présence du champ magnétique favorise toujours une
rotation en bloc, mais cette fois avec la graine a cause du couplage magnétique
entre le noyau fluide et la graine. La partie diffusive de 1’équation d’induction
doit a présent étre résolue a l'intérieur de la graine. Des que le nombre d’Elsasser
est non nul, un couple magnétique apparait a la frontiere avec la sphere interne,

(3.47) FBzg-A-Pm-E‘lr//SB,,bd) sin g ds .
Le couple visqueux, qui existe aux deux limites du domaine, s’écrit
. o 0 ug
(3.48) Fl,:Er// sinfr——4dS .
s ar r

Dans le régime stationnaire ces couples doivent s’équilibrer. Dans nos calculs,
ils s’équilibrent au % pres, ce qui constitue une validation supplémentaire.

A=01 E=10° E=10°% E=10° E=10"°
T, —3.13-10° —4.04-10° —1.19-10~° —2.39- 10~ 10
Tpl, —2.40-107° —1.39-10=° —6.96-10~7 —3.00-10~"
L], 243-10=° 1.39-10"° 7.00-10~7  3.05-1077

(3.49)

Résultats numériques

Pour mieux comprendre comment I’écoulement principal est accéléré par la
force de Laplace, nous avons mené une étude sans rotation (c’est-a-dire que la
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M =10.0

M =100.0

M =316

F1G. 3.20 — Coupes méridionales de la vitesse angulaire uy/s , de la vitesse mé-
ridionale u,y , et des courants poloidauzr j,, en lUabsence de force de Coriolis,
pour des nombres de Hartmann croissants.
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F1G. 3.21 — Visualisation des courants (lignes claires) et du champ imposé (lignes
sombres) dans un plan méridien pour M = 316. Le code de couleur représente la
vitesse angulaire (du bleu foncé au rouge). En bleu foncé la vitesse angulaire du
manteau, en jaune celle de la graine. La région en “super-rotation” est en rouge.
Les courants quittent les lignes forces du champ imposé et la force de Laplace est
positive dans cette région.
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FiG. 3.22 — Section équatoriale de la vitesse angulaire en l'absence de forces de
rotation.

sphere externe est au repos, et qu’il n’y a donc pas de terme de Coriolis). Les
résultats obtenus sont présentés figures 3.20 a 3.22. Le systeme est dans ce cas
caractérisé par le nombre de Hartmann M .

Les cisaillements visqueux (essentiellement dans la couche de Hartmann a la
frontiere externe du domaine) génerent des courants électriques. Pour les lati-
tudes élevées (0 petit), ces courants s’alignent avec les lignes de force du champ
principal imposé. Pres du plan équatorial, en revanche, les lignes de forces du
champ imposé sont paralleles a la frontiere externe, alors que les courants lui
sont normaux. Il est utile de noter que les champs magnétiques et électriques
ne partagent pas la méme symétrie par rapport a 1’équateur. En conséquence,
pres du plan équatorial, les courants doivent quitter les lignes de force du champ
imposé. Les forces magnétiques ne sont alors plus nulles et elles écartent 1’écou-
lement principal de son état de rotation en bloc.

La figure 3.22 montre le profil de vitesse angulaire dans le plan équatorial pour
des nombres de Hartmann croissants. La vitesse angulaire atteint son maximum
a 'intérieur du domaine. La région de I’écoulement ainsi accéléré est définie par
des lignes de force du champ imposé, tout d’abord pres de la sphere interne (ou
le champ imposé est le plus intense), puis a travers la région équatoriale, quand,
le nombre de Hartmann croissant, 1’écoulement se synchronise avec la graine.

Cette super-rotation du fluide par rapport aux conteneurs est donc un effet
magnéto-visqueux. Seules les forces visqueuses s’opposent a 1’accélération zonale
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E=10""

E=10"°

Fi1G. 3.23 — Section méridienne de by, byo €l jpor pour des nombres d’Ekman de
1072 @ 107% pour A = 0.0.

—— A=00 —— A=00
---- A=0.0001 ---- A=0.0001
——— A=0001 ——- A=0001
—— A=001 —— A=001
Q(1+e)
Q(1+€/2)
Q . P i e S Q . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.35 0.55 0.75 0.95

FiG. 3.24 — Représentation de la vitesse angulaire par rapport a la distance a laze
s dans le cas d’une graine conductrice. A gauche au 3/4 de la coquille fluide, a
droite dans une coupe équatoriale. Le nombre d’Ekman est de 107° .

113



Emmanuel Dormy Chapitre 3 : M.H.D. en rotation différentielle

U¢/8 Upol b¢ bpol jpol

F1G. 3.25 — Représentations dans un plan méridien de uy/s , tpor , by , bpot €1 Jpol
pour E = 107" et des valeurs croissantes du nombre d’Elsasser (de 0.0 a 0.1 ).
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A =10.0

U¢/8 Upol b¢ bpol jpol

F1G. 3.26 — Représentations dans un plan méridien de uy/s , o , by , bpot €l
Jpot pour E = 107" et des nombres d’Elsasser de 1.0 et 10.0 .
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Q(1+¢)

Q . | . I . e
0.35 0.55 0.75 0.95

Fi1G. 3.27 — Coupe équatoriale de la vitesse angulaire pour Ekman 107° et des
nombres d’Elsasser de 0.0 a 10.0 . On voit clairement que [’écoulement se syn-
chronise avec la sphére interne a mesure que ["on augmente le nombre d’Elsasser.
Le maximum de vitesse angulaire se trouve a ['intérieur du domaine et dépasse
celle de la sphére interne.

116



Emmanuel Dormy Chapitre 3 : M.H.D. en rotation différentielle

dans la région équatoriale due aux forces magnétiques. De plus, la super-rotation,
si elle n’apparait pas pour les tous petits nombres de Hartmann (il n’y a pas super-
rotation pour M = 1.0), existe pour des valeurs modérées du nombre de Hart-
mann (voir M = 3.1). Il faudrait étudier de plus grands nombres de Hartmann
pour décrire précisément la singularité équatoriale de la couche de Hartmann et
la migration de la région accélérée vers la frontiere externe. Pour M = 316 le
cisaillement n’est pas encore confiné a une couche limite bien définie, nous avons
vérifié que la largeur du cisaillement externe est proche de la loi en M~2/2 prédite
asymptotiquement (voir Roberts, 1967).

Notons que la rotation d’un conteneur cylindrique renfermant un métal li-
quide, en présence d’un champ transverse uniforme peut également mener a des
super-rotations locales (c.f. Alemany et al. 1977 et Hall et al. 1993). Dans ce
cas, c’est le champ magnétique qui joue le role de la graine, comme moteur de
la rotation différentielle entre I’écoulement principal et la couche limite, mais le
mécanisme physique général est comparable (dans la limite des grands nombres
de Hartmann).

Nous nous intéressons a présent au cas en rotation (il faut alors introduire la
force de Coriolis). Le champ induit créé par le cisaillement de I’écoulement pour
différentes valeurs du nombre d’Ekman, avec A = 0.0 (pas d’effets en retour de ce
champ sur I’écoulement) est présenté figure 3.23. Le champ imposé est cisaillé au
cylindre tangent. Des que A est non nul, la force de Laplace agit sur I’écoulement
pour réduire ce cisaillement. On observe figure 3.24 comment ’écoulement se syn-
chronise avec la sphere interne a mesure que I’on augmente le nombre d’Elsasser.
Dans le méme temps, les courants électriques, originellement concentrés pres du
cylindre tangent s’écartent vers I’équateur de la sphere externe (voir figure 3.25
et 3.26). Pour les grandes valeurs du nombre d’Elsasser, la solution numérique
caractérise le role de la singularité équatoriale.

La figure 3.27 montre le profil de vitesse angulaire dans le plan équatorial
pour des nombres d’Elsasser croissants a £ = 107°. Le cas A = 10.0 (M =
10%) illustre I’écart a la rotation en bloc décrit dans le cas sans rotation. La
comparaison des solutions avec et sans forces de rotation montre que ces forces
inhibent tres efficacement 1’accélération équatoriale, qui viole la contrainte de
Proudman-Taylor. L’écart a I’état de rotation en bloc est donc de moins en moins
prononcé lorsque l'on décroit la viscosité (voir figure 3.28). Quand la viscosité
diminue, le role des forces de rotation devient important, méme pour de grands
nombres d’Elsasser.

La conductivité de la graine est essentielle quant a la géométrie des courants
électriques. Les courants peuvent parcourir la graine (car elle est conductrice)
sans pour autant la cisailler (car elle est solide). Il est clair sur les figures 3.25 et
3.26 que les courants électriques essayent de suivre les lignes de forces du champ
imposé a l'intérieur du fluide jusqu’a la graine, ou ils peuvent boucler.

Notons que le choix d’un champ, axisymétrique, dipolaire a force nulle n’est

117



Emmanuel Dormy

Chapitre 3 : M.H.D. en rotation différentielle

— E=10-3
Q(1+e)

---- E=10-5
——- E=10-6

—— E-103
TN e E=10-4
ESPTERR -~ E=10-5
Q+g) =" TN
\\
y
y
y
\
\
\
\
\
\
,
|
\
\
,
\
\
\
\
,
A=10
Q ‘ ‘ ‘
035 055 0.75 095
—E-103
rrrrr E=10-4
--—-E=10-5
Qe e LT S
\
\
‘
\
‘
\
,
‘
!
Ly
)
il
)
‘
‘
Y
!
bl
A =10.0
Q ‘ ‘ ‘
035 055 0.75

0.95

FiG. 3.28 — Coupe équatoriale de la vitesse angulaire pour des nombres d’Elsasser

de 0.1 , 1.0 , 10.0, en faisant varier le nombre d’Fkman. On vérifie sur ces
graphes que Uamplitude de la super-rotation est controlée par la viscosité.
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Q(1+¢)

— A=00
---- A=0.001
——- A=001
— A=01
———-A=10

Q(1+¢/2)

Q 0.0 0.‘2 0‘.4 016 0.8

F1G. 3.29 - Représentation au 3/4 de la coquille fluide de la vitesse angulaire par
rapport a la distance a l'axe s dans le cas d’un champ dont les sources seraient
a Uextérieur du domaine. La graine est conductrice, et lensemble du cylindre
tangent se synchronise avec elle alors que le nombre d’Elsasser croit. Le nombre

d’Ekman est de 107° .

pas unique. Pour des sources a ’extérieur du domaine, il s’écrit
(3.50) B, =cosf, By= —sinf.

Cette géométrie est tres particuliere, car le champ est aligné partout avec 1’axe
de rotation. En conséquence, le cisaillement au cylindre tangent ne crée pas de
courants dans cette géométrie. Nous avons vérifié que, dans ce cas, le cisaillement
au cylindre tangent n’est pas réduit par les effets magnétiques, et est méme
renforcé pour les fortes valeurs du nombre d’Elsasser. La force de Laplace couple
alors tres efficacement le fluide a l'intérieur du cylindre tangent avec la sphere
interne conductrice. La solution asymptotique des grands nombres d’Elsasser (A)
consiste en une rotation en bloc de ’ensemble du volume fluide a I'intérieur du
cylindre tangent a la vitesse angulaire de la sphere interne, alors que le fluide a
Iextérieur tourne a la vitesse angulaire du manteau (voir figure 3.29).

Depuis ce travail, Hollerbach (1997) a publié une étude numérique de ce cas
particulier dont les conclusions sont identiques aux noétres.
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Summary

We study the properties of convection in a rotating spherical shell. First part
of this chapter concerns onset of convection. Using the knowledge developped
in the previous chapter about numerical resolution of Ekman layers, we study
mainly the no-slip boundary conditions (free slip is also described for compari-
sons). We consider three different heatings: uniform heat sources (widely used in
previous studies, and in theoretical works), referred to as 3 ; imposed differential
temperature gradient, referred to as A ; and temperature imposed at the [CB
with heat flux imposed at the CMB, referred to as ®. The mode of heating has
important effects on the onset of convection. It is found that the first two modes
of heating have different asymptotic behaviour even for the linearized problem of
onset of convection. On the other hand, the second and third mode of heating,
though showing different behaviour at finite Taylor number, seem to converge to
the same solution in the asymptotic limit of large Taylor numbers. The solution
in the (3 case is found to have an higher critical Rayleigh number than expected
from the asymptotic study (Roberts 1968, Busse 1970). Its radial structure at a
given Taylor number is larger than that the Bessel function used in the asymptotic
study. The critical mode is found to be about half the expected one (in agreement
with experiments). Finally, its location doesn’t seem to converge in the limit of
large Taylor numbers to the expected critical radius (figure 4.18). Our study of
finite amplitude convection suggests that the bifurcation could be subcritical, in
the limit of large Taylor numbers, as advocated by Soward (1977). We have not
been able to increase the Taylor number large enough to demonstrate it. For a
Taylor number of 10'°, the first non linear effects modify the solution so that its
radius get closer to the the axis of rotation (and thus to the expected value).
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Chapitre 4

Convection dans une coquille
sphérique en rotation

ous allons étudier dans ce chapitre des phénomenes convectifs, c¢’est-a-dire
la réponse a une stratification instable, sous forme d’une instabilité, et
d’une rupture de symétrie. Sans doute est-il utile avant de présenter I'instabilité
convective dans une coquille sphérique en rotation, de rappeler rapidement le
cas plus simple de l'instabilité de Rayleigh-Bénard entre deux plans. Lorsque
I’on soumet un fluide pesant contenu entre deux plans paralleles horizontaux a
un gradient de température, I'expérience montre que, sous certaines conditions
il peut étre le siege de mouvements convectifs. Si le gradient est normal, c’est-
a-dire que la plaque supérieure est a une température supérieure a celle de la
plaque inférieure, le fluide lourd est en dessous du fluide léger, et la stratification
thermique est stable. Si le gradient est inversé, 'expérience montre qu’au dela
d’une valeur critique de I’écart de température, la chaleur n’est plus seulement
transportée par conduction, et une instabilité convective apparait sous forme de
rouleaux contrarotatifs d’axe horizontal. C’est I'instabilité de Rayleigh-Bénard .
Le parametre de controle pour ce probleme, comme pour ceux que nous allons
étudier dans ce chapitre, est le nombre de Rayleigh, il mesure 1’énergie apportée
au systeme par rapport aux forces qui s’opposent au mouvement. Pour une valeur
suffisante de ce parametre, la solution conductive devient instable, et une solution
convective apparait.

Nous étudierons dans ce chapitre une géométrie différente, celle d'une co-
quille sphérique en rotation rapide, et nous nous intéresserons aux instabilités

1. A ne pas confondre avec 'instabilité de Bénard-Marangoni, étudiée par Bénard au début
du XX siécle, ou le mécanisme d’instauration de I'instabilité tient a 'usage d’une configuration
a surface libre, et & un effet de tension superficielle.
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thermiques qui peuvent s’y développer. On vera que ce probleme, qui a déja
été l'objet de nombreuses études antérieures, est riche d’une grande variété de
caractéristiques inexistantes dans le cas plan sans rotation. Dans une premiere
partie nous nous intéresserons aux instabilités du systeme linéarisé, et essaierons
de confronter nos résultats aux études analytiques de ce probleme. Dans une
deuxieme partie nous étudierons la convection d’amplititude finie, et essaierons
de caractériser la bifurcation convective.

4.1 Etudes expérimentales

Il parait sensé de commencer une étude d’un probleme de convection par
I’étude du seuil, c’est-a-dire ’apparition des premiers mouvements. Pour cela, il
faut que l'on apporte juste assez d’énergie thermique au systeme pour que la
solution conductive devienne instable pour une perturbation infinitésimale, cette
valeur du parametre de controle est appelée “nombre de Rayleigh critique”.

Expérimentalement, la convection au seuil dans une coquille sphérique en ro-
tation est tres difficile a réaliser (voir Carrigan et Busse 1983, Chamberlain et
Carrigan 1986, Cordero et Busse 1992). Tout d’abord, il faut controler avec une
grande rigueur la vitesse de rotation de I'appareillage (en général de 'ordre du
% pour des rotations allant jusqu’a 1000 t/min). Une autre difficulté consiste a
reproduire expérimentalement ’effet d’un gravité centrale. Une approche possible
consiste a se placer en microgravité et a utiliser un champ électrique important,
la polarisation diélectrique produit alors une accélération radiale proportionnelle
a la température. Une telle expérience a été réalisée sur la navette spatiale Chal-
lenger (Hart et al. 1986, avec un rapport d’aspect de n = r./r; = 0.73, et des
nombres d’Ekman supérieurs a 107 ). Une alternative moins cotiteuse consiste
a reproduire 'effet de la gravité a 1’aide de 'accélération centrifuge. Un gra-
dient thermique inversé (plus chaud au centre) est alors stabilisateur, et c¢’est un
gradient normal que 'on impose donc pour ce genre d’étude. Il reste toutefois
une difficulté d’interprétation, liée a la symétrie axiale (et non centrale) de cette
pseudo-gravité . Un fluide soumis a une pseudo-gravité a symétrie axiale n’est
pas stable dynamiquement en présence d’un profil de température a symétrie
sphérique. Dans une telle expérience, comme d’ailleurs dans un ellipsoide, la gra-
vité n’est pas partout parallele au gradient de densité de 1’état de base (profil
diffusif). L’état de base correspond alors a un mouvement non nul, zonal (m = 0)
appelé vent thermique (c’est une instabilité barocline qui repose sur un équilibre
Archimede-Coriolis). Ce phénomene est compliqué par la conduction thermique
le long d’un axe, généralement utilisé pour maintenir la sphere externe. Dans le
cas idéal d’une sphere parfaite a gravité centrale (le cas que nous allons étudier),
au contraire, ce vent est nul au seuil.

2. En fait, la pseudo-gravité n’est pas parfaitement axiale, car la gravitée terretre intervient
(pour environ 10%. Elle entraine un mouvement méridional supplémentaire).
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Cordero et Busse ont réalisé en 1992 une étude expérimentale de convection
dans un hémisphere en rotation, dont la rotation était déterminée de sorte que
I’effet centrifuge combiné avec la gravité soit aussi proche que possible d’une force
a symétrie centrale. Cette approche est toutefois limitée de maniere évidente a
I’étude de nombres d’Ekman relativement grands.

Chamberlain et Carrigan proposent en 1986 une expérience capable de mo-
déliser l'effet d’un chauffage uniforme (probleme généralement considéré pour les
études analytiques). Ils utilisent une sphere pleine et font varier la température de
la frontiere de maniere controlée, de sorte que 1’état de base pour la perturbation
corresponde au méme profil thermique que dans le cas du chauffage uniforme.

Enfin, sil’on veut étudier le démarrage de la convection, il faut pouvoir contro-
ler tres finement le nombre de Rayleigh, pour réduire I'amplitude des mouve-
ments. Ceci est extrémement difficile a réaliser en pratique. La difficulté tient au
controle précis de tres faibles différences de température (de 'ordre de 0,2°C' ).
Pour une géométrie (rapport d’aspect) donnée, le choix de I’échelle de réalisation
de 'expérience détermine alors la correspondance entre le nombre de Rayleigh et
la différence de température. On a intérét a construire une expérience de petite
dimension, pour qu’au nombre de Rayleigh critique corresponde une différence
de température aussi élevée que possible (que 'on controlera plus facilement ex-
périmentalement). La contre partie est que plus 1’échelle choisie est petite, plus
la rotation a imposer au systeme est élevée pour atteindre un nombre d’Ekman
donné. Un compromis est donc nécessaire, et la plupart des expériences sont
congues pour des spheres de 3,3 cm a 15,2 cm de diametre. Pour ces échelles,
I’écart de température au seuil correspondant au seuil de l'instabilité est en-
core trop faible pour étre controlé précisément. Pour cette raison la géométrie
du probleme est généralement modifiée par 'usage d’un rapport d’aspect plus
élevé. Nous verrons plus loin que le fait d’augmenter le rapport d’aspect, et de
repousser la convection dans la région équatoriale repousse le seuil de 'instabilité
convective.

Quand ce rapport d’aspect est assez proche de I'unité le probleme s’approche
du cas plan (écart petit entre deux grandes spheres) et il est alors légitime de
construire le nombre de Rayleigh sur I'espace entre les spheres ( d = r. — r; ),
ce qui renforce I'argument. Dans cette limite, c’est 1’espace entre les spheres qui,
comme dans le cas plan, détermine le mode convectif.

Lorsque 'on s’éloigne du seuil, la plupart des difficultés énoncées plus haut
restent entieres, mais le probleme du contréle précis de la température est moins
essentiel. On peut étudier expérimentalement la convection développée dans une
coquille sphérique ayant un rapport d’aspect comparable a celui du noyau ter-
restre (Cardin et al., 1992).

La convection se développe sous forme de rouleaux, alignés avec I’axe de rota-
tion (voir figures 4.1 et 4.2). Si I’étude expérimentale doit constituer une référence
pour les simulations numériques, les parametres décrivant la solution auxquels
on peut avoir acces sont en nombre plus réduit. La détermination du seuil est,
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FiG. 4.1 — Convection expérimen-
tale pres du seuil dans une co-
quille sphérique en rotation (le
nombre d’Ekman va de 1.0 - 1072
al0-107° ).

La premiére photographie (a) pré-
sente vue de coté des colonnes
en chauffage différentiel pour un
rapport d’aspect n = 0,97 . La
gravité est remplacée par Uaccé-
lération centrifuge (Carrigan et
Busse, 1983).

Sur la seconde photographie (b)
une vue du dessus pour une ex-
périence sans graine, par refroi-
dissement de la sphére externe au
cours du temps, cette approche
permet de reproduire effet d’un
chauffage uniforme (Chamberlain
et Carrigan, 1986).

La troisiéme photographie (c¢)
présente une €étude dans un hé-
mispheére, dont la vitesse de ro-
tation est ajustée de sorte que la
composition de ['accélération cen-
trifuge avec la gravité vraie soit
aussi proche que possible de la sy-
métrie centrale. Le chauffage est
différentiel et le rapport d’aspect
n = 0,79 , la sphére externe fait
6,35 ¢cm de diamétre (Cordero et
Busse, 1992).
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comme on 'a dit, difficile. 1l est également difficile d’établir avec précision le
mode critique (i.e. nombre de rouleaux). Pour des rapports d’aspects élevés, le
mode est grand et varie rapidement lorque 1’on s’éloigne du seuil. On visualise
généralement 1’écoulement a 'aide de paillettes ou de fluorescéine. L’évolution
de la températude est accessible par des mesures de flux de chaleur, ou par des
sondes (généralement placées aux bords pour ne pas perturber I’écoulement), ou
par analogie avec un scalaire passif.
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4.2 Systeme et forme adimensionnalisée

On peut simplifier le systeme (1.71) pour cette étude, en supprimant tous les
termes liés a 'induction magnétique,

ou 1l =
a—lz = —uViu— —Vr+vAi —2Q(€, N i) + aBg T,
v 0
(4.1) V.i=0,
00 L o= L=
¥ = —u-VI,+ AT, —4-VO + xkAO.

Il est a présent nécessaire de définir le profil conductif de température. Celui-ci
dépend du type de chauffage. Nous en considererons trois.

A. Chauffage uniforme 3

Ce mode de chauffage est le plus classique dans les études théoriques et numé-
riques. Il correspondrait a un chauffage par désintégration d’éléments radio-actifs.
Dans I’état de nos connaissances, il n’est pas significatif pour le noyau de la terre,
mais il est intéressant a titre de comparaison avec les études existantes. On notera
ce chauffage (3.2

Aux fronticres interne et externe du noyau liquide, la température est imposée

(4.2) T; = cst,
et
(4.3) T. = cst.

Et des sources de chaleurs sont supposées uniformément réparties dans le noyau.
Le champ de température statique T est a symétrie radiale, et vérifie

(4.4) AT, = cste,

que nous écrirons, pour simplifier plus loin 1’écriture du nombre de Rayleigh, sous
la forme

(4.5) AT, = -343,

équation dont la solution est

(4.6) T, = —gﬁ + Ty,

3. On note, toutefois, que le gradient adiabatique n’étant pas diffusif (i.e. son laplacien est non
nul) il pourrait intervenir comme un terme interne (mais non uniforme) dans notre formulation.
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Fic. 4.2 — Convection ther-
mique développée expérimen-
tale dans une coquille sphe-
rique en rotation rapide. Une
coquille sphérique (de rapport
d’aspect n = 1/3) est pla-
cée en rotation rapide (E =
3-107%), I “accélération” cen-
trifuge remplace ici la gra-
vit€ pour la force d’Archiméde
(la vraie gravité étant négli-
geable), on impose donc un
gradient de température in-
vers€ (plus froid au centre). Le
nombre de Rayleigh ainsi im-
pos€ est de l'ordre de 50 fois
critique.

a) Cette photographie met en
cvidence la structure géostro-
phique de [’écoulement. Les
colonnes occupent [’ensemble
de la sphéere. La wvisualisa-
tion est effectuée a [aide de
paillettes  (qui  s’alignent le
long de Uécoulement), et d’un
faisceau lumineux placé dans
un plan vertical en avant de la
graine (s =04 ).

Chapitre 4 : Convection

b) Vue du dessus de la trace des vortex révélée par un colorant fluorescent de méme
densité que l'eau introduit pres de l'axe. La convection est de nature chaotique.

(Philippe Cardin 1992).
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B. Chauffage différentiel A

On peut étudier l'effet d’'un gradient de température entre les limites. On notera
ce chauffage A . Il n’y a pas de source de chaleur dans le fluide dans ce cas.
Aux frontieres interne et externe du noyau liquide, la température est imposée

(4.7) T; = cst,
et
(4.8) T. = cst.

Le champ de température statique T est a symétrie radiale, et vérifie
(4.9) AT, =0.

équation dont la solution est de la forme

T,

(4.10) T,=—*+T,

avec - .
T,=(T;—T.)——, et Ty=T—(T:—T.)——.

(4.11) ( )m_n e b ( )%_n

C. Température imposée a la graine,
flux de chaleur au manteau ®

On peut aussi imposer une température a la sphere interne et un flux de chaleur
a la sphere externe. On notera ce chauffage ® . C’est sans doute le mode de
chauffage le plus réaliste pour approcher la convection dans le noyau.

A la frontiere interne (graine-noyau ou [.C.B.), la température est imposée

(4.12) T; = cst,

correspondant a la température de solidification du fer a cette pression.
A la frontiere externe (noyau-manteau ou C.M.B.), c’est le flux de chaleur qui

est imposé*?

. oT
(4.13) o, = —k (E)e = cst.

Le champ de température statique T est a symétrie radiale, et vérifie

(4.14) AT, =0.

4. Le manteau diffuse et advecte la température beaucoup plus lentement que le noyau (le
rapport des diffusivités thermiques généralement admis est de ’ordre de 60). Le manteau peut
donc étre considéré comme un isolant thermique pour le noyau, c’est pourquoi le flux de chaleur
est imposé, et non la température (Réciproquement, pour une modélisation du manteau, ce
serait la température qui serait fixée a la C.M.B.).
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équation dont la solution est de la forme

T,
(4.15) T= 2+,
avec 5 5
O, O,
(4.16) T,=—le ot Ty=T — ¢
k Tik‘

Apres mise a ’échelle des variables par®

2
(4.17) L=r., t=-,
14
2
1,
(4.18) 1,20 g 2
K Te K

Le systeme d’équations (4.1) peut étre écrit sous la forme

% = —'JY'J—@W—I—A'J—E‘lé’z/\ﬁ—l-R@F,
(4.19) V-d=0,

00 1 Lo -

En = Prt(Qu-7+ AO 4+ AT,) —u - VO,

ou @ est une fonction purement radiale, dépendant du type de chauffage

1
)

r

(4.20) Qs=1, Qa=9¢ =

9
et ou les nombres sans dimension sont définis comme

v v
Pr=—

4.21 E =
( ) 20527 Kk’

suivant le type de chauffage, R se construit comme

T
(4.22) Rs = , Ra=Re=29"2lc

VK VK

Le nombre de Rayleigh en chauffage uniforme semble varier comme % ce qui peut
surprendre, cette dépendance inclut la variation en 3r? du profil de température
statique et en gr de la gravité.

Il faut préter attention a la définition du nombre d’Ekman introduite ici. Ce

nombre est construit sur 2 et non sur ) comme cela était le cas au chapitre

5. Nous introduisons r. comme unité de longueure, certains auteurs utilisent d = r. — r; .
Nous définissons ['unité de température en utilisant le nombre de Prandtl pour permettre une
comparaison plus aisée avec les études antérieures (e.g. Cuong et Busse, 1981).
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précédent. Nous avons adopté cette convention, pour permettre des comparai-
sons plus aisées avec les études antérieures tant théoriques (Chandrasekhar 1961,

Roberts 1968, Soward 1977) que numériques (Zhang 1992).

On utilisera également beaucoup dans ce chapitre le nombre de Taylor® défini
comme

2012\
(4.23) Ta=E"*= (—r) :

14

ce parametre est donc tres grand pour la terre (de ordre de 10°°). Les équations
scalaires associées a ce systeme dérivent alors simplement de (2.50) puis (2.102).

On s’intéresse dans un premier temps a ’analyse de stabilité linéaire. Il s’agit
d’un probleme aux valeurs initiales pour des perturbations infinitésimales, qui
peut s’exprimer analytiquement comme un probleme aux valeurs propres. Ce
probleme étant linéaire, les solutions s’obtiennent en appliquant le principe de
superposition. Les perturbations sont développées sur une base d’harmoniques
adaptée a la géométrie sphérique (comme nous 1’avons introduit au chapitre 2).
Le terme de Coriolis couple alors (via l'opérateur ()5 ) les degrés £ des coeflicients
de cette décomposition, mais ne couple pas les modes m . Chaque mode m évo-
lue donc en temps de facon indépendante. Pour une valeur suffisamment élevée
du parametre de controle, le nombre de Rayleigh (appelée valeur de “Rayleigh
critique” ), une instabilité peut se développer. L’étude revient alors déterminer le
premier mode m a devenir instable, la valeur du nombre de Rayleigh critique, et
la géométrie de la solution convective.

Ce probleme linéarisé revenant a un probleme aux valeurs propres, une ap-
proche classique (e.g. Zhang 1992) consiste a chercher les vecteurs propres et les
valeurs propres de l'opérateur linéarisé. Cette approche, tres précise au seuil, a
I'inconvénient de ne pouvoir s’étendre au régime non-linéaire. Nous avons adopté
une autre approche, consistant a intégrer le systeme en temps a partir d’une
perturbation, et a étudier les valeurs propres de la solution obtenue apres une
intégration suffisamment longue (apres le régime transitoire, quand I’énergie de
chaque mode varie exponentiellement).

6. L’usage du nombre de Taylor a la place du nombre d’Ekman peut surprendre, car il
n’apporte pas plus d’information, et lui est directement relié. Elle est justifié par deux raisons.
La plupart des études analytiques utilisent ce parametre plutot que le nombre d’Ekman, il est
donc plus aisé de faire le méme choix pour les comparaisons. Ce probleme étant plus difficile
que le précédent, nous progresserons plus lentement vers le régime qui nous intéresse, il est
alors plus élégant de faire croitre le nombre de Taylor d’un facteur 10 que de faire décroitre le

nombre d’Ekman d’un facteur +/10 ...
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4.3 Descriptions analytiques de la convection au
seuil

Considérons pour chaque mode m, la valeur propre associée o,, . La partie
réelle de o, correspond au taux de croissance du mode m . Quand Re(o,,) est né-
gatif Vm I’équilibre hydrostatique est stable. Une instabilité linéaire se développe
des qu’au moins un mode est instable. Si 3m.eNN [0, 00[ , tel que Re(o,,,) >0
le mode m, est instable, et croit exponentiellement. [.’énergie potentielle d’ori-
gine gravitationnelle libérée par le travail de la poussée d’Archimede dépasse les
pertes dues a la dissipation. C’est 'instabilité convective. La stabilité marginale
correspond a un taux de croissance nul :

— Re(o,) < 0: la perturbation du mode m. décroit. Le mode m, est stable.

— Re(oy,,) = 0: la perturbation du mode m, ne croit pas, ni ne décroit. C’est
la stabilité marginale. Dans le méme temps, on a Re(o,,) <0 Vm # m.

— Re(oy,) > 0: la perturbation croit. Le mode m. est instable.

La partie imaginaire de o,, est appelée pulsation, ou vitesse de phase”, elle
contréle la dépendance temporelle :

— Im(oy,) = wn, = 0: le mode m, est stationnaire.

— Im(oy,) = wWn, # 0: le mode m, est oscillant (il se propage a la maniere
d’une onde).

Quand le fluide est en rotation rapide, le terme de Coriolis joue un role im-
portant des le seuil, et modifie fortement la solution. Contrairement a la gravité,
l'accélération de Coriolis ne travaille pas (elle est orthogonale a la vitesse). En
revanche, elle influence fortement I’écoulement, comme le montre la contrainte
de Proudman-Taylor (voir chapitre précédent). Pour satisfaire les conditions aux
limites, ’écoulement doit alors s’organiser en contours géostrophiques. Si la pro-
fondeur du conteneur dans la direction de @ n’est pas constante, ces contours
sont définis comme les contours de hauteur constante comptée le long de ’axe de
rotation (dans une sphere, ce sont des cylindres co-axiaux, voir figure 4.3).

Un mouvement purement géostrophique est donc axisymétrique dans notre
géométrie. Quand le forcage thermique est suffisant (dans un sens que nous pré-
ciserons par la suite), la convection se développe, comme une instabilité de 1’état
axisymétrique. Il s’agit d’une bifurcation, associée a une rupture de symétrie.
Un mouvement convectif dans une coquille sphérique viole donc la contrainte de
Proudman-Taylor, pour permettre le transport de particules fluides dans la direc-
tion du rayon cylindrique. Une solution convective s’appuie donc sur un équilibre
dans lequel la viscosité et /ou le terme 2% ne peuvent pas étre négligés. La rota-

ot
tion joue alors un role stabilisateur important, et 'on s’attend a ce que 'apport

7. elle est aussi notée w,, .
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Fig. 4.3 — Les contours géo-
strophiques sont définis par
la contrainte de Proudman-
Taylor. Dans une sphére ce
sont des cylindres concen-
triques, co-aziaux avec 'axe de
rotation.

énergétique nécessaire au démarrage de la convection (caractérisé par le nombre

de Rayleigh) croisse lorsque 'on fait tendre le nombre d’Ekman vers zéro®.

4.3.1 Etude asymptotique

Roberts puis Busse ont recherché la solution au seuil dans la limite £ << 1.
Pour un nombre d’Ekman donné, lorsque le nombre de Rayleigh est suffisamment
élevé, une instabilité se développe, qui viole I’équilibre de Proudman-Taylor, par
une structure d’ordre E'/? | reposant sur la viscosité?. Cette instabilité est dé-
rivée dans le cas plan (en rotation) dans Chandrasekhar (1961, Chapitre III).
La premiere étude du cas sphérique en rotation rapide est due a Roberts (1965,
1968) pour la solution anti-symétrique par rapport a I’équateur. Roberts mene
une étude asymptotique dans la sphere, il obtient une structure azimutale pour
la solution en O(T'a~'/%) . Pour la structure radiale, il fait I'hypothese que la so-
lution peut s’écrire sur une fonction de Bessel cylindrique J,, (fonctions propres
du Laplacien en s). Comme la largeur d’une telle fonction de Bessel varie comme

m~%3 | la structure radiale de sa solution varie comme O(T'a='/?) .

Dans son article de 1970 (B-70), Busse reprend 1’étude asymptotique de Ro-
berts, en introduisant une solution symétrique, plus instable que celle de Roberts
(pour un nombre de Rayleigh plus petit, d’un facteur proche de quatre).

8.1l est important de noter la différence avec le probléme de chapitre précédent pour lequel
il existait une limite asymptotique indépendante de F . La viscosité est ici une composante
essentielle de ’équilibre étudié, et seul un comportement asymptotique (variation des caracté-
ristiques de la solution en fonction du nombre d’Ekman) pourra donc étre étudié.

9. Notons que cette échelle en E'/3 pour un cisaillement visqueux vertical est aussi celle de
la couche de Stewartson (voir Chapitre 3)
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FiGc. 4.4 — Modele cylindrique utilisé par
Busse (1970) pour une description appro-
chée de [linstabilité convective dans une
spheére en rotation rapide.

4.3.2 Etude en perturbation

Busse, guidé par 1’étude asymptotique, effectue dans un premier temps une
approche par perturbation, plus illustrative du démarrage de la convection. Il
étudie d’abord le démarrage de la convection dans ’espace entre deux cylindres
finis de méme profondeur. Un gradient de température déstabilisateur est imposé
entre les deux cylindres. Il ressort clairement de ce qui précede que l'inclinaison
des bords du domaine constitue une caractéristique essentielle pour décrire la
convection dans une sphere (ou dans une coquille sphérique), puisqu’elle interdit
une convection purement géostrophique. Si I’on ne retenait pas cette caractéris-
tique, la convection n’apparaitrait pas sous la forme d’une onde. Apres I’étude du
cas cylindrique simple, Busse propose donc ’étude d’un “cylindre conique” (voir
figure 4.4). La pente 6 des limites inférieures et supérieures est introduite pour
permettre de modéliser leffet stabilisateur lié a la rotation, c’est un parametre
essentiel de ce modele (dit “annulus model”).

Busse introduit une mesure de la pente des bords du cylindre (équation B-
70.3.2)

(4.24) 7 =sinf,

et effectue une étude en perturbation en 7 .

Pour pouvoir utiliser une approximation cartésienne locale, Busse traite le cas
des grands rapports d’aspect D << L (“small gap”). Apres intégration selon z,
et en faisant, comme Roberts, I’hypothese que la structure radiale est de grande
échelle (ce qui permet de négliger les variations radiales), il obtient (B-70.3.1)
une équation d’ordre deux pour la perturbation de pression. Le minimum de R
dans cette équation est la valeur critique R, .

Enfin, il interprete ces résultats dans le cas sphérique (sphere pleine), en chauf-
fage uniforme.

Il obtient le mode de convection au seuil en rouleaux co-axiaux avec ’axe de

136



Emmanuel Dormy Chapitre 4 : Convection

rotation, organisés en guirlande: les “colonnes de Busse”. Il détermine I’empla-
cement de cette guirlande par minimisation de R. par rapport a n (la géométrie
sphérique définit le profil de 7 en fonction de la distance a 1’axe). Notons que dans
I’étude du cas cylindrique, R varie comme 7*/% (plus la pente est élevée aux bords
du domaine, plus la convection est difficile a réaliser), comme les forces d’Archi-
mede, sont moins efficaces pres de ’axe de rotation (a cause du profil thermique
conductif en r%, et du fait que seule la composante de la gravité perpendiculaire
a l'axe de rotation est importante pour la force d’Archimede), on s’attend a ce
que la convection démarre a une distance finie de 1’axe de rotation.

Pour cette valeur de 8 . il obtient alors des lois d’évolution en fonction du

bl
nombre de Prandtl et du nombre d’Ekman, pour le mode critique (équation B-

70.4.11)0

_ 1/3
(4.25) m, = (ﬂ) 7

4FE(1+ P)
le nombre de Rayleigh critique (équation B-70.4.12, avec B-70.4.4)

4/3 5/3
(4.26) R. = (ﬁ) 3 (%) / )

et de la pulsation (ou vitesse de phase) (équation B-70.4.13, ramenée au temps
construit sur la viscosité)

_ o 10 E e
(4.27) w. = —(2E) (\/§P(1+P)2) .

La solution obtenue est une onde (w = I'm(c) # 0 ). C’est I’équilibre entre les
effets d’un gradient déstabilisateur et 1'effet stabilisateur de la rotation rapide qui

est responsable de ce phénomene ondulatoire. On décrit souvent cette solution
sous le terme d’“ondes de Rossby thermiques” (e.g. Busse, 1982, 1994)'!. Signa-
lons que cette étude dans un cylindre a servi de base a un modele de dynamo
(Busse, 1975).

Cette approche en perturbation est moins précise que l'approche asympto-
tique, mais elle lui donne un sens physique. Elle permet de décrire les variations
de la solution en fonction du nombre de Prandtl. Une comparaison quantitative
avec 1’étude asymptotique menée par Busse montre qu’il existe presque un fac-
teur deux entre les deux études. Il s’explique vraisemblablement par le fait que

10. Reprise dans Chamberlain et Carrigan (1986), une erreur de typographie est introduite
(leur équation 8), il faut lire ¥ 2/2 % .

11. Stricto sensu (Greenspan, 1968) les ondes de Rossby correspondent aux oscillations des
colonnes fluides dans le cas ol il n’existe pas de contour géostrophique (par exemple si les

et non

bords contiennent des points anguleux). C’est donc par analogie que 'on parle d’ondes de
Rossby thermiques pour la convection dans une sphére (bien que les contours géostrophiques y
existent.)
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la pente ne peux pas étre traitée comme une perturbation a la distance a 1’axe
ou apparait la convection. Busse propose également de ’expliquer par le fait que
pres de I'axe la gravité soit essentiellement axiale, or "approche par perturbation
n’en conserve que la composante selon le rayon cylindrique.

Nous allons également étudier I'influence du mode de chauffage sur le démar-
rage de la convection. Pour cela, il est important d’avoir a ’esprit une adapta-
tion de I’étude précédente au cas du chauffage différentiel A (Carrigan et Busse
1983). Cette adaptation est réalisée pour une étude expérimentale de convection,
elle prend donc en compte la présence d’un vent thermique des le seuil, mais les
résultats peuvent étre étendus au cas d’une gravité centrale. L’instabilité convec-
tive se développe alors pres de la frontiere interne du domaine (le profil conductif
est a présent en 1/r), et le nombre de Rayleigh critique, comme le mode critique
dépendent du rapport d’aspect de la coquille sphérique.

On a'?

9\ 2/3
_ WP -l 2B
(4.28) Rc—3E2 (UP) <2E l(l—l—P)re(l—UQ)] ) 7

. V2n P v
(4.29) e = ((1 TPn( —nQ)E) |

Le probleme de la convection thermique dans une sphere en rotation rapide aurait
donc une solution satisfaisante. Une étude asymptotique numérique donnerait les
caractéristiques de la solution dans la limite des grands T'a, tandis qu’un modele
physique simplifié éclairerait la dépendance en fonction du nombre de Prandtl.
Un nuage obscurcit ce tableau...

4.3.3 Limites de la méthode asymptotique

Soward (1977) étudie pour le chauffage uniforme la structure radiale de la
solution asymptotique au seuil (voir sa section 5) et obtient que pour Re(o,,) =0
la longueur d’onde radiale de la solution est instable (elle décroit indéfiniment).
Une solution linéaire localisée (en rayon) au seuil n’est pas réalisable. Il montre

w
qu’une perturbation d’échelle £ évolue en temps comme /——1 . La diminution de

I’échelle spatiale d’une perturbation avec le temps entraine qfle toute perturbation
linéaire pres du seuil tend vers zéro quand ¢ — oo . La conséquence physique
est étonnante: la convection marginale ne se produit pas pour R = R. , mais
pour Ry, > R. . Il insiste toutefois sur le fait que 1’étude de l'instabilité des
équations linéarisées pour R = R, serait d’un intérét “purement académique”,
en effet des R = R, , le taux de croissance initial d’une perturbation locale étant
grand, les termes non-linéaires ne peuvent en fait pas étre négligés. Soward étudie

12. Ne pas confondre = r;/r. avec 7 définit plus haut.
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alors 'effet de ces termes sur la convection au seuil (voir plus loin: “convection
d’amplitude finie”). Yano (1992) a repris ce probleme dans le cadre de la méthode
par perturbation (“annulus model”) de Busse. Il propose une structure radiale en
O(Ta='/%) (comme la structure azimutale) “oblique” (décalage de la phase). Le
probleme théorique reste pour I'instant abstrait, faute d’illustrations numériques
ou expérimentales.

4.3.4 Confrontation avec les études numériques

Hirsching et Yano (1993) présentent une confrontation de résultats numé-
riques avec les études analytiques présentées ci-dessus. Une grande attention est
apportée a la dépendance de la solution en fonction du nombre de Prandtl. Les
auteurs étudient exclusivement le cas du chauffage uniforme et des conditions
aux limites cinématiques de contraintes horizontales nulles, ils ne présentent les
variations de la solution en fonction du nombre de Taylor que pour T'a < 8-10° .
Nous utiliserons dans les sections suivantes le méme genre de représentations que
celles utilisées dans ce travail (pour 1’étude de la section structure radiale de la
solution). On le voit, le démarrage de la convection dans une coquille sphérique
en rotation présente de nombreuses subtilités absentes du cas sans rotation.

Il parait intéressant d’étudier sur une gamme aussi large que possible 1’effet du
nombre de Taylor sur la convection au seuil, de décrire I’évolution des parametres
critiques, et de la structure radiale de la solution. Cela demande des simulations
numériques directes de la convection pour des petites valeurs du nombre d’Ekman.

Nous montrons que le démarrage de la convection présente des caractéris-
tiques variant avec le chauffage utilisé. Ainsi, si une différence de température est
maintenue, le démarrage est également en rouleaux mais leur localisation est fixée
par la taille de la graine, ce qui n’est pas le cas en chauffage uniforme (dans la
limite asymptotique). Lorsqu’un flux de chaleur est imposé comme condition aux
limites externes, la convection est de tres grande échelle pour une large gamme
de nombres d’Ekman.

4.4 Etude numérique de la convection au seuil

4.4.1 Validation

Dans le souci de valider notre code, nous avons adopté pour les premieres
simulations un chauffage uniforme, mode de chauffage retenu par la plupart des
auteurs. Nous avons utilisé a titre de validation 'article de Zhang et Jones (1992)
qui est I'une des tres rares études numériques de convection utilisant des condi-
tions de non glissement, beaucoup plus difficiles a résoudre numériquement. No-
tons que la méthode de résolution numérique (aux valeurs propres) utilisée par
ces auteurs différe de la notre. Nous avons validé, apres conversion de nos para-
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metres, nos résultats par rapport a leur table 2 (donnant m., R.,w. pour diffé-
rents F et rapports d’aspects). Nous avons aussi validé la structure spatiale de
notre solution par rapport a leurs figures 2 et 4 (pour deux valeurs différentes
du nombre d’Ekman, et les deux types de conditions aux limites cinématiques).
Nous reproduisons ces résultats figures 4.5 et 4.6.

4.4.2 Détermination du seuil

Notre approche numérique differe de celle habituellement employée pour ré-
soudre le probleme linéaire. Comme nous anticipons les études ultérieures, nous
utilisons une intégration temporelle et non une recherche de vecteurs propres, le
probleme de la détermination numérique du seuil se pose alors.

On sait que le mode critique croit pres du seuil comme

(4.30) M=¢" M,occcC,

que ce mode est caractérisé par m = m. et que les degrés [ de ce mode se divisent
en deux familles indépendantes [ 4+ m pair et [ + m impair, qui correspondent
aux deux symétries par rapport a I’équateur. Busse (1970) a montré que c’est la
famille symétrique par rapport a ’équateur qui est critique. Tous les degrés d’une
méme famille pour un mode donné suivent la méme évolution temporelle. On peut
donc suivre en temps ’évolution de 'un de ces coefficients pour chaque famille
de chaque mode m et calculer une valeur approchée du coefficient complexe o
correspondant en utilisant un schéma aux différences

_ dM ~ M(t)— M(t—ot) otd*M
(431) dt (t) = St HCRTE

(t) + O(§t*) = o e,

1 M@—M@—M+&fM
M(t) 5t 2 dt?
Ce schéma est consistant et convergent lorsque 6t — 0 , il convient toutefois d’étre
prudent lors de la détermination du seuil. On cherche a déterminer la valeur du

nombre de Rayleigh telle que
(4.33) Re(o) =0,

pour cela, on se rapproche par dichotomie (pondérée des taux de croissances) de
ce seull jusqu’a

(4.34) | Re(o) |<< O(1),

puis on linéarise Re(o) comme fonction du nombre de Rayleigh pour déterminer
précisément la valeur de R. connaissant Re(o(R. 4+ ¢1)) et Re(o(R. + €3)) deux
valeurs du taux de croissance pres du seuil ', On vérifie ensuite & 1’aide d’autres
points (o(R. + €3) , ...) que la linéarisation est justifiée (c’est-a-dire que 1'on est
assez pres du seuil).

(4.32) o= (t) + O(6t2)

13. ot g1 comme €5 peuvent étre négatifs.
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metres, nos résultats par rapport a leur table 2 (donnant m., R.,w. pour diffé-
rents F et rapports d’aspects). Nous avons aussi validé la structure spatiale de
notre solution par rapport a leurs figures 2 et 4 (pour deux valeurs différentes
du nombre d’Ekman, et les deux types de conditions aux limites cinématiques).
Nous reproduisons ces résultats figures 4.5 et 4.6.

4.4.2 Détermination du seuil

Notre approche numérique differe de celle habituellement employée pour ré-
soudre le probleme linéaire. Comme nous anticipons les études ultérieures, nous
utilisons une intégration temporelle et non une recherche de vecteurs propres, le
probleme de la détermination numérique du seuil se pose alors.

On sait que le mode critique croit pres du seuil comme

(4.30) M=¢" M,occcC,

que ce mode est caractérisé par m = m. et que les degrés [ de ce mode se divisent
en deux familles indépendantes [ 4+ m pair et [ + m impair, qui correspondent
aux deux symétries par rapport a I’équateur. Busse (1970) a montré que c’est la
famille symétrique par rapport a ’équateur qui est critique. Tous les degrés d’une
méme famille pour un mode donné suivent la méme évolution temporelle. On peut
donc suivre en temps ’évolution de 'un de ces coefficients pour chaque famille
de chaque mode m et calculer une valeur approchée du coefficient complexe o
correspondant en utilisant un schéma aux différences

_ dM ~ M(t)— M(t—ot) otd*M
(431) dt (t) = St HCRTE

(t) + O(§t*) = o e,

1 M@—M@—M+&fM
M(t) 5t 2 dt?
Ce schéma est consistant et convergent lorsque dt — 0 , il convient toutefois d’étre
prudent lors de la détermination du seuil. On cherche a déterminer la valeur du

(4.32) o= (t) + O(6t2)

nombre de Rayleigh telle que
(4.33) Re(o) =0,

pour cela, on se rapproche par dichotomie (pondérée des taux de croissances) de
ce seull jusqu’a

(4.34) | Re(o) |<< O(1),

puis on linéarise Re(o) comme fonction du nombre de Rayleigh pour déterminer
précisément la valeur de R. connaissant Re(o(R. 4+ ¢1)) et Re(o(R. + €3)) deux
valeurs du taux de croissance pres du seuil '®. On vérifie ensuite & 1’aide d’autres
points (o(R. + €3) , ...) que la linéarisation est justifiée (c’est-a-dire que 1'on est
assez pres du seuil).

13. ot g1 comme €5 peuvent étre négatifs.
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FiG. 4.5 — Validation de deux résultats en conditions auz limites cinématiques de
non glissement (n = 0,4). Fn haut E = 5-107°, Pr = 0,7, m. = 8 (mais on
obtient bien m, = 9 en n'utilisant que 18 points en rayons, ce qui sous €chan-
tillonne la couche d’Ekman), R. = 2,36 - 10° (R,,—9 = 2,28 - 10° avec 18 points
radiauz), w. = —306.77 . On représente ici le mode m =9 (résolu avec 100 co-
quilles) bien qu’il ne soit pas critique, pour comparer les structures radiales. En
bas E = 2,5-107°, Pr = 7,0, m. = 13 (c’est bien le mode 13 qui est critique
avec plus de résolution), R, = 8,60 - 10°, w, = —60,78 . La colonne de gauche
contient les coupes €quatoriales, celle de droite des coupes méridiennes. Chaque
représentation comprend a gauche (en traits) les résultats publiés par Zhang et
Jones (1992), et a droite (en niveaux de gris) ceux que nous avons obtenus. Les
différences entre les deux solutions (trés visibles sur les coupes méridiennes) tient
en leurs convergences numériques respectives.
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FiG. 4.6 — Validation de deux résultats en conditions aux limites cinématiques
de contraintes horizontales nulles (n = 0,4). En haut E = 5-107°, Pr = 0,7,
me. =9, R. = 2,24 -10°%, w. = —430,49 . En bas E = 2,5-107°%, Pr = 7,0,
me = 15, R. = 1,14 - 107, w. = —102,63 . Comme pour la figure précédente,
la colonne de gauche contient les coupes €quatoriales, celle de droite des coupes
méridiennes, et chaque représentation comprend a gauche (en traits) les résultats
publiés par Zhang et Jones (1992), et a droite (en niveaux de gris) ceur que nous
avons obtenus.
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FiG. 4.7 — La bifurcation convective correspond au passage de l'axe imaginaire
par une valeur propre. Nous représentons les valeurs propres, correspondant au
mode critique el a ses voisins (parties symétriques par rapport a Uéquateur),
dans le plan compleze pour T'a = 10 (i.e. E = 107°), et pour un nombre de
Rayleigh sous critique (bleu), critique (rouge), et sur-critique (vert). Graphe (a),
en chauffage uniforme (3), le mode m=13 est critique, et que la partie imaginaire
de la valeur propre est non-nulle au seuil (vitesse de phase). Graphe (b), en
chauffage différentiel (A), la trajectoire des valeurs propres est plus compliquée
(certaines lignes se croisent) et moins lin€aire (sur le méme intervalle) que pour
le cas précédent. On n’a pas représenté de chauffage avee flux de chaleur imposé
(®) car pour cette valeur du nombre de Taylor, les valeurs propres se confondent
a3 % pres avec celles du cas A.
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En pratique, on utiliserait donc la formule (4.32) avec un ¢ constant, fixé
par la stabilité du schéma temporel pour la résolution des équations. L’erreur de
troncature peut alors étre importante, car alors que Re(o) devient tres petit en
valeur absolue pres du seuil, la parité imaginaire I'm(o) peut étre tres grande
(surtout quand FE est petit). Ainsi 'erreur sur Re(o) peut étre importante pres
du seuil, et peut mener a des taux de croissance positifs alors que le seuil n’est
pas encore atteint et que I’énergie du systeme est décroissante.

Pour cette raison, Im(o) a été calculée a I’aide de ce schéma, alors que Re(o)
a été re-calculé indépendament par

oL M@ |- [ M(E—-dl)|
M) | ot ’

(4.35) Re(o)

ou | - | note le module, afin de s’affranchir de la phase.

Outre les ondes de Rossby thermiques, des ondes inertielles se propagent dans
le systeme. Elles aussi peuvent étre excitées par la force d’Archimede, et corres-
pondent a un équilibre entre 0u/0t, le terme de Coriolis et la pression (voir
Zhang 1992, Ardes et al. 1997). Elles peuvent étre critiques avant les ondes de
Rossby pour de petites valeurs du nombre de Prandtl (Pr < 1) et des valeurs
modérées du nombre de Taylor. Elles se développent alors pres de 1’équateur.
Lorsque le nombre de Taylor croit, il faut que le nombre de Prandtl soit de plus
en plus petit pour que ces ondes soient critiques. A un nombre de Taylor de
Ta=5-10°, il faut que le nombre de Prandtl soit inférieur & 1072 . Elles ne sont
jamais critiques dans nos études (sauf pour le quatrieme cas des figures 4.11 et
4.12). Elles peuvent exister dans les régimes transitoires mais doivent disparaitre
lorsque le temps d’intégration devient grand. Pour obtenir un taux de croissance
de la solution qui soit stationnaire en temps en partant d’'un “bruit blanc”, il
faut attendre que les coefficients en [ des modes s’organisent, mais aussi que les
ondes inertielles se dissipent. Ces ondes disparaissent pour ¢ — oo . En pratique,
il faut attendre d’autant plus longtemps que le nombre de Taylor est grand (car
ces ondes sont dissipées par les effets visqueux). La figure 4.8 montre comment
le taux de croissance des modes est affecté par ces ondes.

4.4.3 Représentation de la solution

La représentation d’un champ vectoriel a trois dimensions n’est pas tres ai-
sée. Nous allons utiliser divers modes de représentations. On peut effectuer des
coupes équatoriales ou méridiennes de scalaires (comme nous 1’avons fait au cha-
pitre précédent).

La solution étant proche de la géostrophie, une vue du dessus du champ de vecteur
a trois dimensions est également “lisible”, nous adopterons donc cette représen-
tation.

Pour observer des structures s’écartant de la géostrophie, nous proposons de vi-
sualiser des surfaces d’égales valeurs d’un champ scalaire caractéristique de la
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FiGc. 4.8 — Représentation de [’évolution temporelle du tauz de croissance des
modes m = 12, m, = 13, m = 14 pour Ta = 10'! en chauffage de type ®. Pour
ce nombre de Taylor et ce chauffage le pas de temps doit étre au plus de 1,0-1077
pour garantir la stabilité numérique (le temps est mis a l’échelle par la viscosité).
Le calcul de ce graphe correspond donc a 3,5 - 10° pas de temps (soit 21 heures
CPU sur le Cray J-90 avec 300 coquilles radiales et 80 degrés d’harmoniques).
Plus le nombre de Taylor est grand, plus la détermination précise des taux de
croissance est donc difficile.
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solution. Nous avons retenu la composante axiale de la vorticité (6 ANU) |, -
Nous utiliserons également des lignes de courants (“streamlines”). Elles sont d’une
interprétation dangereuse, car elles ne correspondent aux trajectoires de parti-
cules fluides que si le champ de vecteur est statique. Elles permettent cependant
de mieux comprendre la structure du champ vectoriel.

Enfin les coupes monodimensionnelles sont essentielles pour pouvoir décrire pré-
cisément la structure radiale de la solution obtenue. La vitesse de phase de la
solution rend difficile la réalisation de “coupes” monodimensionnelles significa-
tives, et comme m. # 0 la moyenne azimutale des grandeurs algébriques est
nécessairement nulle. Nous avons utilisé des représentations des fonctions sui-
vantes

2T
(4.36) i) = [ VRV +VRdo,

ou V (n’ayant pas d’amplitude définie au seuil) est mis a I’échelle pour que
2T pT pre

(4.37) [ Ve vi+viaraoas =1,
0 0 Jr;

(1.39 Sar) = [ 10 1o,

mis a 1’échelle tel que || © [|sup=1.

On peut aussi utiliser une autre représentation de la structure radiale, inspirée
de Yano (1992) et Hirscing et Yano (1993), elle consiste a écrire dans le plan
équatorial r u, sous la forme

(4.39) ru, = A(r)ehm =do(r) it

On peut alors représenter A(r) qui est un scalaire de plus permettant une
représentation monodimensionnelle de la structure des colonnes, mais aussi la
phase ¢o(r) qui nous donne une indication de la spiralisation de 1’écoulement .

Notons que, comme "anomalie de température 6, 'amplitude A(r) est nor-
malisée tel que || A(r) |[sup=1 .

4.4.4 Réduction de I’espace des parametres

L’espace des parametres est plus grand pour ce probleme que pour ceux que
nous avons traités jusqu’a présent. Qutre le rapport d’aspect de la coquille et le
type de chauffage utilisé, il est constitué du nombre de Taylor (ou indifféremment
du nombre d’Ekman) du nombre de Prandtl (caractéristique du fluide) et du
nombre de Rayleigh. La résolution numérique de ce probleme étant également plus

14. On notera la phase en radians (convertir en degrés pour comparer avec Hirsching et Yano),
et comme une fonction continue dans R plutot que discontinue dans [0, 27 .

146



Emmanuel Dormy Chapitre 4 : Convection

F1G. 4.9 - Simulation pour T'a = 10%, en chauffage différentiel A avec un rapport
d’aspect de 0,15. Les colonnes se collent a la graine et ¢’est le mode m = 3 qui
est critique, au liew de m =7 pour n = 0.35 .

ardue que pour les problemes traités précédemment, il parait malheureusement
inévitable de restreindre, au moins dans un premier temps, notre étude a un
sous-espace de parametres.

Le rapport d’aspect du noyau actuel est bien connu (voisin de 0,35), il est
raisonnable de penser que la graine a été plus petite dans I’histoire du noyau, et
qu’elle a cru avec le refroidissement de celui-ci. Nous nous limiterons cependant
dans les études suivantes a des calculs avec n = 0,35 . L’effet du rapport d’aspect
sur la convection en chauffage uniforme 3 (et avec une condition de contraintes
horizontales nulles) a été étudié par Zhang (Zhang, 1992). Comme on s’y attend
d’apres I’étude théorique présentée ci-avant, la graine ne modifie pas la solution
tant que son rayon est inférieur a la localisation des colonnes dans une sphere
pleine, apres quoi la graine modifie la solution en repoussant les colonnes.

L’effet du rapport d’aspect sur la convection en chauffage différentiel A est
tres différent. Comme le montre I’étude analytique, c’est la taille de la graine qui
détermine alors la position de I'instabilité. Quelle que soit 7 , la valeur du nombre
de Rayleigh critique, ainsi que les caractéristiques du mode critique dépendent
alors de n .

Nous présentons (figure 4.10) des résultats obtenus pour T'a = 10® , Pr = 1.0
et n = 0.12, 0.2, 0.35, 0.6 pour ces deux types de chauffage. Les parametres
critiques en chauffage uniforme sont :

N me R. We
0,12 5 1.078-10° —118.97
0,2 5 1.079-10° —119.05
0,35 6 1.104-10° —126.85
0,6 10 1.475-10° —132.97
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)
)

F1G. 4.10 — Représentation de uy dans un plan méridien. On note Ueffet différent

de la variation de la taille de la graine en chauffage uniforme (en haut) et en
chauffage différentiel (en bas), pour Ta = 108, et n = r;/r. valant successivement

0,12, 0,2, 0,35, 0,6 .

et en chauffage différentiel :

N me R. We
0,12 1 9,543-10* —30.18
0,2 3 1.299-10° —73.96
0,35 5 2.394-10°  —99.71
0,6 10 6.947-10° —121.67

Le mode critique croit avec le rapport d’aspect. Dans la limite ou ce rapport est
proche de 1 (“small gap”) c’est la distance d = r. —r; qui impose le mode critique.

Nous n’avons pas étudié l'effet du rapport d’aspect sur le troisieme type de
chauffage ®. Cependant, comme nous allons le montrer ci apres, ce chauffage a
le méme comportement que le précédent dans la limite des grands nombres de
Taylor, qui est celle qui nous intéresse.

Le nombre de Prandtl du noyau est a peu pres 0,14 (Poirier, 1988), cette
valeur ne constitue pas en soi une difficulté pour les simulations numériques
(contrairement aux grands nombres de Taylor).

Nous présentons (figure 4.11), toujours pour T'a = 10%, la solution obtenue en
chauffage uniforme 3 pour des nombres de Prandtl de: Pr = 7 (ce serait le cas
de l'eau®), Pr = 1, Pr=1/7 (tres proche de la valeur valable pour le noyau

15. Souvent utilisé pour la convection expérimentale.

148



Emmanuel Dormy Chapitre 4 : Convection

FiG. 4.11 — Influence du nombre de Prandtl sur la solution au seuil. De haut en
bas et de gauche a droite: Pr =17, 1, 1/7, 1/49 . Pour Pr = 1/49 , la convection
se développe essentiellement dans la région équatoriale (voir également figure
4.12). Au plus bas nombre de Prandtl, sa structure se rapproche de celle d’une
onde inertielle (voir Zhang, 1993). Pour permettre une représentation lisible, la
couche d’Ekman contre la sphére externe a €té supprimée de ces dessins.

terrestre), et Pr = 1/49 (ce serait le cas du Gallium '¢).

On a alors les parametres critiques suivants:

Pr  m, R. We
1/49 3 2.713-10° —904.40
1/7 5  5.409-10° —448.83

6
7

1.104 - 105 —126.85
1.382-10° —19.89

Nous ne ferons pas varier le nombre de Prandtl dans les simulations suivantes
(dans le but de réduire le nombre de simulations), notre objectif sera essentiel-
lement d’étudier les grands nombres de Taylor, et nous fixerons le nombre de
Prandtl a Pr = 1 . Cette valeur est choisie plutdot que 1/7 car notre but est

16. Utilisé pour la convection thermique et la magnéto-convection.
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FiG. 4.12 — Structure radiale des simulations représentés sur la figure précédente.
A gauche Uamplitude et a droite la phase. La spiralisation augmente nettement

lorsque lon diminue le nombre de Prandtl de 7 a 1/7 , et le mode de convection
différe pour Pr =1/49 .

d’étudier le comportement a grand 7T'a . Ce comportement se caractérise par de
grandes valeurs de m. , ce qui est crucial dans les études analytiques que nous
avons rappelées, car cela justifie que 'on néglige la variation de la pente des
conditions aux limites. Pour nous rapprocher plus vite de ce régime (du moins

nous l’espérons) nous avons donc légerement sur-évalué le nombre de Prandtl,
pour diminuer artificiellement la taille des structures.

4.4.5 Etude de la limite des grands nombres de Taylor

On I’a vu, I’étude analytique par perturbation montre que le régime asympto-
tique des grands nombres de Taylor peut étre différent selon le type de chauffage
(8 ou A). Nous étudierons donc indépendamment chaque type de chauffage.
~ (Commencons par I'étude du chauffage uniforme (le plus souvent étudié).
Pour ce chauffage on peut s’appuyer sur I’étude asymptotique de Roberts reprise
par Busse. Pour un nombre de Prandtl de un, Busse obtient (Table I, Busse 1970),
pour le mode critique!”

(4.40) m. = 0.6003 - £~/

pour le nombre de Rayleigh critique

(4.41) R.=3.382. /3

et pour la pulsation critique (en tenant également compte de nos différences

d’unités de temps)
(4.42) w. = —0.4362 - E~%/*

17. Ces formules tiennent compte de la différence d’un facteur deux dans nos définitions
respectives du nombre d’Ekman.
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pour une distance a 'axe de

(4.43) s. = 0.5004

Si on utilisait I’étude par perturbation de Busse (comme semble Iavoir fait
Zhang) on aurait (toujours pour Pr = 1).

(4.44) m. = 0.5825 - E~1/3
pour le nombre de Rayleigh critique
(4.45) R. =1.7269 - E~4/3

et pour la pulsation critique (en tenant également compte de nos différences
d’unités de temps)

(4.46) w. = —0.4798 - E~%/3

pour une distance a 'axe de

(4.47) 5o = 0.4477

On obtient numériquement les parametres critiques suivants

Ta m. R. We
106 3 9.742 - 10* —7.70
107 4 2.860 - 10° —47.08

108 6 1.104 - 10°  —126.85
10? 9 4.676 - 10°  —312.01
10 13 2.072-107  —731.18
10t 20 9.363 - 107 —1704.86
102 30 4.270 - 10® —3885.98

Les solutions correspondantes sont représentées figure 4.13. 1l s’agit bien d’une
instabilité sous forme de colonnes axiales, dont la vitesse de phase est non nulle.
Ces colonnes sont bien symétriques par rapport a l’équateur. Des lignes de cou-
rants (“Streamlines”) ne peuvent traverser le plan équatorial (figure 4.14). La
solution possede une vitesse de phase, il est donc important de signaler les risques
de confusion entre lignes de courants et trajectoires de particules fluides. Pour
étudier les trajectoires de particules fluides, il est essentiel de tenir compte de
la vitesse de phase de la solution. Quand cette vitesse de phase est grande (ce
qui est le cas dans le régime asymptotique) une particule fluide n’a pas le temps
de parcourir un rouleau avant d’étre rattrapée par le rouleau voisin (de sens op-
posé). Dans la limite des tres grandes vitesses de phase, une particule fluide ne
fait qu’osciller (on a bien affaire a une onde). Ce phénomene est accentué par le
fait qu’en plus de la vitesse de phase, le nombre de colonnes croit avec le nombre
de Taylor.

On peut étudier sur un graphe log-log les valeurs du nombre de Rayleigh
critique, et de la pulsation au seuil, pour en déterminer la loi de variation en
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Ta =107 Ta =103
Ta=10° Ta =10
Ta= 10" Ta = 10"

Fig. 4.13 — Surfaces d’isovaleurs de la composante aziale de la vorticité en
chauffage 3.0n observe Ucffet croissant de la contrainte de Proudman-Taylor.
Le champ a été annulé pour plus de lisibilité dans les couches limites pour les

deux premieres figures. La couche d’Ekman contre la frontiere externe est trés
clairement visible sur les images suivantes.
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Fi1G. 4.14 — Lignes de courants pour le seuil de convection en chauffage uniforme
a un nombre de Taylor de 10®. Les lignes partent de points réguliérements espacés
sur un cercle placé légérement sous le plan équatorial. La solution convective est
parfaitement symétrique par rapport a 'équateur, le fluide ne change pas d’hémi-
spheres et les colonnes correspondent alternativement a des courants ascendants
et descendants. Ces lignes de courants ne doivent pas étre assimilées a des tra-
jectoires de particules fluides, a cause de la vitesse de phase de la solution.

10° [

10° L

10° L

10 ¢

10° L

10°

10°

10° £

L L L L L 10” L L L L L
10° 10’ 10° 10° 10" 10" 10" 10° 10’ 10° 10° 10" 10" 10"
Ta Ta

10°

FiG. 4.15 - On note sur un graphe log-log que les vartations du nombre de Rayleigh
critique, et de la pulsation au seuil, pour le chauffage (3, semblent suivre les lois
de Busse (1970) dans la limite des grands nombres de Taylor.
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fonction de Taylor (la loi pour m n’a de sens que quand m devient assez grand).
Ces courbes sont représentées figure 4.15. Il reste difficile de quantifier sur ces
graphes a quel point la loi est satisfaite, une autre approche (inspirée des diffé-
rences finies) consiste a introduire une fonction “exposant” £ définie pour toute
fonction X de T'a par

(1.48) E(X(Ta)) = logyy (X(Ta)/X(Ta/10))
si la fonction X s’écrit

(4.49) X(Ta)=aTd",

(4.50) E(X(Ta))=p.

Appliquée aux résultats du tableau précédent, elle donne

Ta E(R)  E([we]|)

107 0.467 0.786
10® 0.586 0.430
10? 0.627 0.391
10t 0.646 0.370
10" 0.654 0.368
10*2 0.659 0.358

De plus pour T'a = 10'%, on a &(m.) = 0.176. Il semble donc que dans la
limite des grands nombres de Taylor, les parametres critiques déterminés numé-
riquement suivent bien les lois en puissance prédites par les études analytiques,
a savoir

(4.51) me o< Ta'l®,
(4.52) R. o Ta??,
(4.53) w. o< Ta'l?.

Il est toutefois important de noter que la vérification des lois de Busse B-
70 (rappelées plus haut) par notre solution ne signifie pas nécessairement que les
deux solutions sont identiques. Les lois asymptotiques peuvent étre plus générales
que la solution proprement dite. Ainsi, la loi en E'/3 pour la longueur d’onde
horizontale (le mode critique en ¢) est vérifiée des qu’il y a équilibre visqueux-
Coriolis dans 1’équation de vorticité et que la condition de Proudman-Taylor
est satisfaite (on a par exemple une telle loi dans le cas plan en rotation, cf
Chandrasekhar 1961). On dérive une telle loi en prenant la composante axiale du
rotationnel de 1’équilibre viscosité-Coriolis

ou

(4.54) 206 =veé Vi A Ayt
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U v o,
(455) 297‘_6 ~ £_3 u,
(4.56) ARSI
d’ou une structure horizontale
(4.57) {=r. O(EY3).

Une autre confrontation importante concerne donc le coefficient de ces lois
asymptotiques. On calcule:

Ta=10® Ta=10° Ta=10"° Ta=10" Ta= 10"

Cp = m./Ta'/® 0.27 0.28 0.28 0.29 0.30
Cr = R./Ta*? 6.16 5.12 4.46 4.34 4.27
C, = —w./Ta'®  0.22 0.27 0.34 0.37 0.39

Par comparaison avec les relations présentées précédemment, on note que le co-
efficient (', vaut environ la moitié de celui déterminé par les deux méthodes
analytiques (qui ne different que tres peu). Ce résultat est nouveau, et est parti-
culierement intéressant a la lumiere des mesures expérimentales (voir Chamber-
lain et Carrigan, Carrigan et Busse) qui ont observé que le mode critique réalisé
est environ la moitié de celui prédit analytiquement (pour un nombre de Prandtl
voisin de sept, alors que les calculs présentés ici sont réalisés pour un nombre
de Prandtl de un). Il semble donc que nos simulations numériques rejoignent
les expériences sur ce point. La différence d’interprétation avec ’étude de Zhang
(1992), dans laquelle les résultats principaux sont présentés pour des nombres de
Prandtl de 10 reste encore a étre précisée.

Le coefficient Cr est celui pour lequel les résultats de I’étude par perturbation
different le plus de ceux de ’étude asymptotique (d’un facteur deux environ).
L’étude par perturbation définit un coefficient C'r plus petit que celui que nous
obtenons pour nos simulations d’un facteur proche de 0.4. Ce décalage est du
méme ordre que celui observé par Zhang (1992) pour Pr = 1 (voir sa figure 1).
Le coefficient prédit par I’étude asymptotique est beaucoup plus proche (bien que
toujours inférieur) de celui que nous observons, ils ne different que d’un facteur
0.8. Comme notre coefficient Cr continue de décroitre alors que le nombre de
Taylor augmente, on ne peut pas exclure que notre C'r ne tende vers la valeur
prédite asymptotiquement.

Le coefficient C,, differe peu de I’étude par perturbation a 1’étude asympto-
tique. Nous obtenons numériquement un coefficient inférieur d’un facteur 0.9 (0.8
pour 1’étude par perturbation).

Une autre confrontation concerne I'emplacement des colonnes, on le mesure
dans notre solution par la position du maximum de "amplitude A (figure 4.17)
et de celui de I’anomalie de température Sy (figure 4.16).
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FiG. 4.16 — Structure radiale de la solution en vitesse S1 a gauche et en tempe-

rature So a droite en fonction du nombre de Taylor en chauffage uniforme, pour

Pr=1.
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FiG. 4.17 — Structure radiale de la solution en chauffage uniforme, en fonction du

nombre de Taylor, et pour Pr =1 . L’amplitude A(r) est représentée a gauche,
et la phase ¢o(r) a droite.
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FiG. 4.18 — Distance a l'aze du mazimum de Uamplitude et du mazimum de la
perturbation de température en fonction du nombre de Taylor, pour le chauffage
uniforme. Les colonnes semblent converger vers une localisation différente de celle
prédite analytiquement.

On remarque que ceux-ci sont décalés dans notre solution mais se rapprochent
a mesure que 1’écoulement se confine en espace. Ces résultats sont représentés
graphiquement sur la figure 4.18. L’écoulement ne semble pas converger vers
la limite prédite par I’étude asymptotique. Ces observations indiquent qu’aux
nombres de Taylor que nous avons atteints (encore relativement modestes, si
I'on se réfere a I’étude du chapitre précédent) la solution convective differe de
celle décrite par 1’étude asymptotique. Cette différence est-elle en rapport avec
I’argument de Soward (1977) sur l'instabilité de la structure asymptotique pour
les grands nombres de Taylor?

Le fait que la solution réalisée soit plus large que les fonctions de Bessel
cylindriques utilisées pour décrire la solution de 1’étude asymptotique, semble
s’accorder avec ’étude de Soward. Ces fonctions .J,, sont définies comme

(4.58) I () = (1 )mi L
' mE\Y) = WT(mtk+1)
ou I' vaut -
(4.59) I(z) = / et dp.
0

La structure radiale de la solution asymptotique est alors décrite par J,,,(v s) ou
m = m,, et v vaut

(4.60) v =

M

Se
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FiG. 4.19 — Comparaison de la solution en chauffage uniforme avec les fonctions

de Bessel cylindriques.

Dans la limite asymptotique (quand m est assez grand) le maximum de cette
fonction est en s. . En pratique, aux nombres de Taylor que nous avons pu étudier,
m. n’est pas assez grand, et nous avons ajusté la valeur de v de sorte que J,,,(7 s)
ait son maximum en s. . Nous avons utilisé pour différents nombres de Taylor la
valeur de s. correspondant a notre résultat numérique, et comparé la structure
de J,.(vs) avec celle de Ju,/dz dans le plan équatorial pour notre solution.
Ces comparaisons, présentées figure 4.19, semblent s’accorder avec les arguments
de Soward et expliquer en partie les désaccords entre I’étude asymptotique et
les simulations numériques. La fonction de Bessel est plus fine que la solution
obtenue, qui est largement symétrique.

Les études antérieures de ce probleme ont toujours été menées en condition de
contraintes horizontales nulles (Zhang 1992, Hirsching et Yano 1993). Nous avons
donc également étudié ces conditions aux limites. Cette étude rapide et partielle
du cas des conditions de contraintes horizontales nulles est également motivée par
le fait que I’on ne sait pas si la solution dans la limite des grands nombres de Taylor
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dépend des conditions aux limites cinématiques. Des différences importantes entre
des modeles de dynamo hyper-visqueuses semblent, d’apres une récente étude
(Kuang et Bloxham, 1997), trouver leurs origines dans 1'usage de conditions aux
limites cinématiques différentes. La question de savoir si la solution convective
est influencée par les conditions aux limites cinématiques est ouverte. L’étude
théorique faisant référence sur cette question est celle de Roberts (1965), qui
montre dans un cas particulier que le comportement asymptotique en condition
de contraintes horizontales nulles est le méme qu’en condition de non-glissement.
Cette étude ne concerne toutefois que les mouvements convectifs tres pres de
I’axe de rotation. La seule étude numérique proposant une comparaison entre ces
deux types de conditions aux limites (Zhang et Jones 1992) n’a pas étudié de
nombres d’Ekman inférieurs a 2.5- 107> et fut menée pour un nombre de Prandtl
de 7.0 . Zhang et Jones observent des nombres de Rayleigh critiques et des modes
critiques différents selon les conditions aux limites utilisées.

Nous obtenons en condition de contraintes horizontales nulles les résultats
suivants

Ta m. R, We
108 7 1.118-10° —210.78
102 10  4.767-10° —457.30
101 13 2.1007 - 107 —961.92
10" 20 9.461-107 —2121.81
1012 30 4.3002-10® —4635.16

Les nombres de Rayleigh critiques, ainsi que les modes critiques obtenus avec ces
conditions aux limites semblent converger vers la méme limite qu’en condition
de non-glissement pour les grands nombres de Taylor. Les pulsations en revanche
different pour la gamme de nombres de Taylor étudiés.

On obtient les coefficients

Ta=10® Ta=10° Ta=10"° Ta=10" Ta= 10"

Cpo = m./Ta'/® 0.32 0.31 0.28 0.29 0.30
Cr = R./Ta*"? 5.19 4.77 4.52 4.38 4.30
C, = —w./Ta'®  0.45 0.46 0.45 0.46 0.46

Les coefficients C,, et Cr convergent vers les mémes valeurs que celles de 1’étude
en condition de non-glissement. On note qu’avec ces conditions aux limites, le
coefficient C',, qui ne varie presque pas avec le nombre de Taylor, est beaucoup
plus proche des valeurs des études analytiques que celui obtenu en condition de
non-glissement .

On compare figure 4.20 la structure radiale de la solution pour T'a = 10'? en
condition de contraintes horizontales nulles avec celle obtenue précédemment
en condition de non-glissement. Ces deux structures different encore nettement,
méme a ces valeurs élevées du nombre de Taylor.
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Fia. 4.20 — Comparaison de la structure radiale de la solution en contraintes
horizontales nulles et en rigide pour Ta = 10", en chauffage uniforme 3. Le
premier graphe représente amplitude, et le second la phase.
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Le comportement spatial des solutions en condition de non-glissement et en
condition de contraintes horizontales nulles semble converger lentement vers la
méme limite. Leur comportement temporel en revanche reste différent pour les
nombres de Taylor que nous avons étudiés jusqu’a présent. L’étude de nombres
de Taylor plus élevés permettra de déterminer si les pulsations convergent 2,

On peut donc noter que la limite asymptotique proposée par Busse ne semble
pas étre la limite de notre solution numérique pour les grands nombres de Taylor.
Le seuil de la solution numérique est plus élevé, et sa structure radiale plus
large que la fonction utilisée pour 1’étude asymptotique. Nos simulations semblent
donc en accord avec I’étude de Soward 1977, mais également avec les mesures
expérimentales, pour lesquelles le mode critique observé est plus proche de celui
que nous observons que de celui prédit asymptotiquement.

Etudions a présent le cas du chauffage avec une différence de tempé-
rature A. Comme nous ’avons montré graphiquement au début de ce chapitre,
ce mode de chauffage mene a un probleme moins bien posé (voir figure 4.7). On
observe que le critere de stabilité numérique (sur le pas de temps) pour ce mode
de chauffage est inférieur a celui du chauffage uniforme.

On obtient les instabilités suivantes (représentées sur la figure 4.21).

Ta m, R, W, E(R.) E(|we])
10° 3 2.68 - 10* —7.07

107 4 7.38 - 104 —38.89 0.44 0.740
108 5 2.39-10° —99.71 0.51 0.409
10° 7 8.59-10° —240.66 0.55 0.382
1010 9 3.24-10°  —550.17 0.58 0.359
10 13 1.27-107  —1262.29 0.59 0.361
10*2 19 5.15-107 —2845.45 0.61 0.353

Les parametres semblent vérifier les mémes lois de puissance que précédemment.
Cependant pour un nombre de Taylor fixé ’exposant calculé est plus éloigné de
I’exposant théorique pour ce mode de chauffage. La solution est différente de
celle obtenue en chauffage 3 et les coefficients different (ils sont également moins

convergés puisque 1’exposant est moins proche de celui attendu).

Ta=10® Ta=10° Ta=10"° Ta=10" Ta= 10"

Cpo = m./Ta'/® 0.23 0.22 0.19 0.19 0.19
Cr = R./Ta*? 1.11 0.86 0.69 0.59 0.51
C, = —w./Ta'l? 0.21 0.24 0.25 0.27 0.28

Comme le prévoit ’étude en perturbation, I'instabilité ne se concentre pas
autour d’un cylindre critique de rayon s. caractéristique de la solution, comme

18. Une étude non-linéaire sera nécessaire déterminer si leur comportement est semblable loin
du seuil.
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Ta =107 Ta= 103
Ta=10° Ta =101
Ta= 10" Ta = 10"

FiG. 4.21 — Surfaces d’isovaleurs de la composante axiale de la vorticité en chauf-

fage A.
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FiG. 4.22 — Méme représentation que pour la figure 4.15, mais en chauffage A. Les
variations du nombre de Rayleigh critique, et de la pulsation au seuil, semblent
a nouveau s’approcher des lois asymptotiques de Busse (1970).

cela était le cas précédemment, mais elle s’approche du cylindre tangent a la
sphere interne. Pour cette raison les structure radiales different beaucoup du cas
précédent (voir figures 4.23 et 4.24).

La structure radiale est, dans ce cas encore, plus large qu’une fonction de
Bessel (voir figure 4.25). La dérivée verticale de u, met également en évidence
une couche limite qui se développe pres de I’équateur de la sphere interne, et est
absente du cas précédent.

Le troisieme et dernier mode de chauffage que nous étudions est le chauffage
différentiel avec flux de chaleur fixé a la sphére externe. Bien que ce soit
le mode de chauffage que nous avons choisi pour modéliser la convection dans le
noyau terrestre, nous avons dii nous restreindre a des nombres de Taylor moins
élevés. Ce mode de chauffage est en effet le plus difficile de ceux que nous avons
étudiés a résoudre numériquement. Le critere de stabilité numérique y est plus
restrictif encore que celui du chauffage A.

Nous obtenons les parametres suivants

Ta m. R, W, E(R,) E(|we])
103 2 3.915 - 10* 1.40

104 2 4.838-10* 3.56 0.097 0.405
10° 2 8.644-10° 3.10 —0.748 —0.060
106 2 1.818-10% —3.50 0.323 0.052
107 1 5.621-10% —3.85 0.490 0.041
108 5 2.394-10° —97.96 0.629 1.405
10° 7 85998 -10° —239.99 0.555 0.389
1010 9 3.2437-10° —549.95 0.576 0.360
10" 13 1.2731-107 —1261.5 0.594 0.360

On note que pour les nombres de Taylor élevés cette solution présente les mémes
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FiG. 4.23 — Structure radiale de la solution en chauffage différentiel, en fonction
du nombre de Taylor, et pour Pr =1 . Le premier graphe représente amplitude,
et le second la phase.
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FiG. 4.24 — Structure radiale de la solution en vitesse S; a gauche
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Fia. 4.25 — Comparaison avec les fonctions de Bessel cylindriques dans le cas du

chauffage différentiel (A).
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FiGg. 4.26 — Comme sur les graphes /.15 et 4.22, les variations du nombre de
Rayleigh critique, et de la pulsation au seuil pour le chauffage @, semblent s’ap-
procher des lois asymptotiques de Busse (1970). Cela n’a rien d’étonnant, puisque
le seuil pour cette instabilité s’approche du seuil de A.

parametres critiques que celle obtenue avec le chauffage A. Les exposants suivent
donc naturellement les méme lois asymptotiques (voir également figure 4.26).

Nous avons également étudié des nombres de Taylor peu élevés (jusqu’a 10°)
pour ce chauffage. Un comportement tres différent de celui des autres modes de
chauffage est observé pour les nombres de Taylor intermédiaires. Pour T'a€ [10°, 10°]
la pulsation de la solution est positive, caractérisant un mode d’instabilité diffé-
rent de celui des grands nombres de Taylor. Au dela de T'a = 10°, la pulsation
devient négative, et les exposants se rapprochent de maniere réguliere des valeurs
attendues.

Notons que pour T'a = 107 le mode m = 1 est critique (ce qui correspond
a deux rouleaux contra-rotatifs). C’est une caractéristique connue (dans le cas
plan sans rotation) des chauffages a flux thermiques fixés que de sélectionner
des longueurs d’ondes supérieures a la dimension minimale du systeme. Hurle et
collaborateurs (1967) ont montré dans ce cas que le mode critique tend vers zéro
si la conductivité du fluide devient infiniment grande devant celle du conteneur.

Un effet comparable est rapporté par Carrigan et Busse (1983), qui observent
de grandes longueurs d’ondes (sans aller jusqu’a m = 1) dans leurs expériences de
convection. lls expliquent ce fait par la faible conductivité thermique du Plexiglas
(par rapport au liquide).

La rotation rapide du systeme apporte, une fois encore, un attrait nouveau.
Alors que cette géométrie de grande échelle est autorisée lorsque les effets de la
rotation ne sont pas trop importants (petits nombres de Taylor), elle s’oppose au
théoreme de Proudman-Taylor lorsque la rotation devient assez importante pour
contraindre 1’écoulement, et 1’on retrouve dans la limite des grands nombres de
Taylor des modes similaires a ceux obtenus en chauffage différentiel.

Ces mouvements de tres grande échelle a faible nombre de Taylor rappellent
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Ta =107 Ta =103

Ta=10° Ta =101

FiG. 4.27 — Surfaces d’isovaleurs de la composante axiale de la vorticité en chauf-

fage 9.

ceux obtenus par inversion de la variation séculaire du champ (voir introduction
figure 0.10). Cette ressemblance est sans doute fortuite puisque les mouvements
deviennent de plus petite échelle lorsque le nombre de Taylor augmente. On
ne peut exclure cependant que cette tendance du systeme a “sélectionner” des
grandes longueurs d’ondes apparaisse a nouveau lorsque 1’équilibre géostrophique
sera modifié par Iapparition d’autres forces (par exemples magnétiques).

[’étude de la structure radiale de la solution en température (figure 4.28) met
bien en évidence l'effet de la rotation rapide sur la solution. Une comparaison de
la structure radiale de la solution pour un nombre de Taylor de T'a = 1.0 - 10°
avec celle obtenue en chauffage Amontre que bien que tres proches, les solutions
sont différentes, essentiellement pres de la sphere externe (figure 4.30).

Notons avant de clore cette section consacrée a la convection linéarisée qu’il
serait intéressant d’étudier I'effet d’un flux de chaleur imposé a la graine avec une
température imposée au manteau. Ce mode de chauffage est en effet utilisé pour
tenter de rendre compte de la convection solutale (e.g. Glatzmaier et Roberts,
1995). Nous reportons cette étude a un travail ultérieur.
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Fi1G. 4.28 — Structure radiale de la solution en vitesse (S1) et en température

(Sz2), chauffage avec flux fizé.

Soulignons enfin que nos résultats numériques semblent en accord avec les ob-
servations expérimentales quant au mode critique. Ce résultat est important, car
il suggere que le seuil réalisé numériquement, s’il differe du seuil décrit asympto-
tiquement, correspond bien au mode d’instabilité dans une coquille sphérique en
rotation rapide.

L’étude de la convection au seuil que nous avons menée indique donc que les
résultats numériques sont en accord avec les observations expérimentales.
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F1G. 4.29 — L’amplitude A(r) de la solution est représentée a gauche, et sa phase
¢o(r) a droite, pour le mode de chauffage avec flux fizé.
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FiG. 4.30 — Comparaison des structures des solutions en chauffage avec flux fixé
(en trails continus) et en chauffage différentiel (en pointillés) @ Ta = 1.0 - 107 .
En haut en vitesse S1, en bas en température Sy . A gauche sur l'ensemble de
la coquille : les solutions sont quasi identiques. A droite un agrandissement de la
frontiere externe : les conditions aux limites thermiques, bien que contrariées par
la contrainte de Proudman-Taylor modifient encore la solution.
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4.5 Convection d’amplitude finie

Nous avons décrit dans la section précédente l'instabilité convective. Telle
qu’elle a été introduite, elle correspond a un mode dont le taux de croissance
devient positif. Une croissance exponentielle lors d’un phénomene physique ne
saurait aller sans un mécanisme de saturation. C’est a travers les interactions
non-linéaires (@Vu et 'Jﬁ@) que la saturation de la convection intervient.

Considérons une fois de plus, a titre d’exemple, le cas de la convection Rayleigh-
Bénard entre deux plans. On peut déterminer linéairement la valeur du seuil de
convection (Rayleigh critique) et la géométrie de la convection naissante. Pour
déterminer 'amplitude de la convection correspondant a une valeur donnée du
parametre de controle, il est toutefois nécessaire d’introduire les non-linéarités.
Tant que le nombre de Rayleigh est proche de la valeur critique, les termes non-
linéaires modifient peu la géométrie de la solution. Ils en saturent 1’énergie, et si
I’on fait tendre le parametre de contréle vers sa valeur critique, cette énergie tend
continiment vers zéro. Il s’agit d’une bifurcation sur-critique. Il existe cependant
des systemes dynamiques pour lesquels la décroissance du parametre de controle
jusqu’a sa valeur critique n’entraine pas 'annulation de 1’énergie. Il arrive que les
effets non-linéaires permettent alors de décroitre le parametre de controle en des-
sous de sa valeur critique tout en conservant une solution d’amplitude non-nulle
(bifurcation sous-critique). Le role des non-linéarités est alors bien plus qu’une
simple saturation. Quelque soit le mode d’instabilité, lorsque 'on éloigne suffi-
sament le nombre de Rayleigh de sa valeur critique, les non-linéarités modifient
la solution qui devient turbulente (le systeme dynamique correspondant est alors
chaotique). Pour cette premiere étude, nous nous sommes intéressés a 1’étude de
la bifurcation, et n’avons pas étudié le régime turbulent.

Etudes analytiques

Dans la deuxieme partie de son article de 1977, Andrew Soward introduit les
non-linéarités pres du seuil. Il montre que la structure radiale en T'a='/? est alors

—1/18 455 la

stabilisée par les effets non-linéaires a I’'intérieur d’une couche en Ta
forme d’un soliton (i.e. un phénomene ondulatoire qui reste concentré en espace).
Il démontre que pour R/R. = 1 4+ O(Ta~'/?) les conditions sont favorables & la

convection.

Le travail analytique de Soward suggere donc que dans la limite des tres
grands nombres de Taylor (des effets en T'a/'® sont considérés petits dans cette
étude) la bifurcation est sous-critique. En effet, le seuil linéaire est supérieur a
celui défini par I’étude asymptotique (voir section précédente) mais la convection
d’amplitude finie existe pres de ce seuil (aussi pres que I’on veut, en faisant tendre
Ta vers I'infini).
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Résultats numériques

Notre étude non-linéaire est encore incomplete. Nous nous concentrons, une
fois de plus, sur la limite des grands nombres de Taylor.

Les premieres interactions non-linéaires couplent les modes multiples du mode
critique. L’énergie du mode m = 0 est alors non-nulle. En convection linéaire
I’énergie du mode m = 0 est nulle, et par conséquent le couple visqueux sur
la graine I'est aussi. En toute rigueur, en convection non-linéaire un couple vis-
queux non-nul s’applique a la graine, et celle-ci peut donc tourner. Dans le but
de simplifier notre étude, nous avons maintenu la graine en co-rotation avec le
manteau.

On ne considere dans un premier temps que le sous-espace formé des harmo-
niques du mode critique

(4.61) m;=1m. 1 <1< M.

Cela est une bonne approximation tant que d’autres modes que m. ne deviennent

pas critiques?.

Numériquement cela permet de réduire sensiblement la mémoire utilisée ainsi
que le colt du calcul non-linéaire en utilisant un espace physique modifié (m' =
m/m.).

Une premiere étude de ce probleme a été menée par Zhang (dans I'article déja
cité de 1992). La méthode utilisée pour traiter les non-linéarités dans cet article
(Galerkin), introduisant des intégrales de couplages, ne permet pas d’étudier le
régime fortement non-linéaire (le nombre d’intégrales a calculer croissant rapide-
ment avec le degré de non-linéarité). Zhang étudie divers nombres de Prandtl et
montre que le démarrage de la convection est sur-critique.

Cette observation sera reprise par Proctor (1994). Pour réconcilier les obser-
vations numériques avec la description analytique, il propose le diagramme de
bifurcation suivant :

19. Notons que ’étude linéaire de la section précédente ne nous apprend rien sur le domaine
de validité de cette simplification. Cela pour deux raisons: il faudrait effectuer une étude de
stabilité par rapport & un nouvel état de base (celui fixé par le mode critique) ; les interac-
tions non-linéaires avec le mode m = 0 peuvent tendre a déstabiliser un mode encore stable
linéairement.
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Amplitude

\ \
R2 R1 Rayleigh

L’étude numérique étant menée pres de la valeur critique du nombre de Ray-
leigh, seule la branche sur-critique de ce diagramme aurai pu étre décrite numé-
riquement.

Comme précédemment, nous commencerons par I’étude du chauffage uniforme
(8). Notre approche (par collocation) permettant d’augmenter le degré de non-
linéarité a moindre cofit, nous avons étudié pour un nombre de Taylor de 10® si
un tel comportement peut étre observé numériquement. Nous avons étudié des
valeurs de R. allant jusqu’a 10.0 x R, , sans observer ce type de comportement

(voir figure 4.31).
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FiG. 4.31 — Diagramme de bifurcation jusqu’a des nombres de Rayleigh deux fois
critiques (a gauche), puis jusqu’a diz fois critique (a droite) pour Ta = 108,
Pr =1.0 et en chauffage uniforme.

Lorsque le nombre de Rayleigh atteint deux fois sa valeur critique, I’énergie ne
se stabilise plus en temps mais adopte un profil oscillant. Un tel comportement
a également été observé expérimentalement (Cordero et Busse, 1992) et numé-
riquement (Zhang, 1992), il correspond aux modifications de la solution par les
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FiG. 4.32 — Fvolution temporelle de 'énergie cinétique de la convection pour Ta
= 10® pour un nombre de Rayleigh deux fois critique en chauffage uniforme.
Dans un premier temps en ne conservant que les multiples du mode critique, puis
(trait vertical pointillé) en introduisant les autres modes. L’energie moyenne de
la solution n’est modifiée que d’environ 3% .

F1G. 4.33 — Convection en chauffage uniforme pour Ta = 10® pour un nombre de
Rayleigh deuz fois critique. On représente une tsovaleur de la composante axiale
de la vorticité (hors couches limites) est représentée a gauche en maintenant la
solution artificiellement périodique en ne conservant que les multiples du mode
critique, a droite en levant cette contrainte. Le code de couleur correspond a
l'anomalie de température.
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F1G. 4.34 — Convection en chauffage uniforme pour Ta = 10®, coupes équatoriales
de la composante aziale de la vorticité, au seuil (a), pour R = 1.3 x R. (b) et

pour R = 2.0 x R. en maintenant la solution artificiellement périodique (c) et en
levant cette contrainte (d).

termes non-linéaires qui précedent ’apparition de la turbulence. Nous pensons
donc que le diagramme proposé par Proctor n’est pas réalisé pour T'a = 10% .

Nous avons vérifié que notre approche consistant a ne modéliser que les modes
multiples du mode critique est fondée. Pour cela, nous avons introduit I’ensemble
des modes inférieurs au degré de troncature, et observé les modifications qu’ils
apportent sur la solution pour un nombre de Rayleigh deux fois critique. L’énergie
moyenne de la solution n’est modifiée que d’environ 3% (voir figure 4.32), et la
structure de la solution ne devient que faiblement apériodique (voir figures 4.33 et
4.34). Notons également que la solution obtenue est faiblement antisymétrique,
comme le montrent les lignes courants représentées figure 4.35 (a comparer a
celles de la figure 4.14).

Lorsque le nombre de Rayleigh est deux fois critique, la pulsation du mode
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critique se met également a osciller, nous avons représenté figure 4.37 la variation
de la pulsation du mode dominant avec le nombre de Rayleigh, celle-ci atteint
a peine 20% lorsque la pulsation se met a osciller. Nous confirmons donc 1’hy-
pothese faite par Cordero et Busse de faible variation de la pulsation avec le
nombre de Rayleigh. Ils 1'utilisent pour déterminer expérimentalement la vitesse
de phase w de la convection au seuil. Génés en cela par le vent thermique, ils font
I’hypothese que w varie peu avec le nombre de Rayleigh, pour éliminer ’effet du
vent thermique qui varie avec ce parametre. Une erreur de 20% sur leur courbe
ne modifierait que peu leur solution.

Nous avons effectué une simulation utilisant leurs parametres (n = 0.56, T'a =
8.91 - 10%, Pr = 6.19). Nous obtenons les parametres critiques suivants

R.=222-10°,

me. =8,
—w, /1 =1.8-1072,

(nous donnons —w,/€ pour permettre une comparaison avec leur étude). Leur
diagramme permet de déterminer que la pulsation expérimentale est proche de
2.6 - 1073 (voir leur figure 4). L’accord entre les observations et les simulations
est donc raisonable. Nous préciserons la comparaison en entreprenant des calculs
non-linéaires pour le jeu de parametres ci-dessus. Nous obtiendrons ainsi la loi
de variation de la pulsation avec le nombre de Rayleigh. Nous pourrons alors
reprendre la méthode proposée par Cordero et Busse pour calculer plus préci-
sement le facteur correctif di au vent thermique. Si la variation de la pulsation
s’averait similaire a celle que nous avons obtenue ici, la valeur expérimentale de
la pulsation serait plutot 2.2 - 1072 au lieu de 2.6 - 1072 .

Une autre comparaison avec les études expérimentale peut étre celle du flux
de chaleur transporté par la convection. Cardin et al. (1994) ont observé que le
transport d’un scalaire passif (de la fluoresceine) par la convection développée
(jusqu’a cinquante fois critique) dans une sphere en rotation rapide s’effectue
essentiellement dans le plan équatorial. En est il de méme de la perturbation de
température? Nous observons, figure 4.36, que si le flux de chaleur radial a la
sphere externe est essentiellement concentré aux extrémités des rouleaux pres du
seuil, celui-ci se rapproche de I’équateur lorsque le nombre de Rayleigh augmente.

Guidé par nos observations précédentes (Chapitre 111, et premiere partie de
ce Chapitre), nous proposons que le désaccord entre la théorie et les observations
numériques puisse résider en 1'usage de nombres de Taylor trop petits. Nous
avons donc étudié (sur un domaine plus proche du seuil) leffet du nombre de
Taylor sur le diagramme de bifurcation. Notre étude présentée figure 4.38 est
malheureusement incomplete. On observe que 1’énergie de la solution pour une
surcriticité donnée croit avec le nombre de Taylor. Le diagramme de bifurcation
se redresse, et pourrait donc éventuelement devenir sous-critique pour les grandes
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FiGg. 4.35 — Lignes de courants pour convection en chauffage uniforme a un
nombre de Taylor de 10° pour un nombre de Rayleigh deux fois critique (voir
la figure 4.1/ pour comparaisons). La solution n’est plus tout a fait périodique, et
la composante non-axisymmétrique est suffisante pour que des lignes de courant
franchissent ’équateur.

FiGg. 4.36 — Flux de chaleur radial transporté par la convection, en chauffage
uniforme et ¢ un nombre de Taylor de 10®, pour des nombres de Rayleigh (de
gauche a droite) R., 1,3 x R, et 2,0 x R.. Celui-ci se rapproche de I'équateur
lorsque le nombre de Rayleigh augmente.
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O —-0OTa=10°

0.60 - B

0.50 L L L L L
1.0 12 14 16 18 20
RIR,
FiG. 4.37 — Fvolution de la pulsation en fonction du nombre de Rayleigh. Les
points correspondent aux simulations, les lignes pointillées ne sont qu’indicatives.

La pulsation pour R = 2 x R, oscille entre les deuzx valeurs reportées.

valeurs du nombre de Taylor. La courbe la plus intéressante (T'a = 10'%) n’est
malheureusement pas assez convergée en temps pour permettre une interprétation
définitive. Cette courbe, mieux convergée, ainsi que la courbe pour T'a = 10!
seront présentés dans un travail ultérieur.

L’étude de la structure radiale de la solution non-linéaire laisse également
penser que les termes non-linéaires commencent a modifier la solution dans le sens
de I’étude de Soward. On observe ainsi (figure 4.39) que si Ieffet des premieres
non-linéarités pour un nombre de Taylor de 10® est plutot d’éloigner le centre de
la convection de I’axe de rotation, leur effet semble s’inverser et étre plus efficace
pour un nombre de Taylor de 10'° . Les termes non-linéaires rapprochent alors
le centre de la convection de la distance a ’axe de 0.5004 correspondant a la
solution asymptotique. Ce changement de comportement n’est pas étonnant si
I’on considere que le profil de la solution linéaire pour un nombre de Taylor de
10® occupe ’ensemble de la section équatoriale, alors qu’il commence a se localiser
pour T'a = 10'° .

Ces observations ne constituent pour I'instant que des indications, mais elles
nous encouragent a poursuivre cette étude.

Nous avons commencé une étude comparable pour les deux autres types de
chauffage. Elles sont moins avancées car ces chauffages sont plus difficiles a ré-
soudre numériquement. Ces résultats sont présentés figure 4.40. Les courbes de bi-
furcation se redressent également pour ces chauffages, notons toutefois que 1’éner-
gie pour un nombre de Taylor et un rapport R/R. donné sature plus tot pour

178



Emmanuel Dormy

Chapitre 4 : Convection

400.0 ‘
/
/
yd ,O’,
/ .7
/ Pid
) / Pad
S / Pid
=) i
=
S 2000 1
g .
Q /
c
i} //
/ -7
/
//

% - o0—o0Ta=10
0---0Ta=10"
o—--0Ta=10’
*—%Ta=10"

0.0 & ‘ ‘
1.00 1.05 1.10
RIR,

FiGg. 4.38 — Diagrammes de bifurcation pour différents nombres de Taylor, en

chauffage uniforme. La derniére courbe, représentée en gris, n’est pas encore par-

faitement convergée en temps.
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le chauffage A que pour le chauffage 3, et qu’elle sature encore plus tot pour le

chauffage ®. Ces études ne sont bien entendu pas assez avancées pour pouvoir
indiquer si une bifurcation sous-critique peut exister pour ces chauffages.
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FiG. 4.40 — Diagrammes de bifurcations pour des

nombres de Taylor croissants,

dans le cas du chauffage A en haut et dans le cas du chauffage ® en bas.
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Summary

The main conclusion to be drawn from this work may be that a lot still has
to be done. We have shown on a very simplified two-dimensionnal problem that
viscous effects can strongly alter the solution and that the Ekman number has to
be decreased below 10° to get an insight on the asymptotic behaviour. We haven’t
been able to obtain the qualitative onset of convection (subcritical) anticipated
by theorical descriptions, but features of our solutions strongly suggest that this
discrepancy could as well rely on the use of overestimated Ekman numbers. We
will continue this study further. We also want to study the strongly non-linear
régime. Forthcoming studies could concern the onset of dynamo action. A pre-
liminary result (numerically converged) of kinematic dynamo obtained with our
convective solution (at Ta = 10°) is presented. We want to study a parameter
range as wide as numerically possible, in Ekman numbers, as well as in Rayleigh
numbers. We also consider some modifications of our numerical algorithm, in
order to reduce to the computing time associated with the resolution of Ekman
layers.

186




Chapitre 5

Conclusions — Perspectives

a conclusion principale de ce travail pourrait bien étre qu’il reste encore beau-
£ coup a faire! Nous avons montré sur un probleme simplifié que des effets
visqueux pouvaient modifier grandement 1’écoulement dans une coquille sphé-
rique en rotation, méme pour des nombres d’Ekman aussi petits que 1076 | et
qu’il était nécessaire de faire décroitre le nombre d’Ekman sous cette valeur pour
que les modeles numériques soient en accord avec les études analytiques. Nous
avons également montré que pour les mémes valeurs du nombre d’Ekman, 1’action
d’un champ magnétique sur I’écoulement (magnétohydrodynamique) ne réduit
pas 'importance des effets visqueux, et qu’au contraire un équilibre magnéto-
visqueux peut étre mis en évidence. Nous avons ensuite étudié dans la méme géo-
métrie la convection thermique d’amplitude finie, comme une étape préliminaire
a I’étude d’une dynamo auto-excitée. Cette étude, bien qu’incomplete, indique
clairement que le désaccord entre les observations de bifurcation sur-critique nu-
mériques (Zhang 1992) et I’existence démontrée analytiquement d’une bifurcation
sous-critique (Soward, 1977) semble s’expliquer par 1'utilisation de nombres d’Ek-
man trop élevés dans les simulations. Ce résultat est important, car il indique
que la convection telle qu’elle est étudiée numériquement n’est pas sur la branche
asymptotique significative pour le noyau terrestre. D’autres désaccords entre les
descriptions théoriques et les observations numériques existent encore pour des
problemes plus proches de la dynamo. Ainsi, le phénomene de croissance illimité
du champ (“runnaway growth”) significatif du passage de la branche a champ
faible a la branche a champ fort n’a jamais été observé numériquement.

Il reste encore énormement a faire. Tout d’abord, il faudra sans doute essayer
de mener 1’étude de convection d’amplitude finie pour des nombres d’Ekman
inférieurs & 10™° pour décrire la bifurcation sous critique. Il faudra également
étudier la convection fortement non-linéaire pour différentes valeurs du nombre
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d’Ekman. Ces études prendront sans doute du temps, par leur difficulté et par le
volume de calculs numériques qu’elles impliquent.

L’étape suivante consistera a décrire le démarrage de l'action dynamo: le
champ de vitesse convectif obtenu peut-il faire croitre un champ magnétique a
partir d’une perturbation? Ce probleme de “dynamo cinématique” (il n’y a pas
d’effet du champ magnétique naissant sur I’écoulement) peut étre comparé a la
convection linéaire, en cela qu’il n’y a pas de saturation possible. Il constitue une
étape préliminaire vers une dynamo auto-excitée. Des lors que 1’on s’intéresse a
l’action dynamo (ne serait-ce qu’a son démarrage) un autre parametre impor-
tant est a considérer: le nombre de Roberts. Celui-ci mesure le rapport du le
temps caractéristique de diffusion du champ magnétique par le temps caractéris-
tique de diffusion thermique!. Ce nombre est de I'ordre de 107 pour le noyau
terrestre. C’est-a-dire que le champ magnétique diffuse tres efficacement et cela
constitue sans doute une caractéristique essentielle de ’induction dans le noyau
terrestre. Le régime des petits nombres de Roberts est, comme celui des petits
nombres d’Ekman, difficile a atteindre numériquement. S’il est relativement fa-
cile de maintenir par action dynamo un champ qui diffuse peu, cela est beaucoup
plus difficile lorsque le champ diffuse bien. Les modeles de dynamo numériques
ne savent pas pour l'instant descendre ce nombre en dessous de 107! (il est pour
la plupart d’entre eux supérieur a 10 ) .

Nous avons commencé une étude préliminaire consistant a étudier le probleme
de dynamo cinématique a partir du champ de vitesse faiblement non-linéaire. Cela
permet, pour une premiere approche, d’effectuer un changement de repere lié a
la vitesse de phase de la solution pres du seuil. Nous nous sommes placés dans
le repere en rotation tel que I’écoulement soit indépendant du temps. Dans ce
repere (ou le champ de vitesse est modifié d’une vitesse angulaire constante), nous
avons pu utiliser un programme de dynamo cinématique (courtoisie de Philippe
Cardin), construit sur la méme logique que les programmes écrits pour réaliser
ce travail et qui a été validé sur de nombreux cas test pour étudier le champ
induit par ces mouvements. Ces calculs numériques convergent (deux fois plus de
points radiaux ont été utilisés qu’il n’est nécessaire pour résoudre I’écoulement,
et les spectres sont présentés figure 5.2), et constituent donc une référence utile
pour les études a venir plus loin du seuil et dans le repere du manteau. Encore
terriblement éloignés d’un régime de parametres réaliste pour 1’étude du noyau
terrestre (nombres d’Ekman et de Roberts sur-évalués, nombre de Rayleigh sous-
évalué), ces résultats ne prétendent nullement étre significatifs pour la terre. Ils
constituent cependant les premiers résultats numériques convergés de démarrage
de I"action dynamo avec des conditions aux limites cinématiques réalistes.

1. Qui est comparable au temps caractéristique construit sur la viscosité si le nombre de
Prandtl est proche de I'unité.
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FiG. 5.1 — Recherche du nombre de Reynolds magnétique critique, pour une dy-
namo cinématique construite a partir du champ de vitesse de la convection d’am-
plitude finie (en conditions de non-glissement, et en chauffage 8) pour Ta = 10°.
Le nombre de Reynolds magnétique critique pour le démarrage de laction dy-
namo est proche de 230 (a gauche). A droite ’évolution temporelle de ’énergie
magnétique pour Rm = 230 .
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ir=98/nr=120, I=1/1=64 = 10°
0.15 - 1
poloidal
- toroidal
. 010 f 1
:'A
=
.2}
E
W
0.05 - 1
0.00 U ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂmmmm o
0

5 10 15 20 25 30 35
degré |

Fia. 5.2 — Cette simulation est convergée numériquement. Nous utilisons 120
coquilles (deux fois plus qu’il n’en faut pour résoudre le champ de vitesse). Le
spectre est tronqué a l < 64 et m < 128, ce qui est suffisant pour bien représenter
la solution.

189



Emmanuel Dormy Chapitre 5 : Conclusions — Perspectives

Coquille

CHAMP RADIAL CHAMP TANGENTIEL

—
coq 58/ 60
.195E+00 .311E+00

-.255E+00

-.354E-01 > 565E-01

—

0 .644E-01

et LT

Juaseas.

\mmmn>

FiG. 5.3 = Champ magnétique produit par la dynamo cinématique (fléches pour
la composante tangentielle et couleurs pour la composante normale). Le champ
de vitesse correspond au mode m = 3. Le champ est représenté a la surface (en

haut) et en coupe équatoriale (en bas).

Les études que nous venons de présenter étant tres difficiles numériquement, il
parait utile d’envisager les améliorations possibles de notre approche numérique.
S’il est sensé de conserver une projection sur une base harmonique en 6 et ¢ |
ne serait-ce que pour pouvoir écrire facilement les conditions aux limites pour le
champ magnétique, nous pouvons envisager différentes modifications du schéma
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radial.
Nous présentons rapidement quelques méthodes numériques qui peuvent étre

envisagées 2.

— La méthode de différences finies utilisée jusqu’a présent souffre de limita-
tions importantes. La nécessité d’utiliser une grille “souple”, de préférence

a variations géométriques, nous contraint a introduire des points de cal-
culs inutiles dans le domaine pour assurer la résolution des couches limites.
De plus, ce schéma n’étant précis qu’a l’ordre deux, il peut engendrer des
phénomenes de viscosité numérique.

Une amélioration possible serait d’utiliser des schémas d’ordres plus éle-
vés. Cela entrainerait toutefois de nouvelles difficultés. Le stencil associé
serait plus large, ce qui rendrait difficile une implémentation rigoureuse des
conditions aux limites. De plus cela nécessiterait la résolution de systemes
plus larges a chaque pas d’intégration. Enfin, le gain apporté par ces mé-
thodes d’ordres élevés peut étre tres limité dans le cas de forts cisaillements
(comme les couches limites, voir Fletcher 1991).

— Des méthodes spectrales peuvent également étre employées pour la résolu-
tion radiale. C’est en fait 'approche la plus souvent utilisée pour ce pro-
bleme. Le choix se porte en général sur les polynomes de Chebyshev car
ils offrent une grande résolution aux bords du domaine. Cette approche en-
traine cependant des limitations importantes. Il est peu aisé de modifier les
conditions aux limites, car cela introduit des couplages. Mais surtout il est
particulierement difficile de paralléliser efficacement ces algorithmes (tous
les coefficients étant couplés).

— La méthode des Volumes finis, est souvent utilisée en mécanique des fluides
(Patankar 1980, Ferziger et al. 1996). Elle permet une interprétation directe
des lois de conservation et garantit que leur résolution est conservative. La
décomposition en scalaires poloidaux et toroidaux nous amene a écrire nos
équations sous forme non conservative, ce qui rend la méthode des volumes
finis moins intéressante. Comme cette décomposition est extrémement utile
pour le champ magnétique et ses conditions aux limites, et qu’elle nous per-
met de réduire le nombre de variables a considérer, nous écartons également
ce choix.

— La méthode des Eléments finis semble répondre a beaucoup de nos diffi-
cultés. Basée sur la formulation variationnelle des équation, cette méthode

2. Cette présentation rapide est limitée au cas monodimensionnel qui nous intéresse. Notons
que certaines caractéristiques essentielles de ces méthodes présentées (comme 'usage de grilles
non-structurées, ou le traitement de frontiéres irréguliéres) n’ont de sens que pour des probléemes
de dimensions supérieures.
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est connue® pour permettre une grande adaptativité (Zienkiewicz, 1971).
Cette caractéristique est essentiellement due a 'introduction d’une matrice
de masse. Pour des noeuds régulierement espacés en monodimensionnel,
I’opérateur discret, pour une base de fonctions affines, correspond a celui
des différences finies centrées d’ordre deux (voir par exemple Le Pourhiet,
1988), la différence réside dans la matrice de masse. L’une des conséquences
de cette matrice est que les schémas explicites en temps nécessitent la ré-
solution d’un systeme linéaire, au méme titre que les schémas implicites ou
semi-implicites®. Cette approche comme celles aux différences finies peut
entrainer des effets de viscosité numérique.

Pour utiliser un schéma aux éléments finis pour résoudre nos équations, il
faut pouvoir résoudre le bi-laplacien dans I’équation du scalaire poloidal.
Pour résoudre ce probleme d’ordre quatre avec la méthode des éléments
finis (on rencontre des problemes similaires en mécanique des solides pour
les problemes de poutres et de plaques en compression), il faut utiliser des
fonctions de degré plus élevé (par exemple des cubiques, voir Burnett 1987,
section 8.6), ce qui complique la formulation.

— Les Différences finies compactes, aussi appelées différences finies Hermi-

tiennes, sont moins souvent utilisées que les précédentes. La notion de “com-
pacité” signifie ici que pour approximer la dérivée d’un champ en un point
on n’utilisera que des valeurs sur ses plus proches voisins (au nombre de
deux en une dimension). Le schéma de différences finies centré classique que
nous avons utilisé jusqu’a présent est donc compact d’apres cette définition.
Le principe de ces schémas est d’augmenter 1’ordre de ’approximation sans
allonger I'opérateur. Il existe différentes manieres d’établir ces schémas (cf
Collatz 1951, 1966 ; Tolstykh 1994 ; Spotz 1995). Nous suivons I’approche
proposée par Spotz (1995), en I’étendant au cas des grilles déformées (ces
formules sont présentées en annexe).

Pour I’équation type

0*u
5.1 ~ =
(5.1) =T

on obtient un schéma discret d’ordre trois, de la forme (voir annexe)

(5.2) 18] (w) = [M] (f:) ,

(53)  [M]= ([[d] (e = b [3] +

h% — hihy + h% [52})
12 '

3. Outre le fait qu’elle permet de manipuler des maillages non structurés, ce qui n’a pas
grand sens en monodimensionnel.

4. Des méthodes de réductions (“lumping”) permettent de rendre cette matrice diagonale,
mais le schéma perd alors de son adaptativité (voir Burnett 1987, section 11.3)
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Nous voulons essayer d’adopter cette approche pour résoudre nos équations.
Les formules sont données en annexe et le code correspondant est en cours
de mise au point.

Enfin, il est utile de considérer une modification de notre schéma temporel.
Bien qu’inconditionnellement stable, le schéma de Crank-Nicholson est oscillant
pour les courtes longueurs d’ondes spatiales (voir Burnett, 1987). Ces oscillations
ont toujours disparu dans nos calculs pour des temps assez grands. Elles peuvent
devenir importantes lors de 1’étude de problemes turbulents.

Enfin, nous envisageons de paralléliser notre algorithme. [.’'usage d’un schéma
aux différences réduit les modifications a lui apporter. Pour pouvoir paralléliser
notre approche, il convient toutefois de modifier le solveur utilisé pour le schéma
radial (chaque coquille concentrique pouvant étre résolue indépendamment hor-
mis a cette étape), par exemple en utilisant un solveur itératif.

Il reste donc effectivement beaucoup a faire. Mais n’est-ce pas la le lot de
toute recherche?
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Appendix A

Notations, dimensions, et ordres
de grandeurs

A.1 Notations

Champ de gravité,

Coefficient d’expansion thermique,
Vitesse,

Viscosité cinématique,

Diffusivité thermique,

Diffusivité magnétique,

Masse volumique,

Rotation,

Induction magnétique,

T DO S 5 T 2 0 w

Perméabilité magnétique,

Vecteur,

*L %

Pseudo-vecteur (i.e. tenseur antisymétrique d’ordre 2),

Tenseur.

1%
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A.2 Abréviations

ICB
CMB
D//

=y

Frontiere graine-noyau (en anglais “Inner Core Boundary”),
Frontiere noyau-manteau (en anglais “Core Mantle Boundary”),
couche fine a I'interface entre le noyau et le manteau (mal connue).
Chauffage uniforme.

Chauffage différentiel.

Chauffage avec température imposée a la graine
et flux de chaleur au manteau.
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A.3 Dimension des principales grandeurs

lq = @Q Charge,

[E] = Q7 'MLT™? Champ électrique,

[ﬁ] = QLT Champ magnétique,
] = Q*M~'L™*T  Conductivité,

] = QL*1T! Densité de courant,

[p] = ML Densité de masse,

] = L*T7! Diffusivité magnétique,
k] = L*T7! Diffusivité thermique,
g = LT Gravité,

[5] = QL2 Déplacement électrique,
[E)] = Q7 'MT1 Induction magnétique,
] = Q7ML Perméabilité magnétique,
] = Q*M™'L™3T* Permittivité,

[ﬁ] = 7! Rotation,

v] = L*T! Viscosité cinématique,
@] = LT™! Vitesse,

V] = L Nabla,

A] = L7* Laplacien,

[F] = MLT? Force,

[f] = ML™21? Densité de force,

] = ML7T? Couple.
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A.4 Nombres sans dimensions

A.4.1 Introduction
Reynolds

Le nombre de Reynolds mesure le rapport entre le terme advectif et le terme
diffusif dans Navier-Stokes

(avi)  ul
e= ——— ~ —

{vAu} v
ou u est une vitesse caractéristique et £ une longueur caractéristique de 1’écoule-
ment.

(A1)

Si l’on s’intéresse a ’écoulement de grande échelle (£ = r.), et que 'on met la
vitesse a I’échelle par rapport a la rotation du systeme, on peut écrire ce nombre
comme

2
(A.2) Re = e

14

Reynolds Magnétique

Le nombre de Reynolds Magnétique mesure le rapport entre le terme advectif
et le terme diffusif dans ’équation d’induction

B {JYE} ul
{nAB} n

ou u est toujours une vitesse caractéristique et £ une longueur caractéristique de
I’écoulement.

(A.3) Rm

Sous les mémes hypotheses que précédemment, on peut écrire ce nombre
comme

Q 2
(A1) Rm = —¢
n

Remarque : I’équilibre entre création et diffusion de champ que nécessite une
dynamo demande des Rm égaux ou supérieurs a l'unité. Pour un champ de vi-

tesse raisonnablement efficace, on attend un Rm de I'ordre de 100 pour arriver a
entretenir le champ.

Peclet

Le nombre de Peclet mesure le rapport entre le terme advectif et le terme
diffusif dans 1’équation d’énergie
{a-v1y ot

(A.5) Pe = RATT
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ou u est toujours une vitesse caractéristique et £ une longueur caractéristique de
I’écoulement.
Sous les mémes hypotheses que précédemment, on peut écrire ce nombre

comme

Or?
AA-6 P :_6
(A6) e=—
Ekman

Le nombre d’Ekman mesure le rapport entre les forces visqueuses, et la force
de Coriolis (il est utilisé sans le facteur 2 dans le chapitre 3)

B hr o {vAdy  wul?

(A1) = Ut TG AT} T 200

Remarques : On définit aussi le nombre de Taylor 7' = E~2.

En fait 'intensité du terme de diffusion dépend largement de la géométrie du
champ u, ce qui explique que les échelles caractéristiques de 1’écoulement varient
souvent non comme F mais comme ses puissances (El/Q, EV3, ).

Rossby

Le nombre de Rossby mesure le rapport entre les termes d’inertie, et la force
de Coriolis

(A.8) Ro = {fl_f _ %+‘Jy'ﬁ} Nt_l—l—uﬁ_l _u
N el PG AT 20w W
Pour les mouvements de grande échelle (comme précédemment)
u
Ro =
¢ Qr.

Ce nombre est petit pour le noyau liquide ( ~ 1077 ) il est raisonnable de le
négliger (a condition de négliger également le nombre d’Ekman, qui est encore
plus petit). Si 'on néglige les deux on se place dans I"approximation magnéto-
strophique.

Elsasser

Le nombre d’Elsasser mesure le rapport entre les forces magnétiques et la
force de Coriolis
lere méthode:

{(Z(VAB)AB} 1 B B
A\

{fB}
AA9 A = = Ko ho = = ~ —
(4.9) {fa} {2Q(e, Au)} popo 2Qu  2Qpope2lu
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si 'on met la vitesse a I’échelle avec la diffusivité magnétique, il vient

B2
A.10 A= ———
( ) 2Qpopion
2eme méthode :
(A.11) J=o0(E+1uANnB)

On suppose que
(A.12) {j} = {ouB}

On a alors le méme résultat :

W Ust _ GGABY  ouBt 0B

AA-13 prm— = - 2 —_
( ) {fa} {29 A0)}  2Qupy  2Qpg
B2
(A.14) A= ——r
2Qpopion
Hartmann

Le nombre de Hartmann mesure le rapport entre les forces magnétiques et les
forces visqueuses

(A.15) ME {f} _ oculBB? _ B2/?
' {fL} povAu  povpon

On a introduit ici le carré du nombre d’Hartmann, en effet il est plus commode

d’utiliser

Bl
(A.16) M=

v/ Pol ol

pour définir 'unité de champ magnétique.

Rayleigh & Busse

Le nombre de Rayleigh, comme le nombre de Busse, mesure le rapport entre les
forces qui aident la convection (Archimede) et celles qui la freinent (visqueuses)

Af}  abg  abgl? N al'gl?

A. = = =
(A-17) k {f.} vAu vu vu

ou 7' est une température caractéristique (en général imposée par les C.L.). Reste
a mettre a ’échelle le diviseur. Si on le met a ’échelle avec k, on définit le nombre
de Rayleigh (tres utile en convection)

ol gl?

VK

(A.18) R=
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Si on le met a I’échelle avec 7, on définit le nombre de Busse (tres utile en
magnéto-convection, ou dynamo)

aTgl?

Al B =
(A19) S

Remarque: Bien stir on n’a pas en convection uf = k, sinon la valeur critique
serait B. = 1.0...

Prandtl

Le nombre de Prandtl mesure le rapport entre viscosité (“diffusivité cinéti-
que”) et diffusivité thermique

14
AA-Q P - —
(A.20 -

Prandtl Magnétique

Le nombre de Prandtl Magnétique mesure le rapport entre viscosité (“diffu-
sivité cinétique”) et diffusivité magnétique

(A.21) Pm =

Roberts

Le nombre de Roberts mesure le rapport entre diffusivité thermique et diffu-
sivité magnétique
(1“&.22) q - —

n

Ce nombre est important car il vaut environ 107¢ pour la terre (c’est a dire
que le champ diffuse beaucoup, et qu’il est donc difficile d’entretenir une dynamo.
C’est aussi une “raison” pour avoir un champ de grande échelle). Il est hélas
toujours plus grand que 107! dans les simulations numériques.

Lewis

Le nombre de Lewis mesure le rapport entre diffusivité thermique et diffusivité

chimique
K

A.23 Le=—.
(A.23) X

Il est utile lorsque I'on considere une convection doublement diffusive (avec un
moteur thermique et un moteur solutal).

202



Emmanuel Dormy Appendice A : Notations, dimensions, et ordres de grandeurs

A.4.2 Définition

FE  Nombre d’Ekman 2(’2/7“2 ou QLTg
B2
A Nombre d’Elsasser _
2Qpun
B
M  Nombre d’Hartmann d (= (%) 1/2)
1pom
Le Nombre de Lewis E
X
ur

Pe Nombre de Peclet

Pr Nombre de Prandtl

Pm Nombre de Prandtl magnétique

Q
:-TQ
SA| Vs I AT A
o ~3

6 Ta 3
R Nombre de Rayleigh S 29 aTe
VK
Re Nombre de Reynolds
v
Rm  Nombre de Reynolds magnétique Ure (= Re- Pm)
n
g Nombre de Roberts = (= Pm/Pr)
n
Ro Nombre de Rossby l
Qr,
202\ *
T Nombre de Taylor ( re) (= E7?)
v
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A.5 Ordres de grandeur pour la terre

Dans le noyau:

ri

Te

1222
3480
6371

(3000, 8 000]

1013

4,4

10,7
3,310
1,310
7,3-107°
7-10°
471077
8.107¢
1075

1,1
1,3-10%
1,0-10%
10-¢
1074
10—15
€[1,10]
€[107,10?]
107

0.14

107¢

108
€[10%,10°]
10°

Km
Km

Km

Rayon interne de la coquille,
Rayon externe de la coquille,
Rayon terrestre,

Température interne,

Flux de chaleur sortant du noyau,
Gravité a r = r;,

Gravité a r = re,

Pression a r =r;, ( = 3,3 MBar = 3,3 - 10° Atm)

Pressionar =r., (=1,3 MBar = 1,3

Vitesse angulaire,

Conductivité du noyau,
Perméabilité magnétique (= po),
Diffusivité thermique,
Dilatation thermique,
Diffusivité magnétique,

Masse volumique a r = r;,
Masse volumique a r = r,
Viscosité cinématique (~~ eau),
Vitesse du fluide,

Nombre d’Ekman,

Nombre d’Elsasser,

Nombre d’Hartmann,

Nombre de Peclet,

Nombre de Prandtl,

Nombre de Prandtl magnétique,
Nombre de Reynolds,

Nombre de Reynolds magnétique,
Nombre de Lewis,

Nombre de Roberts,

Nombre de Rossby,

Nombre de Taylor.
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Données générales :

rr 6400
0
5-1074
10—11

—

IS

4,5 - 10°
100 000
5000
720000
40 000

5-10°

||Bext ||
|| Boue ||

2000
1,5- 1075
1,013 -10-¢
6,8 104

ans
ans
ans

ans
nT
nT

n'T/ siecles

Rayon de la terre,
Conductivité du manteau,
Diffusivité thermique du manteau,

Vitesse des plaques,
majorant la vitesse dans le manteau,

Age de la terre (accrétion),
Durée caractéristique entre deux inversions,
Durée caractéristique d’une inversion,

Durée de la période normale actuelle,
Induction magnétique actuelle en surface,

Induction magnétique actuelle estimée a la CMB
(= 5 Gauss),

Variation séculaire,

Viscosité cinématique de I'air (a T et P usuels),

Viscosité cinématique de I'eau (a T et P usuels),

Viscosité cinématique de la glycérine

(a T et P usuels).
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Formules utiles, analyse
vectorielle

Coordonnées cartésiennes

R

rot V =

|

grad U =
divV

ov. ) .

dy oz |
AU =

—

ou ou ., oU

3}
it 8,

Jz dy

L9V, oV, oV,
=y

Dz

dx dy 0z

v avi)
0z ox “

*U 90U 09U

d

Oz? + 0y? + 0z?

€z

v, v,
oz dy

AV = [AV,] & +[AV,] &+ [AV] &

<]

<<

[ oV, oV, oV, ]
dx Jdy 0z
av, av, av,
dJdx Jdy 0z
av, av, av,

L dx Jdy 0z |
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B.2 Coordonnées cylindriques

Z

— ou_, 10U, 0U
(B.7) grad U = —€5 + g@_¢e¢ + 5

=
€

Js

.~ 1o Lav, 9V,
(B.8) divV = ——(sV;) + g% + 3.

L [1tav, avy].
(Bg) rot V = [g @¢ — E‘| €s

oV, B vV,
0z 0s

—

€

10 1ovy| .
+ﬁa¢“@—§5ﬂez

O 10U 10U 9

(B.10) AU =53t 50 T ae T oz
(B.11) AV :g;;d divV — rot rot V
oV 10V Vo Vs T
ds s 0¢ s 0z
. 1 g
(B.12) vV = Ve _%JFK Ve

ds s 0¢ s 0z
aV, 10V, av,

| 0s s 0 0z |
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B.3 Coordonnées sphériques

Z
M
r
0
o
- y
¢
X
— ou 10U 1 oU
B.I: dU=—€¢ +-—¢ —e€,
(B.13) grad U are +r @Hee—l_rsin@ 8¢e¢
- 10 1 0 1 9V
B.14 divV = —— (r*V, — (sin 4 ¢
( ) vV r? dr (r V)+rsin969(8m VQ)—I_rsinﬁ 0¢
— o 1 a . A
(B.15) rot V = R [% (sinfVy) — %] €,
111 9V, 0 .
+; [sin@ 0¢ B E( V¢)] 0
110 av.| .
i [a (r¥e) = W] “
0*U 20U 1 0 ou 10U
B.1 AU=—+4+-—+———|sinf — _
(B.16) v 0?r + r or i r2sinf 00 (sm @9) + r?sin® 0 92¢
1 0 ou 1 0%U
B.1 LyU=———|sinf— | - ———
(B.IT) U sin 6 00 (sm 00 ) sin? 0 d¢?
(B.18) AV :g;;d divV — rot rot V'
i av, 19V, W 1 oV, Vs
or r 06 r rsinf d¢ r
- aVy 1oV, V, 1 Vs
= — -4+ = — — 0
(B19)VV or r 00 r r sin 6 ((9qb V6 cos )
oV, 1oV, 1 oV, )
77 - " sin 6 0
or r 00 rsin@(aqﬁ—l_vsm + Vo cos
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B.4 1Identités vectorielles

(B.20) div(grad U) = AU

(B.21) rot grad U = 0

(B.22) div ot V =0

(B.23) grad (U,U) = Uy grad U + Uy grad U,

(B.24) div(UV) = U divV + (grad U) - V

(B.25) div(Vi A V) = Vi - (rot Vi) — V4 - (rot V)

(B.26) rot (UV) = U rot V + (grad U) A V

(B.27) 1ot (Vi A V) = VidivV, — VadivVy + (Vy- grad)Vi — (Vi- grad)V,
(B.28) rot (rot V) =grad (divV) — AV

209



Appendix C

Schéma aux différences finies
compactes pour nos équations

Pour résoudre 1’équation

d%u
on utilise alors
0*u 9 1 u
oy o Uyl g0

B2 = hihy + B3 9
— T (0) 4 (hy — ) O(RY).

L’idée de la méthode est de re-différencier I’équation (C.1) pour réduire Ierreur
de troncature. L’équation précédente peut s’écrire

T (), - 5 (e ) 2L 0)

. Oz? 3 ox
(C.3)
h — hihy + k3 O*f 3
— D 812(0) + (hy — h1) O(R7).

En approchant les dérivées du second membre a 'aide des opérateurs centrés, il
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vient
0%u - 1 < hihy 0°f 3
5;=@@g§%—M(Wh—65;+@M
~ 1 0*f
62 f)o — = (hy — hy) ==
(C.A4) h? — hihy + h2 (&0 3( ’ 1)5503(0)
. ! 1702 2 h2—h1h2+h284f
12 —-1 2 (0)
12 Ox?

+(hy — hy) O(R?)
+(hg — hy) O(R?) .

Pour simplifier ’écriture, placons nous dans le cas d’une grille a décroissance
géométrique, c’est-a-dire pour laquelle (hy — hy) ~ O(h) , on a alors

O~ (), — S ha ) (300 + O()

(C.5) B2 = hihy + K2
12
+O(hY).

((3°F)o + O(h))

La version discrete de ’équation (C.1) s’écrit alors

h? — hyhy + b2

12 (5 )y + O(R)

(C.6) (P@O=f+§am—hg@ﬂo+

Ce schéma est d’ordre trois sur une grille irréguliere, alors que le schéma de
différences finies classiques n’est que d’ordre un. D’une maniere matricielle ce
schéma s’écrit

(C.7) ﬁﬂmgz(uﬂ+§am—m)ﬁy+ﬁ_h£2+@[ﬁD(ﬁ%

soit

(C.8) 57 (w) = [Kz] (£) -

Sur une grille réguliere (lorsque les opérateurs § et 6% deviennent § et 42 ) ce
schéma s’écrit sous forme matricielle

B ¢ 5 1
2! P
2 5L
(Cg) ﬁ . .. U; — 1 ; 1 fz
1 -2 1 : 5§ b
I I =2] I 7 6
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Un schéma aux différences finies compactes tel que nous I’avons introduit (par
redifférentiation) doit étre redérivé pour chaque nouvelle équation. Nous allons
a présent établir un schéma compact sur grille irréguliere pour notre systeme
d’équations, que nous mettons sous la forme (voir équation 2.102)

d . m et 1 m
aA‘upl IAQUM ‘|‘E 11mAupl +E 1m@3utl +F17
a m m —1: m m - 1 m

(O Ygg et = A+ B gy el = B gy Qo™ + 12
13} 1
O = - AO + B

ou Fy et F, représentent les termes indépendants de u (Archimede) ainsi que
les interactions non-linéaires calculées dans 1’espace physique, et F3 contient le
i VT, (indépendant de 8 ) et le « - V6 calculé dans I’espace physique.

Procédons par complexité croissante ; commencons par traiter ’équation pour
la perturbation de température

a m 1 m
(C.11) a@ PTAG)Z + F3,
d 1 0 1 20 1 l(l—l— 1)

12 mo 2 gry - 2 %gm m R
(C.12) @t® Pr 826 +Prrar®l Pr O+ Fs.
Suivant Spotz (1995), nous posons

_ - a ... 1 I(l+1)
(C.13) Fs=F3— ae) ~ Py 2 I
I’équation (C.12) s’écrit alors

o 29 .
(014) a 2@ E@[ = —Pr F3.

Appliquons alors la méme approche que pour I’équation (C.1):

20 ey 5 h? — hihy + B2 0O
O + 5 50 =(800), = 5 (ha = h) Z55-(0) = =——5—— 55-(0)
2 (/o hhy OPOT

+(hz = h) O(F%) + — ((5®z )o— 162 axé (0)+0(h3)) :
(C.15)
En différentiant (C.14) il vient

* a9 (2a OFy

(C.16) e ——5(;5 ) Prgy

#0292 R OFy
(C-17) 5l = a5 L ea P
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et
GE (2 9 d (2 0 92 Fy
1 Q= =T am _ Z T Qm _P—
(C.18) 8r4®l or (7“2 8r®l) or (r 8r2®l) " or?z’
o 490 . 409 . 20 D*Fy
(C19) GO = —5 5,0 + 5 g0 — L g —Prgs
_ o 8 0 .. 8 9 2 3F; 9?F
(C20) GO == 5, O + a g + P — P
Avec I’équation (C.15) on a alors
2 20 oy 2.0 ., 28 dF;
a0 g0 = (o), 50— (5 grer - T gher - pr )
h2 —hihy+h: ([ 8 9 . 8 9 2  OF D% Fy
BT gt ga G = P
+(hy — h1) O(R?)
2 (/o N hihy (20 . 29 OF, 3
+ <(5@f )= 5 (ﬁa@l - ¥ —Prﬁ)“’)(“ -
(C.21)

En remplacant les opérateurs différentiels par leurs approximations discretes
on obtient alors

02 20 S 2 (5
SOr 4 oo = (%07), + = (d07"),

-y (3 o) - (o) - e ),
hi — hihy + h3 8
a 12 (

+2 (-1 (3 o), - 2 (o), - pr (572), ) ) + 00

.
(C.22)

La version discrete de I’équation (C.14) s’écrit alors

~ 2(hy — A S8(h? — h{h h? 2hh
(52@7)0(1+ (h2 1) (A7 1hy + 2)+ 12)

3r 1212 3r?
- 2 2(hy—hy)  8(hi—hihy+h3)  2hihy
t (5(91 )o (_ N 32 + 1243 T 3,3

(C.23)

. _ 2 2 .
——PrEy - Pr (3£, (h2 ; h héhQ +hi) _ %)
T T

X A h? — hihy + h?
—Pr (52F3) ( 1 1the + 2) )
0 12
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Soit sous forme matricielle

2(hy—h 8 (h} — hihy + h3 2hihs\ %
<1+(2 1)_(1 1he + 2)_|_ 12)[52}((9?)

3r 1212 3r2
2 2(hy—hy)  8(h}—hiha+h2)  2hiha\ s,
+(r_ 32 T 1273 ETS 4 &)
(C.24) = —Pr [1d] (F3)
J— 2 _ 2 y o~ A
— Pr <h2 : o (=Pl 2 18) %) 3] (#5)
3 6r r
(hi = hiha + h3)\ 1) (7
P ( i, 3] (7).

Notons que pour accroitre 'ordre du schéma, on n’a pas seulement introduit une
matrice au second membre comme dans I’exemple précédent, mais les coefficients
du premier membre du systeme ont eux méme été modifiés.

Il est intéressant de noter également que les modifications par rapport au
schéma de différences finies classiques sont toutes en A ou en puissance de h |,
elles disparaissent dans la limite des petits h (consistance).

On écrira encore ce schéma de maniere condensée

(C.25) A o =—Pr[K; | Fs.
D’ou en remplagant Fy par son expression

(267 [K5 ] 0 = 5 [A] o - - )

[K3,| 7 + Kz | Fs.
Que 'on peut écrire

9
ot

1(1+1)

4]

Intéressons nous a présent a I’équation du scalaire toroidal de la vitesse

(C2n) o[k ]ep =5 [A]- (K3 ] 07+ [Ks] Fa.

9
ot

1

(C.28) )

ut;n = Aut;n + E_lil

ut?n — E_l

m
l(l—l—l) Q3upl —I_ 2

Le terme ()3 défini précédemment (équation (2.50)) introduit des dérivées ra-
diales des harmoniques de degrés (I + 1) et (I —1) . En toute rigueur ces dérivées
devraient étre traitées ici par un opérateur compact, ce qui interdirait de traiter
indépendamment les différents degrés. Pour une premiere approche, nous traite-
rons donc ce terme par différences classiques, et nous l'incluons au terme Fs.
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2 m
ot [(I+1)

_ o0t 20 (41 .. om
(C.?)O%u” :WU” —I—;Eu” —77’.2 u” —|—E ]ll(l—l_l)

Qui se discrétise donc par le méme schéma que 1’équation (C.27):

(029) ut;n = Aut?n + E_lil

m /
Uy +F27

m /
Uy +F27

0 - m A l(l + 1) ’ m -1 m - m -
e {[x&} Uy = [Ar] - {[x&} uy + b 1l(l—|— 0 [[x&} U +[I&AT] Fy.
A

(C.31)
Traitons enfin le cas du scalaire poloidal

(322 Auyr = A2y 4+ B A 4 BT — Qup 4+ F
o T re T T T TS R
Q« a m m -1 - m m

(033) aAum :AQ upl ‘I‘E lﬁmAUpl ‘I‘F{,

Posons

(C.34) X = Au,)",

on a alors 5
k X =AX+Ei— X4 F]

(C.35) 5 + 1l(l—|—1) + £

On utilise alors pour cette équation le schéma d’ordre deux déja utilisé pour les
deux précédentes

(0.36)  [Kj | %X = [A] X + E7i

1(171 5 (K5 | X+ [Kg | .

En utilisant alors le schéma également d’ordre deux

- -1 s m
(C.37) X = K5 | [A] g
on peut proposer le schéma d’ordre deux

a .. IR TS e . . -1 s .
o s ] (8 =[8] ) 8]

Ty s ] (s A w [ FL
a - ~
(C.39) oi 18] wit = [A) [Ka |7 [B] wp
+ E_lﬁl(ln—ll— 0 [3} )" + {KAT} P
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On utilise alors la commutativité, propriété généralement fausse pour le produit
matriciel, mais vérifiée ici car les matrices sont symétriques (les matrices des
opérateurs sont symétriques car les schémas sont centrés, et les matrices “de
masses” sont constitués de combinaisons linéaires de l'identité et de matrices
d’opérateurs, elles sont donc également symétriques).

(C.40) 8w = [R5 ] [A) wr
+ E—liﬁ [A} upy” + {KAT} o
a A ~
(cay O Ka ] [A] w = [A]
+ E‘lﬂﬁ {KAT} {A} up + {K&r Fr

ou tous les opérateurs sont pentadiagonaux, comme dans le schéma de différences
finies classique.
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Index

aliasing ......... ... oL p.73
bifurcation................... p-125
Boussinesq (approximation) p. 30, 31
colonnes de Busse............ p- 137
conditions aux limites......... p-45
isolant électrique.......... p-46
non glissement......... p-45, 58
sans frottements....... p-45, 59
convection sous critique...... p-171
D.F.C
voir différences finies compactes
décomposition de Mie...... p-52-H4

différences finies compactes... p. 192

effet o p-99
effet Q... p-99
Ekman

couchesd’................. p-82

nombred’................ p-200

pompage d’........ p-85, 87, 91

spirale d’. ... Ll p.87
équilibre

Géostrophique........ p-88, 134

Magnétostrophique........ p-99
force

Coriolis ...t p-34

Laplace ................... p- 36
Fourier (loi de)................ p-38
gradiant adiabatique...... p-30, 129
Harmoniques Sphériques ... p.62-73

Généralisées............... p- 69
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Sectorielles................ p.64

Zomales ................... p.64
Hartmann

couchede ........... p- 101, 104

nombre......... ... ... p- 102
instabilité convective......... p.124
Kronecker (symbole) .......... p. 62
Laplacien Beltrami (Lg)....... p. 58
Proudman-Taylor

(contrainte) .......... p. 88, 117
(s (opérateur) ............ p. b7, 58
Q (fonction) ................. p. 132
Rossby

nombre ........ ... ... p-200

ondes........ ..., p- 137
Stewartson (couche de)........ p-92
Théoreme

de Cowling ............ p-15, 99
variation séculaire.............. p-9
vent thermique............... p-125



