Summary

In this chapter, we introduce the equations of incompressible MHD, that will
be used as a model for induction in the Earth’s core. Doing so, we try and insist
on the underlying hypotheses (for clarity they are expressed in the beginning
of each section of §1.1). Boussinesq approximation is adopted (leaving aside the
question of the adiabatic gradient); precession forces are neglected (the core is
considered spherical) ; variations of the length of the day are also neglected; the
fluid in the core is supposed to be newtonian. Buoyancy force is adopted as the
only driving force.

In §1.2, we recall boundary conditions for velocity, temperature, and induction
fields. Most of our studies will be performed with no-slip boundary conditions.
Both no-slip and free-slip boundary conditions are presented here.
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Chapitre 1

Modélisation

ous allons approcher la géométrie du noyau liquide de la terre par une
N coquille parfaitement sphérique, de rayon interne r;, et externe r. (cf fi-
gure 1).

On définit le rapport d’aspect 77 de cette coquille par
(11) r, = 777"5 )

et la distance d par

(1.2) d=re—r,=(1—-0)r..

On utilisera par la suite les coordonnées cylindriques (€5, €4, €,), ou les coor-
données sphériques (€., €y, €,) en fonction des simplifications qu’elles apportent
aux calculs. On définit les vecteurs

(1.3) §=5€, T=r€.
Z Z
M M
r
Z 0
(0] (0]
o o
X X

Il existe deux candidats pour générer les mouvements, le couple luni-solaire et
la force d’Archimede. L’axe de rotation terrestre décrit en 26000 ans un cone dont
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FiG. 1.1 — La géométrie que nous nous proposons d’étudier (représentée ici en
coupe) est une simplification de celle du noyau liquide de la terre; les éventuels
reliefs des frontieres sont négligés, et Uellipsoide est ramené a une sphere.

I’axe est la normale au plan de I'écliptique: c’est la précession luni-solaire. Les
calculs d’ordres de grandeur montrent qu’elle pourrait fournir I’énergie nécessaire
a la dynamo (voir Malkus, 1994). Pour étudier cet apport d’énergie, on ne peut
négliger I’écart a la sphéricité, et il est nécessaire de travailler dans un ellipsoide.
La force d’Archimede suppose qu’en certains endroits le fluide soit plus léger
qu’en d’autres, cela peut avoir au moins deux causes. La premiere est la dilatation
thermique: si le liquide est chauffé, il se dilate, et est localement plus léger. La
prise en compte de ce “moteur” nécessite donc la modélisation de la température
dans le fluide (ou plutdt de sa perturbation par rapport a un état de référence).
Les sources de chaleur possibles sont diverses. La premiere est sans doute le
refroidissement séculaire de la terre, qui mene a une température plus faible pres
de l'interface avec le manteau qu’au centre du noyau. A ce refroidissement est
associé la croissance de la graine, et la chaleur latente de solidification du fer
pres de la graine. Le mouvement lui méme crée de la chaleur a l'intérieur du
domaine par dissipation ohmique. On ne peut pas exclure non plus la possibilité
de sources radioactives de chaleur (comme c’est le cas dans le manteau), mais elles
seralent de faible importance. A ces différences de densité peuvent étre associés
des mouvements, on parle alors de convection thermique (voir Verhoogen 1980,
Cardin et al. 1992, Labrosse 1997). Une autre source de différence de densité
pourrait résider en une différence de composition locale du fluide. On 'a dit,
le fer dans le noyau liquide n’est pas tout a fait pur, la croissance de la graine
par solidification va donc concentrer la composition du fluide en certains de ses
éléments légers qui sont contenus dans le fluide (le noyau n’a probablement pas
la composition eutectique), cela mene a des différences de densité, donc a une
force d’Archimede, on parle alors de convection solutale.

Nous n’étudierons ni les effets de la précession, ni la convection solutale, et
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nous nous concentrerons sur les différents chauffages possibles et leurs consé-
quences.
Il existe divers modes de propagation de la chaleur

— Par rayonnement : tout corps émet par sa surface des radiations (visibles
ou non). Les métaux étant opaques aux radiations, ce mode ne peut servir
a l'intérieur du noyau (car le libre parcours moyen des photons y est tres
faible).

— Par conduction : c’est-a-dire par transport direct de la chaleur a travers un

milieu au repos et sans intervention de rayonnement.

— Par convection: c’est-a-dire par mouvements (dans un fluide).

Nous retiendrons la conduction et la convection. On peut dériver un profil conduc-
tif qui servira d’état de base pour la convection, et qui dépend du chauffage
envisagé. C’est au dessus de cet état de base que se développera la convection.
L’hypothese la plus discutable que nous ferons pour étudier la convection est sans
doute celle de Boussinesq, qui consiste a supposer que le fluide est incompressible
(sauf pour la densité du fluide dans la force d’Archimede). En se réferant au
modele PREM on obtient une compressibilité de 20% .

Apparait alors une notion importante pour le noyau: le gradient thermique
adiabatique. Si I'on déplace une particule de fluide radialement, elle subit une
variation de pression, entrainant une variation de volume et de température. Si
on la déplace sans échange de chaleur avec l'exterieur, elle décrit le gradient
thermique que I'on nomme “adiabatique”. Ce gradient de température est donc
tel que la variation de température d’une particule fluide ainsi déplacée la laisse
en équilibre thermique avec le milieu qui I’entoure.

On le définit comme

(1.4) or  gaT

- 9
or ¢

ou a est le coefficient de dilatation thermique, et ¢, la chaleur spécifique a pression

constante, et ¢ = G- €, est compté négativement.

On observe expérimentalement qu’un gradient adiabatique s’établit quand le
fluide est bien brassé. On espere donc que ce modele incompressible est significatif
pour la convection développée, il ne permet toutefois pas de rendre compte de la
convection au seuil dans le noyau.

La notion de gradient adiabatique n’a bien sur de sens que si ’on tient compte
de la compressibilité du fluide. Elle n’a pas de sens pour un modele Boussinesq.
Le gradient moteur de la convection dans un fluide compressible est le gradient
sur-adiabatique. Pour tenter de comparer les simulations Boussinesq avec la terre,
il faut donc considérer, comme parametre pour la simulation, la température a
I'intérieur de la Terre, une fois soustrait le gradient adiabatique. Ceci est un
probleme, car si le gradient de température de la terre est assez bien connu, le
gradient sur-adiabatique est quant a lui tres mal connu.

Nous définissons dans la section suivante les équations que nous considérerons.
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1.1 Les équations du probleme

Ces équations ne sont pas nouvelles, elles remontent pour la partie méca-
nique des fluides a Leonhard Euler et Jean d’Alembert (XVIII® siecle) pour un
fluide “parfait”, puis a Louis Navier (XIX® siecle). Pour la partie magnétisme
les équations fondamentales sont celles de Maxwell (XIX® siecle), et I’équation
d’induction est déja sous cette forme dans 'article de 1946 de Walter Elsasser.
Nous insisterons surtout ici sur les hypotheses sous-jacentes a ce modele. Elle
seront énoncées pour plus de clarté au début de chaque sous-section.

1.1.1 Equation du mouvement

H: Nous allons utiliser 'approximation d’un fluide newtonien et Boussinesq,
c’est-a-dire que nous supposerons que le fluide étudié est homogeéne et in-
compressible, sauf pour le terme de force d’Archiméde, ou nous tiendrons
compte au premier ordre des variations spatiales de masse volumique.
Cela implique entre autres que la viscosité du fluide ne varie pas avec les
variations de température.

Nous supposerons de plus que la rotation O de la terre est invariante au
cours du temps (ce qui revient a supposer que le moment d’inertie du man-
teau est infini devant celui du noyau).

On va redériver ’équation de Navier-Stokes pour un fluide conducteur en rotation.
Si 'on suppose le fluide incompressible, on a

—

(1.5) V-u=0.
Ou u est le champ de vitesse. Ecrivons la conservation de la masse, soit p la
densité 4
P VAT
(1.6) E+p(v-u)_o,
Ip . & =
(1.7) ——+u-Vp+p(V-u)=0,

ot
L’hypothese d’homogénéité du fluide implique I'invariance de p en espace, et (1.5)
avec (1.7) implique alors son invariance en temps

(1.8) p=po-

puis la conservation de la quantité de mouvement (on utilise ici la convention de
sommation sur les indices répétés)

dpu;  dpu;  dpu; oy

(1.9) &t~ ot ") T g

+fi7
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ou o;; est le tenseur des contraintes et f; représente les termes de forces volu-
miques.

On va supposer le fluide newtonien, c’est-a-dire que le tenseur des contraintes
est une fonction linéaire du gradient de vitesse. On peut alors écrire la loi de
comportement d’un fluide newtonien sous la forme

(110) O35 = —P (Sij + A €gg(u) 52’]’ + ZIU, sij(u) 5

elle fait intervenir les coefficients de viscosité A, et u (u est appelé viscosité
dynamique), et le tenseur des vitesses de déformation e;; défini par

1 {Ou; Ou;
1.11 g(u) = = S+ =1
(L) o) = 5 (5 + 57
Comme le fluide est incompressible (4 = >, 8;; = 0), cette loi se simplifie
en
(1.12) oij = —p oy + 2peij(u).

Il vient alors, en réécrivant (1.9)

- Qui  Ouwi \ _ 0 o 0 |
W) (G ) = s 2 e+
b ow N _ oy 0 w0 o

(1.14) po(at+aj“f) 5 Taita; Tait e T

En utilisant I’homogénéité du fluide (pour —M = 0), puis son incompressibilité

dj

Oou; Ou; dp 0%u,; 0 ou;
1.15 u; | = —— —y L4 fi,
(1.15) po(at T ”1) 9i +’“‘Zj: 952 +’“‘aiz].: g; T/

———r
=0
1.1 w) = L4 pAu+ f
(1.16) Po(at—l-aju]) 8i+M u; + f,
Soit sous forme tensorielle (Navier-Stokes)
a’l_j — — = — g

(1.17) Po E—I—u?u = —Vp+ porAu + f,

On a introduit ici la viscosité cinématique v, définie comme v = 1 /po . Le tableau
suivant donne, pour fixer les idées, quelques ordres de grandeurs de viscosité
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(d’apres Chassaing 1997, C.R.C. 1994, Padet 1991, et Poirier 1991 1994):

Viscosité dynamique Viscosité cinématique

Mercure M 1,43-107° kg-(m-s)" 1,1-1077 m?.s7t
Gallium ) 1,02-107% kg-(m-s)™* L,7-1077 m?.s7t
Sodium M) 7,4-107* kg-(m-s)7! 7,4-1077 m?.s7!
—Noyau lig. 1072 kg-(m-s)™* 1076 m?.s71
Eau® 1073 kg-(m-s)™* 1076 m?.s71
Air 1,85-107° kg-(m-s)”! 1,43-107° m?.s7!
Huiles (%) 1,8-107"' kg-(m-s)™! 2,0-107* m?.s7!
Glycérine® 8,0-107" kg-(m-s)7* 6,3-107* m?.s7!
Verre(®) 10%%  kg-(m-s)™! 3,9-102 m?.s7!

a Ltemperature experimentale (1.e. superieure a la valeur de [usion).
ERTTTE imentale (o supérioure & Ia valour do fus
aux conditions de temperatures e € pressions usuelles.
p ditions de températ t de pressi I
a temperature de soulllage.
3) & température de soufflag

Rappelons au passage que si la viscosité cinématique est bien celle qui est
significative pour nos équations, ce n’est pas celle dont on a l'intuition. Ainsi,
lorsque 'on parle de viscosité cinématique, 1’air est pres de 15 fois plus visqueux
que I'eau (& cause de sa faible densité). La viscosité dynamique du noyau liquide
est comme on I'imagine plus élevée que celle de I’eau, mais la densité du noyau
étant dix fois supérieure, les viscosités cinématiques sont identiques.

L en volume,

Le terme f dans (1.17) regroupe ’ensemble des densité de forces
ainsi qu’une “pseudo-force” (Coriolis) :

- la force d’Archiméde, on utilise approximation dite de Boussinesq.

Alors que pour tout ce qui précede on a supposé le fluide homogene (cette hy-
pothese a été introduite pour établir 'équation (1.8)), on ne négligera pas ici la
variation spatiale de p. La force d’Archimeéde, s’écrit

(1.18) 5 7,

ou le vecteur g est supposé parfaitement radial, et tel que § = g7 = gr¢€,. , donc
non uniforme.

On utilise ’expansion thermique (variation de la masse volumique en fonction
de la température) sous sa forme linéarisée

(1.19) p=potdp=po(l-—a®),
ou ©@ =T —T; . La force d’Archimeéde, s’écrit alors

(1.20) —poa® G=poaBgr.

1. On parlera souvent de “forces” par abus de langage, il s’agit en fait de densité de forces

(c.f. Appendice A.3)
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- l'accélération de Coriolis, le fluide est en rotation rapide, nous nous
placons dans un repere également en rotation. Le fluide subit alors une accéléra-
tion d’inertie. Il ne s’agit pas a proprement parler d’une force.

Sion indice “a” les calculs effectués dans le repere absolu, et “r” ceux effectués
dans le repere relatif (en rotation), on note que

aa ,O'l_ja @ aa j)a
ot at’ o1

8l

(ﬁ /\ta)+2p‘ﬁ /\ﬁr—l—%/\pfa—l—ﬁ /\(pﬁ /\I:a)
(

G A7)+ 208 At p DL AT A (3 AT

En faisant I’hypothese que les variations temporelles de ) (terme de Poincaré),
comme celles de p, sont négligeables, il reste les deux termes

(1.21) ~200 AN, —p A (D AT

Le terme d’inertie centrifuge 0 A (ﬁ A F), peut s’écrire sous la forme

(1.22) ~G A (G A3F),
ou § est le rayon cylindrique (précédemment défini), soit
=g = 1 =
(1.23) —0 A (s08) = —sQ (G Aéy) = 0%, = V(@27

On peut donc écrire le terme d’accélération centrifuge sous la forme d’un gra-
dient, et le regrouper avec le gradient de pression (cette opération utilise p = po).
Plus généralement ce terme reviendrait a une modification de la pesanteur, mo-
dification que l'on négligera en supposant que la pesanteur reste radiale, et que
son intensité est peu modifiée par ce terme. En fait, le probleme complet suppose
un équilibre entre trois forces, la gravité, la pression, et la force centrifuge; la
géométrie du probleme est alors un ellipsoide (figure d’équilibre hydrostatique en
rotation, c.f. Figure 1.2). Le détail de cet équilibre ne nous intéresse pas, puis-
qu’on veut en réalité étudier des perturbations de celui-ci. Pour notre modele,
nous ramenons donc cet ellipsoide a une sphere, et cet équilibre a celui de deux
forces. De ce fait, nous pouvons interpréter ce terme comme une modification de
la pesanteur, dont nous ne tiendrons pas compte.
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FiGg. 1.2 — Une masse d’huile au sein
d’un mélange d’eau et d’alcool se ras-
semble et prend la forme d’une sphére
(les effets de la gravité étant simulés
par la tension de surface). Lorsqu’on

lui imprime un mouvement de rotation,
au moyen d’un petit disque traversé par
une aiquille, cette sphére se transforme
et prend la forme d’un ellipsoide de ré-
volution aplati, dont le petit axe coin-
cide avec l'aze de révolution. Cette ex-
périence est due au physicien belge Pla-

teau (1873) [1.1].

— Expérience de Plateau.

On peut donc écrire I’accélération de Coriolis dans le référentiel relatif ( @ =
i, ) sous la forme

(1.24) 200 A,

que 'on notera encore en introduisant le pseudo-scalaire €}

(1.25) —2pQ(E, A TD).

Une autre facon de comprendre ’accélération de Coriolis (directement a partir de
la vitesse) consiste a décomposer en perturbation: v = U +u', ou U correspond a
la rotation en bloc 2. On s’intéresse alors a I’évolution de u’, et on utilise le terme
non-linéaire d’advection pour rendre compte du transport associé a 1’écoulement
principal en rotation en bloc. Il faut cependant prendre garde de bien écrire les
variations temporelles de u’ dans le nouveau repere (c’est-a-dire un repere lié a
I’écoulement principal de rotation en bloc). Ainsi

i, = lim

( 9 ) . iy () — "' (¢)

ot 510 5t ’
- lim iy (¢) — 'Jf«(s‘t‘”w +99)
iy B ) B - Dok b)
(1.26) - (%)rﬁr —Qaélg.
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Fig. 1.3 — Un jet de mercure
vertical parcouru par un cou-
rant €lectrique, dans un champ
magnétique horizontal est dé-
vi€ par la force de Laplace

(Shercliff, 1972).

On a donc
(%) 'l_ja = (%) 'l_ja + Jayﬁa )
! . .
— (%) 7 -0 g—l; + (0 + @)V + ),
0 1 ou’ —I 7 = e —SINTTT INTTT
(1.27) = (Z) 7 -0 rave + Uva +a@ v + 0V,
3t - 3qb - —— SN S —

ot (a)+(b)+ (¢) correspond au terme d’accélération de Coriolis et (d) correspond

a ’accéleration centrifuge.

- la force de Laplace (de Lorentz dans la littérature anglo-saxonne) qui

s’exerce sur la matiere parcourue par un courant (c.f. figure 1.3),

(1.28)

7AB.

En utilisant la loi d’Ampére?, sous la forme po7 = v /\E)7 elle s’écrit

(1.29)

1

. (V/\B)/\B.

L’équation (1.17) s’écrit donc, dans le repére en rotation

a‘l_'[ — — — — —
po|l 5 +uVu)] = — Vo + pov Au +poa®gr
potentiel  diffusion visqueuse  Archimede

inertie

2p0 ({1 /\ﬁ)+L
v )

™ (VAB)AB,

Coriolis Laplace

Chapitre 1 : Modélisation

2. Les hypothéses nécessaires a son écriture seront détaillées section 2.3: Equation de

I’'induction.
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7 1 =
9 avi— Ve uAd—20(@ )
(1.30) L
+ (VAB)AB+a0g7.
Hopo
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1.1.2 Equation d’énergie

H: Nous supposerons, dans cette partie, le fluide isotrope, et parfait.
Nous supposerons le fluide incompressible, la conservation de la masse tient
lieu d’équation d’état.

L’équation de conservation de ’énergie s’écrit (Dautray et Lions 1984)

dpe dpe . = Ou; Jg;
1.31 &P _ 9P L i Vpe = .
(1.31) AT TR

27 -+ 5
795 01 ’
ou l'on note ¢ le flux de chaleur, e I’énergie interne par unité de masse et S
I’ensemble des termes sources en volume.
Puisque le fluide est newtonien et incompressible (A = 0 dans la loi de com-
portement)

Ju;  0Og;

9; i

d > Jdu;
(1.32) Po (_e + - Ve) = —p(sija—l;, +2pue;;(u) + 5

ot
N——r’
=0

De plus, nous nous placerons ici dans le cas d’un fluide parfait (z = 0), c’est-a-dire
que nous négligerons les effets thermiques associés a la viscosité

Oe > 0q;
1.33 — +u-Ve|=——77+S5.
(1.33) po (at + ) 01 +
Le terme de dissipation thermique est approché par la loi de Fourier, (rela-
tion phénoménologique) faisant apparaitre le coefficient de proportionnalité Kj;
(tenseur de conduction thermique) entre le flux de chaleur et le gradient de tem-

pérature
(1.34) g = — X’ijaa—fjr.y
si le fluide est supposé isotrope, cette relation devient (avec K;; = k d;;).
(1.35) §=—kVT.
L’équation d’énergie s’écrit alors
(1.36) po (%Jﬂzﬁe) = %k%—l—&

Si I'on suppose a présent que le fluide est a chaleur spécifique constante ¢ (ce
qui revient a supposer que I’énergie ne varie en temps qu’a travers les variations
temporelles de la température), on a e(7') sous la forme

(1.37) e=cT,
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et
aT > - -
(1.38) poc(——l-ﬁ-VT) =V (kVT) +5.
ot
En utilisant 'homogénéité du fluide pour la conductivité thermique &, on I’écrit
aT - k S
(1.39) —=—u-VI'+ —AT + —,
ot po € Po €
posons
k
(1.40) K=—)
Poc
aT -~ S
1.41 — =—u-VT AT + —.
(141) at . o i po €

Il est intéressant de noter qu’a ce modele de transport de 1’énergie correspond,
en I'absence d’advection, une équation parabolique. Une étude mathématique de
ce type d’équation montre que les caractéristiques?® sont horizontales, c’est-a-dire
que 'information se propage a vitesse infinie*. Une modification ponctuelle de
la température entraine donc une modification immédiate (mais infinitésimale)
de la température en tout point du modele®. Lors d’une résolution numérique de
cette équation, l'information se propagera a la “vitesse numérique” du schéma
(dx/ot).

Le tableau suivant donne, pour fixer les idées, quelques valeurs de la diffusivité
thermique® (d’apres Le Mouél et al. 1994, Fabry 1942, C.R.C. 1994 et Chassaing
1997) :

Eau 1,0 - m? - s
Verre (moyenne)  4,0-1077 m?-s7!
Sol (moyenne) 7,5-1077 m?.s7!
Pierre calcaire 1,0-107% m?.s7!
Mercure 4,4-107% m?.s7!
—Noyau 8,0-107% m?.s7!
Gallium 1,810 m?.s71
Air 2,2-107° m?.s7!
Plomb 2,4-107° m?*. st
Cuivre 1,1-107% m?.s71
Sodium 1,2-107% m?.s71

3. C’est-a-dire les courbes qui définissent dans un diagramme espace-temps le domaine in-
fluencé par une perturbation ponctuelle de ’espace et du temps.

4. par opposition aux équations hyperboliques, ou elle se propage a vitesse finie.

5. sous forme d’une décroissance exponentielle

6. ces valeurs tres faibles pour 1’air comme pour I’eau surprennent ’intuition. C’est que le
transport thermique s’y effectue largement par convection.
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Comme la température n’entre dans notre modele que via la force d’Archi-
mede, on décompose la température comme précédemment en un champ statique
T, et une variation ©

(1.42) T=T,+0,
le champ de température statique vérifiant I’équation (1.41) pour u = 0 , 1l
satisfait s
(1.43) kAT = ——
Poc

Le terme de sources volumiques S peut avoir des origines diverses par exemple la
chaleur conduite le long de I’adiabat (terme source ou puit), le chauffage radio-
actif (considéré comme peu important dans le noyau). Nous discuterons plus
en détail les différents chauffages envisageables pour les études numériques au
chapitre 3.

L’équation (1.41) s’écrit alors

TS — —

(1.44) 0 —I-a—®=—‘J-VTS—‘J-VQ—I-KJA@—I-KJATS—I-i.
at ot Po €
~— N—— ——
defyy def
= =0

90 4 4
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Fic. 1.4 - Le déplacement
d’un aimant (AB) dans une
bobine conductrice reliee a un
galvanomeétre (G) crée un cou-
rant induit mesuré par [ai-
guille du galvanométre pen-
dant tout le temps que dure le
mouvement de Uaimant [1.2].

== Induction par les aimants.

1.1.3 Equation de I'induction

H: On suppose le conducteur linéaire isotrope et homogene.

. . , . . . 90 =
On se place dans 'approximation des états guaw—itatwnnmres (57 =0).
On néglige les phénomeénes d’aimantation (M =0, ou encore yu = pg) car
la température du noyau terrestre est largement supérieure a la température

de Curie du fer.

Les équations de Mazwell dans la matiere s’écrivent (voir Pérez et al. 1996)

(1.46) V-D = p,,
(1.47) V-B =0,
. oB
1.4 E = ——
(1.48) VA =
L o D
(1.49) VAH = j+%—t.

La premiere équation de ce systeme exprime (a l'aide de la formule de Green)
que l'induction électrique créée par une charge ponctuelle décroit avec le carré de
la distance, et qu’en ’absence de charge sa divergence est nulle (p, représente la
distribution de charge).

La deuxieme est 1’équivalent magnétique de la premiere, en cela qu’elle traduit
I’absence de charges magnétiques.”

La troisieme équation exprime la création d’un champ électrique induit par les
variations d’induction magnétique (expérience de la spire soumise a un champ
magnétique variant avec le temps, ¢f. figure 1.4).

7. au moins, qu’on n’en rencontre pas lors des expériences usuelles.
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FiG. 1.5 — Oersted, physicien danois, S 2y

proposa en 1820 une expérience qui ﬁ/ﬁ]’"’“‘

met en €vidence les lignes de force X A Ae® 4
de Uinduction magnétique associées ( \
. , . g Gouchs

a un courant électrique a l'aide d’une é% N

boussole. On montre que lorsqu’on

. . . [ a
fait agir un courant sur un aimant, o ] re/)
l'aimant se met “en croiz” avec le v / .
. . , = BQ\\‘ o NA +
courant, et que son orientation dé- ‘ J
pend de la direction du courant. La Do

direction est indiquée ici par le “petit

bonhomme d’Ampére” [1.2].

La quatrieme enfin exprime I'induction de champ magnétique par un courant (cf.
figure 1.5 expérience d’Oersted).

Pour fermer ce systeme d’équations il faut introduire des équations constitu-
tives (phénoménologiques) liant 0 a E), Da E, et 7 a E.

Si 'on pose que le comportement du milieu est linéaire, on peut écrire pour

un milieu au repos®

(1.50) D=c¢k,
(1.51) B=ul ,
(1.52) j=ck.

Si I'on pose a présent que le milieu est isotrope, les tenseurs p, e, o peuvent étre

remplacés par leurs homologues scalaires

(1.53) D=ckE,
(1.54) B=uH |
(1.55) j=ok.
Aux echelles de temps qui seront les notres, on peut négliger les phénomenes
propagatifs (%—? = 6) Notre systeme d’équations est donc
(1.56) V-B = 0,
S oB
1.57 VANE = ——
(157) 7
(1.58) VA = 7,
(1.59) B = uH ,
(1.60 j = ok.

8. plus généralement : pour un milieu en mouvement, dans le reférentiel 1ié au mouvement.
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Il faut a présent exprimer ces relations pour un milieu animé d’une vitesse 1,
dans un référentiel au repos®

(1.61) V-B = 0,
2 o 0B
1.62 VAE = =
( ) at7
(1.63) VAH = 7,
(1.64) B = uH
(1.65) 7 = o(E+dnEB).

Sans la justifier parfaitement (une démonstration rigoureuse fait appel a la rela-
tivité), cette modification se comprend si l’on revient a I'expérience de variation
de I'induction magnétique a travers une spire. Supposons un champ magnétique
qui ne varie pas avec le temps, mais seulement avec I'espace, et déplacons une
spire avec une vitesse u, le flux a travers la spire va néanmoins varier avec le
temps, entrainant "apparition d’un courant induit. Dans le référentiel de la spire
les équations sont celles du systeme (1.56) a (1.60) et 1’équation (1.57) rend
compte de ce phénomene. Dans un référentiel au repos, il faut également rendre
compte de ce phénomene; comme les équations de Maxwell sont valables dans
n’importe quel référentiel, ce sont les relations constitutives (la loi d’Ohm) qui
sont modifiées en posant

(1.66) E'=E+dAB,

on comprend alors la modification de (1.60) en (1.65).

Le noyau liquide terrestre étant au dessus de la température de Curie'® du
fer, les phénomenes d’aimantation se limitent a I’aimantation diamagnétique, que
I'on peut négliger. Négliger 'aimantation d’un matériau linéaire isotrope, c’est
approcher p par po, perméabilité magnétique du vide.

Partant de la loi d’Ohm (1.65), et en utilisant I’équation d’ Ampére, poj = VA ﬁ,
qui découle de (1.63) et (1.64), on peut écrire

(1.67) ~(YAB) = o (E+in).

En prenant le rotationnel de cette équation, et en utilisant I’homogénéité du fluide
(pour V - g = 0), ainsi que la loi de Gauss (1.61), on obtient

(1.68) - (AB) = (YA B+ ¥ (i1 5))

9. On se place dans le cadre de la mécanique classique, puisque || @ || < ¢2.
10. température au dela de laquelle ’aimantation ferromagnétique disparait, i.e. ’aimantation
du milieu disparait quand on coupe I'induction magnétique.
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L’équation de Faraday (1.62), donne alors

(1.69) o= (aB) = -G+ T (0B)

d’ou I’équation d’induction, en posant n = —,

@ v A
(1.70) ot
V-B = 0.

On donne ici, comme pour les coefficients de diffusivité des équations précé-
dentes un tableau pour se fixer les idées. Il est important de noter toutefois que
si les valeurs de conductivité ont un sens en elles mémes, celles de la “diffusivité
magnétique” ne sont données qu’a titre de comparaison avec le noyau (C.R.C.

1994) . 1

conductivité diffusivité magnétique
Cuivre 5,9-100 Q7t.m™! 1,3-107% m?.s71
Aluminium 3,5-100 Q7 t.mt 2,3-1072 m?.s7!
Fer (1 ,1-107 Q@ '-m™t  7,2-107%2 m?.s7!
Etain 8,7-10° Q7 t.m! 9,1-107% m?.s7!
Sodium(? 7,9-106 Q7t.mt 0,1 m?. 571
Plomb 5-10 Q7t.m™! 0,2 m?. 571
Gallium®) 2,610 Q7 t.mt 0,3 m?. s71
Mercure(? 1-10¢ Q7 t.m~t 0,8 m?. 571
—Noyau 7-10° Q71.m7! 1,1 m?.s7t
Germanium 0,5 Q1.m™! 1,610 m?.s7!
Carbone (graphite) 5-107° Q7 '.m™! 1,6 1019 m?.s71
(1) a 0°C.

(2) & température expérimentale (i.e. supérieure & la valeur de fusion).

Notons que, bien que le noyau soit assez bon conducteur électrique, les effets
de résistivité entrainent une diffusivité magnétique importante (de I'ordre de 10°
fois la viscosité cinématique et 10° fois la diffusivité thermique). C’est la raison
pour laquelle on pense que le champ magnétique de la terre est de grande échelle
méme a la surface du noyau, alors que ’écoulement qui le crée peut inclure de
petites échelles (a titre indicatif, la couche d’Ekman dans le noyau aurait environ
un metre d’épaisseur).

11. L’approximation g = g étant justifié par la température élevée.
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1.2 Conditions aux limites

Le systeme d’équations obtenu s’écrit donc

ot = —uVi— iﬁﬂr + vAu —2Q (€, A\ 1)
ot 1* Po

+ (6/\?)/\?—%@99?,

Hopo
V-u = 0,
(1.71) . 3

%_C;) - i NT.—i@-VO+KAO,
aE) — = — —
= = VA (@ AB) +nAB,
V-B = 0.

Il convient d’y ajouter des conditions aux limites pour pouvoir en proposer une
solution.

1.2.1 Conditions cinématiques

Pour I’équation de vitesse, la condition naturelle est d’imposer le déplacement
nul aux limites (condition de Dirichlet). On pose donc

d(ri,0,0) =0 V0,6,
(1.72) U(re,0,0)=0 V0,6.

Certains auteurs préferent utiliser une condition de contrainte nulle, ou sans
frottements, aux frontieres du systeme. Ce choix n’a pas de justification physique
dans le cas de I’étude du noyau terrestre, mais a pour effet de supprimer les
couches d’Ekman. Ce qui rend la résolution numérique beaucoup plus facile. La
justification généralement invoquée (Zhang et Busse 1987, Kuang et Bloxham
1997, ...) est que dans la limite des petites viscosités (significative pour le noyau)
la solution dans ’écoulement principal (i.e. hors couches limites) serait la méme
dans les deux cas. Cette proposition n’a jamais été démontrée de maniere générale,
il n’existe qu’une démonstration linéaire pour un mode de convection non réalisé,
qui serait confiné pres de I’axe de rotation (Roberts, 1965). Peut-étre s’applique-
t-elle plus généralement.

On pose alors la non-pénétration et la contrainte horizontale nulle

u, = 0,
(173) Trg = 0,
Urd) = 0,
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qui est équivalent pour un fluide newtonien a

u, = 0,
(1.74) Erg = 0,
Ergp = 0,
ou encore
u, =0,
r 0 ug N 1 Ou, _0
(1.75) 20r r  2r 00
0 uy 1 U,

1.2.2 Conditions thermiques

Les conditions aux limites pour la température peuvent consister a maintenir
la température des parois constante, ce qui s’écrit pour la perturbation ©

(1.76) ©=0.
Ou bien a imposer un flux de chaleur, ce qui en vertu de la loi de Fourier, implique
pour O
00
1.77 — =0.
(1.77) ar

1.2.3 Conditions magnétiques

L’induction magnétique diffuse dans la graine, qui est un conducteur. Celle-ci
ne constitue donc pas une limite pour l'induction. L’équation d’induction de-
vra étre intégrée jusqu’au centre du modele. A la frontiere avec le manteau, en
revanche, le milieu est supposé isolant électriquement,

(1.78) Jr>re,0,6) =V AB(r >r.,0,4)=0.

Cela implique que le champ magnétique a I'extérieur du noyau (volume simple-
ment connecté) dérive d’un potentiel scalaire

(1.79)
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