Summary

The set of vectorial equations are tranformed into scalar ones to prepare the
numerical computation. Vector fields are decomposed into poloidal and toroidal
parts (§2.1). The corresponding scalar equations are discretized in the radial di-
rection using a classical Finite Difference scheme on a nonuniform grid, stretched
in the vicinity of the boundaries following geometric progressions (§2.2). On each
of the concentric spheres, variables are expanded on a Spherical Harmonic base.
All linear relations, including the Coriolis term (following Roberts 1968), are ex-
plicitly expressed on this functional basis (§2.3). The quadratic non-linearity in
Navier-Stokes equation, as well as heat advection, the Lorentz force and the in-
duction term are computed in the physical space on Gauss collocation points,
and are re-integrated in the spectral space. The formulas needed to compute the
curl of a non-solenoidal vector field developed on a poloidal, toroidal, spheroidal
basis are derived using generalized spherical harmonic fonctions (§2.4). Time in-
tegration is performed using a classical semi-implicit scheme, Crank-Nicholson,
for diffusion, and Adams-Bashford for other terms (§2.5). This approach is not
original. It departs from the classical polynomial expansion in radius by the use
of Finite Differences (also recently used by Kuang et al. 1997), and from the
Galerkin method for non-linear terms by the use of a collocation approach (as in

Tilgner et al. 1997, and Kuang et al. 1997).

20




Chapitre 2

Approximation numérique

ous présentons dans cette section les méthodes utilisées pour approcher nu-
meériquement les solutions des équations introduites au chapitre précédent.
Elles sont classiques, et ont déja été utilisées pour ces équations. Le schéma ra-
dial aux différences finies differe de ’expansion spectrale généralement introduite,
mais a été récemment utilisé par Kuang et Bloxham (1997). Le calcul des non-
linéarités par collocation dans I'espace physique differe des intégrales de couplage
de la méthode de Galerkin généralement utilisées, mais cette méthode est égale-
ment utilisée par Glatzmaier et Roberts 1995, Tilgner et Busse 1997 et Kuang et
Bloxham 1997.

Les équations vectorielles sont d’abord projetées sur une base de deux poten-
tiels scalaires. On élimine a cette occasion le gradient de pression du systeme, et
I’on n’a plus a se soucier de garantir le caractere solénoidal de nos champs. On dis-
crétise alors la coquille sous forme de spheres concentriques, reliées par un schéma
aux différences. Enfin nous décomposons, sur chaque sphere, les champs scalaires
sur une base de fonctions harmoniques. Notons que nous écrivons cette décom-
position, non seulement pour la diffusion, mais également pour 'accélération de
Coriolis, afin de la calculer avec précision. Il reste les termes non-linéaires, qui
seront calculés dans l’espace physique, via une méthode de collocation (Canuto

et al. 1988, Gottlieb et al. 1977).
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2.1 Décomposition Poloidale-Toroidale

2.1.1 Définition et propriétés

Tout champ de vecteur solénoidal! peut s’écrire sous la forme

(2.1) V= VAVA(FY,) + VAFW.
N— ————

composante poloidale composante toroidale

Cette décomposition est appelée “décomposition de Mie”, ou “décomposition
Poloidale-Toroidale”. Elle nous intéresse particulierement, car la vitesse et 1’in-
duction magnétique sont toutes deux solénoidales. ?

Preuve :

Il est immédiat que tout vecteur s’écrivant sous cette forme est bien solénoidal,
en effet :

(2.2) Vo (VaV)=0, ¥V,

De plus, on vérifie facilement que tout vecteur de R? peut s’écrire
(2.3) V=arf+VABF+VAVAYF,

ou «, 3, v sont fonctions de r, 8, ¢.

Si le vecteur V est solénoidal, cela implique

(2.4) V- (af) =0,
(2.5) 27, (r ar) =
D’ot .

Q
(26) o = 7’_3 s

ou & n’est plus fonction que de 0, et ¢, et peut étre décomposé comme
(2.7) a(0,¢) = a1 + Ly (42(6,9)) ,

ou Loy est le laplacien Beltrami, c’est-a-dire le laplacien réduit aux composantes
horizontales (ou angulaires), défini par

Ly = grjai—rQA
(2.8) "% i} 102

= ——— -sinf— —

 sin6 96 00 SiHQO@.

1.1.e. a divergence nulle

2. Lorsque I’'on décompose le vecteur vitesse de cette fagon, u; est un pseudo-scalaire, et u,
un scalaire. Lorsque ’on décompose le pseudo-vecteur induction magnétique, en revanche, ce
sera B, qui sera le pseudo-scalaire, et B; le scalaire.
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D’ot
o 1 . R - oL = = .
(2.9) | -r:r—Q(al—l—Lg(ag))—}—(V/\ﬂr)-T‘—I—(V/\V/\'yf’)-r.
=0 =La(v)

En notant < - >, la moyenne sur la sphére de rayon r

- 1 1
(2100 <V 7>= 5 <1 >y o5 < La(Ga) >+ < La(y) > -

Or, comme V.V = 0, on a par la formule de Green

(2.11) <V-F>=0,
et donc
(2.12) dy=0.

Le terme « peut s’écrire

1 - o
(2.13) a:ﬁlﬂ®w@»:VAVAMﬁ

et peut donc étre regroupé avec la composante poloidale.

Tout champ de vecteur solénoidal peut donc s’écrire

(2.14) V=VABF+VAVAYF,

reste a étudier I'unicité de cette décomposition. On peut poser sans perdre de
généralité

(2.15) <P >=<7v>=0,

en effet, une modification de § et ~ par une fonction purement radiale ne modi-
fierait pas 'V .

Vérifions qu’avec cette hypothése supplémentaire, la décomposition (2.1) est
unique. Soit

(2.16) VABTHVAVANT=V=VABi+VAVAYT,
par linéarité, on a
(217) 6/\(ﬁ1—ﬁg)f_’)ﬁ—?/\ﬁ/\(’yl—’m);:()}.

En prenant la composante radiale de cette équation, il vient

(2.18) (VA= B2)7) -7+ (VAVA (1= 72) 7) - 7= 0,
=0 =Ly (v1—2)
(219) LQ(")/l — ’)/2) =0.

~v1 — 72 est donc une fonction dépendant exclusivement de r, et comme

(220) <Y =72 >r=<71>r — <72 >r= 07
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on a

Pour la composante toroidale, on procéde de méme, mais avec la composante
radiale du rotationnel de V

(2.22) ~(VAA(y —72) F) - FH(VAVA (B = Ba)7) - F=0,
=0 =Ly(B1—P52)

(2.23) Ly(Br— B2) =0,

et par le méme raisonnement

(2:24) fr=Pa.

Explicitement, cette décomposition permet d’écrire

L)

-
0o (10 1 oV,
70 (@(’“Vp)) T e e
1 o0 (10 oV;

Sn 090 (@(’“Vp)) )

On montre que cette décomposition a les propriétés suivantes

<<
Il

(2.25)

(2.26) VAV =-VAFAV,)+VAVA(FV),
(2.27) VAVAV =-VAVA(FAV,) =V A (FAV,),
d’ot

(2.28) AV =V AV A(FAV,) + VA (FAV,).

On montre que 'on a aussi

(2.29) V.i=1,V,, (VAV) 7= L V.

2.1.2 Champ de vecteur non-solénoidal

On peut étendre cette décomposition a un champ de vecteur de diverge{gce
non nulle. Cela nous sera utile, par exemple, pour calculer le terme VA (€A B) .
Ce terme est bien évidemment de divergence nulle, en revanche « AB n’a aucune
raison de l’étre. Nous pouvons utiliser un formalisme proche du précédent en
introduisant un troisieme scalaire que nous allons appeler sphéroidal, et noté V;
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1
~La(V)
5 - - oV 1 aV;
(2:30) V= 06 * sind d¢
Lov o
sinf d¢ 00
Si la divergence de V est nulle nous avons une relation simple entre V; et V},
1
(2.31) V= —Q(r Vo),
ror

qui ramene cette écriture a la décomposition précédemment introduite pour les
champs a divergence nulle.

2.1.3 Application aux équations

Nous allons projeter la premiere et la quatrieme équation du systeme (1.71)
sur cette base. Le but de cette opération est d’écrire explicitement tous les termes
linéaires sur cette base (pour en avoir une expression matricielle, et pouvoir les
traiter implicitement en temps). Commencons par I’équation d’induction (1.71.4).
En prenant le produit scalaire de cette équation par 7 et en utilisant (2.29.1) et
la commutativité de Ly et A , on a

(2.32) %LQBP = ALB, +7 (VA(@AB)) .
En prenant le produit scalaire par 7 de son rotationnel, et en utilisant (2.29.b),
on a

O LaBi= AL+ 7 (VA (VA @ AB

(2.33) o, LaBi = AL c+7 (VA (VA(EAE))) .

La projection de l’équation en vitesse est moins triviale, d’abord a cause du
gradient de pression, que l’on souhaite faire disparaitre, ensuite a cause du terme
de Coriolis. Comme pour la composante toroidale du champ magnétique, prenons
le produit scalaire par 7 du rotationnel de (1.71.a),

a — —

— 1 — — — —
+i* VA (—— (VAB) AB) 47 V A (aOgF)
Hopo

=0

= .
Comme les champs 4 et B sont a divergence nulle, on a

K1

(2.35) aVi=(VAD)AG=—dN(VAT),

HY)
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(2.36) BVE=(VAB)AB=—BA(VAB).
L’équation (2.34) s’écrit

¢ a — — — —
(2.37) — Louy = vA Lyuy — 2 7- V A (€, A )

ot

FVAEATD) = 7 VAEANVAVA (Fu)+ VA (Fup)))
(2.38) = 7-VA
A

Commencons par la composante toroidale, en utilisant (B.27)2,

FVA(EA (VA (Fu))) = 7 [ &div(V A7) — (VA u,) dive,

div(rot)=0 div(€z)=0

+ (VA Fuy) - V) - & —(& - V)V A Fuy) )

=0

(2.39)
On vérifie que
FVA(EAN (VA (Fw)) = —(E V)V AFu) -7
(2.40) P
= —a—¢'ut
(2.41) Or (&, AF)=rsinfé,, et (€-V)= L0
: r (E;AT)=rsinfe,, et (€, = 0 95
0 L L =
(2.42) donc —=(€,A7)-V,

b

(2.43) et 7-VA(EN(VA(Fu)))=—(E A7) Vu,.

3. Voir annexe B.
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Pour la partie poloidale, on a

FVA(EA(VAVA (Fu,)))

sinf 0 cos f 0 sinf 0 . 0?
=\t LQ—COS"L%—T%—W@T@@) Uy
(2.44) sind 0 0 1 0
= , % Lg—l—TE —|—COSOL2 ;—E Up

0 0 sind 0
= (rcos@A—(Lg—l—rg) (COSGE— . %))up

En ajoutant ces deux dernieres expressions
P VA (EA(VAVA (Fuy)))

2.45 5 1 - -

(2:45) :(é-V—i(LﬂiW7+é-VLﬁ)uw

On définit alors 'opérateur @3 (introduit dans Roberts, 1968) comme
— = 1 — = — =
(2.46) QSZQ-V—§(@@-V+@-VLQ.

L’équation (2.37) s’écrit donc

a —
— Louy = v ALy +20(€, A7) - Vuy — 2Q Qsu,
(2.47) ot ) 1 e .
—7- VA (uViu — BVB) .
\ wopo

Pour dériver ’équation du scalaire poloidal, on prend le produit scalaire par
—7" du double rotationnel de (1.71.4). Le passage de u; a u, s’effectue par ’équa-
tion (2.27), en remarquant que

VAVAI[E A :6/\[—%}
z
(2.48) _ ez

SN e A (D]

De plus, il faut tenir compte de la force d’Archimede, qui cette fois ne s’annule
pas. On obtient

—LyAu, = vALyAu, 429 (6. A7) - V(Au,) + 20Qsu,

— — 1 — —
ﬂmh®+WVA(VA@Vﬁ— Bwﬁ)
N Hopo

On a donc le systeme d’équations scalaires (Roberts, 1968 ; Cuong et Busse,

1981)
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(VA — %) LyAwu,+20 (e, A7) - ﬁ(Aup) +2QQsu; —ag L, ©
= = 1 — —
= —F V/\(V/\(JV'J— BVB)) ;
- Hopo
(VA — %) Lyus+2Q (€, A7) - Vuy — 2QQ3u,
=d 1 — —
= +7 V/\(JVJ— BVB)),
(2.50) B Fopo  ~
00 107, _ . L o=
5 —(;ar)u r+kAO —u-VO,

On rappelle que L, et ()3 sont définis par

Ly, = 27“23—7" ZA

(2.51) % e 1

= — sin

sinf 90 %_siHQH@’

Qs = 5’2-6—%([]2@'6%—@'610)

0 0 sind 0
= rcosf A — (LQ‘I‘TE) (cos@a— . %) .

(2.52)

2.1.4 Conditions aux limites pour cette décomposition

Il reste a établir les conditions aux limites cinématiques pour cette formula-
tion. Dans le cas de déplacement nul (“no-slip”)

|
l@ T Ouy
7“7 sinfl d¢

1 8 la(m) _ Uy

sinf dp \ T ar'\ P 00 -

£y
Il
(=11
Il

(2.53)

a . ... a . .. ‘
e sin 6(2.53.b) + a—¢(2.53.c) donne:

9, d (10 1 0% 10
(2.54) %sm 9% (—a (rup)) + sinﬁa—qb?(;a(rup)) =0,

De u, =0 on tire u, =0 , et
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) 10
(2.55) sinf L (;E(r%)) =0,
dbﬁ%%zo
De plus 2(2 53.b) — g sin 6(2.53.¢) donne:
p 95273 50 .53. :
1 82ut 8 aut
2. —sinf— =
(2:56) sno s Tooo V90 =0
(2.57) sinf Lous = 0.
Soit
u, = 0,
. ou
(2.58) %o =0,
Uy = 0.

Dans le cas sans frottements, de contrainte horizontale nulle (“stress-free”),

suivant une procédure semblable a celle suivie pour le cas rigide, nous obtenons
a partir de 1.75,

u, = 0,
o (1 0
(2.59) or (r—Q E(T‘up)) =0,
gut/r =0,
.
u, = 0,
2
(2.60) %g’zo,
@%ﬁlzo.
.

On peut noter que dans les deux cas, ces conditions aux limites sont bien
suffisantes pour contraindre I'opérateur bi-harmonique (du 4¢ ordre) de I’équation
d’évolution de u, dans (2.50). En revanche, on ne peut pas simplifier le systeme en
calculant directement 1’évolution en temps de Aw, , car on n’a pas de conditions
aux limites sur celui-ci.

Pour le champ magnétique, a la frontiere noyau-manteau et au dela (r > r.),

B=-Vo,
(2.61) {
A®=0.

Le champ magnétique (et donc la composante radiale de VAB ) sont continus a
la frontiere noyau-manteau. Dans le manteau

(2.62) VAB=0,
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dans le noyau on a donc, par continuité,

= — = 1
(2.63) (VAB)@r:—;Lﬂﬁzo,
donc
(2.64) B;=0, en r=r..
Pour le scalaire poloidal, on a B, et — continus a l'interface et se raccordant

au champ potentiel dans l'isolant. Nous verrons, une fois la décomposition en
harmoniques sphériques introduite, comment le décrire.

2.2 Discrétisation Verticale

2.2.1 Schéma radial

Nous avons calculé les dérivés radiales par un schéma de différences finies.
A cette approche, il est généralement préféré une méthode spectrale utilisant
les polynomes de Chebyshev. Nous choisissons de discrétiser nos équations dans
I’espace physique pour cette direction pour deux raisons. La premiere est de
pouvoir facilement modifier les conditions aux limites de notre systeme, ce qui
est beaucoup plus facile et moins cotteux dans ’espace physique. La seconde est
de pouvoir a terme paralléliser notre approche.

On utilise un schéma consistant (au sens de 'erreur de troncature), aux dif-
férences finies centrées, écrit directement sur une grille irréguliere. Basé sur le
développement de Taylor, ce schéma s’écrit en notation simplifiée

f- hy) f(0) f(+h,)
—e . >
- hy o hy B
. ; hi [ f(h2) — f(0) ha [ f(0) = f(=h1)
(2.65) Gﬂozhrﬁm< hy )+hrum( ha )’

af

(2.66) ( ( ) T 7
(2.67) To = a_f( )+ O(hS)
et
2 Sf(%z)_gf(_%)
7)o =" thvhz
(2.68) (52f)0 _ hy f(=h1) — (h1 + h2) f(0) + hy f(h2) .

(hiha (hy + ko)) /2
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an N ~/
(2.69) 73(0) = (827), + 7
L Pf  hE—hyhy + h2 Of
(2.70) o = =5 ha=h) 55(0) - 12 gzi V)

(*)
+(hy — hy) O(R%).

Le terme marqué d’un astérisque est spécifique aux différences sur une grille irré-
guliere (il s’annule pour hy = hy ). C’est de ce terme que vient toute la difficulté
a définir I'ordre d’un schéma sur une grille irréguliere. Il est particulierement clair
lorsqu’on considere ce terme qu’il est préférable d’utiliser une série géométrique
pour construire la grille, plutot qu’une série arithmétique (pour une série géomé-
trique le terme (hy—hy) est proportionnel a & ). Dans le cas particulier d’une grille
réguliere ( iy = hy = h ) ces schémas dégénerent en § et §? qui correspondent
aux formules classiques centrées d’ordre deux,

(2.71) 5y, = T TEN

(2‘72) (52f)0 _ f(_h) —2f(0) ‘|’f(h)

On a alors o "

(2.73) 5.0 =(f)o + 70,

(2.74) o= —%2 %«n - % %(0) +O(h°),
(2.75) %(0) = (8%) + 7.

(2.76) o= —% %«D - 3% %@ +O(h").

2.2.2 Prise en compte des Conditions aux limites

C’est dans cette dimension que 1’on rencontrera tous les problemes de condi-
tions aux limites. On utilise une condition de symétrie sur un point pour contraindre
les dérivées d’ordre un au bord.

u
Les conditions u |[o= 0 et ar lo= 0 permettent de calculer 'opérateur laplacien
r

au bord du domaine sous la forme

. u(—1) —2u(0) + u(1)
sous la forme 2 (1)
u

On obtient alors le méme résultat qu’en utilisant un développement de Taylor au

bord du domaine (voir Fletcher II, p.378, éq. 17.104).
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2.3 Décomposition spectrale sur la sphere

2.3.1 Définition et propriétés

Les harmoniques sphériques sont un ensemble de fonctions complexes Y, (8, ¢)
définies sur la sphere.

(2.79)  Y™(0,¢) = C™ P"(cosf) ™ pour { {=0,1,2,..., 400
m=0,1,....,[
ou C7" est une constante de normalisation, et P/ est le polynome de Legendre
associé de degré [ et d’ordre m (définis ci-apres).
Les harmoniques sphériques ainsi définies sont orthogonales deux a deux. Pour
les calculs numériques, on choisit généralement la constante de normalisation C}"
de maniere & ce qu’elles soient orthonormées (“fully normalized”)

(2.80) /W /W Y/ (0, )" Yirs(0,6) sin0df dd = 48y 6y
—m JO

ou Y;™* désigne le conjugué de Y, | et ou ¢;; est le symbole de Kronecker défini
par
522 = 1 ) \V/'I:,

(2.81) b5 =0 Vi j, it

Cette relation d’orthonormalisation définit C]* comme

o . _ _ (I — m)!
(2.82) o = \I(Z—émo)(Zl R

m)!

La fonction associée de Legendre P/™(x) est définie pour |z| < 1 par:

m

T P(z), pour m > 0,

1\2|§

(283)  Pl(x) = (~1)" (1 - 2?)

ot Pj(x) est le polynéme de Legendre? de degré [, défini par

Po(I) = 1,
(2.84) Pi(z) =z,
(n+1)Popi(z) = Cn+ 1)z P(x) — nPyq(x) (n>1).

4. Pour la définition numérique des polynomes de Legendre d’ordre élevé il convient de choisir
soigneusement la relation de récurence utilisée. Certaines relations (par exemple Press et al.)
sont peu précises pour les grands m , voir a ce sujet Koop et al. 1989.
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Nous rappelons ci-dessous les expressions des premieres harmoniques sphé-
riques

Yy 1
Y10 V3 cos b Yll — /3 sinf €?
Yy % (3 cos? — 1) Y}: —+/15 cosf sinf €' Y} @ sin? O e2i¢

Les harmoniques sphériques sont les fonctions propres de I'opérateur Ly, elles
vérifient

1 0 ay" 1 9%y
2.85) LY = ——— — [sinf —— | — L=+ 1)Yy"
(2:85) LY, sinf 00 (sm 00 ) sin? @  d¢? (+Dy",

ce qui est particulierement intéressant pour exprimer le laplacien d’une fonction

mise sous la forme F(r) Y™ (8, ¢) ,

(2.86) A [F(r) Y (0, 6)] =‘nmw~@;§[5%@252F0ﬂ>—-«1+1>Fo»

Les harmoniques sphériques forment une base de 'ensemble des fonctions
continues définies sur la sphere. C’est-a-dire qu’une fonction F' vérifiant :

F:[0,7n] x [-m, 7] — R,

e F(6,—7) = F(0,7) V0e 0, 7]
(2.87) { F(0,¢1) = F(0,¢2) V(¢1, ¢2) € [—m, 7]
F(r,é1) = F(, ) V(¢1,42) € [—m, ]?

s’écrit comme limite d’une somme

(283) F6.6) =S Y 7 Y6.9).

=0 m=0

ou les coefficients f/™ sont donnés par

(2.89) o= /_W/O Y™ (0,6) F(0, ) sin 0 df db.

Les décompositions en harmoniques sphériques sont 1’équivalent, dans la géo-
métrie sphérique, des transformées de Fourier dans le cas plan.
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[=0
[=1
[=2
[=3

m=0 m=1 m=2 m=3

F1G. 2.1 — Harmoniques sphériques (partie réelle) jusqu’a Uordre et au degré 3.

=7, m=0 =7 m=4 =7, m=7

FiG. 2.2 — Fzxemples d’harmoniques de degrés plus élevés. Une harmonique zonale
(=7, m=0), un cas général (=T, m=4), et une harmonique sectorielle

(=7, m=7).
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2.3.2 Application a nos équations

Nous allons écrire explicitement les termes linéaires de nos équations sur cette
base. Pour cela, nous utiliserons les relations suivantes sur les fonctions associées

de Legendre. On a (Coulomb-Jobert),

(2.90) P (a) = =+ 1+ m) V1 =2 P (x) +« P (),
Q9 AP = —n - DVI ) + o B (),
et (Abramowitz-Stegun),

(@~ 1) Py (a) =
(l+m)(l—m+1)Va? —1le_1(3:) —max P (z).

Et (2.90) - (2.91) donne (appliqué a m — 1 )

(2.92)

P[T_|rf1($) - P[Tl(x) = - ((Z + m) le_1($) — (m — - 1) le_l) 1— 12,

(2.93) Pliy(e) = Py (e) = —(20 4+ ) VT — 22 B (o).

De méme, (m — [ —1) (2.90) — (I + m) (2.91) donne (appliqué a m — 1)
(299)  (m— 1= 1) By (e) — (L4 m) PPy () =2 (<21 — 1) PP (a)
soit l 41 .

(2.95) z P () = me(iﬂ) to () .

En reportant (2.93) et (2.95) dans (2.92), il vient

d (l+m)(l—m+1)
2 m m m
(z _1)&]31 = 20+ 1 <PI+I_PZ—1)
m m m
o577 (= =1 PL = (4 m) Py
d [(l—m+1) (l+m)(l+1)
2. ) —P" = ——————= P, — P

Commencons par quelques calculs préliminaires utilisant ces relations

— Calcul de: cos 8 Y,

Il vient directement de (2.95) avec & = cos 6

.Al (l,m) .Ag(l,m)
—N— —_——
) o l=m+1 I+m ..
(2.97) cos Y™ = T 1 Y+ 1 1 Y™

— Calcul de: sind %Ylm
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Comme
dP" dpP"
sin 0 % P/"(cos ) = —sin® 0 )l( (cosf) = (Cos2 6 — 1) d)lc (cosB),

en utilisant (2.96) avec @ = cosd, il vient

Cl(l ) Cg(l,m)

(2.98) sin 0 %Ym =LA (L,m) Y —(L+1) Ao(l,m) YTy

Nous pouvons en déduire ’expression des différents opérateurs linéaires interve-
nant dans le systeme d’équations 2.50.

— Calcul de: Ly f(r) Y™

Par construction méme des Y, :
(2.99) Lof(r) Y =1(l+ D) f(r)Y,".

— Calcul de: Q5 f(r) Y™

Le calcul de Q3f(r) Y, demande I’expression préalable de (€, V_") f(r)Y,™ (voir
2.52)
1 d

- = m a m m
(e,-V)f(r)Y" = cosﬂg(f(r)Yl )——smH%(f( r)Y,™)
daf . 1 . 0
= COS@EE - sin @ f(r )aOY
LS df f
(210012 - 9)1() V7" = cos0 5 ¥~ (€0 m) Vi + ol ) V)
D’ou
— = m 1 - = - = m
Qsf(n) Y™ = (& V)Y = 3 (L2 (@ V) + (@ V) L) 1),
f I+1)(+2) 1(l+1
- (et m) [—1+( thd+?) Wy )] Y
r 2 2
I+1)1 (-1
ety |-+ L LD e )
df
—l(l+1) cos@aYlm
f(r

= % (Ca(lym) (L(1+2)) Vi + Ca(lom) (2 =1) V™)

df
—I(l+1 H—Y™.
(l+1) cos oV
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Soit, en explicitant cos 8 Y™

- K11 (Lm) Kiz(lm)
f(r) (+2)P(1l—m+1) df [(1+2)(m—1-1)
=YY" 4.
Qsf(r)Y; 1T 20 + 1 +dr 2041
(2101) - Ka1(l,m) Kaz(l,;m)
f(r) (1 —12)(1 [+1) df (1—03)(

sy |0 A=B)0+m)I+1) df (1 =E)(I+m)

r 20+ 1 dr 20+1

On peut alors écrire le systeme (2.50) en décomposant u,, u; , et © sur cette

base d’harmoniques sphériques

Awuy™ +Zﬂl(1—|—1) Qs usy”

a m m bA'Y
a—Aupl = I/AQUM —I—IZQW
—ag O
1 = (e (o 1 g
+ 7-V A (V/\(uVu— BVB)) ,
[(I+1) - Hopo  ~ ym
0
— = v A 20) " "
T A TS [+ 1) e
1 g =
2.102 - 7 |VA|dVi—-—BVB :
( ) [{l+1) ( ( topo )) ym
J 10T, i g
5O =~ )+ Dy + K AOT — (@ Vo) v
0 1 ; o
— B, = nAB,J" 7 iAB
OB = gABy 47 (YA (FA@AD))
ot P+ v

2.3.3 Conditions aux limites magnétiques

La composante poloidale du champ se raccorde continuement a la frontiere
externe a un champ dérivant d’un potentiel harmonique. Comme il est dérivable

du coté de I'isolant, on peut écrire
¢ < m 1
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On peut alors écrire au bord

.  nm, U+ o
(2.10) &+ e =0,
0 : . . o

car B, et _er sont continus. Les conditions aux limites pour le champ s’écrivent
alors 5 i+ 1)

m —I_ m
(2105) E(Bp)l —I_ (Bp)l = 07

(Be)i" =

On note la force de la décomposition en harmoniques sphériques, qui nous
permet de fermer le systeme sans avoir a calculer la diffusion du champ dans
isolant.
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2.4 Calcul des termes non-linéaires

Reste le calcul des termes non-linéaires. Ils sont calculés dans ’espace phy-
sique, puis transférés dans I'espace spectral. En théorie, le calcul de la valeur d’'un
champ scalaire dans 'espace physique connaissant ses coefficients spectraux ne
pose pas de difficultés. Tout comme I'intégration de ces valeurs pour recalculer les
coefficients spectraux. La difficulté tient ici a la projection de champs vectoriels
calculés dans ’espace physique sur les coefficients spectraux de leurs composantes
poloidales et toroidales.

Une difficulté supplémentaire est engendrée par le terme d’induction. Ce terme
s’écrit comme le rotationnel du produit de deux vecteurs. Il est donc bien solénoi-
dal, et en tant que tel se projette sur la décomposition de Mie. On pourrait donc
envisager de le calculer dans I’espace physique, puis de calculer les coefficients cor-
respondants a sa décomposition spectrale. Cette approche nécessiterait toutefois
le calcul du rotationnel dans ’espace physique, ce qui serait d’une faible précision
numérique. Il est préférable de ne calculer que le produit vectoriel @ A B de la
vitesse par I'induction dans ’espace physique, et de I’écrire dans 'espace spectral
avant d’en prendre le rotationnel. Cela souleve une difficulté supplémentaire, car
ce produit n’est pas a divergence nulle.

Nous allons utiliser pour dérivées les formules nécessaires a l'intégration des
non-linéarités une note intitulée “Dynamo cinématique” rédigée par Philippe Car-

din (1995).

2.4.1 Harmoniques sphériques généralisées

Nous allons utiliser les harmoniques sphériques généralisées pour dériver de
fagon concise les formules nécessaires a la manipulation des termes non-linéaires.
Ces harmoniques permettent de décrire un champ de vecteurs sur la base des
harmoniques sphériques et de leurs dérivées. Les familles de dérivées par rapport
aux angles # et ¢ des harmoniques sphériques usuelles ne forment pas des bases,
mais une combinaison linéaire de ces dérivées en est une.

On notera les harmoniques sphériques généralisées YE Yo Y0
définies comme (voir Gel’fand et Sapiro 1956 et Phinney et Burridge 1973, pour

une présentation rigoureuse)

elles sont

1 ay™ .1 gy

2.1 vyt = _
(2.107) Y = Y™,

. 1 oym 1 oy
2.1 Y. = — — .
(2.108) bm l(l+1)( 90 ‘s 95

A un vecteur VeR? de composantes (V,, V4, V;) dans la base sphérique réelle
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(€, €5, €5), on peut associer les coordonnées (V*, V9 V) dans la base canonique

des harmoniques sphériques généralisés (¢ *,€% €7) .
Nous avons les relations suivantes
1
Vt = —(=Vp +1V,
ﬂ( b+ iVs),
(2.109) Ve =1V,
1
Vo= =(Vi+iVy),
\/_
et
et = L(—é’g —i€y)
\/5 )
(2.110) e’ = ¢,
e 1 (& — i2,)
€ = —(€p —i€y).
2l

On peut alors écrire le champ de vecteurs sous la forme

+oo I

(2.111) Vt(r,0,¢) = Z Z T 0,9),
=0 m=0
+oo I

(2.112) VO(r,0,6) = > > Vin(r)Yi"(0.9),
=0 m=0

(2113 V(r0.6) = 33 Vil )¥in(0.9).

=0 m=0

la divergence s’exprime (Gel’fand et éapiro, 1956 ; Phinney et Burridge, 1973) |

oo ! (l+1

V0= 22 [a L’Vz%(r))—%wz;(THVz;(r)) Y (0,9),
(2.114) o
et le rotationnel

- o oo (l+1

(FAT 00 =3 i [—%vm L) | Yik(0.9)

- - foo Lo/l +1

RISV AT 0.6) =) 3 [%(vl;(r)—vlm( DIRGROY:

5 o oo | (l+1

A0 =5 | L0+ o | Va0

Nous allons utiliser ce formalisme pour expliciter le calcul des composantes
poloidale V},, toroidale V; et sphéroidale V; d'un champ de vecteurs.
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.
Connaissant la composante radiale de V', on peut écrire sa décomposion en

harmoniques sphériques (2.89),
(2.116) Ve = [ [ ¥re0,0) Vit 0,6) sino do dg
—m JO

d’ou, avec (2.25)

Vi(r.0,9) =l§ S V() Y6, )

m=0
1
(2.117) = —L, P)
T,
!
- Z Z F(r) Y0, ).
{=0 m=0
On exprime alors la composante poloidale V, [*(r),
.
2.11 [(r) = P1Ar),
(2,118 V) = )
qui s’écrit encore
.
2.119 V7 (r) = Vi (1)
(2.119 (70 = T Vi)

Pour calculer la composante toroidale, on peut écrire (équation 2.25),

+
g

aym 1 oy

l
_ m { m
Vil 0.0) = 3 3 Ve 0.0 + V() g g 0:9).
(2.120) j__og iy L oy gy
_ m { N m l [
V¢(T‘797¢) - i mzz:o‘/sl (T) sinH 8qb (9’99) ‘/tl (T) 80 (0799)
On a alors
Vo = V-6,
= %V'(g__é)+)7
2.121) _ L io Zl: e
B \/ZIZO m=0 [ e
1 ¥ 8Y 1 ay”
= V — V)= .
/21(1 4 1) ZZ; mz: 80 i(Vim lm>sm9 0¢

On obtient par identification,

—1
2.122 s (V) + V),
(2.122) f 2l(l+1)( im T Vin)
i
2.123 Vil = ———(V, = V).
(2.123) 0y 2l(l+1>( tm = Vin)
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On peut vérifier que dans le cas d’'un champ de vecteurs a divergence nulle,
on retrouve la relation entre déja établie entre la composante sphéroidale et la
composante poloidale. Il vient de 1’équation (2.114)

I(1+1
0= Ll gee) - D v,
(1+1) Y e VT
2.124 [ m m
( ) . Vil' = —25(7“2 . Vil")

Enfin, en explicitant (2.122) et (2.123), il vient

1
Vil' = ———(Vin,

20004+ 1)

ﬁ/_w /W (VIYE™ — VoY) sin 0 do do

(2.125) _ / / 5Ym* . 1oovrT
z+1 Ly Vet il Hig g5

8Ym* 1 8 Yym*
—(Vg—l—ﬂ@)(— 50 +1 S0 99 )sin 0 df d¢

I G) P ay; " . . ‘
= 0dod
l—l—l /—7r / fsin b d¢ )sin 2

- L1 g 1 oy aYm* , ,

et

-1
Vil = ———— (Vi + Vi)
(2.127) 2l(l +1)
| = (- aym* v, LY G dndo
- z+1 L Ysind 9 ) :
o 1 (o 1L oymry . .
(2.128) g (Vg o . )sm@d@dqb.

On peut adopter la méme approche pour déterminer les composantes poloi-
dales et toroidales du rotationnel d’un champ de vecteur (également utile pour
le calcul de I'induction). La composante poloidale du rotationnel (rotV'), s’écrit
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en utilisant (2.119),

mo__ r = \0
(I’OtV)pl - l(l_l_l)(V/\V)lm
o il(l+1)( N .
(2.129) S+l 2 T
1
= ——— Vil = Vi)
oui+1y "
=V,r.

La composante toroidale (rotV'); vient de (2.123),

(rotV)i}' = ——=((VAV)E, = (VAV),)
200+ 1)
1 I(l+1) 19 (l+1) 10
= — - m —a—(rv,;) — %V o
200+ 1) 2r r V2r rdr

1., 1O r + _
= ;Vzm to5 (7(‘% + Vzm))
(2.130)

2.4.2 Aliasing

La méthode de calcul des termes non-linéaires que nous utilisons, par calcul
dans l’espace physique en des points de collocation et intégration dans I’espace
spectral, pose le probleme de ’aliasing. Le nombre M de points de collocations
est choisi de sorte qu’il contraigne le spectre jusqu’au degré maximum calculé.
Une fonction connue dans ’espace spectral jusqu’au degré Lmax peut alors étre
évaluée dans l'espace physique, puis intégrée dans I'espace spectral sans étre al-
térée (aux erreurs d’arrondis pres). Si 'on évalue deux fonctions de ce type dans
I’espace physique, le spectre de leur produit a un contenu spectral allant jusqu’a
2 X Lmax. Si le nombre de points dans ’espace physique n’a été fixé qu’en fonc-
tion du degré Lmax, 'intégration dans l’espace spectral est sous échantillonnée
et 'on risque un transfert d’énergie des petites échelles vers les grandes. C’est le
phénomene d’aliasing.

Pour tous les calculs présentés dans ce travail, nous avons pris soin de vérifier
que lapproximation spectrale converge largement (un rapport d’au moins 10° a
été maintenu entre les haut et bas degrés). Pour cette raison, nous avons adopté
une méthode de calcul conservant ’aliasing (dite “fully aliased”).
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Il est important de noter que dans des études en turbulence développée, une
telle convergence ne pourra plus étre garantie, et qu’il sera alors nécessaire d’in-
troduire une méthode de dé-aliasing.

Il existe au moins deux approches pour réduire I’aliasing (e¢.f. Canuto et al.
1988). La premiere (“padding”) consiste a utiliser un nombre plus élevé de points
de collocation. On utilise généralement 3M/2 points. La seconde (“phase shift”)
consiste a effectuer le calcul dans ’espace physique sur deux ensembles de points
décalés.
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2.5 Schéma d’intégration temporel

On integre ces équations par un schéma aux différences finies de type semi-
implicite Crank-Nicholson pour la diffusion, et Adams-Bashford pour les termes
de forces (termes non-linéaires, Coriolis,...).

Les équations des systemes précédents peuvent s’écrire de facon générique
sous la forme

(2.131) %Af]”(t) =Bf"(t)+ag"(1),

ou les opérateurs linéaires Aet Bsont a une constante multiplicative pres des la-
placiens ou des bi-laplaciens. On discrétise ces opérateurs par le schéma de dif-
férences finies introduit précédemment pour les dérivées radiales, et en utilisant
les propriétés des harmoniques sphériques, ce qui mene a un schéma approché:

9,
A ST = Bu S (1) + g (0).

Le schéma d’intégration temporel est alors le suivant

Anfi"(t +6t) — Anfi" (1)
(2.132) o

1 1

= LB+ 5 B 1)

3 m 1 m
‘|‘§gz (t) — 5 i (t —dt),
qui s’écrit

1 1 - 1 1 -
(EA}L - §Bh) 1 (t + &) = (E-Ah + §Bh) i (t)

3

m 1 m
FSgr(0) — S ot = 31).

(2.133)

Pour chaque équation, le calcul d’un pas de temps nécessite donc un produit
matrice vecteur, et une inversion de matrice. Ces matrices sont 5-bandes pour
les deux premieres équations (bi-laplacien)® et tri-diagonales pour les suivantes.
Elles sont résolues par une méthode de pivot de Gauss (O(N) pour une matrice
tridiagonale) accompagnée d’une décomposition “LU” pour la matrice pentadia-
gonale.

La partie diffusive (Crank-Nicholson) est inconditionnellement stable (mais
peut étre oscillante pour les courtes longueurs d’ondes spatiales). Le terme d’ Adams-
Bashford est conditionnellement stable. Nous avons déterminé la stabilité empi-
riquement dans nos simulations.

Notre algorithme a été mis au point sur des machines vectorielles puissantes

(Cray J-90 & C-90).

5. Comme nous ’avons vu précédemment, on ne peut pas calculer simplement par une ma-
trice tri-diagonale I’évolution temporelle de Au, car on n’a pas de conditions aux limites sur
celui-ci.
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