
Deux tests de comparaison de moyennes : exemples de r�edaction

Exercice. Un groupe d'ornithologues �etudie les canards du euve jaune. Chaque saison,

ils capturent des canards, mesurent un certain nombre de param�etres, puis les mangent. Le

tableau suivant indique les poids (en kilogrammes) des canards qui ont �et�e captur�es deux

ann�ees cons�ecutives, appel�ees 1 et 2.

Ann�ee 1 2.22 2.16 2.49 2.11 2.17 2.13 2.06 2.21 2.20 2.47 2.20 2.08

Ann�ee 2 2.52 2.31 2.11 2.73 2.32 2.38 2.30 2.41 2.40 2.15

Un autre groupe d'ornithologues �etudie quant �a lui les oies sauvages du Pô. Chaque

saison, ils capturent des oies, mesurent un certain nombre de param�etres, puis les relâchent

apr�es les avoir bagu�ees. D'une saison sur l'autre, il leur arrive de recapturer des volatiles qu'ils

avaient pu observer l'ann�ee pr�ec�edente. Le tableau suivant indique les poids (en kilogrammes)

des oies qui ont pu être observ�ees deux ann�ees cons�ecutives, appel�ees I et II.

Ann�ee I 4.78 4.85 4.09 5.00 4.90 4.86 5.37 4.68 5.28 5.11

Ann�ee II 4.99 5.05 4.53 4.97 5.48 5.03 5.01 4.78 4.99 5.07

(a) Expliquer bri�evement pourquoi les mod�eles statistiques de ces deux �etudes sont pro-

fond�ement di��erents.

(b) �Etude des canards du euve jaune :

1) V�eri�er que la variabilit�e du poids des canards ne d�epend pas de l'ann�ee (test

d'�egalit�e des variances).

2) Le poids moyen des canards du euve jaune a-t-il vari�e entre l'ann�ee 1 et

l'ann�ee 2 ?

(c) �Etude des oies du Pô : Le poids moyen des oies du Pô a-t-il vari�e entre l'ann�ee I et

l'ann�ee II ?

Correction.

(a) L'�equipe du euve Jaune �etudie d'une ann�ee sur l'autre des oiseaux di��erents alors que

l'�equipe du Pô �etudie les mêmes oiseaux. Dans le premier cas, les �echantillons pour

ann�ee 1 et ann�ee 2 sont ind�ependants, alors que dans le second cas, les �echantillons

pour ann�ee I et ann�ee II sont appari�es.

(b) �Etude des canards du euve jaune :

1) Il s'agit de faire un test d'�egalit�e des variances.

Mod�ele : On dispose de deux �echantillons ind�ependants, celui des poids des canards

captur�es en ann�ee 1 et celui des poids de canards captur�es en ann�ee 2.

Soit X la variable al�eatoire repr�esentant le poids d'un canard captur�e en

ann�ee 1. On a un 12-�echantillon (n = 12) ind�ependant X1; : : : ; X12. On

suppose que Xi � N(mX; �
2
X). Soit Y la variable al�eatoire repr�esentant le

poids d'un canard captur�e en ann�ee 2. On a un 10-�echantillon (nY = 10)

ind�ependant Y1; : : : ; Y10. On suppose que Yj � N(mY ; �
2
Y ). On veut savoir

si �X = �Y .
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Hypoth�eses : On peut tester H0 : la variabilit�e du poids des canards ne d�epend pas de

l'ann�ee contre H1 : la variabilit�e du poids des canards d�epend de l'ann�ee.

Ces hypoth�eses se traduisent math�ematiquement par : H0 : �X = �Y

contre H1 : �X 6= �Y .

Statistique de test : La statistique est

Z =
S2
X

S2
Y

;

o�u S2
X = 1

12�1

∑n

i=1(Xi � �Xn)
2 et S2

Y = 1
10�1

∑m

j=1(Yj � �Ym)
2.

Sous H0, on a

Z =
S2
X

S2
Y

=
S2
X=�

2
X

S2
Y =�

2
Y

� F(10; 12):

R�egle de d�ecision : On remarque que sous H1 , Z a tendance �a prendre de grandes valeurs

(si �X > �Y ) ou bien de petites valeurs (si �X < �Y ). On rejettera donc

H0 si Zobs > b ou Zobs < a: Autrement dit, Rrejet = [0; a[[]b;1[ et

Raccept = [a; b].

Calcul des valeurs seuils : On e�ectue un test de niveau � = 5%. On cherche �a d�eterminer a et b

tels que :

PH0
(Z � b) = �=2

1� PH0
(Z < b) = 0:025

PH0
(Z � b) = 0:975

FF(11;9)(b) = 0:975

b = F�1
F(11;9)(0:975) = qf(0:975; 11; 9) = 3:912074;

et de même,

PH0
(Z � a) = �=2

FF(11;9)(a) = 0:025

a = F�1
F(12;10)(0:025) = qf(0:025; 11; 9) = 0:2787147:

D�ecision : On calcule

S2
X;obs =

1

12� 1

12∑
i=1

(Xi ;obs � �Xobs)
2 = 0:0187

S2
Y;obs =

1

10� 1

10∑
j=1

(Yj;obs � �Yobs)
2 = 0:0312:

Zobs = 0:5998429 2 [0:2787147; 3:912074] = Raccept , donc on ne rejette

pas H0 : au niveau 5%, on peut a�rmer que la variabilit�e du poids des

canards ne d�epend pas de l'ann�ee.
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p-valeur : On cherche �a calculer la p-valeur �obs . Celle-ci v�eri�e

PH0
(Z � Zobs) = �obs=2

FF(11;9)(0:5998429) = �obs=2

�obs = 2FF(11;9)(0:5998429) = 2 � pf(0:5998429; 11; 9) = 0:4190429:

2) Il s'agit d'un test de Student de comparaison des deux moyennes.

Mod�ele : En se basant sur 1), on peut d�esormais supposer que �X = �Y = �.

On a donc le même mod�ele qu'avant, avec de plus Xi � N(mX; �
2) et

Yj � N(mY ; �
2).

Hypoth�eses : On veut tester H0 : le poids moyen des canards du euve jaune n'a pas

vari�e contre H1 : le poids moyen des canards du euve jaune a vari�e. Ces

hypoth�eses se traduisent math�ematiquement par : H0 : mX = mY contre

H1 : mX 6= mY .

Statistique de test : La statistique est

Z =
�X12 � �Y10

S
√

1
12

+ 1
10

;

o�u

S2 =
1

12 + 10� 2

(
12∑
i=1

(Xi � �X12)
2 +

10∑
j=1

(Yj � �Y10)
2

)
:

Sous H0, Z � T (12 + 10� 2 = 20).

R�egle de d�ecision : On remarque que sous H1, jZj ���!
n!1

1, donc Z a tendance �a prendre

de grandes valeurs. On rejettera donc H0 si jZobs j � a. Autrement dit,

Rrejet =]�1;�a[[]a;1[ et Raccept = [�a; a].
Calcul des valeurs seuil : On e�ectue un test de niveau � = 5%. On cherche donc �a d�eterminer a

tel que :

� = PH0
(jZj � a)

1� �=2 = PH0
(Z � a)

PH0
(Z � a) = 0:975

FT (20)(a) = 0:975

a = F�1
T (20)(0:975) = qt(0:975; 20) = 2:085963:

D�ecision : On calcule Zobs = �2:314 2 Rreject , donc on rejette H0 : au niveau 5%,

on peut a�rmer que le poids moyen des canards du euve jaune a vari�e

entre l'ann�ee 1 et l'ann�ee 2.
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p-valeur : D'apr�es le calcul pr�ec�edent,

�obs = PH0
(jZj � jZobs j)

= 2(1� PH0
(Z � jZobs j))

= 2(1� FT (20)(2:314))

= 2 � (1� pt(2:314; 20)) = 0:03142125:

(c) �Etude des oies du Pô :

Mod�ele : Comme les �echantillons sont appari�es, on introduit un �echantillon X1; : : : ; X10

obtenu en soustrayant les donn�ees de l'ann�ee II �a celles de l'ann�ee I. On mod�elise

parXi � N(m;�2), avecm et � inconnus. Les valeurs observ�eesX1;obs ; : : : ; X10;obs

sont les suivantes :

-0,21 -0.2 -0,44 0,03 -0,58 -0,17 0,36 -0,1 0,29 0,04

Hypoth�eses : On teste H0 : le poids moyen des oies du Pô n'a pas vari�e contre H1 : le poids

moyen des oies du Pô a vari�e, c'est-�a-dire que l'on teste H0 : m = 0 contre H1

: m 6= 0.

Statistique de test : La statistique est

Z =

p
10 �X10

S
;

avec S2 = 1
9

∑10
i=1(Xi � �X10)

2. Sous H0, Z � T (10� 1).

R�egle de d�ecision : On prend Rrejet =]�1;�a[[]a;1[ et Raccept = [�a; a].
Calcul des valeurs seuil : On e�ectue un test de niveau � = 5%. On cherche donc �a d�eterminer a tel

que :

� = PH0
(jZj � a)

1� � = 2PH0
(Z � a)� 1

PH0
(Z � a) = 0:975

FT (9)(a) = 0:975

a = F�1
T (9)(0:975) = qt(0:975; 9) = 2:262:

D�ecision : On calcule Sobs = 0:293 puis Zobs = �1:057. On a Zobs 2 Raccept . Au niveau

5%, le poids moyen des oies du Pô n'a pas vari�e entre l'ann�ee I et l'ann�ee II.

p-valeur : On a

�obs = 2(1� PH0
(Z � 1:057))

= 2 � (1� pt(1:057; 9)) = 0:318;

ce qui con�rme (bien sûr !) que l'on ne rejette pas H0 au niveau 5%.


