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Chapitre A

Sur les espaces de Fréchet, de Banach et de Hilbert

A.1. Espaces de Fréchet
A.1.1. Rappels de topologie.

Rappels. Un espace vectoriel (réel) topologique E est un espace vectoriel muni d'une
topologie rendant continues les applications

(X;y)2E E7! x+y2E; (;x)2R E7! x 2E:

Une application entre deux espaces vectoriels topologiques E et F est continue si et
seulement si I'image réciproque de tout ouvert de F est un ouvert de E.

Un espace topologique est dit séparé si deux points distincts admettent des voisinages
distincts.

Un espace topologique est dit localement compact s'il est séparé et si tout point admet
un systéeme fondamental de voisinages ! compacts, c'est-a-dire que pour tout Xg il existe un
ensemble B de voisinages compacts de Xg tels que tout voisinage de Xg contienne un élément
de B. Par exemple R;]a; b[; R" sont localement compacts. En revanche Q et RnQ ne le
sont pas.

Dans tout espace topologique X, l'intersection d'une famille finie d’ouverts denses
est encore dense (si (U)o i n est une telle famille et V est un ouvert non vide de X,
alors V\ U est un ouvert non vide de X car Ug est dense, et ainsi de suite). Cette propriété
ne se généralise pas aux familles infinies, méme dénombrables (par exemple si X = Q, muni
de la topologie induite de la topologie usuelle sur R, alors (Q n fxg)x2q est une famille
dénombrable d’'ouverts denses dont I'intersection est vide).

A.1.2. Théoréme de Baire.

Définition A.1.1. Un espace topologique est dit de Baire si I'intersection d'une famille
dénombrable d’ouverts denses est dense dans cet espace.

Théoréme A.1.2 (Baire, 1874-1932). Les espaces topologiques localement compacts
et les ouverts d’un espace métrique complet sont des espaces de Baire.

Démonstration. Nous ne démontrerons que le premier cas, l'autre a été traité dans le
cours de Topologie et Calcul Différentiel du premier semestre.

Soit donc X un espace topologique localement compact et soit (Up)n2n une famille
dénombrable d'ouverts denses. Soit V un ouvert non vide de X et montrons que V\ (\ nanUn)
est non vide. On sait que V \ Uy est non vide, soit donc Xp 2 V\ Up et soit \p un
voisinage ouvert de Xg avec \p compact inclus dans V\ U (un tel p existe parce que X est
localement compact). On construit ainsi par récurrence une suite de points (Xn)n2n €t une
famille d’ouverts (Vh)nan tels que Vi est un voisinage ouvert de Xn 2 Vi 1\ Up et Vj, est
un compact inclus dans Vi, 1\ U,. Alors \ Vj, est une intersection décroissante de compacts
non vides de V, qui est non vide et contenue dans V\ (\ panUp). D'oul le résultat.

1. On rappelle que U est un voisinage de Xo si U contient un ouvert contenant Xp.

1



2 A. SUR LES ESPACES DE FRéCHET, DE BANACH ET DE HILBERT

Exercice. Tout ouvert d'un espace de Baire est de Baire.

Corollaire A.1.3. Soit X un espace de Baire. Une réunion dénombrable de fermés d’in-
térieur vide de X est d’intérieur vide dans X.

Si la réunion d’une famille dénombrable de fermés de X est d’intérieur non vide dans X,
alors I'un des fermés est d’intérieur non vide dans X.

Démonstration. Exercice.

Définition A.1.4. a) Une partie d'un espace topologique est dite maigre, ou né-
gligeable au sens de Baire, si elle est contenue dans une réunion dénombrable de
fermés d’intérieur vide.

b) Un G -dense est une intersection dénombrable d’ouverts denses.

c) Une propriété portant sur les points d'un espace topologique est vraie presque
partout au sens de Baire si elle est vraie en dehors d’un ensemble maigre (donc au
moins sur un G -dense).

Exemples. L'ensemble Q est maigre dans R. L'ensemble RnQ est un G -dense dans R.
Le corollaire A.1.6 ci-dessous indique qu'une fonction dérivable est de classe C!, Baire
presque partout.

Attention. Ne pas confondre presque partout au sens de Baire et presque partout au
sens des mesures! (voir Exercices).

Proposition A.1.5. Soit X un espace de Baire et Y un espace métrique. Soit (f\)na2n Une
suite d’applications continues de X dans Y, convergeant simplement vers une application f .
Alors f est continue presque partout au sens de Baire.

Démonstration. On définit les fermés, pour tous les entiers naturels n; p;q,
n )

Frpg = X2 X=d fp(x);fq(x) 2" et Fnypi= Frop:q
qp
Pour tout x 2 X, fy(Xx) converge vers f (x) quand p tend vers l'infini, donc la suite (fp(X)) p2n
est de Cauchy pour tout X 2 X et donc
X = [ Frp s
p2N
pour tout N 2 N. Soit U un ouvert non vide de X, alors U est de Baire. En écrivant
U= [ Frp \ U
p2N
réunion dénombrable de fermés de U, il existe par le corollaire A.1.3 un entier pg tel que
I'intérieur de Fpp, \ U dans U soit non vide. Notons-le An.y. Comme U est ouvert, I'en-
semble An.y est inclus dans Fn:p,. D_Pnc I"'union sur tout les ouverts U des An.y, notée Ap,
est un ouvert dense. Notons A :=  onAn, qui est un G -dense, et montrons que f est
continue en tout point de A. Soit a 2 A. Alors pour tout n 2 N, il existe p 2 N tel que a
appartient a I'intérieur de Fp;p. Soit donc n 2 N et p 2 N associé. Par continuité de fp il
existe un voisinage de a dans lequel tout a0 vérifie

d fp(a);fp(ad 2 ":
Par ailleurs tous les points X de Fn.p vérifient
d fp(x);f(x) = C!IIET] d fo(x);fq(x) 2 "
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Le résultat suit alors par I'inégalité triangulaire : on a pour tout al dans Fn;p suffisamment
proche de a
df(@);f(a) df@);f@) +dfp@);f(a) +dfp(a);f(a) 32"
et la proposition est démontrée.

Corollaire A.1.6. Soit | un intervalle ouvert de R, F un espace de Banach etf : 1! F
une application dérivable. Alors f0 est continue Baire presque partout.

Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition précédente a
fa(x):=2" f(x+2 ") f(x) ;
ce qui démontre le résultat.
A.1.3. Semi-normes.

Définition A.1.7. Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E toute ap-
plication p: E!' R sous-additive et absolument homogéne :

8(x;y)2E E; p(x+y) p(x)+ p(y);
8 2R; 82E; p(x)=jjp(Xx):
On dit qu'une famille P de semi-normes sépare les points (ou est séparante) si
p(x)=0 8p2P =) x=0:
Exemples. Une norme est une semi-norme qui sépare les points.
Soit E = C(]0; 1[; R). La famille définie par pa(f) := jf (a)j est une semi norme pour
tout a2]0; 1[ et P := ('pa)az)o;1[ est une famille de semi-normes qui sépare les points.
Soit P =(p ) 2a une famille de semi-normes. Les ouverts de la topologie associée a P
sont les parties U de E telles que
8x2U; 9B A6=; finietr> 0 telsque
Bg(x;r):=fy2E=8 2B;p(x y)<rg U:
On rappelle que dans un espace vectoriel topologique E, une suite (X,) converge vers X si

et seulement si pour tout voisinage ouvert U de l'origine, il existe N 2 N tel que x, x2 U
pour tout N N.

(A1)

Proposition A.1.8. Soit E un espace vectoriel topologique muni d’une famille de semi-
normes P = (p ) 2a . Une suite de points (Xn) de E converge vers X 2 E pour la topologie
associée si et seulement si pour tout 2 A,p (Xn X) converge vers 0.

Démonstration. Exercice.

Remarques. a) E est séparé si et seulement si P sépare les points.

b) Si P et P9 sont deux familles de semi-normes avec P P 9 alors la topologie
associée a PCest plus fine que celle associée a P (dans le sens ot les ouverts
pour P sont ouverts pour Po).

On rappelle qu'un ensemble A d’un espace vectoriel topologique E est borné si pour tout
voisinage V de l'origine, il existe une constante C > O telle que A C V.

Proposition A.1.9. Soit E un espace vectoriel topologique muni d’une famille séparante
de semi-normes P = (p ) 2a . Un ensemble A E est borné si et seulement si pour
tout 2 A il existe C tel que

8 2A; p(x)<C
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Démonstration. Supposons A borné. Par la définition (A.1), pour tout 2 A I'ensemble
V =fx2E=p (X) < 1g

est un voisinage ouvert de 0 donc il existe une constante C > O telleque A C V . Par
homogénéité de p on a donc

8x2A; p(x)<C
Inversement supposons cette assertion vraie pour tout 2 A. On sait que tout ouvert de E
voisinage de O contient un ensemble du type
\L

V= X2 E=p,(x)<"j
=1

C .
A CV avec C=2 max —-

n

1L

La proposition est démontrée.

A.1.4. Espaces de Fréchet.

Définition A.1.10 (Fréchet (1878-1973)). On dit qu’un espace vectoriel E est un pré-
Fréchet s'il existe une famille dénombrable P = (pj)j2n de semi-normes séparantes sur E
telles que

Pi(X) pP+1(X); 8 2N; 8x2E:
Notons que I'hypothése de croissancgen’est pas strictement nécessaire mais on peut
toujours s’y ramener en remplagant p; par Pk par exemple. La topologie d'un pré-Fréchet
k j
est métrisable avec la distance (invariante par translation)
X .
dix;y):=  2!min(L;p(x y)):
j2N
Définition A.1.11. Un espace de Fréchet est un pré-Fréchet complet.

Exemples. a) Soit K un compact de R". L'ensemble des fonctions C* (K) est
un espace de Fréchet, muni des semi-normes

8 2 N; pj(f):= sup supj@f(x)j:
jj jx2K

b) L'espace L (R") est un Fréchet (considérer les applications f 7! kfKipk))

pour K; suite exhaustive de compacts de R").

c) Tout sous-espace fermé d’'un Fréchet est un Fréchet.

Remarque. Si  est un ouvert de R", il est beaucoup plus difficile de définir sur I'en-
semble des fonctions C! () a support compact une «bonne» topologie. On y reviendra au
Chapitre B.

Lemme A.1.12. Soient (E; (pj)j2n) et (F;(dk)kan) deux pré-Fréchet, et soit T une
application linéaire de E dans F. Alors T est continue si et seulement si

8k2N; 9C>0;j2N; 8x2E,; oq(Tx) Cp(x): (A.2)
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Démonstration. Supposons que I'application T est linéaire continue. Alors pour tout
entier K, il existe un voisinage ouvert U de I'origine tel que

8x2U; o(Tx)<1:
Mais il existe j 2 N et "> 0 tels que
fx2E=p(x)<"g U

et le résultat (A.2) suit alors par homogénéité. Soit en effet x 2 E. Dans le cas ot pj(x) =0
alors x 2 U, et par homogénéité x 2 U pour tout > 0. Alors qx(Tx) < 1= pour

tout > O et donc gc(Tx) =0. Si en revanche p;(x) 6 0 alors

X appartient a U et
2pj (x)

donc

2 .
WTX ij(x) .

Inversement soit T : E! F une application linéaire et supposons que (A.2) soit satisfaite.
Soit X 2 E. Si U est un voisinage ouvert de TX dans F alors il existe k 2 N et "> 0 tels
que

W(TX) = 2p(x) e

n o
y2F= q(Tx y)<" U:
Par hypotheése il existe C > 0 et] 2 N tels que si
pj (X x9 c
alors
a(Tx Tx9

et donc Tx%appartient a U. Le résultat suit.

A.1.5. Théoreme de Banach-Steinhaus.

Théoréme A.1.13 (1927 ; Banach 1892-1945, Steinhaus 1887-1972). Soient E un es-
pace de Fréchet muni d'une famille de semi-normes (pj) et F un pré-Fréchet muni d'une
famille de semi-normes (Qk). On considére une famille (T ) 2a d’applications linéaires conti-
nues de E dans F telles que pour tout x 2 E, la famille (T X) »a est bornée dans F.
Alors (T ) oa est équi-continue : plus précisément

8k2N; 9C>0;j2N; 82E; 8 2A; (T x) Cp(x):
Dans le cas ou E et F sont des espaces de Banach cela signifie qu'il existe C > 0 telle que
8x2E; 8 2A; KT xkg Ckxkg:
Démonstration. Soit k 2 N fixé. Pour tout n 2 N on considére
En=fx2E=8 2A; (T x) ng:
L'ensemble Ep est fermé, et par I'hypothése du théoréme on a

En,=E:
n2N
Par le théoreme de Baire (Corollaire A.1.3) il existe un entier N 2 N tel que I'intérieur de En
est non vide. Soit alors Xg 2 E et un voisinage V ouvert de 0 dans E, tels que xo+ V  Ejp.
Ce voisinage contient

Bj» == x2E=pg(x) <"
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pour un certain entier j et un certain réel "> 0. Alors pour tout X 2 Bj:1

(T )= 2gc T ()

1 2N
T Ok T (X0t "X) + k(T Xo) .

Le théoréme suit par homogénéité.
Corollaire A.1.14. Soient E un espace de Fréchet et F un pré-Fréchet. On considére
une famille (Tn)n2n d’applications linéaires continues de E dans F convergeant simplement

vers T. Alors T est linéaire continue de E dans F. De plus si (Xn) converge vers X dans E
alors (TpXn) converge vers TX dans F.

Démonstration. Exercice.
A.1.6. Théorémes de I'application ouverte et du graphe fermé.

Théoréme A.1.15 (Application ouverte). Soient E et F deux espaces de Fréchet et T
une application de E dans F linéaire, continue et surjective. Alors T est ouverte, c’est-a-dire
que l'image par T de tout ouvert de E est un ouvert de F. Si T est bjjective alors c'est un
homéomorphisme.

Démonstration. On munit E et F d'une famille de semi-normes et on leur associe la
topologie définie au Paragraphe A.1.3 ainsi que les distances dg et de associées (voir le
Paragraphe A.1.4). On veut montrer que

8'>0; 9>0;, 82E; Bgr(Tx;) T Bg(x;") :
Montrons tout d'abord que
8r>0; 9>0; 82E; Bgr(Tx; ) T Be(x;r) :

Par invariance par translation de la distance associée aux semi-normes et par linéarité de T,
il suffit de démontrer

8r>0; 9> 0; Bg(O; ) T Bg(;r) : (A.3)
Commen(;ogs par montrer le résultat pour X = 0. Soit doncr > 0, et soit Fy := nT Bg(O; %) .
Alors F = ~onFn car T est linéaire surjective et
[ r
E= nBg (0; E) :
n2N

Donc par le théoréme de Baire (Corollaire A.1.3), il existe N 2 N tel que I'intérieur de Fy
est non vide. Donc l'intérieur de T Bg(0; %) est non vide (car les homothéties sont des

homéomorphismes). Donc il existe y 2 F et > O tel que Be(y; ) T Bg(0;5) . On
écrit alors
Br(0: )= y+Br(y:)
—_—
y+T Be(0:3)

et donc par symétrie et par linéarité de T,

Br(O; ) T Be(Oiy) + T Be(0:)
T Be(0;r)
Le résultat (A.3) suit.
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Pour conclure montrons plus généralement le résultat suivant : si X et Y sont deux
espaces métriques avec X complet et si T est une application continue de X dans Y vérifiant

8r>0; 9>0; 82X; By(Tx; ) T Bx(x;r) ; (A.4)
alors
8r>0; 9> 0; 8x2X; By(Tx; ) T Bx(x;3r)

ce qui achevera la démonstration du théoreme. Soit donc r > 0 et associé par (A.4) et
considérons une suite ( n)n2n de réels positifs, décroissante vers zéro telle que ¢ = et

8x2X; By(Tx; n) T Bx(x;2 "r) :
Soit maintenant x 2 X fixé, et soity 2 By(TX; ). Il s'agit de montrerquey 2 T Bx(x;3r) .

On va construire par récurrence une suite (Xp)nan de X telle que Tx, 2 By (y; n)
et Xn 2 Bx (Xn 1;2% "r). On choisit Xg = X, qui convient puisque y appartient a By (TX; )

ABy(TXn 1, n 1), et donc & T Bx(Xn 1;2! "r) par définition de 1. On peut donc
trouver un point de By (Xn ;21 Mr) dont I'image par T est arbitrairement proche de vy,
et en particulier il existe X, dans By (Xn ;21 r) tel que Ty 2 By (Y; n), ce qui termine
la construction. La suite (Xn)n2n est de Cauchy dans X car par I'inégalité triangulaire deés
quep 2

X1 X1

dx (Xn; Xn+ p) dx (Xn+kiXnskea) 1 2" K<28 ™ 1 0; nll
k=0 k=0

Donc la suite (Xn)n2n converge vers une limite x%2 X, qui vérifie par le méme calcul que
ci-dessus (en prenant n=0etp!1l )

dy (x;x9 < 3r:
Par continuité de T et comme dy (T Xn;Y) n, on en déduit que
— i — T40.
y = Mn Tx, = Tx":
Onadoncy 2 T Bx(x;3r) , ce qu'il fallait démontrer.

Remarque. La démonstration montre que si T n'est pas surjective alors T(E) est
maigre.

Théoréme A.1.16 (Graphe fermé). Soient E et F deux espaces de Fréchet et T une
application linéaire de E dans F. Alors T est continue si et seulement si son graphe
G= (X;5y)2E F=y=Tx
est fermé dansE F.
Démonstration. |l est toujours vrai que si T est continue alors son graphe est fermé.
Inversement supposons que G est fermé. Comme T est linéaire, G est un sous-espace

vectoriel de E  F, qui est fermé dans E  F par hypothése, donc G est un Fréchet.
L'application de premiére projection

G! E
(x;y) 7' x
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est linéaire, continue et bijective donc par le théoréme de I'application ouverte c'est un
isomorphisme. En notant

G! F
2 .
(x;y) 7ty
I'application de deuxieme projection, il s’ensuit que T = » 4 1 est continue.

A.2. Théorémes de Hahn-Banach

A.2.1. Rappels sur le lemme de Zorn. Soit P un ensemble muni d'une relation d’ordre
partielle
On dit qu'un sous-ensemble Q de P est totalement ordonné si

8(a;b)2Q; soit a b soit b a:
On dit que ¢ 2 P est un majorant d'un sous-ensemble Q de P si
8a2Q; a c:
On dit que m 2 P est un élément maximal de P si
8Xx2P; m x=) x=m:

On dit que P est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné de P admet un
majorant.

Lemme A.2.1 (Zorn, 1935). Tout ensemble ordonné inductif non vide admet un élément
maximal.

Remarque. La démonstration repose sur la forme forte de I'axiome du choix (Zermelo,
1904) et sera admise. Ce lemme a des applications importantes, pour montrer des résultats
d'existence (base d'un espace vectoriel, forme linéaire sur un espace vectoriel...).

Exemples. a) Soit E un ensemble. L'ensemble des parties de E muni de I'inclusion
est inductif car E majore tout sous-ensemble de E. Dans ce cas le lemme de Zorn
est trivial puisque E est maximal.

b) Soit | (E;F) I'ensemble des injections partielles de E dans F défini de la facon
suivante. Un ensemble G E  F appartient a | (E;F) sil'ona: (x;y) et (x;y9
sont dans G implique que 'y = y%et de méme (x;y) et (x®y) sont dans G implique
que X = x9% Muni de I'inclusion, cet ensemble est inductif. Le lemme de Zorn
implique alors qu'il existe un élément maximal, dont on vérifie que c'est le graphe
d'une injection de E dans F, ou d'une injection de F dans E. On en déduit que
pour tous les ensembles E et F, il existe une injection de I'un dans |'autre ou
réciproquement (c'est le théoréeme de comparabilité cardinale).

Les théorémes A.2.2 et A.2.14 qui suivent peuvent étre démontrés sans le lemme de
Zorn (donc sans la forme forte de I'axiome du choix) si I'on suppose que |'espace de départ
est de dimension dénombrable (par exemple un espace de Hilbert) ou séparable. lls ont été
obtenus de maniere indépendante par Hahn et Banach dans les années 1927-1930.

L'intérét de la «forme analytique» (Paragraphe A.2.2) est de permettre d’introduire (par
dualité) des topologies faibles, pour lesquelles on a de bonnes propriétés de compacité. La
«forme géométrique» (Paragraphe A.2.3) est notamment utile en analyse convexe. Nous
verrons des applications des deux formes dans ce cours.
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A.2.2. Théoréme de Hahn-Banach (forme analytique). Soit E un espace vectoriel
réel et F un sous-espace vectoriel de E. Si f est une forme linéaire sur F, on dit que £ est
un prolongement linéaire de f a E si £ est une forme linéaire sur E telle que ﬁ,: =f.

On rappelle qu'une application positivement homogeéne vérifie
8> 0; 82E; p(x)= p(Xx):

Théoréme A.2.2 (Hahn-Banach - forme analytique). Soit E un espace vectoriel réel
et p: E! R une application sous-additive et positivement homogéne. Si F est un sous-
espace vectoriel de E et f est une forme linéaire sur F telle que

8x2F; f(x) pXx);
alors il existe un prolongement linéaire € de f a E tel que
8x2E; f(x) pXx):

Démonstration. Soit P I'ensemble des prolongements de f dominés par p, c'est-a-dire
I’ensemble des couples (G; @) avec G sous-espace vectoriel de E contenant F, et o0 g est
une forme linéaire sur G telle que gjr = f et vérifiant

8x2G; g(x) p(x):
Alors P est non vide car (F;f) 2 P . Par ailleurs P est ordonné par la relation d'ordre partiel
(G1;091) (G2;92) si G Gy et Qyg, = O1:

Montrons que P est inductif : soit Q P un ensemble totalement ordonné, que I'on écrit
sous la forme

Q=(Gi;g)i2i:
Un majorant de Q est le couple (6;9‘) avec
Gi= G et 8x2G; gx):= gi(x)avec x2 G:

i21
En effet g est bien définie, (a;g) 2P et (é;g) est un majorant pour Q. L'ensemble P est
donc inductif. Par le lemme de Zorn, P admet donc un élément maximal (Gg;go) 2 P .

Montrons que Gg = E. Sinon il existe Xg 2 E nGg et on pose G°:= Gg+ Rxg. On définit
I"application g0 sur GO par

8x2Gy; 8t2R; gyx+ txg)= go(xX)+ t

et I'on va construire 2 R de sorte que (G%g% 2 P (ce qui fournira une contradiction
puisque (Go;go) (G%g9). On doit donc choisir  de sorte que pour tout X 2 Gg et pour
toutt 2 R,

g9x + txo)  p(x + txo):
Comme p est sous-additive et positivement homogeéne, il suffit de démontrer le résultat
pour jtj =1, donc de construire  de sorte que pour tout X 2 Gg

Jo(x) + P(X + Xo) et go(X) P(X  Xo):
[l suffit donc de démontrer qu'il existe 2 R tel que
sup gdo(y) p(y Xo) inf p(y+ x) Qo(y) : (A.5)
y2Go y2Go

Mais pour tout y;y°2 G
go(Y)+ do(y)= gy +v9 ply+vyy piy°+ xo)+ ply xo):
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On a donc
sup go(y) P(y Xo) inf p(y°+ x0) go(yY ;
y2Gg y®2Go

et (A.5) est donc vérifie. On en déduit la contradiction cherchée, donc Gy = E.
Le théoréme A.2.2 est démontré en choisissant €= go.

On note dorénavant E I'ensemble des formes linéaires continues sur E, muni de la
norme
kfke = sup jf(x)j= sup f(x):

kx kE 1 kx kE 1

Corollaire A.2.3. Soit E un espace vectoriel normé et G un sous-espace de E. Sif est
une forme linéaire continue sur G alors on peut la prolonger en une forme linéaire continue
sur E, de méme norme que f .

Démonstration. Il suffit d'appliquer le théoréeme A.2.2 précédent a la fonction

E! R'
p:
X 7'k ka kxkg

et le corollaire est démontré.

Corollaire A.2.4. Soit G un espace de Banach et B un sous-ensemble de G. On note G
I'ensemble des fc[rmes linéaires continues sur G. On suppose que pour tout f 2 G, I'en-
semble f (B) := f (b) est borné. Alors B est borné.

b2B

Démonstration. Il suffit d"appliquer le théoréme de Banach-Steinhausa E= G ,F = R
et A = B. La famille (Tpf)pog défine par
Tpf =f(b); f2G; b2B

est bornée donc (Tuf )pop est uniformément bornée : il existe une constante C > 0 telle que
pourtoutf 2 G ettoutb2 B

iTofj Ckfkg :
Cela implique que B est borné : sinon il existerait b 2 B tel que kbk  2C par exemple,

et I'on construit une forme linéaire f telle que jf(b)j = 1 et kfkg = 1. Le corollaire est
démontré.

Proposition A.2.5. Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout X 2 E on a
kxke = sup jf(xX)j= max jf(X)j:
kfke 1 kfke 1

Démonstration. Soit x 6 0 fixé dans E. On sait que

sup jf(x)j k xkg:
kfkg 1

D’aprés le Lemme A.2.6 ci-dessous, il existe fy 2 E telle que
kfixke = kxkg et fy(x) = kxkZ :

[l suffit alors de poser
- 1
T kxkg X
qui vérifie
kfxke =1 et fx(x)= kxkg:
Cela démontre le résultat cherché, a condition de démontrer le Lemme A.2.6 suivant.
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Lemme A.2.6. Soit E un espace vectoriel normé. Pour tout Xg 2 E, il existe une forme
linéaire continue fg 2 E telle que

kfoke = kxokg et fo(xo) = kxokZ :
Démonstration. |l suffit d'appliquer le Corollaire A.2.3 3 G = RXxg et
f (tXo) := tkxok? :
et le lemme est démontré.

A.2.3. Théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique).

A.2.3.1. Hyperplans affines. Soit E un espace vectoriel réel. Un hyperplan affine de E
est un sous-espace affine de codimension 1 dans E. De maniére équivalente, c’est un sous-
espace H de E de la forme

H= x2E=f(x)=
ol f est une forme linéaire non identiquement nulle et 2 R est donné. On dit que f =

est I'équation de H (toute autre équation est de la forme f = avec 6 0) et on
note H=[f = 1.

Proposition A.2.7. Soit E un espace vectoriel topologique réel. L 'hyperplanH =[f = ]
est fermé si et seulement si f est continue.

Démonstration. Si f est continue alors clairement I'hyperplan H = [f = ] est fermé,
puisque les singletons de R sont fermés et H=f 1(f g).

Montrons I'implication réciproque. Comme les translations sont des homéomorphismes
on peut supposer que = 0. On rappelle2 que l'espace quotient E-y est séparé si et
seulement si H est fermé. En outre comme H est un hyperplan, E-y est de dimension 1. On
définit I'application linéaire f passée au quotient

£:E.4! R

et en notant : E ! E_y la projection canonique (continue) onaf = £ donc il suffit

de montrer que ® est continue, en 0 par linéarité. Notons que I'application © est définie de
la maniére suivante : on fixe dorénavant x 2 E_y non nul, et I'on a

8y = x 2B Fy)= f (x):

Soit "> 0. On va montrer qu'il existe un voisinage V= de 0 dans E_, tel quesiy = x 2 W
alors j j <" . Comme E_y est séparé, il existe un voisinage ouvert W+ de 0 dans E-y ne
contenant pas "X. On va transformer cet ensemble W= en un voisinage V= de 0 équilibré au
sens ou

P19 Ve W

A cette fin on pose \

ii1
On a clairement W-, montrons que W est un voisinage de 0. Par continuité de I'ap-
plication (;y )2 R E-y 7! y 2 E-y, il existe > 0 et un voisinage ouvert W de 0
dans E-y tels que pour tout y 2 -, pour tout 2 R tel que j | ,onaty 2 W
Alors W est un voisinage ouvert de O contenu dans W — puisque si y 2 2 etjj 1

2. voir TD.
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alors j = |j et donc y 2 W-+. On en déduit que W est un voisinage de 0. Notons enfin
que par construction

ij 1= V- W
En effet considérons 'y 2 W et |j 1, il s'agit de montrer que pour tout j j 1, 1l
existe w 2 We tel que y = w. Mais %:= = vérifie] § 1 donc il existe w 2 We tel
quey = Qv et le résultat suit. Montrons a présent que

si y=x 2W,; alors jj<";

ce qui impliqueraque ®:y = x 7! f (x) est continue en 0. Supposons donc qu'il existe y =
X 2V avecj j ". Alors en écrivant

on constate que y 2 W et "= | 1 donc "x 2 V. On a donc une contradiction et le
résultat suit.

A.2.3.2. Espaces localement convexes. Cette notion, utile pour la théorie de la dua-
lité (voir le paragraphe A.3.1) a été introduite dans les années trente, notamment par A.
Kolmogorov. On rappelle que A E est convexe si

8t 2[0;1]; 8(x;y)2A A; tx+(1 t)y2A:

Définition A.2.8 (Espace vectoriel topologique localement convexe). Soit E un espace
vectoriel topologique réel. On dit que E est localement convexe si I'origine admet un systéme
fondamental de voisinages convexes.

Remarque. L'intérieur d'un convexe d'intérieur non vide est encore convexe, donc on
peut rajouter "ouverts” dans la définition précédente.

Définition A.2.9 (Jauge d'un convexe). Soit E un espace vectoriel topologique réel
et C un voisinage convexe de I'origine. On appelle jauge de C (ou encore fonctionnelle de
Minkowski) I'application

E! R'

k ka 1
X 7! infft > Ozfxz Cg=infft> 0=x2 tCg;

en convenant que inf(;)= 1 .

Lemme A.2.10. Soit E un espace vectoriel topologique réel et C un voisinage convexe
de l'origine. La jauge de C est bien définie et les propriétés suivantes sont Vérifiées :

a) pour tout > 0 et pour tout couple (X;y) de E,

kx ke = kxkc et kx+ ykc k xkc+ kyke;
b) si C est ouvert alors C = fx 2 E =kxkc < 19,
c) la jauge de C est une application continue.

Démonstration. Remarquons que k K¢ est bien définie : pour tout X 2 E et pour tout t
assez grand, comme C est un voisinage de 0 on a bien %x 2 C.

a) On note que kOkc = 0 (d'ailleurs kxkc = O pour tout x tel que R*x  C). Par

construction KX ke = kxkc si > 0. Montrons la sous-additivité : soient X;y 2 E
1 1
et s;t> 0 tels que X et oY sont dans C. Soit = ¢ 2 [0;1]. Alors
1

_ X y
s+t(X+y)_ g‘*(l )t*ZC
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car C est convexe. Donc
kx + ykc s+ t:

En prenant I'inf sur s et t on en déduit le résultat.

b) Supposons que C est ouvert. Alors pour tout X 2 C il existe "> 0 tel que (1 + ")x
appartient a C. On en déduit que

kxkc < 1:

T+
Inversement si X 2 E est tel que kxkec < 1, montrons que x 2 C. Comme kxkc < 1, il
existe t 2 (0; 1) tel que %X 2 C, et doncon a

1
X =t fx +(1 t)02C
puisque C est convexe, d'ou le résultat.
c) On a par a)
kxkc k yke Kk X ykc

donc il suffit de montrer la continuité en 0. Celle-ci provient du fait que pour tout " > 0,
il existe W voisinage ouvert de 0 contenu dans "C. Pour tout X 2 V on a kxkc ", et le
résultat suit.

Théoréme A.2.11. Un espace vectoriel topologique est localement convexe si et seule-
ment si sa topologie est définie par une famille de semi-normes.

De méme un espace vectoriel topologique admet un systéeme fondamental dénombrable
de voisinages convexes de I'origine (au sens ou il existe une famille \;:::;Vn;::: d'ouverts
convexes tels que tout voisinage de 0 contient I'un des \,) si et seulement si sa topologie
est définie par une famille dénombrable de semi-normes.

Démonstration. =) Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe. On
remarque que pour tout voisinage ouvert convexe C de 0, I'ensemble C\  C, qui est non
vide, est aussi un voisinage ouvert convexe de 0, et il est de plus symétrique et contenu
dans C. Soit donc V un systeme fondamental de voisinages ouverts de O pour T, convexes
et symétriques, et montrons que la topologie P définie par (kK kc)cav (qui est bien une
semi-norme puisque C est symétrique, et dénombrable si V I'est) coincide avec la topologie
originelle T de E. Il suffit de montrer que tout voisinage de O pour I'une est voisinage de 0
pour |'autre et réciproquement.

- Soit V 2V, alors V est un ouvert de T et donc par le lemme précedent

V= x2E=kxky <1

donc tout voisinage ouvert de O pour T est un voisinage ouvert de O pour P.
- Soit V un voisinage ouvert de 0 pour P. Alors il existe r 2]0;1[, k 1 et des

éléments Cq;:::; Ck de V tels que
n 0
x2E; kxkcg <r 81 i k V
\k
Mais alors le voisinage ouvert convexe de |'origine C := rC vérifie C Vet Cest dansV
i=1

donc V est un voisinage ouvert de 0 pour T .
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( = Soit E un espace vectoriel topologique, et (p ) 2a une famille de semi-normes
sur E. Alors les ensembles

XxX2E=8 2B;p (x)<"

ol B est une partie finie de A et " un réel strictement positif, forment un systéme fonda-
mental de voisinages ouverts de 0 (dénombrable si la famille A I'est, et " est rationnel) pour
la topologie définie par ces semi-normes. Comme ces ensembles sont convexes par |'inégalité
triangulaire, I'ensemble E muni de cette topologie est localement convexe.

Lemme A.2.12. Soit E un espace vectoriel topologique réel et soit C un convexe ouvert
non vide de E. Pour tout Xg 2 E nC, il existe une forme linéaire continue* sur E telle que

8x2C; “(x)<‘(%):

Démonstration. Par linéarité de * on peut supposer que 0 2 C. Soit F := Rxg et soit k ke
la jauge de C. Soit la forme linéaire

F! R
XoT7!

On sait par le lemme A.2.10 que C= Xx 2 E=kxkc < 1 donc comme Xg 2 C, kxgkc 1.
On a donc

8 2R; f(xg) Kk Xokc

(notons que pour 0 c'est évident!).
Par le théoréme de Hahn-Banach analytique il existe donc * sur E prolongeant f, telle
que * k Kk ¢. Donc pour tout "> 0 et pour tout x 2 "C\ ( "C)

1)) =" (signe’(x)) x  (signe’(x)) x ¢

car (signe‘(x)) x appartient a "C, donc
toutx2 Cona

est continue en 0 donc partout. De plus pour

“(X) k xkc <1
et comme ‘(Xg) = f(Xp) =1 le lemme suit.
A.2.3.3. Enoncé et démonstration du théoréme.

Définition A.2.13. Soit E un espace vectoriel topologique réel, et A et B deux sous-
ensembles de E. On dit que I'hyperplan H =[f = ] sépare A et B si

82 A; f(x) et 8 2B; f(x)
On dit que I'hyperplan H =[f = ] sépare strictement A et B s'il existe " > 0 tel que
8x2A; f(x) " et 82B; f(x) + "

Théoréme A.2.14 (Hahn-Banach - forme géométrique). Soit E un espace vectoriel
topologique réel, et A et B deux convexes non vides disjoints de E.

a) Si A est ouvert alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B ;

b) Si E est localement convexe, si A est compact et B est fermé, alors il existe un
hyperplan affine fermé séparant strictement A et B.



A.2. THEOREMES DE HAHN-BANACH 15

Démonstration. a) Soit C:= x y; X2 A;y 2 B , convexe et non vide (car c'est le
cas pour A et B), et ouvert car [
C= (A Yy)
y2B
et ne contenant pas 0 car A\ B = ;. Par le Lemme A.2.12 avec Xg = O, il existe une

forme linéaire continue ‘ sur E telle que ‘(c) < 0 pour tout ¢ 2 C. Alors ‘(X) <* (y) pour
tout Xx 2 Aety 2 B. Soit  :=suUpyoa ‘(X), alors

inf *
ot (¥)
et donc H =[* = ] convient : il sépare A et B et est fermé car * est continue (voir la
Proposition A.2.7).
b) On a A\ B = ; et B est fermé donc pour tout X 2 A il existe un voisinage ouvert Vi
de 0 dans E tel que
X+ V)\ B=;: (A.6)
Par continuité de I'application (x;y) 7! x+ y en (0; 0), on peut trouver V{0 voisinage ouvert
de O dans E tel que VX0+ VXO V. Mais A est compact donc il existe X1;:::;Xn dans A tels

que A (X1+ VX?)[ [ (Xt V};). Comme VX?\ \ \/x?1 est un voisinage ouvert de 0 et E est
localement convexe, il existe W voisinage ouvert convexe de 0 dans E, que I'on peut prendre
symétrique, tel que I'on ait W+ W VX?\ \ V. Soient alors A%:= A+W et B%:= B+ W,
ouverts convexes non vides dans E. Montrons que AA B%= ;. Sia+w = b+ wC%aveca?2 A,
b2 B etw;w%2 W, alors on peut écrire a= x;+ vPavec v?2 Vet alors b = xj+ v+ w  w°
qui appartient a B\ (X + W& ), ce qui est en contradiction avec (A.6).

Donc A%\ B?=; et par a) il existe H := [* = ] hyperplan affine fermé séparant A°

et B%: on a

8x 2 A% (x) et 8y2B% ‘(y) (A.7)
Mais alors

8x;y;w;wH)2A B W W (x+w) “(y+wY:

Il suffit alors de choisir w et wotels que ‘(w) = "> Oetw®= w, ce qui démontre le
théoreme puisque I'on obtient

8(x;y)2A B “(X) " +" 0 (y):

0=

En choisissant "=2 on trouve que H :=[* = 9 sépare strictement A%et BC

Corollaire A.2.15. Soit E un espace vectoriel topologique réel localement convexe et F
un sous-espace vectoriel de E tel que F 6 E. Alors il existef 2 E non identiquement nulle
telle que

f(x)=0 8x2F:

Démonstration. Soit Xg 2 E nF. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach (forme géomé-
trique) il existe f 2 E non identiquement nulle et un réel  tels que I'hyperplan [f = ]
sépare strictement F et fXpg. On a ainsi

8x2F; f(x)< <f (x0)

mais alors
8 2R; 82F; f (x)<

et donc f(x) =0 pour tout X 2 F. Le corollaire est démontré.
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A.2.4. Application : théoréme de Krein-Milman.

Exercice. Montrer qu'un ensemble est convexe si et seulement si il contient toutes les
combinaisons convexes positives finies de ses éléments.

Définition A.2.16 (Enveloppe convexe, Enveloppe convexe fermée). Soit E un espace
vectoriel et A un sous-ensemble de E. L’enveloppe convexe co(A) de A est le plus petit
convexe contenant A. C’est donc I'ensemble de toutes les combinaisons convexes positives

finies d’'éléments de A, en d’autres termes
n x X o}

co(A) = iXj; J fini; % 2A; ;O j=1
j2d j2J

L’enveloppe convexe fermée co(A) d'un ensemble A est le plus petit convexe fermé
contenant A. De maniere équivalente, c'est |'adhérence de |'enveloppe convexe de A.

Exercices. (1) Sil'espace ambiant est un Banach, I'enveloppe convexe fermée d'un
compact est un compact.

(2) Si A est convexe alors A = co(A).
(3) Si A est fermé on n'a pas nécessairement co(A) = co(A).

(4) Si A est compact on n'a pas nécessairement co(A) = co(A).

Définition A.2.17 (Partie extrémale, point extrémal). Soit K une partie d’'un espace
vectoriel E. On dit qu’'un ensemble A K est une partie extrémale de K si A est compacte,
non vide et

8(x;y)2K?2; 9 2(0;1); x+(1 )y2A =) (x;y)2 A?Z:
On dit que Xg est un point extrémal de K si fXgQ est une partie extrémale.

En d'autres termes, un point extrémal n’est pas un point intérieur d’'un segment en-
tierement inclus dans K. Par exemple les points extrémaux de la boule unité euclidienne
de RY forment la sphére unité euclidienne. Les points extrémaux d'un pavé de RY sont ses
sommets.

Théoréme A.2.18 (Krein-Milman, 1940). Soit E un espace vectoriel topologique loca-
lement convexe séparé, et K un convexe compact de E. Alors K coincide avec I'enveloppe
convexe fermée de ses points extrémaux.

Démonstration. Soit E := points extrémaux deK . On va commencer par montrer
que E est non vide, puis que K = co(E) ou co(E) est I'enveloppe convexe de E.

- Soit P I'ensemble des parties extrémales de K. Alors P est non vide car il contient K.
On munit P de la relation d'ordre partiellg A B si B A. Montrons que P est induc-
tif. Soit B P totalement ordonné, alors A est une partie extrémale non vide, comme

A2P
intersection de fermés emboités dans un compact, qui majore B, donc P est inductif. D’aprés
le lemme de Zorn, P admet un élément maximal M. Montrons que M est réduit a un point :
s'il existe Xp 6 X3 dans M, alors d'aprés le théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique),
il existe une forme linéaire continue f 2 E telle que f(xg) <f (x1). Soit

f1 = x 2 M=f(x) =inf f

Alors M est non vide car M est compact (comme partie extrémale) et f est continue, et f
est compact car fermé dans un compact. Par ailleurs f1 M et cette inclusion est stricte
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car f(Xo) < f (x1). Montrons que f1 est extrémal, ce qui aboutira a une contradicton :
supposons qu’il existe X;y 2 K et 2 (0; 1) tels que
X +(1 )y 2 f:
Alors x +(1 )y 2 M donc X;y 2 M. Par ailleurs
f(x)+(1 M (y) = in'\; f

ce qui implique que X;y 2 £1. Mais M est extrémal et M 6 M, d'ou la contradiction.
Donc M est reduit a un point, qui est un point extrémal. Donc E est non vide.

- On sait que co(E) K, supposons qu'il existe X9 2 K nco(E). On applique a nou-

veau le théoréeme de Hahn-Banach géométrique, qui implique qu'il existe une forme linéaire

continue f 2 E telle que
n o

sup f(x)=x2 co(E) <f (x0):

Soit alors n 0
A= x2K=f(X)=supf
K

On peut reproduire I'argument précédent concernant f pour montrer que A est extrémal. De
méme en considérant I'ensemble Pp des parties extrémales de K incluses dans A on montre
comme ci-dessus qu'il admet un élément maximal réduit a un point, noté X;, qui appartient
donc a E. On a f(xg) =supk f et doncf(xg) f(x1). Mais par ailleurs comme X1 2 E on a
n 0
f(x1) sup f(x)=x2co(E) ;

d'ol une contradiction. Le théoréme est démontré.

A.3. Dualité et topologies faibles

A.3.1. Premiéres définitions. Soient E et F deux espaces vectoriels réels et soit h; i
une forme bilinéaire de F E dans R telle que
(8f 2 F; H;xi=0) =) x=0: (A.8)
On peut définir une topologie d'espace vectoriel localement convexe séparé sur E en consi-
dérant pour toute partie finie B de F la semi-norme
E! R
PB - x 71 supjhf;xij : (A.9)
f2B

De méme si

(8Bx2 E; H;xi=0) =) f=0; (A.10)
alors on peut définir une topologie d'espace vectoriel localement convexe séparé sur F en
considérant pour toute partie finie A de E,

FI R
9A° £ 71 supjhf;xij ; (A.11)
X2A

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé. On considére I'ensemble E
des formes linéaires continues sur E, et la forme bilinéaire

E E! R
(x;f) 7' h f;xi = f(x):
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Grace au théoreme de Hahn-Banach (géométrique), la relation (A.8) est vérifiée. En effet
pour tout X 6 0 dans E, il existef 2 E et 2 R tel que

H;xi < < O0:
On peut donc comme ci-dessus définir une nouvelle topologie sur E, que I'on note (E;E ).

De méme si f 6 0 appartient a E alors il existe x 2 E tel que hf;xi & 0 donc (A.10)
est vérifiée. On peut donc définir une nouvelle topologie sur E , que I'on note (E ;E) —
cette derniére ne nécessitant pas Hahn-Banach pour étre construite.

Théoréme A.3.1. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, que ['on
suppose séparé, défini par ses ouverts T . La topologie (E;E ) est moins fine que T .

Démonstration. D’aprés le théoréme A.2.11 la topologie T est définie par une famille
de semi-normes que I'on note P =(p ) 2a.

Soit U ouvert pour (E;E ), montrons qu'il est ouvert pour T. Soit Xg 2 U, il existe B
partie finie de E et r > 0 tels que avec la notation (A.9),

Pe(X X)) <r =) x2U:

Chaque élément f de B est continu de (E;P) dans (R;j j) et comme B est finie, ses
éléments forment une famille uniformément continue. Il existe donc une constante C > 0 et
un sous-ensemble fini A® A tel que

X

8x2E;8 2B; jhf;x xi C p (X Xo):

2A0
Alors la boule ouverte Bao(Xo; r=2CjAY) est incluse dans U, donc U est ouvert pour la
topologie initiale. Le théoréme est démontré.

A.3.2. Topologies faibles et espaces de Banach. Soit E un espace de Banach, on
rappelle que E est un espace de Banach muni de la norme duale

" jhf; xij
kf ke = sxté([)) ke

Pour tout espace de Banach E on note son bidual par E , muni de la norme

jhifij
k ke :=su
E feg kf ke

Définition A.3.2. Soit E un espace de Banach.
— La topologie associée a k kg est dite topologie forte sur E
— La topologie (E;E ) est dite topologie faible sur E.
— La topologie (E ;E) est dite topologie faible sur E.
Proposition A.3.3. Soit E un espace de Banach et E  son bidual. L injection canonique
de E dans E  définie par
E! E
X X7V j(x): = .R : .
f7vh j(x);fi = H;xi

est une isométrie. En particulier j(Bg) est fermée dans Bg  pour la topologie forte de E
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Démonstration. Pour montrer que j est une isométrie, il suffit de remarquer que
ki(xX)ke = sup jhf;xij = kxkg
kfke 1
grace a la Proposition A.2.5. Le fait que j(Bg) soit fermée dans Bg  pour la topologie forte
de E  provient alors du fait que Bg est complet et que j est une isométrie.

Remarque. On déduit de cette proposition que E E  (on verra plus bas des exemples
ot l'inclusion est stricte) donc (E ;E) est moins fine que (E ;E ) (et donc la topologie
faible sur E est moins fine que la topologie faible sur E ).

Proposition A.3.4. Soit E un espace de Banach.

a) Si (xn) converge fortement vers X dans E (on écrit X, ! X) alors (Xn) converge
faiblement vers X dans E (on écrit X, * X ).

b) Si(xn) converge faiblement vers x dans E alors (xn) est bornée dans E. Par ailleurs
kxke Iinrlqinf KXnKe : (A.12)

c) Si(xn) converge faiblement vers x dansE et (f,) converge fortement versft dansE
alors

Hn;xpith f;xi:

Démonstration. a) résulte de la comparaison entre topologie forte et faible précédente,
ou encore de la continuité de f 2 E : on a en effet

jhf;xn  Xij k fkg kx,  XKg:

b) provient du Corollaire A.2.4 du Théoréme de Banach-Steinhaus A.1.13. Plus préci-
sément on associe a X, I'application linéaire
T E! R
" fT71h fixni;

et on sait que la suite réelle (Tpf)non est bornée pour toute f 2 E . Le théoréme de
Banach-Steinhaus assure donc qu'il existe une constante C > 0 telle que pour toute f 2 E .

jTafj  Ckfkg :
En rappelant le Corollaire A.2.4, on a donc

kxnke = sup jTafj C:
kfkg 1

Pour démontrer I'inégalité (A.12) on écrit
jhf;xnij k fke kxokg
donc
jhf;xij k fke Iinr!qinf kxnke
et finalement

kxke = sup jhf;xij liminf kxpke :
Kkf E 1 nll

C) découle de I'inégalité triangulaire et des résultats précédents, puisque
jhfnsxai h fixij jh f fixpi + H;xn xij k f, ke kxpke + jhf; %, Xij :

La proposition est démontrée.
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Proposition A.3.5. Soit E est un espace de Banach de dimension finie. Alors la topo-
logie (E;E ) coincide avec T . En particulier Xn * X si et seulement si Xn ! X.

Démonstration. Il suffit de vérifier que tout ouvert pour la topologie forte est ouvert
pour la topologie faible. Soit Xxg 2 E et U un voisinage de Xp pour la topologie forte.

Puisqu'en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, il existe une constante C > 0
telle que
8x 2 E; kxkg Clm_axjhfi;xij :
I n

Alors |'ouvert n ]
V= x2E=jhfi;x Xij < 6; 8i 2 [1;n]

est inclus dans Bg(Xo;r) et le résultat suit.

(0]

Exercice. Soit E un espace de Banach de dimension infinie et soit
n 0
S:= x2E=kxkg =1
Alors la fermeture de S pour la topologie faible est
n

B= x2E=kxkg 1

(0]

Il existe donc toujours des fermés pour la topologie forte qui ne sont pas fermés pour la
topologie faible, et ces deux topologies sont donc bien distinctes.

Théoréme A.3.6. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, que I'on
suppose séparé. Si C est un convexe fermé de E pour T, alors il est aussi fermé pour (E;E ),
et réciproquement.

Démonstration. Montrons le seul sens non évident (d’aprés le théoréeme A.3.1) : soit C
un convexe fermé de E pour T, montrons que le complémentaire de C dans E est ouvert
pour (E;E ). Soit Xg 2 C. Par le théoréeme de Hahn-Banach il existe un hyperplan qui
sépare strictement fXxpg et C. Donc il existe f 2 E et 2 R tels que

H;xol < < Hyi
pour tout y 2 C. Soit n o
V= x2E=H;xi<
Alors Xg 2 V, V est inclus dans le complémentaire de C et V est ouvert pour (E;E ), ce
qui démontre le théoréme.

Corollaire A.3.7 (Lemme de Mazur, 1905-1981). Soit E un espace de Banach. Si (Xn)
converge faiblement vers X dans E, alors pour tout n il existe y,, combinaison convexe
des (Xn), tel que la suite (Yn) converge fortement vers X.

Démonstration. Soit C := co( fxng) I'enveloppe convexe des (Xn). Alors son adhé-
n 1
rence (forte) C est convexe, donc fermée pour la topologie faible par le théoréme A.3.6.
Donc C contient la fermeture faible de C, qui contient X par hypothése. Donc X appartient
a sa fermeture forte.

Proposition A.3.8. Soient E et F deux espaces de Banach et T une application linéaire
de E dans F. L’application T est continue de (E;k kg) dans (F;k Kkg) si et seulement si
elle est continue de (E; (E;E )) dans (F; (F;F)).



A.3. DUALITE ET TOPOLOGIES FAIBLES 21

Démonstration. =) Soit T : E! F linéaire continue pour la topologie forte. Soit V un
ouvert de la topologie (F;F ), montrons que T (V) est ouvert dans E pour la topolo-
gie (E;E ). Soit donc X2 T %(V), comme Txg 2 V, il existe | fini, des formes linéaires

continues (f)i2; sur F et des réels (r;)i2; tels que V contient les ensembles
n 0
y 2 F=jhfiy  TXolf <rj;8i 21

On remarque alors que I'ensemble
n o}

U:= x2E=jhfi;T(x X)ij <rj; 821

vérifie U T (V). Comme T est continue pour la topologie forte, on a que f; T est une
forme linéaire continue sur E est donc U est un voisinage ouvert de Xg pour (E;E ).

( = Soit T continue de (E; (E;E )) dans (F; (F;F )). Par le théoreme du graphe
fermé il suffit de montrer que le graphe de T est fermé pour la topologie forte. Soit donc une
suite (Xn) telle que (Xn; T (X)) ' (X;¥) 2 E  F et montrons quey = Tx. Ona X, ! X
donc xn * X , et TXy ! y donc TXy *y . On a donc en particulier Tx, * Tx , et la
topologie faible étant séparée il y a unicité de la limite doncy = TxX.

On admet le théoréme suivant de Tychonov (qui repose sur le lemme de Zorn) : le produit
cartésien d'une famille quelconque d'ensembles compacts est compact pour la topologie
produit (i.e. la topologie qui rend continues toutes les projections sur I'une des composantes
du produit). Plus précisément on a le théoréme suivant.

Théoréme A.3.9 (Tychonov, 1930). Soit (X ) 2a une famille d’espaces topologiques

et soit v n o
X = X = (Xx)22a=8 2A;x 2X
2A
On munit X de la topologie la moins fine rendant continues toutes les projections canoniques
définies pour tout 2 A par
X1 X

(X)) oa 7! X
Si pour tout 2 A, X est compact, alors X |'est aussi.

P

Théoréme A.3.10 (Banach-Alaoglu, 1938). Soit E un espace vectoriel normé. La boule
unité fermée de E n o
Be = f2E =jf(x)] k xke 8 2E

est compacte pour la topologie faible

Démonstration. Avec les notationgdu théoréme de Tychonov, onpose A = Eet X =R

pour tout 2 A. On identifie X := R = RE a I'ensemble F (E;R) des fonctions de E
x2E
dans R via I'application (bijective)
F(E;:R)! RE
f71f f(X)Ox2E:
Les éléments de RE sont notés | = (! y)x2e. Les projections canoniques sont donc, pour
tout x 2 E,
RE! R
Py :

bt by
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Soit  la bijection réciproque de , restreintea ( E ) :
(E) RE! E F (E;R)
P77 f tgr f(xX)=1!x 8 2E:
Montrons tout d'abord que  est continue de ( E ) (muni de la topologie produit de RF)
dans E (muni de la topologie faible ) : il suffit de vérifier que pour tout x 2 E, I'application
(E)! R
L7t ()%
est continue. Ona x (f) =f(X)= Px ( f) pourtoutf 2 E donc
x = Pxj(E)
et le résultat suit du fait que Py est continue.

Pour démontrer le théoréeme, il suffit alors de montrer que la boule unité fermée de E
est I'image par  d'un compact de RE. Soit

n o)
K:= 1 2RE=8x2 E;jl 4j k xke
Alors vy h i
K= k xkg; kxkg
X2E
donc K est compact par le théoréme de Tychonov. Soit enfin
n 0
F:= | 2RE=8(x;y)2E E;8(; )2R%* ! y4+y =1 4+ 1y :
Pour (X;¥y)2E Eet(; )2R R donnés, I'application
, RE! R
Xy L7l gy Dy 1y

est continue. L'ensemble F est I'intersection de I'image réciproque de f0g par des fonctions
continues, donc K\ F est compact. Comme

Be = ( K\ F)
on a le résultat cherché. Le théoréme est démontré.
A.3.3. Espaces réflexifs.

Définition A.3.11. Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif s'il est le
dual de son dual, i.e. si j (I'application définie en Proposition A.3.3) est surjective (donc
bijective).

Théoréme A.3.12 (Kakutani, 1941). Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif
si et seulement si sa boule unité fermée Bg est compacte pour (E;E ).

Démonstration. =) On sait que B  est compacte pour la topologie de (E ;E )
grace au théoréme de Banach-Alaoglu A.3.10. Comme j(Bg) = Bg , il suffit de mon-
trer que j 1 est continue de (E ; (E ;E)) dans (E; (E;E )). Si U est un ouvert
pour (E;E ), montrons que j(U) est un ouvert de E  pour (E ;E ). Soit xg 2 U. Il

0
V= x2E= supjhfi;x Xoij <" u:
1in
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Alors n o}
j(v) = 2E = =j(X) et 1S?pnjhfi;x Xolj <"
et comme
h;fii = Hf;xi s = j(x)
alors n 0
jv)=  2E =lsypnjh J(xo):filf <™

ce qui démontre le résultat.

( = On utilise le lemme suivant, que I'on démontrera plus bas.

Lemme A.3.13 (Goldstine  1930). Soit E un espace de Banach, alors j(Bg) est dense
dans Bg  pour la topologie (E ;E ) (et doncj(E) est dense dans E  pour cette méme
topologie).

Retournons a la démonstration du théoréme. Supposons donc que Bg est faiblement
compacte, et montrons que j(E) = E . Comme | est une isométrie de E sur E | elle
est continue de l'espace (E; (E;E )) dans I'espace (E ; (E ;E )) d'aprés la Pro-
position A.3.8, mais alors aussi dans (E ; (E ;E )) puisque cette derniére topologie est
moins fineque (E ;E ). Comme Bg est faiblement compacte, alors j(Bg) est compacte
pour (E ;E ). Parlelemme de Goldstine A.3.13 on a donc j(Bg) = Bg puisqu’elle est
dense, et fermée dans E . Le résultat est démontré.

Démonstration du lemme de Goldstine A.3.13. Cette démonstration nécessite le lemme
suivant, admis pour l'instant.

Lemme A.3.14 (Helly 1920). Soit E un espace de Banach, soient fy;:::;f, dans E
et 1;:::; n desréels. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout " > 0, il existe x» 2 Bg tel que pour touti 2 [1;n],

ifi(x) <"
b) Pour tous 1;:::; n réels
xo X ¢
i i
i=1 i=1 E

Démonstration le lemme de Goldstine A.3.13. Soit 2 Bg et V un voisinage de pour

dans E tels que
n o}

vo= 2E =h fjii <"; 8i2[Ln V:
Donc on cherche x 2 Bg tel que j(x) 2 V© donc (en rappelant que hj(x);fii = Hfi;xi) tel
que
Hi;xi h ;f;i <"; 8i2][1;n]:

On pose := h;fji, alors par le lemme de Helly A.3.14 il suffit de montrer que
X X
8 1;:11; nréels; | i | IfIE
ce qui est évident puisque X X
i i=h; ifii

et k kg 1. Le lemme A.3.13 est donc démontré.
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Démonstration du lemme de Helly A.3.14. =) Soit " > 0 fixé, et n réels 1;:::; n.
Alors
X X xn
i i fi(x) + ifi(x)
| | |
donc
X0 XX
IR T ifi(x)
I | |
xn

" i i qu kx- k
iJiJ+ | iiEX"E

et on conclut en faisant tendre " vers zéro (en utilisant kx-kg ~ 1).

( = On consideére

L'assertion a) signifie que :=( 1;:::; n) 2 ' (Bg), donc par contraposition supposons
que 2 ' (Bg). Comme ' (Bg) est un convexe fermé de R", on déduit du théoréeme de
Hahn-Banach (forme géométrique) qu'il existe =( 1;:::; n) 2 R"et 2 R tels que

"(X) < < ; 8x2Bg:

Mais
X X _
ifi ¢ = sup itfi;xi = sup " (X)
i kxkg 1 i kxkg 1

donc
ifi g < i Qs
i i

contradiction. Le lemme est donc démontré.

Exercice. Si T est une isométrie surjective entre deux espaces de Banach F et G, alors F
est réflexif si et seulement si G est réflexif.

Exercice. Les espaces Cq des suites nulles a I'infini, ‘1 des suites sommables et ‘1 des
suites bornées ne sont pas réflexifs.

Proposition A.3.15. Soit E un espace de Banach réflexif, et M un sous-espace vectoriel
fermé de E. Alors M est réflexif.

Démonstration. D'aprés le théoreme de Kakutani A.3.12 il s'agit de vérifier que la boule
unité fermée By est compacte pour la topologie (M;M ), dont on vérifie sans peine
qu’elle est la trace sur M de la topologie (E;E ). Mais Bg est compacte pour la topolo-
gie (E;E ) et M est fermée pour la topologie (E;E ) par le théoréme A.3.6, donc By
est compacte pour la topologie (E;E ) et donc pour la topologie (M;M ). La proposition
est démontrée.

Proposition A.3.16. Soit E un espace de Banach, on a

E réflexit E réflexif:
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Démonstration. =) Par le théoréme de Banach-Alaoglu A.3.10, Bg est compacte pour
la topologie (E ;E). Comme E est réflexif les topologies (E ;E) et (E ;E ) coincident
donc B est compacte pour la topologie (E ;E ) et donc E est réflexif par le théoreme
de Kakutani A.3.12.

( = Supposons que E est réflexif, alors par I'étape précédente on sait que E  est ré-
flexif, et donc j(E) est réflexif comme sous-espace fermé de E  d’apres la Proposition A.3.15
et donc E est réflexif puisque j 1 est un isomorphisme isométrique entre j(E) et E.

A.3.4. Uniforme convexité.
Définition A.3.17. Un espace vectoriel normé E est uniformément convexe si pour tout
réel " > 0 il existe un réel > 0 tel que pour tous X;y dans Bg,
1
=(x + 1 =) k x k "
SOc+y) ) ye
Exemples. a) L'espace R? muni de la norme kxk.2 := /xZ + xZ est uniformé-

ment convexe mais pas s'il est muni des normes kxk:1 et kxk:1 .

b) On verra au paragraphe A.3.6 que LP muni de sa norme naturelle est uniformément
convexesi 1<p< 1.

Théoréme A.3.18 (Milman-Pettis 1938). Tout espace de Banach uniformément convexe
est réflexif.

Démonstration. Soit E un espace de Banach uniformément convexe, il s'agit de démon-
trer que j(E) = E , ou encore que j(Bg) = Bg . On rappelle (voir la Proposition A.3.3)
que j(Bg) est fermée dans Bg  pour la topologie forte, il suffit donc de montrer qu’elle est
dense dans Bg  pour cette méme topologie. Par homogénéité on peut se ramener a

n o
SE = 2E =k kE =1
Soit donc 2 Sg et soit "> 0 auquel on associe le paramétre de la Définition A.3.17.
Montrons qu'il existe X 2 Bg tel que
kKi(x) kg " (A.13)
Commek ke =1,ilexistef 2 E tel que kfke =1 et

h;fi 1 3 (A.14)
Soit le voisinage ouvert de  pour la topologie (E ;E )
n )
V= 2E =h i< =

2
On sait par le lemme de Goldstine A.3.13 que j(Bg) est dense dans Bg  pour la topolo-
gie (E ;E ), doncil existe x 2 Bg tel que j(X) 2 V. En écrivant h(x) ;fi < =21l
vient

h:fi hf;xi < 5 (A.15)

Montrons que Kj(x) Ke " par contradiction.

Supposons que kj(x) kg >",alors 2 W :=°¢ j(x)+ "Bg et W est un voisinage
de  pour la topologie (E ;E ) (puisque B est fermé pour cette topologie par le
théoréme de Banach-Alaoglu). Par le lemme de Goldstine A.3.13 a nouveau, il existey 2 Bg
tel que j(y) 2 W\ V et donc

h;fi hf,yi < 3 (A.16)
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Notons que par construction, puisque j(y) 2 W on a

ki(x y)ke >": (A.17)
Par I'inégalité triangulaire on conclut de (A.15) et (A.16) que

2h;f i< Hh;x+yi+ k x+ ykg +

Mais alors par (A.14) il vient

%kx + yke > 1
et donc kx ykg " par uniforme convexité, ce qui contredit (A.17). D’ou le résultat.

Remarque. Les espaces vectoriels de dimension finie sont réflexifs.

Proposition A.3.19. Soit E un espace de Banach uniformément convexe et soit (Xn)
une suite de E convergeant faiblement pour (E;E ) versx. Si

limsupkx ke k Xxkg;
n'l
alors (Xn) converge fortement vers X.

Démonstration. On peut toujours supposer que X 6 0, sinon le résultat est évident.
Soit = max(kxkg; kxnkg), soit yn :== X ety = kxkElx. Alors 1k Xkg ety,*y
faiblement (E;E ). Par la Proposition A.3.4 on a puisque %(yn ty)*y

o1
kyke Ilnr!qlnf ékyn + ykg :
Mais kykg =1 et kynkeg 1 donc on déduit que nécessairement
1
ékyn +ykeg ! 1:
Par uniforme convexité on a donc
kyn Yke! O;
d'ou la proposition.
A.3.5. Espaces séparables.

Définition A.3.20. On dit qu'un espace métrique X est séparable s'il existe un sous-
ensemble dénombrable dense dans X.

Proposition A.3.21. Soit E un espace de Banach. Si E est séparable alors E est
séparable.

Démonstration. Soit (fp)n2n une suite dense dans E et soit (Xn)n2n Une suite de E

telle que
kxnke =1 et Hpn;Xni %kfnkE :
Soit F I'ensemble des combinaisons linéaires finies a coefficients rationnels des X,. Alors F
est dénombrable, montrons qu'il est dense dans E. Par le corollaire A.2.15 du théoréme de
Hahn-Banach il suffit de montrer que toute forme linéaire f 2 E qui s’annule sur F est
identiquement nulle. Soit donc f une telle forme linéaire, et soit " > 0. |l existe n 2 N tel
que
kf  foke "

On écrit alors, puisque f s’annule sur F,

1 . .
EkfnkE hfoxal = By fixal "
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et donc
kfke k f fokg + kfhke 3"
et donc f est identiquement nulle. La proposition est démontrée.
La réciproque n'est pas vraie (on verra ci-dessous que L1 est séparable, mais (Ll) =L
ne |'est pas).

Corollaire A.3.22. Soit E un espace de Banach. On a

E réflexif et séparable ) E  réflexif et séparable:

Démonstration. ( = provient des Propositions A.3.16 et A.3.21.

=) est di au fait que si E est réflexif et séparable alors E I'est aussi, et donc E
aussi.

On rappelle qu'un espace topologique E est dit métrisable s'il existe une métrique sur E
qui induit la topologie de E.

Exercice. Soit E un espace de Banach de dimension infinie, alors E n'est jamais métri-
sable pour la topologie (E;E ), et E n’est jamais métrisable pour la topologie (E ;E).

Théoréme A.3.23. Soit E un espace de Banach. Alors E est séparable si et seulement
si Be est métrisable pour la topologie (E ;E).

Démonstration. =) Soit (Xn)n 1 une suite dense dans Bg, on définit la métrique sui-
vante sur Bg

R’
8(f;g) 2Be  Be ; d(f;g):= 2 "h gixij:
n=1
Montrons que la topologie associée a d coincide avec (E ;E) sur Bg .

-soitf 2 Bg ,soitr> 0unréel, p 1 un entier et soit
n )

V:i= g2Bg =jhf g;yij <r; 8i2f1;:::;pg
un voisinage de f pour (E ;E), avec (sans perte de généralité) y; 2 Bg pour tout i

n 0
U:= g2Bg =d(f;g)<r?® Vv:

Pour tout i 2f 1;:::;pg on peut trouver nj tel que
r
KXn, iK -
ni  YiKe ]
Alors en choisissant r9tel que pour touti 2 f 1;:::;pgon ait 2"r%< — on a pour tout g 2 U

jf gy Jh f gy X + i giXgdj < 2 %+2”ir°<r
doncg?2 V.
-soitf 2 B , soitr > 0 et soit
uo:= nngE =d(f;g)<r0

Montrons qu'il existe r®> 0 et p tels que
n 0

Vo= g2Bg =jhf  g;xij <r% 8n2f1;:::;pg U
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.. r r
On choisit r9< 2 et p assez grand pour que 21 P < > et on a alors pour tout g 2 VO

)@ - . X - .e
d(f;g)= 2 "jhf g;xij + 2 "jhf g Xalj
n=1 n p+l
2r%4+ 2 2 N<r;
n p+l

donc f 2 U°

( = Supposons que Bg est métrisable pour (E ;E) (avec une distance d) et montrons
que E est séparable. On définit pour tout entiern 1

n 10
Up:= f 2Bg =d(f;0) < -

et I'on considére un voisinage W, de 0 pour (E ;E), inclus dans Uy, que I'on écrit sous la

forme
n o}

Vhi= f 2Be =jhf;xij <rp; x2 A

oury! OetA, estun sous-ensemble fini de E. L'ensemble A := Sn 1 An est dénombrable.
Montrons que I'espace vectoriel A engendré par A est dense dans E. Il suffit de remarquer
que VW, = f0g donc

n 1

(HF;xi=0 8x2A)=) f=0
et donc par le corollaire A.2.15, A est dense dans E. D’ou le résultat.

Remarque. Un argument analogue permet de démontrer que si E est séparable alors Bg
est métrisable. La réciproque est vraie mais est plus délicate a démontrer (voir [2]).

Montrons enfin les deux corollaires suivants sur les suites bornées de E et E.

Corollaire A.3.24. Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,)n2N Une suite bornée
de E . Alors il existe une sous-suite extraite de (fn) qui converge pour la topologie (E ;E).

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que f, 2 Bg , et le résultat
est un corollaire immédiat des théoréemes A.3.10 (Banach-Alaoglu) et A.3.23 (métrisabilité
de BE )

Corollaire A.3.25. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (Xn)n2N Une suite bornée
de E. Alors il existe une sous-suite extraite de (Xn) qui converge pour la topologie (E;E ).

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que X, 2 Bg. Soit X I'espace
vectoriel engendré par les Xn. Alors F := X est séparable, et réflexif comme sous-espace
fermé d'un espace réflexif (Proposition A.3.15). Par le Corollaire A.3.22, F est séparable,
donc la boule unité fermée B de F  est métrisable pour (F ;F ) grice au théo-
reme A.3.23. Par ailleurs grace au Théoréeme A.3.10 de Banach-Alaoglu on sait que Bg
est compacte pour (F ;F ). Donc BE est compacte métrisable pour (F ;F ), et
donc Bg, qui est isomorphe a BE  puisque F est réflexif, est compacte métrisable pour la
topologie (F;F ). Le résultat est démontré.
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A.3.6. Espaces de Lebesgue.

Rappels. Pour tout ouvert de RY, I'espace LP() ,pourl p<1, estl'ensemble

desf : I R mesurables telles que jf jP est intégrable sur  (pour la mesure de Lebesgue),
quotienté par la relation d'équivalence d'égalité presque partout, et muni de la norme
Z 1
Kfko() = ( if (P dx)p : (A.18)

On définit de méme
n o}

kfk 1y :=supess jfj=inf C;jf(x)j C p.p.dans

Sil p 1 ,l'espaceLP() estcomplet.
Sil p<1, l'espace D() des fonctions C1 & support compact sur  (cet espace sera
étudié au Chapitre B) est dense dans LP() .

On rappelle I'inégalité de Holder : si f 2 LP() et g2 LP() avec 1 + loz 1 alors
7 p p
ifgidx k fkee() Kgkgpo

Théoréme A.3.26. Si1 p< 1, l'espace LP(RY) est séparable (ainsi que LP() si
est mesurable).

Démonstration. Le résultat se démontre en pavant  par des ensembles  Jax; by[ de

1
cOtés rationnels et en considérant les fonctions caractéristiques de ces domaines. Les détails
sont laissés en exercice.

Théoréme A.3.27. Si1 <p < 1, l'espace LP() est uniformément convexe, donc
réflexif.

Démonstration. Soit la fonction h définie sur R* par
h(r):=(L+ ro)P+ 1 1o P:
Alors
hry=@+r »P 2+ 1 rsP 21 r 7
et
h%r) = pplr L5 1 rsP2 @+r p)P2

donc h est convexe sur R* sip 2, concave si p 2. Rappellons I'inégalité de Jensen :
si H est concave alors

Z v Z
uPH — P dx vP dx
uP dx uP dx

et I'inégalité est inversée si H est convexe.
- Danslecasp 2on adonc

ku + vkP

p p
LP() kUkLp() + kaLp() + kUkLp() k VkLp() (A.19)

+ku vkly

donc si kukip(y = kvkipy =1 etku vkipy > 2" il vient

1 1
“(u + "Pyp
AR TN L
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et le résultat est démontré.

R L . . P ) . s — UtV
- Danslecasp 2 on ala méme inégalité (A.19) inversée et on I'applique a &= =5+,

1 1
é(u V) 0 E(u V) 0

et le résultat est démontré dans le cas ot ku  vkip Kk u+ vk p puisque p> 1:onaen
effet

p

S+ v) )

LP() LP()

1 1
_ + p.
2(u V) () 2

Dans le cas contraire alors on utilise (par une formule de Taylor surt 7! tP pour p  2) que
pourtouta b O

%(a+ b)P + %(a b)P &P+ %p(p 1)b%aP ?:

Alors en appliquant cette inégalité a

1 1
= —(u+ = =
a 2(u V) () et b 2(u V) ()
on obtient
1 p 1 1 2 1 p 2
Z(u+ + = 1) = Z(u+
S(U+ V) m >P(P 1) S(u V) ey 2 v) m
'on multipli Lusv) 2" ont
que I'on multiplie par () n trouve
1 2 1 2 1 2 p
Z(u+ + = Z(u+
JUV) e 1) S v o S

et le résultat suit.

Théoréme A.3.28 (Représentation de Riesz). Soit 1<p < 1 etsoit’ 2 (LP())
Soit p° défini par L1
-+ —==1:
b p°

Alors il existe u 2 LP°()  unique tel que .

8f 2 LP() ; Hif i= ux)f(x)dx:
De plus on a
kUkLpO() =K k(Lp())
Démonstration. Soit T I'opérateur défini par
L0 L (LP())

T LP() !' R

u7! Tu: z

f7'h Tu;fi = u(x)f (x)dx:
Montrons que T est une isométrie surjective. L'inégalité de Holder implique que
kTUk(Lp()) k UkLpO()

Pour montrer
kT Uk(Lp()) k UkLpO() (A20)

posons
v(X) = ju(x)jpo 2u(x); v(x):=0 siu(x)=0:
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Alorsv 2 LP() et
0
kvkPpy = kuk?

LPY)
Par ailleurs
i — p°
hTu;vi = kukLpo()
donc
hTu; vi _
kTUk(Lp()) W = kUkLpO() ;

ce qui démontre (A.20).

Montrons maintenant que T est surjectif, ce qui achévera la démonstration. L'es-
pace E := T(Lpo( )) est un sous-espace fermé de (LP())  (parce que Lpo() est complet
et T est une isométrie) donc il s'agit de démontrer qu'il est dense dans (LP()) . On applique
le Corollaire A.2.15 et le fait que LP() est réflexif; supposons donc qu'il existe h 2 LP() ,
tel que

HTu;hi =0  8u2 LP()
Alors en posant u(x) := jh(x)jP 2h(x) on en déduit que h =0, d’ol le résultat.
Sil p<1 on alidentification (LP) = LP".
Exercice. Soit* 2 (L()) . Il existeu?2 le() unique tel que
8f 2 LY() ; Hfi=  ux)f(x)dx:
De plus on a
Kukpz () = K kg

L'espace Lt n'est pas réflexif (et L' non plus). L'espace L1 n'est pas séparable.

A.4. Espaces de Hilbert
A.4.1. Définitions et premiére propriétés.
Définition A.4.1 (Produit scalaire). Soit H un espace vectoriel sur C. Un produit scalaire

sur H est une forme sesquilinéaire (j) deH H dans C (linéaire en la premiére variable et
antilinéaire en la seconde), hermitienne, définie positive : elle vérifie pour tousx;y 2 H; 2 C

(x+ xGy)=(xiy)+ (x%y);
Xy + y 9= (xiy)+  (xiy9;
(yix) = (xjy);
(xjx) 0; e (xx)=0() x=0:
La normex 7! kxk := P (xjx) associée au produit scalaire vérifie les propriétés suivantes :

(xjy) k xkkyk (inégalité de Cauchy-Schwarz);
+ 2 2
X 5 y <, X 5 y < _ % kxk? + kyk?  (identité de la médiane):

Définition A.4.2 (Espace de Hilbert — 1862-1943). Un espace pré-hilbertien est un
espace vectoriel sur C muni d'un produit scalaire. Un espace de Hilbert est un espace pré-
hilbertien, complet pour la norme x 7! kxKk.
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Exemples. L'espace C" muni du produit scalaire

- xn —
(xjy) = XiY;
i=1

est un espace de Hilbert séparable (car de dimension finie).

L'espace ‘2(Z) muni du produit scalaire

. X‘ —
(xjy) = XV
i=1

est un espace de Hilbert séparable.
L'espace L?() , avec ouvert de R", n%uni du produit scalaire

(fig)== fg(x)dx
est un espace de Hilbert. On verra plus bas qu’il est séparable.
Proposition A.4.3. Les espaces de Hilbert sont uniformément convexes, donc réflexifs.
Démonstration. Soit "> 0 et soient X;y dans un espace de Hilbert H, tels que
kxk 1;kyk 1; et kx yk>":

Alors par I'identité de la médiane on a

X + y 2 n2
< J—
2 1 4

et le résultat suit.
Le théoreme suivant est trés important.
Théoréme A.4.4 (Projection sur un convexe fermé). Soit K un convexe fermé non vide
d’'un espace de Hilbert H et soit x 2 HnK. Alors
a) Il existe un unique pointy = px(X) 2 K tel que

kx ykzgnoir?(kx y%: (A.21)

On prolonge px a H en posant px(y) = y pour touty 2 K.
b) Le point px (X) 2 K est I'unique point'y 2 K tel que
Re(x vyjz y) 0 8z2K:
c) L'application px est 1-lipschitzienne :

kpk (X)  pe(Y)k k x  yk 8x;y2H:

d) Si K est un sous-espace vectoriel fermé de H alors px est linéaire, et px (X) est
l'unique élémenty de K tel que X Yy soit orthogonal a tout élément de K.

Démonstration. @) Soit X 2 H nK et soit (Yn)n2n Une suite minimisante pour (A.21),
c'est-a-dire une suite telle que

Vn2 K et dy:= ke yok! d:=inf kx y%:; n!1
y2K

L'identité de la médiane fournit
Yn+t Ym 2 Yn  Ym 2

+
2 2

1
=5 di+di
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+
Comme Yo Ym appartient a K, on a
Ynt Ym
d
2
et donc
Yn  Ym 2 }

5 5 dn+dy  d?

donc (Yn)n2n est une suite de Cauchy dans H. Elle converge donc vers une limitey 2 K et
onad=kx vyk.
On montrera I'unicité en b).

b) Soit x 2 HnK et supposons que y 2 K vérifie

kx ykzgnoér}lkx yk:

Soit z2 K. Puisque (1 t)y+tz2K;ona
kx yk x (1 ty+tz =k(x vy) ty 2)k:
[l suit que
kx yk? k x yk?® 2tRe(x vyjy z)+ t?ky zk?
et en faisant tendre t vers 0 on obtient que
Re(x vyjz y) 0 8z2K: (A.22)
Inversement si 'y 2 K vérifie (A.22) alors on écrit
kx yk?® k x zk®=2Re(x vVyjz y) kz yk® 8z2K;
donc
kx yk® kx zk?® 0; 8z2K
ce qui implique I'équivalence entre (A.22) et (A.21).
Montrons enfin que y est unique. Si y1 et y» vérifient (A.22), alors
Re(x wyijz y1) 0; 8z2K
Re(X Vy2jz Vy2) 0; 8z2K

et en choisissant z = y» dans la premiére ligne et z = y; dans la seconde on obtient en
faisant la somme des deux inégalités obtenues

kyp  y2k* 0
d'ou le résultat.
c) Soitx;y2K,ona
Re x pk(X)jz px(X) 0; 822K
Rey px()iz pk(y) 0; 8z2K:
En choisissant comme ci-dessus z = pk (Y) dans la premiére ligne et z = pk(X) dans la
seconde on obtient
2 .
P (X) Pk (Y) Re X yjpk (X) Pk (Y)

et le théoréme suit par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
d) Si K est un sous-espace vectoriel fermé, alors c’est un convexe fermé non vide, et
donc la projection y = pk (X) est I'unique élément y de K tel que pour tout z 2 K

Re(x vyjz) O:
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Par stabilité de K par passage a I'opposé et multiplication par i, on en déduit que y = pk (X)
est I'unique élémént y de K tel que pour tout z 2 K
(x vyjz2)=0:

La linéarité de pk en résulte puisque si X;Xx%sont dansH et 2 C, alors px (X)+ p x (x9 2 K
donc pour tout z 2 K

x+ x% (k()+ pr(xPiz = x pciz + x° pc(x9iz =0

et donc par unicité
pk(X)+ pPr(xY=pc(x+ x9:
Le théoréme est démontré.

A.4.2. Théorémes de Riesz, de Stampacchia et de Lax-Milgram.

Théoréme A.4.5 (de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert réel et soit L
une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique vecteur h 2 H tel que

hL;xi = (hjx) 8x2H:

De plus
kLkH = kthZ
Démonstration. Soit M := L ! fOg , sous-espace fermé de H. Si M = H alors le
résultat est évident. Sinon soit X 2 HnM et posons
g = X0 Pu (Xo0)
"~ kxo  pm(x)k
Alors

kxtk=1 et (x1jy)=0 8y2 M :
Posons maintenant
h:= H;xqix;:
On a alors
khky = H;xq0 Kk Lky

Par ailleurs pour tout X 2 H on note que

Hh:;lll X1 2 M
donc _
(ix) =
h; Xqi
donc

hL;xi = (hjx) 8x2H:
En particulier par Cauchy-Schwarz
kLky Kk hky:
L'unicité est immédiate car
(hjx)=0 8 2H =) h=0:

Le théoréme est démontré.
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Pour tout sous-ensemble A de H on définit son supplémentaire orthogonal
n o)
A’ ;= x2H=(xja)=0 8a2 A

C'est un sous-espace vectoriel fermé de H, et A? = (A)”. En outre A (A?)?. Si A est
un sous-espace vectoriel fermé, alors tout élément X de H se décompose de maniére unique
en

X = pa(X) + paz (X);
et A=(A%)? . Enoutreil y a équivalence entre A dense et A? = f0g.

Définition A.4.6. Soit H un espace de Hilbert sur R et a une forme bilinéaire sur H.
On dit que a est

a) continue s'il existe une constante C > 0 telle que
ja(x;y)j Ckxkkyk 8x;y2 H:

b) coercive s'il existe une constante > 0 telle que

a(x;x)  kxk® 8x2H:

Théoréme A.4.7 (Théoréme de Stampacchia (1922-1978)). Soit a une forme bilinéaire
continue et coercive sur un espace de Hilbert réel H et soit K un convexe fermé non vide
de H. Pour toute forme linéaire continue L sur H il existe un unique X 2 K tel que

a(x;y x) hLy xi 8y2K: (A.23)

De plus, si a est symétrique alors X est caractérisé par
1 1

x2K; =a(x;x) hL;xi =min =a(y; hLyi

Sa(X;X) min zalysy) hly

Démonstration. Soit L 2 H . D’aprés le Théoréeme A.4.5, il existe un unique h 2 H tel
que
h,yi =(hjy) 8y2H:
Pour tout x 2 H, I'application
y 7! alx;y)
est une forme linéaire continue sur H donc par le Théoreme A.4.5 encore, il existe un unique
élément de H que nous noterons AX tel que

a(x;y)=( Axjy) 8y 2 H:
L'application A est linéaire de H dans H et on a pour tout x 2 H
kAxk? = a(x;Ax)  CkxkkAxk

et
(Axjx) = a(x;x)  kxk®
donc
kAxk Ckxk et (Axjx)  kxk? 8x2H: (A.24)

Il s'agit donc de trouver X 2 K tel que
(Axjy x) (hjy x) 8y2K:

Si > 0est une constante donnée (que nous fixerons plus loin) il est équivalent de démontrer
qu'il existe un unique X 2 K tel que

(h AX)+x xjy x 0 8y2K;
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ou encore
x=pk (h Ax)+ x :

Notons S(y) := px (h Ay)+ y ; nous allons choisir de telle sorte qu'il existe k < 1 tel
que
8y;y°2 K; kS(y) S(y9k kky y%

ce qui répondra au probléme grace au théoréme de point fixe de Picard. La projection étant
une contraction (voir le Théoreme A.4.4) on sait que

8y;y°2 K; kS(y) SO 'y v (Ay AY9
donc par (A.24) il vient pour tous y;y°2 K,
kS(y) S(OK* ky y% 2 Ay AYfy y°+ Zkay AyK?
ky y%@ 2 + 2C?%:
Il suffit donc de choisir 0< < 2=C etk?=1 2 + 2C2?< 1etle résultat suit.

Suppasons maintenant que a est symétrique, alors a définit un produit scalaire sur H, et
la norme  a(x;Xx) est équivalente a la norme k k par hypothése. Soit L 2 H . En appliquant
le Théoréme A.4.5 il existe un unique h°2 H tel que

h;yi = a(h®y) 8y 2H:

Alors on a par (A.23)
ath® x;y x) 0 8y2K (A.25)

donc X = pk hO pour le produit scalaire défini par a. Par le Théoreme A.4.4, (A.25) revient
a ce que X 2 K réalise

0

a(h® x;h® x)=min a(h® y;h° )
y2K

ou de maniére équivalente réalise
1 1
Za(x;x) ah®x) =min Za(y; a(h®
Za0ax) a(hx) =min Jalyly) a(hy)
et la conclusion provient de la définition de h® Le théoréme est démontreé.

Le corollaire suivant est particulierement important pour résoudre des EDP elliptiques
par exemple, par une approche variationnelle (voir le Chapitre F). Il est aussi a la base des
méthodes d'éléments finis en analyse numérique.

Corollaire A.4.8. [Théoréeme de Lax (1926-)-Milgram (1912-1961)] Soit a une forme
bilinéaire continue et coercive sur un espace de Hilbert réel H. Alors pour toute forme linéaire
continue L 2 H il existe un unique x 2 H tel que

a(x;y)= h;yi 8y2H:
De plus, si a est symétrique alors X est caractérisé par
1 P N o
éa(x,x) h L;xi = Tzlﬂ Ea(y,y) hLyi
Démonstration. Il suffit d'appliquer le Théoreme A.4.7 a K = H, qui implique que
ax;y x) hLyy xi 8y2H;

et le résultat suit.
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A.4.3. Bases hilbertiennes et séries de Fourier.

Théoréme A.4.9. Soit H un espace de Hilbert séparable. Il admet une base hilbertienne,
c'est-a-dire une suite (€n)n2n totale et orthonormée. En outre pour tout X 2 H on a

X -
x= (Xjen)en

n2N
et la série converge dans H, avec

X

kxk® = j(xjen)j?:

n2N

Enfin pour tous X;y dans H, en notant Xn .= ( Xj€,) et Yn :=(Yjen) on a

Xn¥n = (Xjy) : (A.26)
n2N

Démonstration. On commence par remarquer le fait suivant : si (hp)n2n est une suite
de H telle que

X
(hnjhm)=0 8m6 n et khnk? < 1 ;

n2N
X
alors la série S := hn converge dans H et de plus
n2N
khnk? = jSj?:

n2N
Ce résultat suit simplement du fait que la suite des sommes partielles Sy est de Cauchy
dans H.

Soit maintenant (Yn)n2n Un ensemble dénombrable dense de H et posons

suite croissante d'espaces vectoriels de dimension finie, dont la réunion est dense dans H.
On choisit un vecteur unitaire e; dans F1, puis si F» 6 Fy un vecteur e, de F; tel que (€1 €2)
est une base orthonormale de F,, etc. On construit ainsi une base hilbertienne sur H (c'est

le procédé de Gram-Schmidt). X
Soit alors X, := (Xjen) et Sy = Xn€n. On note que par le Théoréme A.4.4,
n N
X

j(xjen)j” = (xjen)en  k xk
n=1 n=1
don on peut appliquer la remarque précédente a h, = Xh€, : la série Sy converge dans H,
vers une limite y et I'on a
kyk® = j(xjen)j":
n2N
Mais pour tout entier non a

(X yjen)=xn X =0
donc X Yy est orthogonal a un systéme total, il est donc nul.

Le résultat se reformule ainsi : I'application linéaire qui a X 2 H fait correspondre la
famille X, := ( Xjen) est une bijection isométrique de H sur ‘2. Le résultat (A.26) suit alors
du fait que les isométries conservent le produit scalaire.
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Exemples. (1) Polynémes de Legendre : ils sont définis sur Ja;b[ R par

dk
Pr(X) = ckW(x a)*(x b

et forment (pour ¢k bien choisi) une base hilbertienne de L?(a;b), ot chaque Py
est un polyndme de degré k.
(2) Fonctions d'Hermite : elles sont définies sur R par
2 dK
X):= ckez
k(X) = cez g
et forment (pour ¢k bien choisi) une base hilbertienne de L?(R), ol chaque Hy est
un polynéme de degré K.

x2 _. k. X2
e = c( D%e ZHk(X)

Les séries de Fourier sont un exemple particulierement important de base hilbertienne.
On note L% I'espace des fonctions T-périodiques dont la restrction a [0; T] est de carré
sommable, et I'on définit le produit scalaire sur L2
Z1
. _ . dt
(fig):=  T(1)g(t)
0

On pose, pour tout entier n2 Z
i 2
t):= e 1=
en(t) T
Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du Théoréme A.4.9, associé au Théo-

reme de Stone-Weierstrass et de la densité des fonctions continues sur [0; T] dans L%.

Théoréme A.4.10. Les fonctions e,;n 2 Z forment une base hilbertienne de L2, et
toute fonction f 2 L% peut se décomposer de maniére unique en
X ZT dt
f=calf)en; cn(f):= e n(Of(t) —
n2z 0
dansL2. On a
‘T Ldt X >
if ()] T = cn(f) (Formule de Parseval):
0 n2z
Réciproquement s'il existe des scalaires | tels que
j nj2 <1,

n2zZ
X

alors la série nen converge dans L2 vers une fonction f 2 L2 telle que
n2z

cn(f)= n; 8n2Z:

Notons que ce résultat ne dit rien de la convergence ponctuelle de la série de Fourier.
On peut montrer (mais c'est un résultat difficile, di a Carleson en 1965) que les sommes
partielles symétriques de la série de Fourier d'une fonction f de L% convergent presque
partout vers f .

Les propriétés suivantes se démontrent facilement.
(1) Sif est a valeurs réelles, les ¢, possedent la symétrie hermitienne : ¢ ,=Cy.
(2) Sif posséde la symétrie hermitienne (f ( x) = f(x)), les ¢y sont réels.

(3) Sif est paire (resp. impaire), les ¢, sont pairs, c'est-a-dire ¢, = € p (resp. impairs).
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(4) Sif est réelle et paire, les ¢y sont réels et pairs.

On utilise aussi la forme trigonométrique suivante pour la série de Fourier de f 2 L% :

a X .
f(t) = E+ a,cosn!t + bysinn!t

n=1
avec Z .
dt
ah=CtCcp=2 f(t)cosn!t?
0
2T dt
b,=i(ch ¢ n)=2 f(t)sinn!lt —
0 T
Cette formulation est surtout intéressante lorsque f est réelle (les a, et b, sont réels) ou
posséde des propriétés de parité (séries de sinus ou de cosinus).

Exercice. (1) Soit f une fonction T-périodique dans L}. La suite de ses coeffi-

cients de Fourier, définis par
Z1
; dt
cn(f) = e M f(t)—
0 T

est bornée par kf kL% et tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
(2) Soit f une fonction T-périodique de classe CK. On a
cn £ = (int)Kea(f);

et il existe une constante C telle que I'on ait
C
cn(f) ——; 8n6O0:
jnjk

(3) Soit f une fonction T-périodique de classe C! par morceaux. En tout point t ou f
est continue, les sommes partielles symétriques

XN
Sn(t) = cn(f)en(t)
N

convergent vers f (t).
En un point t ot f est discontinue, Sy(t) converge vers f(t*)+ f(t ) =2.

Notons qu’il existe f 2 L% dont la série de Fourier diverge en tout point (Kolmogorov
1926).

Remarque. On peut étendre les séries de Fourier au cas multidimensionnel, pour des
fonctions périodiques relativement a un réseau (qui parfois n'a aucune relation avec la struc-
ture euclidienne, auquel cas il faut introduire la notion de "réseau réciproque").



Chapitre B

Distributions

B.1. Quelques rappels

Nous énoncons ici sans preuve un certain nombre de définitions et de résultats qui nous
seront utiles par la suite et qui doivent étre connus (et sinon devront étre traités a titre
d'exercices!).

Soit un ouvert de R et f 2 LP() avecl p 1 . On considére I'ouvert ! des
points au voisinage desquels f =0 p.p. Alors le support (essentiel) de f est n! . Sif est
continue, le support de f coincide avec |'adhérence de I'ensemble des points en lesquels f
ne s'annule pas :

jal

Supp(f)= x2 =f(x)60 :

Si f; g sont dans L1(RY) alors leur produit de convolution est la fonction de LY(RY) définie
par z
F2a0):= T y)gly)dy
et l'on a
kf ? gkLl(Rd) k kal(Rd)kgkLl(Rd) .

C’est une opération commutative et associative. Plus généralement le produit de convolution
de f 2 LP(RY) par g 2 L9(RY) vérifie

kf ?gkLr(Rd) k kap(Rd)kgqu(Rd) ;o 1+ —=

En outre le produit de convolution de f par g est bien défini et est continu et borné sur Rd
sif2 Llloc(Rd) et g 2 Cc(RY), ot I'on note C¢(RY) I'ensemble des fonctions continues a
support compact dans RY. On rappelle quesif 2 LY(RY) et @g 2 LY(RY) pourtoutj j k
alors pour toutj j k, @(f ?2g) 2 LY{(RY) et

@(f?g9)=f?@g:
Enfin

Supp(f ?2g)  Supp(f)+ Supp(9):

B.2. Limites inductives et topologie de D()
B.2.1. Sur les fonctions C! a support compact.

Lemme B.2.1. Soit K un compact de RY et U voisinage ouvert de K. Il existe une
fonction’ 2 CY, a valeurs dans [0; 1], nulle hors de U et telle que’ ik L

Démonstration. On commence par montrer |'existence d’'une fonction 2 C! | positive
ou nulle, strictement positive sur K, et nulle hors de U. Soit la fonction C*

(t):=0 s t O; (t):=er; si t>0:

40
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Pour tout a 2 K il existe une boule ouverte B(a;r) incluse dans U, et on recouvre K par m

telles boules ouvertes B(aj;rj) | i m On constate alors que la fonction

XN
— 2 2
(x) == (" 1 x  &j9)
j=1
convient. Soit maintenant r le minimum sur K de la fonction x 7! d(x;cU) et soient les

voisinages ouverts de K
n 0 n 0

2
Vp = szd:d(x;K)<% et V= XZRd:d(X;K)<§r

OnaalorsVy VW VWb U et la construction précédente fournit une fonction g dans C* |
positive ou nulle, strictement positive sur Vi, et nulle hors de Vs ainsi que d'une fonction h
dans C1 | positive ou nulle, strictement positive sur Vo nV4, et nulle sur K. Alors en prolon-
geant h en une fonction strictement positive sur le complémentaire de V4 dans RY on peut
poser

Le lemme est démontré.

Corollaire B.2.2 (Partition de I'unité). Soit K un ensemble compact de RY et (Ul j N

N
des ouverts de RY tels que K Uj. Il existe des fonctions ' j 2 C! (RY), a valeurs
j=1
dans [0; 1] et nulles en dehors de U;, telles que
X )
"j=1 au voisinage deK:
j=1
Démonstration. On commence par construire des compacts K; U tels que K

N
K;. Le lemme précédent fournit des fonctions j 2 Ct (RY), a valeurs dans [0; 1], égales
j=1
. . X
a 1 au voisinage de Kj et nulles en dehors de U;. Soit V I'ouvert sur lequel j est non nul.
j=1
On construit également g égale a 0 au voisinage de K et a 1 au voisinage du complémentaire

X

de V. La fonction S := j est strictement positive sur RY et les fonctions
j=0

= ]
I S
conviennent. Le corollaire est démontré.

Définition B.2.3 (Suite régularisante). Soit 2 D(RY) une fonction positive d'inté-
grale 1, supportée dans B(0;1). La suite ( »)«p10.1) définie par

1
nd w

est appelée suite régularisante.

Théoréme B.2.4 (Densité de D(RY) dans C.(RY)). Soit f une fonction continue a
support compact dans RY et soit ( ")w2l0;1[ Une suite régularisante. Alors - ?f appartient
a D(RY) et
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uniformément sur RY. De méme si f 2 LP(RY) alors « ?f appartient 4 Ct (RY) et
«2F0 f; "1 0;

dans LP(RY).

Démonstration. Soit f une fonction continue a support compact dans RY. Le fait que «?
f appartient a D(Rd) est une conséquence immédiate des régles de dérivation du produit de

convolution. La convergence s'obtient en constatant que
Z

2600 f00= 5 Lfx ydy ()
7 R
L, WG y)dy 09

o O Ty)  F())dy

z

et le résultat suit de la continuité (uniforme sur le support de ) de f.

Sif 2 LP(RY) alors de méme - ?f appartient a Ct (RY) (puisque - 2 LP(RY), ainsi
que toutes ses dérivées). Par densité des fonctions continues a support compact dans LP(RY)
on peut se ramener au cas ol f est continue a support compact puisque si g 2 CC(Rd) alors

k«?f kap(Rd) k -« 79 gkLp(Rd) + kf gkLp(Rd) + K 7(f g)kLp(Rd)
et
k»?2(f  9kiprey kT gKip(ray:

Enfin calcul précédent implique que
i . 1
k+29 gy SUPJ »?0()  GIBOR+ P 0; "1 0
X

ol R est tel que le support de g est inclus dans B(0; R).

Définition B.2.5 (Suite exhaustive de compacts). Soit  un ouvert de RY. Une suite
exhaustive de compacts (K;)j2n de  est [une suite de compacts inclus dans tels que K;
est inclus dans l'intérieur de Kj+1 et = K. Par exemple

j
n 0
Ki= x2RI=jxj j; d(x®) j*':

Proposition B.2.6. Soient f et g deux fonctions de Llloc() . On a les équivalences
entre
a)f = .p sur
)z g ppsur
b) ' (x)dx= g’ (x)dx pour toute fonction’ 2D () .
Démonstration. On a clairement a) =) b). Inversement définissons h := f g et

soit (Kp)n2n une suite exhaustive de compacts de . Soit ( n)n2n une suite de D(Kp+1)
telle que , =1 sur K, et soit + une suite régularisante. Alors pour tout entier n

«?hn,! hy quand "! O

dans LY. Mais « ?2h ,, =0 par hypothése, d'ou le résultat.
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Exercices. a) Soit’ une fonction de classe C! sur R, a support dans [0; 1] et posons
X1, )
n(x) = (X )
j= )
Montrer que ( n)n 1 est une suite de Cauchy dans D(R) muni de la famille de semi-normes
K kq:= max j@’ (x)]
K= I(;)(ZRJ@ (X)]
et que sa limite n'est pas a support compact.

b) Soit un ouvert de RY et K un compact de

L'espace Dk () := ' 2 C! (K)=Supp’ K des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables a support dans K, muni de la famille de semi-normes
pn(’ )= max  j@’ (X)]
jj nx2K

est un espace de Fréchet.
L'espace D() ;= ' 2 C' () =Supp’ est compact des fonctions indéfiniment
différentiables sur & support compact, muni de la famille de semi-normes

K ky:= max j@’ (x)j
jj nx2

est un pré-Fréchet, mais il n'est pas complet. Sa complétion est I'ensemble C& () des
fonctions C1 tendant vers 0, ainsi que toutes leurs dérivées, sur le bord de (resp. a l'infini
si n'est pas borné).

Pour compléter D() on va rendre la topologie plus fine. Cette topologie s'avérera ne
pas étre métrisable mais ce ne sera pas un probléme dans la pratique.

B.2.2. Limites inductives.

Définition B.2.7. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et soit
une suite Cr?/ssante (Ek; Tk)xan d’espaces vectoriels topologiques localement convexes telle

que E = Ex. On suppose que pour tout kK 2 N, Ex est fermé dans Ex+1 pour la
k2N
topologie Tx+1 et que la topologie de Ey est celle induite de celle de Ex+1 sur Ex (en

d'autres termes T = Tyu1jE, ). On associe a chaque topologie Ty une famille de semi-

normes Py = (py) 2a,. La topologie T sur E définie par la famille de semi-normes
n 0
P = p semi-norme sur E=pg, est continue pour tout kK 2 N ;

autrement dit
p2P ()8 k2N;9C>0;J A  finie;
p ngjppk surEy; (B.1)
est appelée topologie limite inductive des topologies (Tk)k2N.
Notons que les injections canoniques
J:Ex! E
sont donc continues de (Eg; Tx) vers (E; T).

Dans tout ce paragraphe on se placera dans le contexte de la Définition B.2.7.
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Remarque. La topologie T limite inductive des topologies (Tk)k2n est la topologie
d’'espace vectoriel topologique localement convexe la plus fine rendant continues les injections
canoniques Jx : Ex ! E pour tout k 2 N. En effet soit T une topologie d’espace vectoriel
topologique localement convexe sur E, qui rend continues ces projections canoniques, et
soit P%la famille de semi-normes associée. Comme les injections canoniques sont continues
on a par (B.1) que PO P | donc T a plus d'ouverts que T %et est donc plus fine.

Exemples. Soit  un ouvert de R". L'espace C;() des fonctions continues dans  a
support compact, C{"() des fonctions de classe C™ dans  a support compact, et Cg )=
D() des fonctions de classe Cl dans & support compact, sont limites inductives des
suites d'espaces Cx, () , Cg\() et C&i = Dk,() respectivement, ou (K;) est une suite
exhaustive de compacts de , munis respectivement des semi-normes Po, Pm €t (Pn)n2N.
On vérifie facilement que la topologie définie par ces limites inductives ne dépend pas du
choix de la suite de compacts.

Lemme B.2.8. Soit (E;T) limite inductive d’une suite croissante (Eg; Tx) d’espaces
vectoriels topologiques localement convexes. Soit F un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe et T une application linéaire de E dans F. Alors T est continue si et seulement
si Tig, est continue (pour Ty) pour tout K.

Démonstration. Si T est continue alors Tjg, I'est aussi comme composée de T et de
I'injection canonique Jx : Ex ! E. Inversement supposons que Tjg, est continue pour tout K,
et soit Q une famille de semi-normes définissant la topologie de F et 02 Q. Alorsq T est
une semi-norme sur E continue sur chaque Eg et appartient donc a P. Le résultat suit.

Lemme B.2.9. Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe et F un
sous-espace vectoriel de E. Si U est un ouvert convexe de F pour la topologie induite par
celle de E, il existe C ouvert convexe de E tel que U= C\ F.

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que 0 2 U. Par définition il
existe un ouvert V de E tel que U = V\ F et par locale convexité il existe W ouvert convexe
de E contenant O tel que W V. On pose alors

C:= tW+(@1 t)U :
t2[0;1]
Comme pour tout X 2 U on peut écrire
Xx="2x+(1 ")@+ ")x; avec(l+ ")x2 Uet"x 2 W pour " assez petit

on a [
C= tw+(@ tuU ;

1210;1]
donc C est ouvert, et il est évidemment convexe. On a clairement U C\ F, et enfin on
aC\ F U carpour toutt 2]0; 1]

twW+(1 tHHU\NVF=tW\F+(1 tU tVv\F+(1 t)U tu+(1 t)U U
car U est convexe. Le lemme est démontré.

Proposition B.2.10. Soit (E;T) limite inductive d’une suite croissante (Ex; Tx) d’es-
paces vectoriels topologiques localement convexes vérifiant les hypothéses de la Défini-
tion B.2.7. On a les propriétés suivantes :

a) Si U est un convexe symétrique de E contenant O tel que U\ Ey est un ouvert
de Ex pour tout k, alors U est un voisinage ouvert de 0 dans (E; T).
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b) La topologie Tig, induite par celle de E sur Ey coincide avec celle de E.
c) Si chaque (Ex; Tx) est séparé, alors (E; T) I'est aussi.

d) Ex est fermé dans (E;T) pour tout k.

Démonstration. a) Par définition, pour tout Kk il existe une boule ouverte By pour Py
centrée en 0O incluse dans U\ Eg. On rappelle que k k¢ désigne la jauge d'un convexe C, et

c'est une semi-norme si C est symétrique. Alors k kU k k g, donc par le Lemme A.2.10
n 0
on déduit que k ky est une semi-norme continue sur (E; T). Mais I'ensemble X =kxky < 1

=

est inclus dans U, donc U est un voisinage de 0 dans (E; T). Montrons maintenant qu'il est
ouvert : soit X 2 U, et montrons qu'il existe V voisinage de O pour E tel que x+V  U.
On a x 2 Ek pour un certain k et comme U\ Eg est un ouvert de Ey, il existe Vf voisinage
ouvert (convexe symétrique) de O dans Ex el que x + ik U\ Eg. On construit alors une
famille croissante (Vk++): o de voisinages ouverts convexes symétriques de 0 dans Ey.+« tels
que Vk = W+ \ Ex et X+ W+ U\ Egs. On remarque que ppur toutm Kk, Wk\ Enm
est un voisinage ouvert de 0 dans E, et donc en prenant V = Ug+« on trouve que V

1
est un voisinage de O pour E tel que x+V U.

b) Ona Tg, T  car pour tout ouvert U de (E;T) ona U\ Ex = J, L) 2 Ty
puisque l'injection canonique Jk est continue.

Inversement soit Ux un ouvert (convexe symétrique contenant 0 sans perte de généralité)
de (Ek;Tk), et montrons qu’il existe un voisinage ouvert non vide U de 0 dans (E;T)
tel que Uy = U\ Ek. On construit itérativement, par application du Lemme B.2.9, une
suite croissante de convexes (que I'on peut supposer symétriques) (Ug+:): 1 tels otue pour
tout * 1, Ugs+« est ouvert dans Ex+ et U¢ = Ugs« \ Eg. L'ensemble U = Uk+

1
contient 0, il est convexe parce que la suite (Uk++)« 1 est croissante, il est symétrique, et

on a Ugx = U\ Eg par construction. Donc U est un voisinage ouvert de 0 dans (E; T) grace
a a), donc U convient.

c) Soit x 6 0 un élément de E, montrons qu'il existe U voisinage ouvert de 0 dans T tel
que X Z U(il suffit de montrer que le singleton f 0g est fermé puisque la diagonale de E  E est
alors fermée comme image réciproque de f0g par I'application (x;y) 7! x y). On sait qu'il
existe k 2 N tel que X 2 Eg, et un ouvert convexe symétrique Uy contenant O tel que X Z Uy.
Comme dans le point b) on construit une suite croissante de convexes symétriﬁues (Uk+) 1

tels que Uk+: est ouvert dans Ex+: et U¢ = U+ \ Eg. L'ensemble U := Uk+: est un

1
voisinage ouvert non vide de 0 dans E et on a Uy = U\ Ey donc U ne contient pas X.

d) Soit k 2 N, soit x 2 E nEy, montrons qu'il existe U voisinage ouvert de 0 dans T
tel que (X + U)\ Ex = ;. Soit m >k tel que X 2 Em. On sait que Eg est fermé dans En
donc il existe un voisinage de 0 convexe symétrique Uy, de T, tel que (X + Up) \ Ex = ;.
On construit comme ci-dessus une suite croissante de convexes symétriques (Um++)« 1 tels
que Un++ est ouvert dans Eqm+« et Upy = Up+ \ En. Parailleurs (X + Up+< )\ Ex = ; :en
effetsiy 2 (X+ Un+<)\ Ex alorsy X 2 Up+ <\ Em = Unp ce qui est impossible. L'ensemble U
réunion des (Un++)« 1 est un voisinage ouvert de 0 dans (E;T) tel que (x + U)\ Ex = ;.
Donc Ey est fermé dans (E; T).

La proposition est démontrée.
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Théoréme B.2.11. Soit (E; T) limite inductive d’une suite croissante (Ex; Tx) d’espaces
vectoriels topologiques localement convexes séparés. Soit (Xn)n2n Une suite de E et x 2 E.
On a les équivalences

a) (xn) converge vers X dans E ;

b) Il existe un entier K tel que x 2 Ex et X, 2 Ex pour tout n 2 N, et tel que (Xn)
converge vers X dans Ey.

Démonstration. @) =) b) : On remarque que I'on peut supposer que la famille (Ex)
est strictement croissante. Supposons que (Xp) converge vers X dans E. Montrons qu'il
existe k tel que X, 2 Ex pour tout n 2 N. On aura alors x 2 Ex puisque Ey est fermé par
la Proposition B.2.10 d). Supposons qu'il n'existe pas de tel k. Alors on peut construire des
sous-suites ki et n- telles que pour tout * 2 N on ait X, 2 Ex.,, NEy et Ey.,, strictement
croissante. Pour tout * 2 N, comme Ey. est fermé dans E il existe par le le théoréme de
Hahn-Banach une forme linéaire T 2 E (pour la topologie T) telle que

Tig, 0 et T(x.)60:

Définissons sur E la fonction p par

NI
By2E; piy)= LU

0 JT‘ (Xn‘ )J

Cette somme est finie sur chaque Ex donc p est une semi-norme continue sur chaque Eg
et donc sur E. En particulier la suite (p(Xn.))« devrait étre bornée puisque (Xn) converge
vers X, alors que par construction

p(xn)
On en déduit donc qu'il existe k tel que x, 2 Ex pour tout n 2 N, et X 2 Ex. On donc (Xp)
converge vers X pour la topologie Tjg, et donc dans (Ex; Tk) par la Proposition B.2.10 b).

b)=) a): C'est une conséquence directe de la Proposition B.2.10 b).
Le théoréme est démontré.

Proposition B.2.12. Soit (E;T) limite inductive d’une suite croissante (Ex; Tx) d’es-
paces vectoriels topologiques localement convexes séparés. Si chaque Ex est complet, alors E
I'est aussi.

Démonstration. Soit (Xpn) une suite de Cauchy de (E; T) et commencgons par montrer
qu'il existe k 2 N tel que X, 2 Ex pour tout n 2 N. Il suffit de remarquer que pour
tout p 2 P la suite (p(Xn)) est bornée puis procéder par I'absurde exactement comme dans
la démonstration du Théoreme B.2.11. Comme Tjg, = Tk on conclut que (xn) est de Cauchy
dans (Eg; Tk) et elle converge donc par complétude de Ek.

Corollaire B.2.13. L'espace D() muni de la topologie limite inductive des topologies
de Dk,() avec K suite exhaustive de compacts de , est complet.

Proposition B.2.14. Soit (E; T) /imite inductive d'une suite (Ex; Tx) strictement crois-
sante d’espaces de Fréchet. Alors E n'est pas métrisable.

Démonstration. Chaque Ex est fermé dans E, et d'intérieur vide. En effet s'il existait Kk
tel que Eg est d'intérieur non vide, Ex contiendrait un voisinage de 0 dans E ce qui implique-
rait que Ex = E (car pour tout x 2 E il existerait  suffisamment petit tel que X soit dans
ce voisinage), ce qui est impossible puisque la suite (Eg) est strictement croissarge. Mais E
est complet donc s'il était métrisable, par le théoréme de Baire on aurait E =  Ey union
dénombrable de fermés d'intérieur vide, donc serait d'intérieur vide ce qui est absurde.
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Proposition B.2.15. Soit (E;T) limite inductive d’une suite croissante (Ex; Tx) d’es-
paces vectoriels topologiques localement convexes et soit T une forme linéaire sur E. Si
chaque Ey est métrisable, alors T est continue si et seulement si elle est séquentiellement
continue.

Démonstration. Si T est séquentiellement continue, alors Tig, est séquentiellement
continue pour tout K et donc Tjg, est continue pour tout k, ce qui implique le résultat
par le Lemme B.2.8.

On en déduit la généralisation suivante du théoréme de Banach-Steinhaus A.1.13.

Théoréme B.2.16. Soit (E; T) limite inductive d'une suite croissante (Ey; Tx) d’espaces
de Fréchet (de topologie associée a une famille de semi-normes Py ) et F un pré-Fréchet
(de topologie associée a une famille de semi-normes Q). On considere une famille (T ) 2a
d’applications linéaires continues de E dansF telles que pour tout x 2 E, la famille (T X) oa

dans Py tels que

8X2Ex;, 8 2A; q(T x) C supp(x):
1

B.3. Distributions

B.3.1. Définition, exemples et premiéres propriétés. La théorie des distributions a
été formalisée par L. Schwartz dans les années 50, aprés des idées de Heaviside a la fin du
dix-neuvieme siecle, mais aussi Hadamard, Leray, Poincaré et Sobolev au début du vingtiéme
siécle. Il s'agit de généraliser la notion de fonction et d'étendre la notion de dérivée a toute
fonction localement intégrable.

Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire,  sera un ouvert de R%. On
munit D() de la topologie définie au paragraphe précédent (Corollaire B.2.13).

Définition B.3.1. Une distribution T sur  est une forme linéaire continue sur D()
D() ' R
TTVh T 0

L'espace des distributions est noté DY) . L'espace D() est parfois appelé espace de
fonctions test.

La proposition suivante découle directement des propriétés vues dans le paragraphe pré-
cédent.

Proposition B.3.2. On a les équivalences entre
— T est une distribution sur

— pour tout compact K de il existe un entier m et une constante C > 0 tels que
pour tout” 2Dk ()
n 0

jhT;"ij  Csup j@' (0)i; x2K; 2N%;jj m
— T est séquentiellement continue sur D()

— T est séquentiellement continue en 0.


































































































































































































































































