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TRANSFORMEE DE FOURIER

Séance du 9 avril 2018

Exercice 1.  Echauffement

1. Soit A ¢ R? un Borélien de mesure finie non nulle. Montrer que ]l/z appartient a
L?(R%), mais pas a L'(R?).

2. Existe-t-il deux fonctions f, g € S(R?) telles que f * g = 07 Que se passe-t-il si on
demande de plus que f et g soient a support compact ?

3. Montrer que si v € S'(RY) vérifie —Au = 0, alors u est un polynome.
*

Exercice 2.  Translations
Soit f € L%(R). On note V le sous-espace vectoriel de L2(R) engendré par les translatées
de f, i.e. les fonctions x — f(x 4 a), ou a € R.

1. Montrer que g € V1 si et seulement si gf = 0.

2. Montrer que V est dense dans L2(R) si et seulement si I’ensemble des zéros de f est
de mesure nulle.

*

Exercice 3.  Transformée de Fourier de la valeur principale de 1/x
On rappelle que la valeur principale de 1/x, notée vp(%), est la distribution d’ordre 1
donnée par

Vo € CX(R), (vp(),¢)=lim (/_: ng)dwr/:o gb(ﬂ?dm).

e—0

1. Pourquoi la transformée de Fourier de Vp(%) est-elle bien définie ?

2. Montrer que F (vp(%)) est impaire au sens des distributions, c’est-a-dire que, en
notant ¢(z) = p(—=), on a (F(vp(3)), ¢) = —(F(vp(3)), ¥)- En déduire F(vp(3)).

*

Exercice 4. Théoréeme de Bochner

Définition 1. On dit que f : R — C est semi-définie positive si pour tous &1, ..., &, € R?
et tous z1, ..., zn € C, on a

> fE - &)zm >0,

Jk=1

et de plus, f(—€) = f(€) pour tout & € RY,
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1. Soit p une mesure finie positive sur R%. Montrer que f : RY — C définie par
1) = [ e euldo), ve RS
Rd

est semi-défine positive, continue, et satisfait f(0) = u(R9).

2. On va montrer la réciproque (le théoréme de Bochner) : toute fonction semi-définie
positive, continue, et telle que f(0) = 1, est la transformée de Fourier d’une mesure finie
positive. Soit donc f une telle fonction. Montrer que pour tout y € R%, on a |f(y)| < 1.

3. On considére la forme linéaire définie par
Uo)= [ HO)e,

pour tout ¢ dont la transformée de Fourier est dans L'. Montrer que pour tout ¢¥» € S
strictement positive, £(¢) > 0.
Indication : On pourra écrire ¢ = 6%, avec § € S.

4. On introduit la fonction Ky(x1,...,24) = H?:l (1%)0@)’ et on fixe p € Set € > 0.
Montrer que pour A assez petit,

8(z) < e+ 8l Kn(@).
5. En déduire que
€0) < e+ 6l) | KOS

6. En faisant tendre X\ vers 0, montrer que |[¢(¢)] < e+ ||¢||L~, et conclure.
*

Exercice 5.  Théoreme de Paley-Wiener

1. Expliquer pourquoi la transformée de Fourier d’une distribution 7' € £'(R) est ana-
lytique.

Le but de cet exercice est de caractériser I’ensemble des fonctions analytiques qui sont
la transformée de Fourier d’une distribution & support compact.

2. Soit f € C3°(R). On pose F(§) = [ e~€ f(z)dz. On suppose que f est & support
dans B(0, R). Montrer que pour tout N € N, il existe une constante Cy > 0 telle que

[F(E)] < On(1L+ g Vel veeC. (%)

3. On va montrer la réciproque. Soit F' une fonction analytique sur C vérifiant la
propriété (x) pour tout N € N, et pour un certain R > 0. On pose f(z) = % fR eEL(€)dE.
Montrer qu’on définit bien ainsi une fonction C*°.

4. En intégrant sur un contour dans le plan complexe, montrer que pour tout n € R,
on a |f(z)| < Cefill—=n,
5. En déduire que f est a support compact.

6. Montrer qu’une fonction F' analytique sur C est la transformée de Fourier d’une
distribution T & support compact si et seulement si AR > 0, K € N, C > 0 tels que

[F(€)] < C(1+[g)efmmeL.
Indication : On pourra régulariser 1" et utiliser la question précédente.

*
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