Analyse fonctionnelle
TD n° 10

TRANSFORMATION DE FOURIER (2)

Séance du 4 mai 2020

Exercice 1.  Echauffement : polynomes de Hermite (cf TD9)
On considére I'espace de Hilbert H = L*(R, e*$2dx).

1. Montrer que les polynémes forment un sous-espace vectoriel dense de H.

Indication : On pourra montrer que si f € H est orthogonal a I'espace engendré par les
polynémes, la fonction holomorphe

F(z) = /R Ft)e P at

est identiquement nulle, et vérifie F(iz) = F(fe ).

On considére les pzolynémes de Hermite H,(x) = (—1)”6$2d‘%
Hermite 1, (z) = e~ = Hy,(x).

2. Montrer que H,, est un polynome de degré n et qu’il est orthogonal (pour le produit
hermitien de H) a 'espace engendré par les polynomes de degré inférieur ou égal a n — 1.

3. Montrer que Hy11(x) = 20Hy,(z) — 2nH,—1(z) et que %Hn(x) =2nH,_1(x).
4. Montrer que (% + x) P = 2n,_1 et que (—% + ac) Up = Upy1.
5. Montrer enfin que (d—Q - xz) UV = —2n + 1)t,.

dx?

(e7*") et les fonctions de

6. Montrer que (1), est une base hilbertienne dans L?(R) de fonctions propres pour
la transformée de Fourier.

Indication : On pourra calculer I’équation différentielle satisfaite par F(iy,).
*

Exercice 2.  Opérateurs différentiels
1. Soit P = ngm 4o X un polynome sur R? non identiquement nul, P(D) 'opérateur
différentiel associé (on utilise la notation D = (—i0y,,...,—i0y,)). Montrer que si T' €
E'(RY) et P(D)T =0, alors T = 0.
2. Soit p € S'(R%). On s’intéresse maintenant a 'opérateur Py := F~(p@) a valeurs
dans S'(R?) pour ¢ € S(RY).
a) Soit a € D'(R?). On suppose que supp(a * ¢) C supp(p) pour tout ¢ € C(RY).
Montrer que supp(a) C {0}.

b) Montrer que si supp(Pyp) C supp(y) pour tout ¢ € C(R%), alors p est un polynome
et P un opérateur différentiel.
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Exercice 3.  Transformée de Fourier de la distribution diagonale
On se propose de calculer la transformée de Fourier de la distribution tempérée sur R?
donnée par

(T, p) = /ch(ﬂz,a:)dx, ¢ € S(R?).

1. Soit 1 € S(R?). Montrer que

Ty =limL, 1= [ e e

R

2. En exprimant 12(5 ,€), montrer que
I, = 2ﬁ/ / e_ZQzﬁ(a:, 2\ez — x)dwdz.
R JR

3. En déduire T.

*
Exercice 4. L’équation de Schridinger
On considére 1’équation sur R?
10pu + Au = 0,
{{ B 0
u|t:0 = Uup.

1. On suppose up € L(R?). Résoudre I'équation (1) dans C(R, L2(R)).
2. Justifier dans quel sens la transformée de Fourier de £ — ei!lé” est bien définie pour

t réel.
|z|?
3. Montrer que pour a € C tel que Re(a) < 0, on a F1(e2l€l*) = ( 1 1 eda .
—4am)2

4. Montrer que cette égalité reste vraie, au sens de S’ (Rd), pour « imaginaire pur.
5. En déduire qu'’il existe une constante C' (& déterminer) telle que pour ug € L'(R?)
la solution u(t, ) vérifie, pour t > 0 |ju(t,.)||e < S |juol| 11
t2

*

Exercice 5.  Un théoréme di a Hérmander
Soit d un entier supérieur ou égal a 1. On rappelle que pour h € R% et 1 < p < o0, la
translation 7, : f € LP(R%) +— f(- — h) € LP(R?) est une application linéaire continue.

1. Montrer que pour tout 1 < p < oo et tout f € LP(Rd),

|h|=>+o0 1
Imnf + flle —— 27| fll» .

Indication : On pourra commencer par le cas ou le support de f est compact.

2. Soient 1 < p,q < oo avec p > ¢, et on considére une application linéaire T" bornée de
LP(RY) dans L(R%), qui commute avec les translations 73, pour tout h € RY. En étudiant
T(7nf + f), montrer que T" est nulle.

3. On fixe une fonction test w € D(R?) non nulle. Montrer par I’absurde qu'il existe
f € L2(RY) telle que w * f ¢ L'(RY).
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