Analyse fonctionnelle
TD n°9

TRANSFORMATION DE FOURIER

Séance du 27 avril 2020

Exercice 1.  Echauffement

1. Soit A ¢ R? un Borélien de mesure finie non nulle. Montrer que ]l/z appartient a
L?(R%), mais pas a L'(R?).

2. Existe-t-il deux fonctions non nulles f, g € S(R?) telles que f*g = 0? Que se passe-
t-il si on demande de plus que f et g soient a support compact 7 Y a-t-il des solutions telles
que f € S'(R?) et g € &'(RY)?

3. Montrer que I’équation f * f = f n’a pas de solution non nulle dans L'(R?) mais
admet une infinité de solutions dans L?(R%).

4. Soit A > 0.

a) Si f € S'(RY), résoudre dans S’(R?) I'équation A\u — Au = f. Montrer que si f €
S(R%), alors u € S(R?) et qu’alors pour d = 1, la solution s’écrit ky * f ot ky est une
fonction & préciser.

b) Si f € L?(R%), peut-on toujours donner une solution ?

*

Exercice 2.  Transformation de Fourier et translations
Soit f € L2(R). On note V le sous-espace vectoriel de L2(R) engendré par les translatées
de f, i.e. les fonctions x — f(z +a), ot a € R.

1. Montrer que g € V= si et seulement si gf = 0.

2. Montrer que V est dense dans L?(R) si et seulement si I’ensemble des zéros de f est
de mesure nulle.

*

Exercice 3.  Transformée de Fourier de la valeur principale de 1/x
On rappelle que la valeur principale de &, notée Vp(%)7 est la distribution d’ordre 1

€T )
donnée par

Vo € CX(R), (vp(3) ) = lim (/_ “’f)dm + /:O ¢§Cx)dx> .

e—0 00

1. Pourquoi la transformée de Fourier de vp(1) est-elle bien définie ?

2. Montrer que F (Vp(%)) est impaire au sens des distributions, c’est-a-dire que, en
notant () = ¢(—=), on a (F(vp(3)),¢) = —(F(vp(3)), ¢)-

3. Calculer zvp(2), et en déduire F(vp(1)).

1
T

*
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Exercice 4. Polyndémes de Hermite
On considére l'espace de Hilbert H = L*(R, e*xde).
1. Montrer que les polynémes forment un sous-espace vectoriel dense de H.

Indication : On pourra montrer que si f € H est orthogonal a I’espace engendré par les
polynoémes, la fonction holomorphe

F(2) = /R Ft)et = dt

est identiquement nulle, et vérifie F(iz) = F(fe t).
On consideére les polynomes de Hermite H,(z) = (—1)"6$2d‘%
22
Hermite ¢, (z) = e~ 2 Hy(z).
2. Montrer que H,, est un polynome de degré n et qu’il est orthogonal (pour le produit
hermitien de H) a 'espace engendré par les polynomes de degré inférieur ou égal a n — 1.
3. Montrer que Hy,11(x) = 2z0H,(z) — 2nH,_1(z) et que %Hn(:n) =2nH,_1(x).
4. Montrer que (% + ac) U = 2n,—1 et que (—% + ac) Up = Upy1.

5. Montrer enfin que (j—; — x2> Yy = —(2n 4 1)1y,

(e7*") et les fonctions de

6. Montrer que (1), est une base hilbertienne dans L?(R) de fonctions propres pour
la transformée de Fourier.

Indication : On pourra calculer ’équation différentielle satisfaite par F(¢y,).
*

Exercice 5.  Théoréeme de Paley- Wiener
1. Expliquer pourquoi la transformée de Fourier d’une distribution 7' € £'(R) s’étend
en une fonction analytique sur C.

Le but de cet exercice est de caractériser I’ensemble des fonctions analytiques qui sont
la transformée de Fourier d’une distribution a support compact.

2. Soit f € C°(R). On pose F(§) = [ e f(x)dz. On suppose que f est & support
dans B(0, R). Montrer que pour tout N € N| il existe une constante Cy > 0 telle que

IF(€)] < On(1+ [¢)) VROl ve e C. (%)

3. On va montrer la réciproque. Soit F' une fonction analytique sur C vérifiant la
propriété (x) pour tout N € N, et pour un certain R > 0. On pose f(z) = % Jz e TEF(€)dE.
Montrer qu’on définit bien ainsi une fonction C* sur R.

4. En intégrant sur un contour dans le plan complexe, montrer que pour tout 7 € R,
on a |f(z)| < Ceflnl=an,

5. En déduire que f est & support compact.

6. Montrer qu’'une fonction F' analytique sur C est la transformée de Fourier d’une
distribution T" & support compact si et seulement s’il existe R > 0, K € N et C > 0 tels

que pour tout £ € C,
[F(€)] < O+ [g)KemEl,

Indication : Pour la réciproque, on pourra régulariser 7' := F~1(F) et utiliser la question
précédente.
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