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TD N°1 : DE FOURIER A SOBOLEV

Pour p > 1 et Q un ouvert de R, on rappelle la définition de I’espace de Sobolev

Wr@) = {f € @ Vi=L.om 3g e Q) [ o= [ e veecha), |

La fonction g; =: 0;f est alors uniquement définie dans LP(Q2) : c’est la i-éme dérivée partielle
de f au sens des distributions. L'espace W1P(Q) est de Banach pour la norme [ fllwir) =
[ fllze(@) + Xi1<i<n [10: fl Lr(q)- On définit alors inductivement les espaces de Banach

Wm+1,p(Q) = {f € WLP(Q) Vi=1,...,n,0,f € Wm7p(Q)} ’

munis des normes || f([wm+ir@) = [IfllzrQ) + Xi<icn 10ifllwmp ). Pour p = 2, H™(Q) :=
W™2(Q) est un espace de Hilbert.

Exercice 1 % : espaces de Sobolev sur un ouvert borné de R"

Soit © un ouvert borné de R". L’espace de Sobolev homogeéne Wy"?(2) est défini comme 1'adhé-
rence dans WP (Q) de C2°(Q).

1. Soit u € WIP(Q) et v € CH(Q) (i.e. v et ses dérivées sont bornées sur 2). Montrer que
uv € WHP(Q) et les dérivées au sens faible vérifient

Vi=1,...,n, 0;j(uv) = (u)v+ u(d;v).

2. Montrer que si u € W2(Q) et n € CL(Q) alors nu € W, ?(Q).

3. Montrer que pour 1 < p < p’ < oo, Wl’p/(Q) s’'injecte continfiment dans W1P(€).

4. Soit G € C*(R,R) une fonction & dérivée bornée. Montrer que si v € WHP(Q) alors G ou €
WLP(Q) et que, au sens des distributions,

V(Gou) = (G ou)Vu.

5. Soit €’ un ouvert de R? relativement compact dans Q, et § := dist(Q, 99). Pour h dans R",
soit 7, l'opérateur de translation par h. Etant donnée f dans LP(£2), p > 1, montrer que

fewin(@) & sup [h|7H|mnf = fllzar) < oo
0<|h|<é

Exercice 2 % : florilege d’équations

1. Etant donné un réel h, trouver tous les f dans L'(R) N C*(R) tels que
Ve eR, f'(z)=f(x+h).

2. Etant donné f dans L?(R"), montrer qu’il existe une unique fonction v dans H2?(R") telle
que u — Au = f presque partout.

3. Vérifier que pour tout entier d > 3, la distribution

1
(d = 2)[S |||

Ed(;(}) =

est une solution fondamentale du Laplacien. Proposer un candidat pour FEs.



Exercice 3 % % : une définition alternative de H*

On rappelle que 'espace de Schwartz S est défini comme 'espace des fonctions f de C*°(R™)
telles que pour tout d dans N et tout o dans N¢,

su]é) |(1+ \a:|2)d/28°‘f(ﬂs)| < 0.
xeR™

Pour s réel, on introduit les quantités

o= ([ @i iroras)” e i = ([ e imor )

et les espaces correspondant H® et H* de distributions tempérées f, définis en imposant que f'
soit une fonction mesurable telle que || f||zs et || f|| ;s soient respectivement finies.

1. Montrer que H* est un espace de Hilbert, et que H* en est un si et seulement si s < d/2.

2. En considérant le produit scalaire avec les translatées d’une gaussienne, montrer que S(R™)
est inclus et dense dans H*.

3. A l'aide de fonctions plateau, montrer que S(R") est dense dans W™2(R%).

4. Lorsque s = m > 1 est un entier, montrer que les normes de H™ et W"™2(R") sont équivalentes
sur S(R™). En déduire H™ = W™2(R").

Exercice 4 % % : injections de Sobolev

Soit s € [0,n/2[ et ¢ := 2n/(n — 2s). De la question 1. & la question 4., on considére f dans
S(R"™) telle que || f]| s = 1.
1. Montrer que pour tout A > 0,

q oo -1
7180 =a [ 2 KIF1 > AYdA,

ou {|f| > A} est 'ensemble {z € R™ : |f(z)| > A}, et |{|f|] > A}| la mesure de Lebesgue de cet
ensemble.

2. Soit Ay > 0 une constante qui dépend de A. Pour tout A > 0, on décompose f sous la forme
f= fK + ff\ (décomposition des hautes et basses fréquences) ou fj{ et ff\ sont définies par :

~

REO=F© si |g<An,  REO=0 s |¢> A,

AO=0 s <A AO=FO s k> 4.
Déterminer Ay de sorte que {\ff\| > )\/2} = 0.

[Indication : on pourra montrer que || f3 oo < C1(s, n)Af_s ou C1(s,n) est une constante stric-
tement positive dépendant uniquement de n et de s.]

3. Pour le Ay défini a la question précédente, montrer que

+o0
7150 <da [ X AR

4. Montrer que
[fllze < C,
ou C est une constante positive.

5. Montrer que Iespace de Sobolev H*(R") s’injecte contintiment dans LP(R™) pour tout p tel
que 2 < p < 2n/(n—2s).



6. Soit p > 2 et s > 5, :=n(1/2 —1/p). Prouver qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout f € H®,
fllze < C A 1S avee 6 =sp/s.

Exercice 5 % % : opérateurs linéaires équivariants par translation

Un opérateur linéaire T' sur un espace de fonctions est dit équivariant par translation s’il com-
mute avec toutes les translations 7,. Cela concerne notamment tous les opérateurs différentiels
usuels !

1. Lorsque T est un opérateur linéaire équivariant par translation sur les fonctions f : Z/NZ —

R, montrer que 7" est une convolution discréte, et que sa matrice dans la base de Fourier eg(n) :=
1 _ 2iknm

e est diagonale.

2. Lorsque 1 < p < o0, et que T : LP(R) — L*°(R) est linéaire continu équivariant par transla-
tion, monter que T'(LP(R)) ne contient que des fonctions uniformément continues.

[Indication : on pourra montrer que f dans L°°(R) admet un représentant uniformément continu

si et seulement si |7, f — f||lze — 0 lorsque A — 0.]

3. En déduire que I'application LP(R) — R, f +— T'(f)(0) est bien définie dans le dual de LP(R).
4. En conclure que T est un opérateur de convolution avec un élément de L¥ (R).

5. Par dualité (transposition), montrer qu'un opérateur linéaire continu L!'(R) — LP(R) en
induit un autre L? (R) — L®(R).

6. Déterminer les opérateurs linéaires continus équivariants par translation L!'(R) — LP(R),
pour 1 < p < oo.

Exercice 6 % & % : sur I'image de L'(R) par la transformée de Fourier

1. Pour n > 1, montrer 'existence de f, dans L' N L?(R) telle que fn = 111 * L=y En
déduire que f, € L2 N Cy(R).

2. Montrer que (fn)nZl est bornée dans L>(R), mais que (f,,)n>1 ne 'est pas dans L*(R).

3. En déduire que la transformée de Fourier (TF) est linéaire, continue, injective L!(R) — Co(R),
mais non surjective.

4. Montrer que I'image de CS°(R) par la TF est incluse dans L!(R), puis que C2°(R) est inclus
dans I'image de L'(R).
5. A l’aide d’une fonction plateau, conclure que 'image de L' (R) par la TF est dense dans Co(R).

A retenir.

e Les espaces de Sobolev WP () mesurent la régularité d’une fonction. Cette régularité
est d’autant plus « importante » (au sens des injections continues) que % — 7 est petit -

dans le cas négatif, on retrouve méme de la régularité Holder C5.

e Dans le cas Hilbert p = 2, la transformée de Fourier permet de relier cette régularité au
controle des hautes fréquences. Elle I’étend aussi aux cas d’exposants factionnaires et des
fonctions discretes. D’autres méthodes d’interpolation sont possibles.

e La convolution est ’expression d’une propriété d’équivariance par translation. En regle
générale, la transformée de Fourier est particulierement adaptée a ce type de situations.

e La notion de régularité exprimée par la décroissance de la transformée de Fourier est
globale dans ’espace. Il est possible de la localiser, par exemple en remplacant la base de
Fourier par celle des ondelettes...



