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TD no3 : équations de transport et conservation scalaire

Exercice 1 : équation de transport à donnée initiale peu régulière
Soit b un champ de vecteurs dans C1(R × RN ) tel que

∀T > 0, ∃KT > 0,∀t ∈ [0, T ],∀x ∈ RN , ∥b(t, x)∥ ≤ KT (1 + ∥x∥).

Pour u0 dans L∞(RN ), on va montrer qu’il existe une unique solution faible u ∈ L∞(R+ ×RN )∩
C(R+, L

1
loc(RN )) de ∂tu+ b · ∇u = 0, au sens où pour tout φ ∈ C1

c ([0,+∞[×RN ),

(1)
∫ ∞

0

∫
RN

u(t, x) [∂tφ+ div (bφ)] (t, x) = −
∫
RN

u0(x)φ(0, x) dx.

Existence :

1. Justifier qu’il existe une suite de fonctions (un
0 )n∈N de C∞

c (RN ) telle que

∥un
0 ∥∞ ≤ ∥u0∥∞ ∀n, un

0 → u0 dans L1(BR) ∀R > 0.

2. Pour tout n ∈ N, on considère la solution un ∈ C1(R+ × RN ) de ∂tu
n + b · ∇un = 0 avec

un
|t=0 = un

0 . Montrer que
∥un∥L∞(R+×RN ) ≤ ∥u0∥L∞(RN ).

3. On note t 7→ X(t, y) le flot associé au champ b et à la condition initiale X(0, y) = y. Étant
donné R, T > 0, justifier l’existence de M > 0 telle que pour tout 0 ≤ t ≤ T , et n, p ∈ N,∫

BR

|un(t, x) − up(t, x)| dx ≤ M

∫
X(t)−1(BR)

|un(t,X(t; y)) − up(t,X(t; y))| dy.

En déduire que la suite (un)n∈N est de Cauchy dans C([0, T ], L1(BR)).
4. Montrer qu’il existe une fonction u ∈ L∞(R+ × RN ) ∩ C(R+, L

1
loc(RN )) telle que

un ⇀∗ u w∗L∞ (à une sous-suite près),
un → u dans C([0, T ], L1(BR)) ∀T,R > 0.

5. Montrer que u est solution faible du problème.

Unicité :

6. Soit u ∈ L∞(R+ × RN ) ∩ C(R+, L
1
loc(RN )) une solution faible telle que u0 = 0, et soit T > 0.

Soit ϕ ∈ C1(R+ × RN ). On suppose qu’il existe R > 0 tel que

(2) Supp ϕ(t) ⊂ BR ∀t ∈ [0, T + 1].

Soit 0 < ϵ < 1 quelconque, T > 0. On considère une famille (θϵ)ϵ>0 de C1(R+) telle que

θϵ(t) = 1 si t ∈ [0, T ], θϵ(t) = 0 si t ≥ T + ϵ, 0 ≤ θϵ ≤ 1, θ′
ϵ ≤ 0.

Justifier que l’on peut prendre φ(t, x) = θϵ(t)ϕ(t, x) comme fonction test dans (1).
7. Montrer que lorsque ϵ → 0∫ ∞

0

∫
RN

u(t, x)θϵ(t) [∂tϕ+ div (bϕ)] (t, x) dt dx →
∫ T

0

∫
RN

u(t, x) [∂tϕ+ div (bϕ)] (t, x) dt dx.

8. On pose
ω(ϵ) := sup

T ≤t≤T +ϵ

∫
RN

|u(t, x)ϕ(t, x) − u(T, x)ϕ(T, x)| dx.
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Montrer que limϵ→0 ω(ϵ) = 0.
9. Montrer que ∣∣∣∣∫ ∞

0

∫
RN

u(t, x)ϕ(t, x)θ′
ϵ(t) dtdx+

∫
RN

u(T, x)ϕ(T, x) dx
∣∣∣∣ ≤ ω(ϵ).

10. En passant à la limite quand ϵ → 0, montrer que pour tout T > 0 et pour toute fonction
ϕ ∈ C1(R+ × RN ) vérifiant (2)∫ T

0

∫
RN

u(t, x) [∂tϕ+ div (bϕ)] (t, x) dt dx =
∫
RN

u(T, x)ϕ(T, x) dx.

11. Conclure en montrant que pour tout ψ ∈ C1
c (RN ), T > 0, on a∫

RN
u(T, x)ψ(x) dx = 0.

12. (Propagation des singularités) On suppose que u0 = 1A pour un certain ensemble mesurable
A ⊂ RN . Montrer qu’il existe un ensemble mesurable A(t) tel que u(t) = 1A(t) pour tout t ∈ RN ,
et caractériser A(t). Les discontinuités sont donc propagées par l’équation.

Exercice 2 : lois de conservation scalaire
Soit f : R → R de classe C2. On considère l’équation suivante :

(3)
{
∂tu(t, x) + ∂x(f ◦ u)(t, x) = 0 sur R+

∗ × R
u(0, ·) = u0.

1. Montrer que si u est une solution dans C1(R+ × R;R), alors

∀t ≥ 0 , ∀x0 ∈ R , u
(
t, x0 + f ′(u0(x0))t

)
= u0(x0) .

2. Montrer que si f ′ n’est pas constante, alors il existe u0 ∈ C∞
c (R;R) telle qu’il n’y a pas de

solution C1(R+ × R;R) de cette équation.
3. On suppose que u0 ∈ C1(R) est bornée ainsi que sa dérivée u′

0. Montrer que l’équation (3)
admet une unique solution de classe C1 sur [0, T0[ ×R où

T0 = 1
supz∈R(max(0,−(f ′ ◦ u0)′(z)) .

4. On suppose maintenant que f est ce classe C3, que u0 ∈ C2(R), que u0 est bornée ainsi que
sa dérivée u′

0. Supposons qu’il existe un réel x0 tel que (f ′ ◦ u0)′(x0) < 0.
a) Montrer que (3) admet une unique solution u de classe C2 sur [0, T0[ ×R.
b) Montre que si v est une solution de classe C2 de (3) sur [0, T1[ ×R avec T1 > 0 avec donnée
initiale u0, alors on a T1 ≤ T0 et v = u sur [0, T1[ ×R.
[Indication : on pourra introduire w définie par w(t, x) = a′(v(t, x))(∂xv)(t, x).]
c) Montrer que

lim
t→T0

sup
y∈R

|∂xu(t, y)| = +∞.

[On a montré que la condition (f ′ ◦u0)′ ≥ 0 est une condition nécessaire et suffisante pour avoir
existence globale en temps.]
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Exercice 3 : ondes de choc et de détente
On s’intéresse à des données initiales pour (3) du type

u0 =
{
ug si x < 0,
ud si x > 0.

Le problème de Cauchy associé à de telles données initiales est appelé « problème de Riemann ».
1. Soit σ ∈ R∗. Vérifier que le Dirac satisfait dans δ x

σ
(t) = |σ|δσt(x) au sens des distributions

dans R × R.
2. On suppose ug ̸= ud, et on pose (relation de Rankine-Hugoniot)

σ = f(ug) − f(ud)
ug − ud

On définit u ∈ L∞(R × R) par u(t, x) = u0(x − σt). Montrer que u est solution de (3) au sens
des distributions. Une telle solution est appelée « onde de choc » : σ est la vitesse du choc.
3. On suppose que f ′ est strictement croissante, de classe C1. On définit la fonction U ∈ C(R) :

U(ξ) =


ug si ξ ≤ f ′(ug),
(f ′)−1(ξ) si f ′(ug) ≤ ξ ≤ f ′(ud),
ud si ξ ≥ f ′(ud).

On pose u(t, x) = U(x/t) pour x ∈ R, t > 0. Montrer que u est solution de (3) au sens des
distributions : une telle solution s’appelle « onde de raréfaction ».

Exercice 4 : condition de Rankine-Hugoniot
Soit f ∈ C1(R;R) et σ ∈ C1(R;R). On s’intéresse à l’équation

∂tu+ ∂x
(
f(u)

)
= 0 .

On pose
Ω± :=

{
(t, x) ∈ R2 , ±

(
x− σ(t)

)
> 0

}
.

On suppose qu’il existe u± : U± → R, avec U± un voisinage de Ω±, dans C1, solutions de
l’équation sur U±. On suppose que u± et ∂xu± sont bornées, et on définit

u := u+1U+ + u−1U− .

1. Soit ϕ ∈ S(R2), calculer la dérivée par rapport à t de

I−(t) :=
∫ σ(t)

−∞
u−(t, x)ϕ(t, x) dx et I+(t) :=

∫ ∞

σ(t)
u+(t, x)ϕ(t, x) dx .

2. Montrer que u est solution de l’équation dans S ′(R) si et seulement si

σ′(t)
(
u+

(
t, σ(t)

)
− u−

(
t, σ(t)

))
= f

(
u+

(
t, σ(t)

))
− f

(
u−

(
t, σ(t)

))
.

3. On suppose que f(u) = u2/2 (l’équation de Burgers). Calculer deux solutions « simples » u±
sur R avec u−(0, x) = 2 et u+(0, x) = 1 et en déduire une solution de l’équation de Burgers telle
que u(0, x) = 2 si x < 0 et u(0, x) = 1 si x > 0.
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