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TD N°4 : EQUATIONS ELLIPTIQUES ET PARABOLIQUES

Exercice 1 % : dérivée faible dans un espace de Hilbert
Soient trois espaces de Hilbert séparables V «— H < V' tels que ces injections continues soient
denses, et que

Vien, YoeV, (fivyyxy=(]f)xn
Si ue L2([0,T); V) et Ou € L2([0,T); V'), alors u € C°([0,T]; H) et de plus :

1. Pour tout v € V, on a
d
S (u(t) ) = (O v).

2. 11 existe une constante C' > 0 telle que

Jwll oo (o200 < C (lull L2(j0,77,0) + 19eull 20,1907y -

Exercice 2 % : lemme d’Aubin-Lions

Soient X C Y C Z trois espaces de Banach avec X, Y réflexifs, tels que I'injection de X dans Y
soit compacte. Soit 1 < p < oo et (uy,), une suite de fonctions définies sur [0,7] a valeurs
dans X, uniformément bornée dans L2([0, T]; X) et telle que (dyuy )y soit uniformément bornée
dans LP([0,T]; Z). On veut montrer qu’il existe une sous-suite de (u,), qui converge fortement
dans L2([0,T];Y).

On rappelle le théoréme de Banach-Alaoglu : si E un espace vectoriel normé, la boule unité
fermée de E* est compacte pour la topologie faible x.

1. (Lemme d’Ehrling) Montrer que pour tout € > 0, il existe une constante C; telle que
lully < ellullx + Cellullz -

Soit to fixé.
2. Justifier qu'il suffit de démontrer que si u,, tend faiblement vers 0 dans L?([0,T]; X) et dyuy,

tend faiblement vers 0 dans LP([0,T]; Z), alors pour tout to € [0, 7], un(to) tend fortement vers
0 dans Z.

3. Montrer que
1

t —to

t
/ l(tl — t")Opuy(t) dt’
to

tend fortement vers 0 dans Z quand t; tend vers tg, puis que

t1
/ un(t') dt’ tend faiblement
t1—to Ju
vers 0 dans X. Conclure.
Exercice 3 & % % : inégalité de Caccioppoli généralisée
Soit © un ouvert de R™. Soit A = (a;;(x)) € L*(2, M4(R)) une fonction a valeurs matricielles

et a > 0 tels que :
d

Vo eQVeeR?, alé? < > aii(x)&g;.
ij=1

Soient b € L>(Q,R?) et ¢ € L=(Q,R). On considére 'opérateur linéaire défini par :

u = —div(A(x)Vu) + b(z).Vu + c(x)u

d
= Z Oz, (@ij(7)0z;u) —i—zb )0y, u + c(z)u.

1,j=1



Soient f € L?(12) et u € H(Q) telles que Lu = f au sens des distributions. Soit Q' C Q un
ouvert borné tel que ' C . Montrer que :

|Vu|?dz < C/ (u? + fH)dz.
Q Q
[Indication : on pourra utiliser comme fonction test n%u ot n € C°(£2) et vaut 1 sur ']

Exercice 4 % : inégalité de Poincaré-Wirtinger et diffusion 1D

1. Soit u € CY(R) qui est T-périodique. Montrer que si fOT u(t) dt = 0 alors

T Vo
(/0 yu(t)|2dt> g%</0 |u(t)|2dt>

[Indication : utiliser une décomposition en séries de Fourier.]

1/2

2. Soit u = wu(t,z) une fonction de classe C? sur R x R, 27-périodique en z, et solution de
I’équation de diffusion

Opu — O (y(z)0pu) = 0,

ou v est une fonction C*°, 2m-périodique et minorée par une constante strictement positive.
Montrer que si la moyenne [ _u(0,z)dz s’annule, alors il existe une constante C' telle que, pour

tout temps t > 0,
s ™
/ u(t,z)? da < e*tc/ u(0, z)? da.

—T —T

Exercice 5 # % : principe du maximum fort pour 1’équation de la chaleur
Soient € un ouvert borné de R et 7' > 0. On note Q7 = (0,77] x Q.

1. Dans cette premiére question, on va démontrer une formule de la moyenne pour ’équation de
la chaleur. On introduit la fonction ¢ définie sur R x R™ par

1 2
@(t, x) — 7(47#)”/26 4t si t> O
0 si t<0
puis Pensemble E(¢,x;r) pour (¢,z) € R x R™ et r > 0 défini par
E(t,z;r) = {(s,y) eER™L s <t, Dt —s,2—y) > l/r”}.

a) On fixe (t,z) € Qr et on pose

1 z -yl
P(r) = ey //E(m;r) u(s,y) m dyds

pour 7 > 0 assez petit pour que E(t,z;7) C Q. On suppose que u € C?(r) est solution de
I’équation de la chaleur sur Qp (i.e. vérifie dyu = Au sur Q). Montrer que ¢ est constante.
[Indication : on pourra utiliser la fonction 1 définie par 1 (s,y) = —n/2In(—4ms) + |y|?/4s +

nln(r).]
2
// % dyds =4,
EQ1) S

b) En admettant que
montrer que si u € C2(Q7) est solution de 1’équation de la chaleur sur Q7, alors

_ 1 |z — yl”
u(t,z) = g //E'(t,m;r) u(s,y) = s)? dyds



pour tout E(t,z;r) C Qp.
2. Montrer que si §2 est convexe et qu’il existe un point (tg, z¢) € Qr tel que

u(to, ro) = maxu
Qr

alors u est constante sur €.

Exercice 6 % % % : une équation de diffusion semi-linéaire
Soit  un domaine borné de R? de classe C? et T > 0. On considére 1’équation

2p—1
8tu_Au+f(u):07 f(u)Zchuk,cgp_1>O,p21,
k=0

avec ujpq = 0 et uj—¢g = up. On veut montrer que pour tout ug € L?(Q), il existe une unique
solution u € C([0,T7]; L?(2)) N L2([0, T); HZ (22)) N L?([0,T] x Q).
1. Désignant par En ’espace vectoriel de dimension finie engendré par les N premiers vecteurs
propres du Laplacien dans H& N L?P(£2), montrer qu’il existe une unique solution uy (approxi-
mation de Galerkin de u) de

dyun — Auy = Py f(un)

dans C([0,T]; En) et qu'il existe deux constantes ¢, C' > 0 telles que

1 T T 1
3 Sup lun (£)]1%2 +/ [Vun (t)]7- dt’+0/ lun ()72, dt' < CT + = |Juo|22 -
[0, 0 0 2

2. En déduire qu'il existe u € L ([0, T]; L*(2)) N L2([0, T]; HE (22)) N L*?([0, T] x Q) limite faible
de uy et que dyu € L2([0,T); H-Y(Q)) + L([0,T] x Q) ol q est 'exposant de Hélder conjugué
de 2p.

3. Utiliser les exercices 1 et 2 pour montrer que (f(un(t))|v) — (f(u(t))|v) presque partout
sur [0, 7], pour tout v € Hg N L?"(£2), et conclure.

Exercice 7 # % : un résultat d’explosion en temps fini
Sur R x (0,1) on considere
ou — Au = u?,

avec Ujz—g = Ujp—1 = 0 et uj—g = up. Soit

c(t) == /u(t, x)sin(nz) dz .

0

1. Montrer que

63

d(t) > —mie(t) + T

2. On suppose que ¢(0) > 2. En utilisant le fait que la solution de 'EDO

2 3/3
y(6) = —y(0) + &

s’écrit 5
y(t) = Nl

montrer que

¢(0)

J/E0) -4

1
c(t) — oo lorsque t—t,:= —log
7r



