Chapitre 2

Espaces LP

2.1 Rappels d’intégration

Dans ce cours, il sera exclusivement question d’intégration sur RY pour la
mesure de Lebesgue.
Un pavé de RY est un ensemble de la forme

P(a,b) = [a1,bi[x ... x [an,bn[ ott a,b € RN avec a; < b; pour j =1,...,N.

On note |P(a,b)| la mesure de ce pavé :
N
|P(a,b)| =[] — a))-
j=1

Définition 2.1.1 Un ensemble E de RY est de mesure nulle si, pour tout € > 0,
il existe une suite (P,) de pavés de RN telle que

Ec|JPiet ) |P<e.
n>0 n>0
On vérifie que

Proposition 2.1.2 Une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est
un ensemble de mesure nulle ;

Toute partie dénombrable de R est de mesure nulle : par exemple, QY est
de mesure nulle.

Si (P,) est une famille de propriétés indexées par = € RV, on dit que P, est
vraie pp. si

{z € RV | P, est fausse } est un ensemble de mesure nulle.

Par exemple, étant donnée une fonction f : R — R, on dira que f(x) > 0 pp.
si
{z € RV | f(z) < 0} est un ensemble de mesure nulle.
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20 CHAPITRE 2. ESPACES L*

Comme pour 'intégrale de Riemann, on construit I'intégrale de Lebesgue a
partir des fonctions en escalier, pour lesquelles la notion d’intégrale est évidente.

Définition 2.1.3 Une fonction en escalier a support compact de RN est une
combinaison linéaire finie de fonctions caractéristiques de pavés de RN deux
deuz disjoints. On notera E.(R™) l’espace vectoriel des fonctions en escalier
support compact sur RN d valeurs dans R.

Rappelons la notion de fonction mesurable :

Définition 2.1.4 On dit que f : RN — R U {—o00,+00} est mesurable si il
existe une suite (¢,,) de fonctions de E.(RY) telle que

bn(x) — f(2) pp. en x € RN lorsque n — oo.
Les fonctions mesurables vérifient les propriétés suivantes :

Proposition 2.1.5 a) Soient f et g deuz fonctions mesurables sur RN a va-
leurs dans R. Alors f + g, fg sont mesurables; plus généralement, pour tout
®: R? — R continue, l'application composée x — ®(f(x),g(z)) est mesurable.

b) Soit (f,) une suite de fonctions mesurables sur RN ; alors les fonctions

v sup(fa(a) @t (fa(a)

sont mesurables, ainsi que

fim fu(x) = inf sup(fi(@)) et lim f,(z) = sup inf (fi(2)).

n— oo n>0 k>n n—00 n>0 k>n
En particulier
si fo(x) — f(z) pp. enx € RN | alors f est mesurable.

c) Soit f fonction mesurable sur RN a valeurs dans R telle que f(x) # 0
pp. enx € RN, et ® : R\ {0} — R une fonction continue. Alors ® o f est
mesurable. Par exemple, 1/f et In|f| sont mesurables sur RN .

On rappelle la définition de l'intégrale d’une fonction en escalier a support
compact :

si ¢(z) = Z(bjlpj , alors / o(x)dx = Z¢j|Pj| .
=1 RY j=1

On définit ensuite l'intégrale d’une fonction mesurable positive :

Définition 2.1.6 Soit f : RN — [0, +0c0] ; l'intégrale de f est définie comme
suit :

iz =swp{ [ slaio|o e ERY) et0 <0< .

RN
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Ainsi, I'intégrale d’une fonction mesurable positive est toujours un élément
bien défini de [0, +0o0]; il se peut que

(x)dx = 400.
RN

Théoréme 2.1.7 (de convergence monotone) Soit f, suite croissante de
fonctions mesurables positives sur RN . Alors

/ lim f,(z)dr = lim fn(z)de .
R

N N—00 n—oo [pN

Lemme 2.1.8 (Fatou) Soit f,, suite de fonctions mesurables positives sur R
Alors

/ lim f,(z)dr < lim frn(z)dx.
R

N n—oo n—oo JRN

On définit ensuite la classe des fonctions sommables :

Définition 2.1.9 Soit f : RN — R une fonction mesurable. On dit que f est
sommable si

[ Mr@lds <.

On définit alors 'intégrale d’une fonction sommable f comme suit : pour
tout € R, on pose

On a donc
f@)=fT(z) = f~(2) et [f(2)] = fT(x) + f~ () pour tout 2 € RN

Définition 2.1.10 Alors, si f : RN — R est sommable, fT et f~ sont des
fonctions sommables positives et on pose

r)dr = (z)dx — “(x)dz
[ t@ie= [ @ [ @

Une fonction f : RY — C est sommable si Rf et If sont sommables, ce
qui équivaut au fait que

|f(z)|dx < co.
RN

Dans ce cas, on pose

(z)dx = §Rf(:17)das+i/ Sf(z)de .

RN RN RN

Le résultat fondamental sur les fonctions sommables est le suivant :
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Théoréme 2.1.11 (de convergence dominée) Soit (f,) une suite de fonc-
tions mesurables sur RV tq.

a) folz) — f(z) pp. enx € RV ;
b) il existe une fonction sommable g telle que

|fu(x)| < g(x) pp. en z € RN et pour tout n > 0.

Alors f est sommable et

fn(x)de — / frn(x)dz pour n — oco.
RN RN

On note S*(RY) I'ensemble des fonctions sommables sur R” ; ¢’est un espace
vectoriel, et

f— f(x)da?
RN

définit une forme linéaire sur S*(RY).
De plus cette forme linéaire est positive sur les fonctions positives : plus
précisément, si f : RY — [0, 00| est mesurable, alors

/R f@)dr 20

f(x)dx =0ssi f(x) =0 pp. en x.
RN

et

Considérons maintenant f : RM "2 — C comme fonction de deux variables
f(x) = f(x1,22), en identifiant RN+ au produit cartésien RN x RM2,

Théoréme 2.1.12 (Tonelli) Soit f : RN1TN2 — [0, +00] mesurable. Alors la
fonction f(x1,-) est mesurable pp. en x1 ; de plus Uapplication
F1 X = f(l‘l,l‘g)dl‘g
RN2

définie pp. en 1 est mesurable sur RN et on a

/RN1+N2 flz)dr = /RN1 Fi(z1)dzy .

Enongons maintenant le théoreme de Fubini
Théoréme 2.1.13 (Fubini) Soit f € SY(RMTN2). Alors la fonction f(x1,-)

est sommable sur RN? pour presque tout 1 € RN ; de plus la fonction

Fl % B d f(l‘l,xg)dxg
RN2

définie pour presque tout x1 € RN est sommable et on a

/RN1+N2 flz)dw = /RN1 Fi(z1)dzy .
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Evidemment dans les deux théoréemes précédent, ce qui a été dit de F} vaut
aussi pour
Fg L X9 f(xh.’l?g)d.’lﬁl
RM
qui est définie pour presque tout zo € RY2, et on a, dans les deux cas

/RN1+N2 fla)dz = /RN2 Fy(z2)dxs .

Un ensemble X C R” est dit mesurable si sa fonction indicatrice 1x est
une fonction mesurable. Les ensembles ), RN sont mesurables; une réunion
dénombrable, ou bien une intersection dénombrable d’ensembles mesurables est
mesurable ; le complémentaire d’un ensemble mesurable dans R est mesurable.

Pour X C R” mesurable, on définit sa mesure, notée | X|, par

| X| = /RN 1x(x)dx.

Etant donnés f mesurable sur RY & valeurs dans [0, 00|, ou bien & valeurs
dans C et sommable, et X C RY mesurable, on pose

/Xf(x)dx 1= /RN 1x(z)f(x)dz.

Réciproquement, étant donné X C RY mesurable, on dira qu'une fonction f
définie sur X est mesurable ssi son prolongement F par 0 & R est mesurable.

On dira que f est sommable sur X ssi F' est sommable sur RY. On définit
ainsi I'espace vectoriel S1(X), et

/ f(z)dx = F(z)dz.
b RN

Tout ce qui été dit plus haut sur les intégrales de fonctions mesurables définies
sur RN se transpose aux fonctions mesurables définies sur une partie mesurable
X de RV,

Citons enfin une inégalité élémentaire mais tres utile :

’ INEGALITE DE BIENAIME—TCHEBYCHEV‘
Pour f € S*(X) et A > 0, I'ensemble {z € X ||f(z)| > A} est mesurable et
de mesure

o e X[1f@] >N < 5 [ 1f@)ds.

2.2 Espaces L?

Soit X C RY un ensemble mesurable, de mesure |X| > 0. Pour p € [1, ],
on note I’espace des applications p-sommables

SP(X) = {f : X — C mesurable | / |f(x)pdm<oo} .
b'e



24 CHAPITRE 2. ESPACES L*

La fonction
10, 00[3 2z = 2P €]0, 00|

étant convexe, pour tout r € X

(W) < L(If @)+ lg(@)[?).

Donc, si f,g € SP(X)
J 1@+ g@pds <27 [ (#@ + gt < o
X X

de sorte que f + g € SP(X). On vérifie alors que SP(X) est un espace vectoriel
sur C.

2.2.1 Inégalités de Jensen, de Holder et de Minkowski
Soit m € S1(X) telle que

m(z) > 0 p.p., and / m(z)dr =1.
X
Soit ¢ : R4 — R convexe et continue en 0; on sait que ¢ est donc continue

sur Ry et qu’en tout point z €]0, o], la fonction ¢ admet une dérivée a droite
¢y(2) et a gauche ¢ (z); de plus, pour tout z € Ry

B(2) > #(20) + Mz — 20) des que A € [¢),(20), Py(20)] -

’INEGALITE DE JENSEN‘
Soit f: X — R, mesurable; alors

¢( /. f(x)m(x)dx) < [ otr@pmayi.

Démonstration. On pose

M:/Xf(x)m(x)da:.

SiM =0,ona f(z)m(x) =0 p.p., et les deux membres de I'inégalité ci-dessus
sont égaux a ¢(0).
Supposons que M > 0, et choisissons A € [¢7 (M), ¢);(M)] : donc on a

d(2) > d(M) + Az — M) pour tout z € Ry .

Donc
&(f(x)) = ¢(M) + X(f(x) — M) pour tout =z € X .
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En multipliant par m(z) et en intégrant sur X les deux membres de 'inégalité
ci-dessus, on trouve que

/X o(f(@))m(x)de > $(M) + A / ((z) - Mym(z)da = $(M).

|
Soit p €]1, 00[. On notera p’ le nombre dual de p, défini par
1 1 P

-+ =1, soit p/ = .
p p p—1

INEGALITE DE H('jLDER‘
Pour tout (f,g) € S?(X) x S¥'(X), on a

J @< ( [ If(x)”dx)l/p (/. |g(x>|p’da:)1/p/.

Démonstration. D’abord, en changeant f en |f| et g en |g|, on peut se ramener
aucasou f >0et g >0.Si

(f |g<x>|ﬁ’d:c)l/p, 0

g(x) =0 pp., de sorte que les deux membres de 'inégalité de Holder sont nuls.
On supposera donc que

G= / lg(z)[P'dz > 0.
p's

Posons
f(x)g(x) . :
h(x) = — sig(x) >0, et h(z) =0sig(x)=0.
(z) 2y 9(x) (z) 9(x)

La fonction h est mesurable, comme limite pp. de la suite de fonctions mesu-
rables Fa)g()
x)g(x

hn(2) = 7~

o+ g(z)p

On applique I'inégalité de Jensen a la fonction h et a la fonction convexe z — 2P :

hx%dxp:@ 2)g(z)dx
([ moresfas) = 2 ([ rgtoras)

s L[ @
g/Xhm 0" g G/Xig(x)pp o) dz

Puisque p + p’ = pp/, cette inégalité se réduit a

(f f(w)g(fv)dcv>p <GP f(a)rdn.
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Comme p—1=p/p,

o= (/. |g<x>|p/dw)p/pl

de sorte que la derniere inégalité ci-dessus se réduit précisément a 'inégalité de
Holder. m

Lorsque p = 2, on a p’ = 2 et 'inégalité de Holder se réduit alors & 'inégalité
de Cauchy-Schwarz rappelée ci-dessous.

INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ‘
Pour tout (f,g) € S?(X) x S (X), on a

[ i@sas< ([, |f<x>|2dx)1/2 (/. |9(a:)|2dx>1/

L’inégalité de Minkowski est également fondamentale : elle jouera le role de
I’inégalité triangulaire dans les espaces LP.

2

’ INEGALITE DE MINKOWSKI‘
Pour tout (f,g) € SP(X) x SP(X), on a

(foerotarar) s (J, ewa) " ([ totwyras) "

On remarque que cette inégalité est encore vraie — et triviale — pour p = 1.
Démonstration. On se rameéne au cas ou f > 0 et g > 0 pp., car

[ 1@+ g@Prds < [ (5@ + lgta) s
X b'e
puisque
[f(z) + g(2)| < |f ()] +|g(z)| pour tout z € X .
Pour commencer,

/ (f(2) + g(2))Pde = / (F(2) + g(2)P f(z)da
X

X

+ /X (f(2) + 9(2)" g (x)de

En appliquant l'inégalité de Holder :

’

1/p

J @ sty < ([ f(x)ﬂdx)l/p ([ @+ gtanevas)

-(/. f(fc)pdw>1/p ([ @ +g<m>>ﬁdw)1’l’
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et de méme

J @)+ sty tataran < ([ g(m)ﬂdx)l/p (/ (f(w)+g(x))pdw>1;-

Donc

1

/X (f(2) + g(2))Pds < ( /X (f(x) +g<x>>pdx)1_”
« (( /X f(a:)pda:>1/p+ < /X g(a:)pdz>l/p> .

/ (F(2) + gla))Pdz = 0
X

auquel cas l'inégalité de Minkowski est triviale, soit

Soit

/X (F(2) + gla))Pdz > 0

auquel cas I'inégalité de Minkowski découle de I'avant-derniere inégalité. m

C’est un exercice élémentaire d’énoncer et de démontrer, a partir des inégalités
de Jensen, de Minkowski et de Holder, les inégalités analogues pour les espaces
de suite de type (P(ZY), et en particulier de vérifier que z +— ||z, définit bien
une norme sur £7(Z").

2.2.2 [P comme espace de Banach

Pour 1 < p < oo et pour tout f € SP(X), on pose

I = ( /. If(:c)l”)l/p .

Pour p =1, f + || f]]1 définit évidemment une semi-norme sur l'espace des
fonctions sommables S*(X).
Pour p €]0, 0], l'inégalité de Minkowski est I'inégalité triangulaire pour
f—=|fllp; ainsi || || , est une semi-norme sur S?(X).
Pour f € SP(X),
[fllp = 0ssi f(z) =0 pp.

De plus, si f et g € SP(X) et vérifient f(x) = g(z) pp. en z € X, alors on a
£l = 1lgll,-

Posons
N ={f: RN — Cmesurable | f(x) =0 pp. en z € R"};

clairement, A est un sev de SP(X) pour tout 1 < p < oo.
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Définition 2.2.1 On pose LP(X) = SP(X)/N ; de plus, pour f € LP(X), on

pose )
1/p
1l = ( [ 150 dw)

ot fo est un représentant quelconque de la classe d’équivalence f dans SP(X)
— en vertu des remarques ci-dessus, la valeur de ||f||, ne dépend pas du choizx
de ce représentant.

L’inconvénient de cette définition est que, pour un point particulier zq fixé,
on ne peut pas parler de f(zg) pour f € LP(X) : comme f est une classe
d’équivalence de fonctions égales pp., la valeur en xy d’un représentant de cette
classe peut-étre absolument quelconque.

Toutefois, cet inconvénient est grandement compensé par le résultat suivant.

Théoréme 2.2.2 Pourp € [1,00[, f — ||f|l, est une norme sur l’espace LP(X)
qui est un espace de Banach pour cette norme.

Démonstration. Que f — || f||, est évident, puisqu'on a quotienté SP(X)
précisément par 'ensemble des fonctions annulant |||, — 'inégalité triangulaire
et ’homogénéité de || -|| , sont inchangées par passage au quotient.
Pour montrer que L?(X) est un Banach, il suffit de prouver que toute série
normalement convergente dans LP(X) est convergente (voir Proposition 1.3.8).
Soit donc (fy,) suite de LP(X) tq.

> lfallp < oo

n>0

Soit g définie par
g9(z) = Z |fu(z)| pp-en z € X .

n>0

La fonction g est définie pp. en x, mesurable sur X et & valeurs dans [0, c0],
comme limite d’une suite croissante de fonctions mesurables positives ou nulles.
L’inégalité de Minkowski montre que, pour tout N fini, on a

N
<D Ml
n=1

En appliquant le lemme de Fatou, on trouve que

N

> 1l

n=1

p

lglly < Z [l fnlly < oo d’olt en particulier g(z) est fini pp. en z € X,
n>0

grace a l'inégalité de Bienaimé-Tchebychev.
Comme C est complet et que la série

n>0
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est absolument convergente pp. en 2 € R, elle est convergente pp. en x € RY.
Notons alors

Z fn(x) pp. en z € RV,
n>0

et montrons que cette série converge vers f dans LP(X).
En appliquant a nouveau le lemme de Fatou, on voit que

N 00
Hf—an < hm Z | < Z || fnllp — 0 lorsque N — oo
n=1 D n=N+1 p n=N+1
car
o0
Z | fnllp est le reste de la série Z I frllp < o0
n=N+1 n>0

En particulier, f € LP(X), cqfd. m
En considérant le cas de fonctions en escalier de la forme

= filpgwr

keZN
ott on a noté 1 = (1,...,1), le résultat ci-dessus démontre la complétude de
¢°(Z") pour la norme || -|| .
L’argument de la démonstration implique le résultat suivant :

Corollaire 2.2.3 Soit (f,) suite de LP(X) tq. fn, — f dans LP(X) lorsque
n — oo. Il existe une suite extraite de (fn,) tq.

@) fny () = f(2) pp. enz € X ;
b) il existe g € LP(X) tq. | fn, (2)] < g(x) pour tout k > 0.

Démonstration. Comme la suite (f,,) converge dans LP(X), elle est de Cauchy.
On peut donc extraire une sous-suite (fp,) tq.

||fnk+1 - fnka < Z_k;

(voir la preuve de la proposition 1.3.8).
On conclut comme dans la preuve du théoreme de complétude ci-dessus en
posant

9(x) = | fno(x ""_Z‘fmﬂﬂ — far ()]

k>0
|
L’inégalité de Holder montre que, pour tout 1 < p < oo et tout f € L¥ (X)

I’application
¢H/f

est une forme linéaire continue sur L?(X), de norme

1T = ||f||pf~

On admettra le résultat suivant :



30 CHAPITRE 2. ESPACES L*

Théoreme 2.2.4 L’application linéaire T’ est une bijection isométrique de )i (X)
dans le dual topologique de LP(X).

On identifiera donc LP (X) & LP(X)" — cette identification est & I'origine de

. - 5 3z o
la terminologie “exposants duaux” désignant p et p’ = L.

Il existe plusieurs démonstrations de ce résultat; elles demandent soit de
connaitre un peu plus de théorie de la mesure que ce qui est rappelé ici (en
particulier le théoréeme de Radon-Nikodym), soit d’utiliser des propriétés fines
de convexité de la boule unité de LP(X).

2.2.3 Approximation dans LP.

Soit X un ouvert non vide de RY.
Proposition 2.2.5 Pourp € [1,00[, E.(X) est dense dans LP(X).

Démonstration. Pour simplifier un peu, on se restreindra au cas de la dimen-
sion 1 : autrement dit, X est un ouvert non vide de R.

Soit donc f € LP(X); montrons qu'il existe une suite (¢, )nen de fonctions
en escalier & support compact dans X telle que

Ilf = énll, — 0 pour n — co.
D’abord, toute fonction f € LP(X) se décompose sous la forme
fl@) =Rf(z)" —Rf(x)” +iSf(x) —iSf(2)”

et chacune des fonctions (Rf)* et (3f)* appartient & LP(X). I suffit donc de
démontrer la convergence ci-dessus pour f > 0 pp..

De plus, quitte a prolonger f par 0 en dehors de X, on peut se ramener au
cas ou X = R.

Soit donc f > 0 pp. appartenant & LP(R); comme fP > 0 appartient &
LY(R), il existe une suite (¢,,) de E.(R) tq.

0 < ¢p(z) < f(x)? pour tout n € N et pp. en x

et
/ On(x)dx — /f(x)pda: pour n — oo.
X

Quitte & extraire une sous-suite de (¢,,), on peut supposer d’apres le corollaire

2.2.3 que ¢, (x) — f(x)? pp. en x € R.
Or les fonctions ¢,, sont de la forme

(b’ﬂ (.’L’) = Z )\nﬂ 1[‘171/,_? vbﬂrj [(:E)
1<j<Jn

avec
Anj>0pourtout n>0et j=1,...,J,
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et
Onj <bpj < ap 1 pourtout n>0etj=1,...,J, 1.

Alors )
bn(2)'/P = Z A”{fl[an,wbw[(x)

1<§<Jn

définit un élément de E.(R), et on a
¢,/P(x) — f(x) pp. en # € R pour n — oo

Donc
p

— 0 pp.en z € R pour n — o0

(@) = on(@)/?

et
[#(2) = 6u(@)?|" < f(@)? pp.en 2 € R.

Par convergence dominée, on en déduit que
1f = /"Il — 0 pour n — oo,
cqfd. m

Théoréme 2.2.6 Pour tout ouvert non vide X C RN, ’espace C.(Q) des fonc-
tions continues & support compact dans Q est dense dans LP(2).

Démonstration. A nouveau, par souci de simplicité, nous allons nous res-
treindre & la dimension 1, c’est a dire au cas ou X est un ouvert non vide de
R.

Compte tenu de la proposition précédente, il suffit de montrer que, pour
toute fonction en escalier a support compact f € E.(R) et tout € > 0, il existe

¢ € Cc(R) ta. [[f —dllp <e
Par linéarité, il suffit de considérer le cas ou f est la fonction indicatrice d’un
intervalle fini :
f = 1[a,b[ ouna<b.

Posons alors
C[Ea7b[($) =1 Si T € [a,b], O[a’b[(l‘) = O Si €T S a—€eoux 2 b+ €
Clap(@) =1+ Lz —a)siz€la—eal,
Clop(r) =1—2(z —b) siz €]b,b+[.
Evidemment, C[Ea o est une fonction continue sur R de support [a —€,b+ €] qui

est compact.
Alors, comme pour tout x € R on a

0 < 1ppp(z) < Cf () <1,
il s’ensuit que

0 < |Cf, p(2) = Lpap(@)] = CFp(#) = Lpap(x) < 1
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de sorte que

1C6 o — L2 < /R (Chyy(2) = Tjup(@))da = e,

cqfd. m
Une autre conséquence importante de la densité de la classe des fonctions en
escalier a support compact dans LP est la séparabilité de LP pour 1 < p < oo.

Définition 2.2.7 Un espace métrique est dit séparable si il contient une partie
dénombrable dense.

Par exemple, RV (muni de sa topologie d’evn de dimension finie) est séparable,
car il contient QY qui est dénombrable et dense.

Tout espace métrique précompact est séparable : en effet, pour tout m > 1,
il peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon 2= ; il suffit de
prendre comme partie dénombrable dense I’ensemble des centres de toutes ces
boules pour m décrivant N*. Cette partie est dénombrable car c’est une réunion
dénombrable d’ensembles finis ; de plus, pour tout m > 1, tout point de I’espace
précompact considéré est a une distance au plus 2™ d’un de ces centres : cette
partie est donc dense.

Théoréme 2.2.8 Pour p € [1,00][, I’espace LP(X) est séparable.

Démonstration. De nouveau, pour éviter d’avoir & manipuler des notations
trop lourdes, nous donnons la démonstration de ce résultat qu’en dimension 1,
c’est a dire pour X ouvert non vide de R, et pour des fonctions a valeurs réelles.
Comme pour démontrer la densité de E.(X) dans LP(X), il suffit de traiter
le cas de X = R, en prolongeant les fonctions définies pp. sur X par 0 en dehors
de X.
Considérons, dans E.(R) la classe

ECQ(R) = lel[ajabj[
j=1

avec
l;€Qeta;,b; € Qpourtout j=1,...,n,

et
a; <bj <ajqipourtoutn>0etj=1,...,n—1.

L’ensemble EQ(R) est une réunion dénombrable d’ensembles finis — obtenus
en restreignant n, les dénominateurs de \; et ceux de a; et de b; a étre plus
petits que M tandis que n < M, |\;| < M, |a| et || < M. Donc EQ(R) est un
ensemble dénombrable.

Montrons que EQ(R) est dense dans LP(R)) pour tout p € [1,00].

D’apres la proposition 2.2.5, il suffit de vérifier que, pour tout ¢ € E.(R) et
pour tout € > 0, il existe f € EQ(R) tq. ||¢ — fl, < e



2.2. ESPACES L” 33

Ecrivons
n
6= Ailia, 5l
j=1
avec
aj < fj <ajpppourtout n >0et j=1,...,n—1.

Par densité de Q dans C, étant donné e€ > 0, il existe I; € Q tel que
|A; — ;] < epour j =1,...,n; de méme il existe aj,b; € Q pour j =1,...,n
tels que l'on ait

la; —aj| + |8 —bj| <epourj=1,...,n,

ainsi que
<bj<ajpipourtoutn>0etj=1,...,n—1.

Posons alors

=Y Uil € ESR).

j=1

Estimons

6 = Fllp <D 1N Lay.8,0 — Liliay.;ill
j=1

<IN = il eyl + D 1l — Liay b0l -
j=1 j=1

La premiere somme dans le membre de droite est majorée par

ne|supp(f)|

La seconde est majorée par

(sup |f(z |+6> lelaj,ﬂj Lia; bl

_(sup fa |+e)2|aj,ﬂj la, b, .

zeRN J=1

Or
e, Bi[Alay, bi]| < lay —az| + 165 — bj| < 2e.

Donc au total

6 = fllp < nlsupp(f)le +n < sup | f(x)] + 6) (26)1/7 = O(e!/?)

zeRN

cqfd. m
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2.3 L’espace L™

Soit X C RY un ensemble mesurable et g : X — [0,00] une fonction
mesurable.

Définition 2.3.1 On appelle “borne supérieure essentielle” de g, le nombre

supess g = inf{\ > 0] g~ (J]\,0]) est de mesure nulle }
reX

Dans cette définition I'inf est atteint, car

9~ (Jsupess g,00]) = | J 97" (Jsupess g + £, 00))
zeX n>1 rzeX

et que le membre de droite est de mesure nulle comme réunion dénombrable
d’ensembles de mesure nulle.

Définition 2.3.2 Pour f : RN — C fonction mesurable définie pp., on pose
[[fllo := supess|f(z)|.
zeX
On définit
L>®(X)={f: X — C mesurable tq. ||f]|c < 0}/N

ou
N ={f: RN — Cmesurable tq. f(x) =0 pp. en z € RN},

Proposition 2.3.3 L’application f — ||f|leco définit une norme sur l’espace
L>(X) qui en fait un espace de Banach.

Démonstration. Soit (f,,) série normalement convergente dans L (X) :

Z”anoo =M <o0.

n>0

Notons E,, = {x € X tq. |fn(x)] > || fnlloo }- Alors

E = U FE,, est de mesure nulle
n>0

comme réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle, et

Z [ (@)oo < M pour tout z € X \ E.
n>0

Comme C est complet, il existe f: X \ E — C telle que

Z fn(x) = f(z) pour tout x € X \ E.

n>0
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Clairement, |f(x)] < M pour tout z € X \ E; de plus f est mesurable comme
somme d’une série de fonctions mesurables convergeant pp. : donc f € L (X).
Enfin

< Y | fallo pour tout 2 € X \ E
n>N

N
n=0

c’est a dire que

<3 fulloe — 0

n>N

N
n=0

pour N — oo, cqfd. =
On vérife sans peine que es inégalités de Holder et de Minkowski valent
encore pour p =1 et p’ = oc.

Proposition 2.3.4 Soit X ouvert non vide de RN ; l’espace L™= (X) n’est pas
séparable.

Démonstration. Soit X =]a,b[; alors 'espace L>=°(X) n’est pas séparable :
considérons en effet la famille de fonctions

d.(x)=1sia<x; <z, etd,(x)=0siz<z<b.
Cette famille est non dénombrable ; d’autre part
|6 — b.r]|oo = 1 pour tous z # 2’ €a, b|.

Il ne peut donc exister de suite dénombrable dense dans L (]a, b[). Ceci démontre
le résultat annoncé en dimension N =1 : en effet, X contient un intervalle ou-
vert ]a,b[ avec a < b, et L>(Ja,b]) s’identifie au sous-espace de L*°(X) des
fonctions nulles pp. en dehors de ]a, b[. Le cas d'un N général est identique. m

De méme, C.(Q2) n’est jamais dense dans L°°(Q) pour 2 C RY ouvert
non vide, car une limite uniforme de fonctions continues est continue. En fait,
I'adhérence dans L>®°(RY) de C.(R") est 'espace Cy(RY) des fonctions conti-
nues tendant vers 0 a 'infini.

2.4 Convolution

Commengons par définir le produit de convolution pour les fonctions conti-
nues a support compact.

Définition 2.4.1 Soient f,g € C.(RY). Le produit de convolution de f par g
est la fonction

frgran [ Sl
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On vérifie par convergence dominée que f % g est continue; de plus, on a la
majoration élémentaire suivante du support de f x g :

’MAJORATION DU SUPPORT DE f*g‘

supp(fxg) C supp(f)+supp(g) := {z1+x2 tq. 1 € supp(f) et z2 € supp(g)}.

On vérifie également que

f*g=gxf autrement dit que f * g(z) = (y)g(z —y)dy.

f
RN

Nous allons établir ensuite 'inégalité fondamentale qui joue, pour le pro-
duit de convolution, le role de I'inégalité de Holder pour le produit usuel des
fonctions.

INEGALITE DE YOUNG‘
Soient p,q,r € [1,00] tels que 1+ L =

+ = alors pour f,g continues &

1.1
P q

support compact sur RV ,on a

1 % gllr < 1 lIpllgllg -

Avant de donner la preuve de cette inégalité, énongons une extension de
I'inégalité de Holder :

’INEGALITE DE HéLDER‘
Soient p1,...,pn, > 1 tels que p% + ...+ pi = 1. Alors, pour tous f; €
L2 (X),. . f € LP(X)

[ Fall < W fillpy - I fnllpn -

Démonstration. Appliquer I'inégalité de Holder & f = fi et g= fo-... - f, et
faire un raisonnement par récurrence sur n. m
Démonstration. Le cas ou r = oo découle d’une simple application de 'inégalité
de Holder usuelle ( ‘a deux facteurs).

En passant aux modules de f et g, on voit qu’il suffit de montrer cette
inégalité pour f et g positives ou nulles.

Alors, en appliquant l'inégalité de Holder ci-dessus avec n = 3, py = r,
Py = (zl) — Lyl et py = (% — 1)=1, on trouve que

q
T

reati= [ ([ - nfa? e -0 P Fay) da

(5-+) (5-7)
<[ e ([ se-wra) ([ o) T

=815 all ™ [ et
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Ensuite, on applique le théoreme de Tonelli :

[ peg@ae= [[ @ prawdsay

= [ oty ( I y)Pdw) ay

=10 [ oty = £l
RN
En regroupant les deux formules ci-dessus, on aboutit a

1> gl < AU lgllg 1AIBNg G = N1l »

qui est précisément le résultat annoncé. m

Nous allons définir le produit de convolution fxg pour f et g € L*(RY). Par
densité de C.(R™) dans L (RY), il existe une suite (f,,) de C.(X) tq. fn — f
dans L*(R”) pour n — oco. La méme formule que ci-dessus permet de définir
fn * g(x) pour tout x € R ; on vérifie par convergence dominée que f,, * g est
continue sur RV.

Puis, en appliquant le théoreme de Tonelli comme dans la preuve de I'inégalité
de Young (avec ici p = ¢ = 1), on trouve que pour tout n > 0

1% gl < [ fnlliligl -

Le seul point un peu délicat est la question de mesurabilité : pour tout n > 0, la
fonction (z,y) — fn(x — y) est mesurable car continue, et de méme la fonction
(x,9) — g(y) (définie pp. en (x,7)) est mesurable puisque g € L'(RY). Donc
la fonction produit

(z,y) = fulz —y)g(y)

est mesurable sur RY x RV,
Comme f,, — f dans L'(RY) pour n — oo, la suite (f,,) est de Cauchy dans
LY(RY); comme

”(fn — fnym) x gll1 < an - fn+m||1||g||1

la suite (f,, * g) est de Cauchy dans L'(R") : elle converge donc car L'(R")
est complet.

Définition 2.4.2 Pour f,g € L*(RYN), on définit
[rg= lim f,xg

pour toute suite (f,) de fonctions continues & supports compacts sur RN tq.
fn — f dans L*(RYN) pour n — oco. De plus

1f*glls < I fll1llgll -
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On doit seulement vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de la
suite (f,,) convergeant vers f dans L'(RY) pour n — oo. Soit (¢,) une autre
suite de fonctions continues & supports compacts sur RV tq. ¢, — f dans
L'(RY) pour n — oo : on a

[(fn = én) *glli < [[fn = énl1llglly — 0 pour n — oo.

Donc f,, x g et ¢, x g convergent vers la méme limite pour n — oo, cqfd.

Enfin, par la méme méthode, on montre que, pour tout f € LP(RY) et tout
g € LY(RY), et pourvu que % + % > 1, on définit ainsi un élément unique de
fxge LP(RN)

Définition 2.4.3 Soient p,q,r € [1,00] tq. 1 +% =
LP(RN) et tout g € LYRN), on pose

+ 2. Pour tout f €

141
P q

fxg= lim f,xg
n—oo

pour toute suite (f,) de fonctions continues a supports compacts sur RV tq.
fn — f dans LP(RN) pour n — oo. De plus

LF > gll- < 1 £llpllgllq -

L’une des applications les plus importantes de la convolution est I'approxi-
mation par des fonctions régulieres des éléments de LP(RY).

Commencons par rappeler la construction d’approximation de I'identité.

On choisit d’abord une fonction ¢ de classe C* sur R" et & support compact.
Voici comment on en construit une : considérons la fonction

1
<I>:7'r—>exp(1> pourr <1, etr—0Opourr>1.

C’est un exercice classique que de vérifier que ® est de classe C*° sur R et que
supp ® =] — o0, 1].

La fonction ¢ : x — ®(||z||3) est donc de classe C* sur R comme com-
posée de ® et de la fonction x — ||z|3 (ou1 ||x||2 désigne la norme euclidienne
canonique de x € RY). Son support est I'image réciproque du support de ® par
I'application x — ||z||3, c’est & dire que

supp ¢ = B»(0,1),

(o1t B2(0,1) désigne la boule unité fermée de RY muni de la norme euclidienne
canonique). Enfin ¢ > 0 dans la boule ouverte B2(0,1) : donc

(x)dz > 0.
RN
On va donc poser
ol 1 T
x(r) = f¢(>(a)?)dw7 et xe(x) = E—NX (;) pour x € RVete>0.
RN
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Clairement, y, € C*°(R") avec

Supp Xe = EQ(an)a Xe > 07 /N Xe(l‘)d.%‘ =1.
R

Rappelons ensuite le théoreme de dérivation sous le signe somme :

Théoréme 2.4.4 (de dérivation sous le signe somme) Soit @ C RP un
ouvert, et f: Q x RN — C ; supposons que f vérifie les propriétés suivantes :
a) pour tout x € 2, application partielle f(x,-) € L'(RYN);
b) pour presque tout y € RN, Uapplication

of
QBngj(I,y)EC

est continue sur € ;
c) il exviste G € LY(RN) telle que, pour presque tout y € RV,

of

%(x’y)‘ < G(y) pour tout x € Q.

Alors la fonction

F:QBxHF(m):/RNf(x,y)dyeC

admet une dérivée partielle en x; donnée par la formule

or . of
87%- r) = Ry O (@, y)dy

qui est continue sur §Q.

L’approximation des éléments de LP(R™) par des fonctions régulieres s’ob-
tient par convolution de la fagon suivante :

Proposition 2.4.5 Soit 1 <p < oo et f € LP(RYN). Alors, pour tout € > 0, on
a
frxe € C®°RN) et f+xe — f dans LP(RY)

pour € — 0.

Commencgons par un résultat intermédiaire fondamental.

Lemme 2.4.6 Pour f : RY — C et h € RN, on note 7,f la fonction f
translatée de h, soit

Thi: x (nf)(x) = f(x —h).
Alors, pour tout 1 < p < oo et pour tout f € LP(RY), on a

I7nf = fllp — O pour || — 0.
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Ce résultat est faux pour p = co : par exemple, si N = 1 et f = 1r, est la
fonction d’Heaviside, alors

|l 7hf — flloo = 1 pour tout h # 0.

C’est d’ailleurs ce méme principe qui permet de voir que L n’est pas séparable.
Démonstration du lemme. Soit ¢ > 0 et f € LP(RY); par densité de
C.(RY) dans LP(RY) (cf. théoreme 2.2.6), il existe f. € C.(RY) tq.

[f = fellp <e.
Donc

I7af = fllp < 7o f = Tafellp + (|7 fe = fellp + l.fe = fllp
=2[|fc — fH:D +l|mnfe — fEHP <2+ ||tnfe — fE”P'

Par conséquent

I}EO ||Thf - f”p <2+ |f1Li|T—I>lo ”Thfe - fe”p < 2

car, pour tout € > 0, 7, fc — f. dans LP(RY) pour |h| — 0 par convergence
dominée. Comme € > 0 est arbitraire dans I'inégalité ci-dessus, on trouve fina-
lement que lim g [|[7af — fllp =0, cqfd. m
Démonstration de la proposition. Vérifions que x, x f — f dans LP(RY)
pour € — 0.

En effet :

f@) = 1) = f) = [ Fa=wxds = [ (7) = Fa = )xelo)is.

de sorte que

p

dxr

7= [ [ 160 = 1 = it

: /RN (/RN |f(z) = fla - y)|pxe(y)dy> dx

grace a 'inégalité de Jensen pour la fonction convexe z — 2P.
En appliquant ensuite le théoréeme de Tonelli, on trouve que

== [ (1@ - 1o - wpas) xeoy
RN \J/RN
— [ 15 =y = [ I = re I
RN RN
Or ||f —7c. fII5 — 0 pour tout z € RV lorsque e — 0; d’autre part || f —7c. ||} <

2P| f|Ip pour tout z € R” et € > 0. Par convergence dominée, la derniere
intégrale dans le membre de droite tend vers 0 avec e.
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Montrons ensuite que f, est de classe C* sur RV.
Il suffit pour cela d’appliquer le théoreme de dérivation sous le signe somme
a la fonction
(z,y) = Xelz —y) f(¥).-

Notons que, pour tout & = (a1, ...,ayx) € NV et tout x € B(0, R) on a

8a1+”'+aNX€

«aq anN
0z ... 0z}

(@ =01
aoé1+m+0tNX
< -] —...— QN

¢ ub Ozt ... 0z (2)

< 1y |<r+el f(W)] -
zeRN

Le membre de droite de cette inégalité est de la forme

Cel\y|§R+e|f(y)| :

Or, d’apres l'inégalité de Holder, on a

[ twsrsdlFwldy < 1B200. R+ 7 | 1],

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, on montre par récurrence
que Ye * f admet des dérivées partielles continues de tous ordres sur RY, cqfd.
]

Une conséquence tres facile de la proposition précédente est la densité dans
LP(RY) des fonctions de classe C> & support compact.

Théoréme 2.4.7 Soit p € [1,00[. Alors C>°(RY) est dense dans LP(RY).

Evidemment, le résultat est faux pour p = oo, puisque C.(R™) n’est pas
dense dans L= (RY).
Démonstration. Soit 7 > 0 arbitraire ; pour n € N* assez grand,

If = faomll <.

En effet,
f(z) = f(x)1p(0,n(z) — 0 pp. en x pour n — oo,

tandis que
[f(@) = f(@)1B(om(@)P < |f(2)| avec |f|P € L'(RY)
de sorte que, par convergence dominée,
Il.f = f1omllp — 0 pour n — oo.
Puis, pour n ainsi choisi,

an - fn*Xe”p < n
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pour € > 0 assez petit, grace a la proposition précédente.
Par conséquent, pour tout 7 > 0, on a ainsi construit f,, x x. qui est de classe
C> sur R et tq.
”f - fn *XEHP < 277'
On conclut en vérifiant que f,, x x. est a support dans B(0,n + €) qui est com-

pacte, ce qui découle de la majoration du support d’un produit de convolution
donnée au début de cette section, cqfd. m



