Analyse des EDP : Eléments de correction du partiel du 7 novembre 2022

1 Exercice

Soit Q un ouvert borné régulier de R? avec d = 3, soit p > d/2 et soit f € L”(€2). On consideére u € HO1 Q)
tel que —Au < f au sens o

VveH&(Q), v=0 p.p., fVu-Vvdxsffvdx.
Q Q

On veut montrer qu’il existe K > 0 telle que u < K p.p.

1. Montrer que si v € H'(Q), alors v* := max(0, v) € H' (Q) et
Vvt =1,20Vv =T,50Vv.
On pourra utiliser le fait que v™ est limite de F¢(v) quand € — 0, ol
Fo(x):=Vx®+e2—¢ si x=0, F.(x):=0 si x<0.
2. Soit (ay) ren Une suite strictement croissante et soit
up:=Ww—ap)?t.

Montrer que si uj est identiquement nul pour un certain k, alors le résultat est démontré. Dorénavant
on suppose que les u; sont non identiquement nuls, pour tout k.

C’est dii au fait que uy < up_1 et up — (u—K)*.

3. Montrer que

2 1 1
Va2 dx <l flrluel g, —+—=1,
f;) @ p oy
et en déduire qu'’il existe une constante Cq, telle que

1
2

1
u <C z u .
” k:”LdZif2 @ Q“f”Lp(Q) “ k”Lp/(Q)

Le premier résultat découle du fait que presque partout
IVugl> =Vu-Vug

et deI'inégalité —Au < f. Le second est une simple injection de Sobolev.

4. Soit
i :={xeQ, up(x) >0}.
Montrer que pour tout 8> 0
uP
k-1
Iy < ——m———-

T (ak—ax-1)P
Sur </} on a

U—Aj—1 > ap— ag—1 >0

donc uy_, > ayx — ar—,. On peut ensuite élever I'inégalité a la puissance 3.



5. Montrer que

g 1*
1 Ld-2 (Q) d 1 d
lugll 2a < Calfll; , p=————-=, pi=———-:
it o Tire (ar — ax-1)P p (d-2)p' 2 d-2)p'
On écrit
s
p_.r p' k-1
u, <u; ly <u, 1y <
kT = o M (g — g )P

11 suffit alors de choisir ' = dz—fiz — p' pour conclure gréce a la question précédente.

6. On choisit a; := (1 -27%"1)K avec K = 1 a déterminer plus tard. Montrer qu'il existe & > 0 tel que

luoll 2a <&e= lim Jugll 2 =0.
Ld-3 Q) k—o0 Ld-2 Q)

Ona
(ar — ay_1) P < 2P+

alors

et si xp = || ugll
L (Q)

2d_
d-2
;
Xk < Ca2PIf117, o) 2P 5
En passant par le log on trouve par récurrence que
k Bl fI2 p Y ey
logxp<p (logx0+5010g(C92 ||f||Lp(Q)) + S1log(2 )), Sq = Z jopr.

j=1

Alors on pose
1
£:= exp ( ~ S0108(Ca2P | fl1 2, 0)) — S1 1og(2ﬁ))

<E.

7. Montrer qu'’il existe K tel que |lugll
L Q)

2d
d-2

Ona )

. . K i7d
lim xo = lim (f (u——)+dx)2 ‘.0
K—oo K—oo\ Jo 2
par convergence monotone, d’ot1 le résultat.

8. Conclure.
Par convergence monotone a nouveau,

lim x; = (u—K)"
k—o0

d’otl le résultat.

2 Probléme: un théoreme de di Perna-Lions
Le but de ce probleme est d’étudier I'équation de transport

0. f(t,x)+b(x)-Vf(t,x)=0, >0, xeR?,

(Tf)
fir=0=fo,

oit b: RY — R? est un champ de vecteurs, et la fonction inconnue f est a valeurs réelles. On rappelle (voit
TD) quessi fy € L°(R?) et b € €' (R%;R?) est tel que

IK>0, VxeR%, |b(x)|<K(x),



1

lOC([Rid)), au sens ol pour

alors 'équation (Tf) admet une unique solution faible f € L (R, x RHYNE (R4 L
tout ¢ € €} (Ry x RY),

fff(t,x)(at(p+div(b(p))(t,x)dtdx:—f Jo(xX)(0,x) dx. 1
0 Rd Rd

Cette solution vérifie ||f||Lw([R+de) =< \fo IILm(Rd), et presque partout f (¢, X(t,x)) = fo(x) ouVxe R4,

2—}:@, x) =b(X(t,x) X(0,x) =x.

Définition 1. Soit p € [1,+o0], et soit I un intervalle de R,. On dit que [ est “faiblement continue a valeurs
dans LP(RY)”, et on note f €€y LP (R%)), si f e L>®; LP(RY) et si pour toute fonction ¢ € <€CI(I x RY),
lapplication t€ I — fd f(t, x)(t, x) dx est continue.
R
On se propose de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2. Soit fy € L°(R%). Soitb € WY (RY) tel quediv b € L®(R?). Alors il existe une unique f € L° (R, x
RY) N €, (Ry; L°(RY)) solution faible de (Tf). De surcroit, cette solution vérifie pour tout T >0

T
V(p€<€cl(R+de), ‘[0 fRdf(t,x) (6t<p+div(b(p))(t,x)dxdt:fRd f(T,x)(p(T,x)dx—‘[Rd fo(x)@(0, x)dx. (2)

Existence

1. Soit b€ WLIRY) tel quedivbe L°(R%). Soit une suite régularisante
pf=e%(le), avec peP®R%R,), fp(x) dx=1, SupppcB (3)

oi1 By est la boule unité de RY centrée en 0. On pose b® := b * p®. Montrer que pour tout £ > 0, il existe
une unique solution faible f¢ e L*° (R, x R N C€(|R2+;Llloc([R{”l)) de I'équation

3:fE+b°-VfE=0, >0, xeRY,
fﬁ:o =fo.
On a bf € €°[RY) et bf € L®(R%) pour tout € > 0 donc on applique le résultat rappelé en préambule.

De plus
Ve>0, ||fE||LOO(R+XRd) = ”fO”LOO(Rd) . (4)

On note que
b* —b dans W' (RY),

Ildiv b°|| o < [|div D] 1,
C
IVBEllee = —IVDI 1.
£
2. Montrer qu'il existe une suite (£) gen tendant vers zéro et une fonction f € L (R, x R?) solution faible
de (T1), telles que fék —* f dans L (R, x RY) et
||f||L°°(R+><Rd) = ”ﬁ) ”LOO([Rd)‘

Lexistence de (1) ken et de f € L°(R, xRY) telle que f&& —* f dans L®(R, xR%) provient directement
de (4). En écrivant I'équation au sens des distributions (contre une fonction test ¢ dans Z((R. x [Rd))
on peut passer a la limite dans tous les termes.



3. Onveut a présent montrer que f est faiblement continue en temps 2 valeurs dans L (R%). Pour cela,
on considere ¢ € <€cl ([0, +oco[ xR?) fixée, et on définit, pour tout € > 0,

IF:teR, -—»fRdfg(t,x)(p(t,x) dx.

(a) Montrer que la suite (I°%);cn est compacte dans € (R4). On note I sa limite (aprés extraction
éventuelle d'une sous-suite).

On note qu'il existe T > 0 tel que Supp I¢ < [0, T pour tout € > 0, et que

sup 11501 = I foll 1o 10 oo, 11 ety -
te[0,T]

Par ailleurs pour tout t = 0

() = ffo(X)d)(O,X)dx
R4

t
+f fdff(s,x) (0:¢p+div (b)) (s,x) dx ds
o Jr
doncsi0O<t<t alors

|1t - I 0)|

IA

(t, - t)||f£||Loo(R+de) (||at§b||L00(R+;Ll (R4y) + ”bgnwl,l(md) ||(P||Loo(R+’W1,oo(Rd)))

IA

(' = Ol foll joo e (||5z¢||Loo(R+;L1(Rd)) +1bllw11 gay ”¢“L°°([R+,W1'°°(Rd)))'

On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli.
(b) Soit 6 € L (R ) quelconque. Montrer que

(o0} +00o
lim Isk(t)e(t)dt:f f ft, x)p(t, x)0(r) dt.
k—ooJo 0 R4

(c) En déduire que I(t) = fd f (&, x)¢(t, x) dx pour presque tout ¢ > 0.
R

Cela résulte de la question précédente. On note donc en particulier que f € €,,(R,; L°(RY)).
(d) Conclure.
On a pour tout t = 0,

ff(t,x)qb(t,x)dx = ffo(x)cb(O,x)dx
R4 R4

t
+f fdf(t',x) [0:p +div (bg)] (', x) dx dt'.
0 JR

On a donc démontré que sous les hypothéses du théoreme, il existe une solution faible f €
LR, x RY) N6, [Ry,, L [RY) de I'équation (Tf), vérifiant la propriété (2).

4. Sous les mémes hypotheses, vérifier rapidement (en reprenant les étapes ci-dessus) que pour tout
8o € L N IL®(RY), il existe ge Li’;’C(IRJr s L°(R%)) solution faible de I'équation de transport sous forme
conservative

0,g+div(bg) =0, >0, xeR?,

d (To)

8ii=0=80, XeR".

On reprend la méthode du cours donnant I'existence d’une solution pour I'équation régularisée, et

comme la divergence de b est bornée on a

e—udivbllLoo t Idivbll oot

<Jé(t,x)<e
et on conclut par passage a la limite grace aux bornes

1divb| oo t
)

g (M)l < ligolir~e gl <lgollp-



Unicité

Soit une solution faible f € L® (R, x RY) N €, (R4 ; L°(R)) de (Tf) avec fy = 0, vérifiant la propriété (2)
pour tout T > 0 et pour tout ¢ € <€Cl Ry x RY).
Soity € €} (R%) quelconque. On considére ¢ solution de I'équation sous forme conservative

at¢+dIV(be) =0, (P|t:T=w.

Une telle fonction ¢ € L;’(‘;C(R+; L°°([Rd)) existe d’aprés la question précédente. On aimerait utiliser ¢
comme fonction test dans (2). Malheureusement ¢ ne posséde pas la régularité requise pour cela. On
va donc commencer par régulariser ¢, utiliser la fonction régularisée comme fonction test, puis on va
passer a la limite lorsque le parametre de régularisation tend vers zéro pour conclure.

. On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 3. On suppose que b vérifie les hypotheses du Théoreme 2. Soit ¢ € L® ([0, T] x R?) une solution
au sens des distributions dans 2' (10, T[xR%) de I'équation

0:¢p+div (bep) =0.

Pour tout € > 0, on considere une suite régularisante p® = e~ %p(-/€) comme en (3). On pose ¢F := ¢ * pt.
Alors
0% +div (b®) = ¥,

avec |1l 11, 1) xrd) — 0 quand € — 0.
(a) Montrer que pour presque tout (£, x) € [0, T x R4 ,
ré(t,x) = (div b(x)p° (1, x) + fRd o8, ) (b(x) = b(y) - Vyp®(x—y) dy.

On a rf =div (b¢®) —div ((b¢p) = p®) et le résultat suit d’'un simple calcul.

(b) Pourtouti,je€{l,...,d}, ondéfinit R;;: x € R4 — xiaxjp(x).
Justifier que R;; € PRY) et que fd R;j(x)dx =—06;j. On définit R‘l?j = g’dRij(-/s).

R

Montrer que pour presque tout (£, x) € [0, T] x RY,

1
ré(t,x) = (div b(x))p° (¢, x) + Z j,;dj(; (p(t,y)axibj(rx+(l—T)y)Rfj(x—y) dy dr.
1<i,j=<d

(c) On pose
w(6)= sup sup ||6xibj(-+h)—axibj||L1(Rd).
1<i,j<d heR | h||<6
On note que puisque 0, bje L (Rd), lims_.o w(6) = 0 (module de continuité dans LY.
Montrer que pour tout1 <i,j<d, pour t € [0, T]

1
fn@dfo (0x;bj(Tx+ (1 =1)y) = 0x,b; (1) p(t, )R] ; (x — y) dy dv

L1(R4)

= ”(»b”LOo([O,T]x[R%d) "Rij ”Ll(Rd)w(E) .

(d) Justifier que (div b)¢p¢ — (div b)¢ dans L' ([0, T] x R%) et que (0x; bjp) * Rfj — —0;j0x,bj¢ dans
LY([0, T1 x RY).

(e) Conclure.



6. Soity € ‘601 (RY) quelconque, et soit ¢ € L*°([0, T'] x R%) une solution faible de I'équation (Tc) telle que
¢=r = w. On pose ¢° (1) := ¢(¢) * p°. Soit une fonction de troncature yr définie par yr = x(-/R) pour
R>0,0uy€ ‘601 (R?) est telle que y(x)=1si|x|<1.

(a) Montrer que
fRdf(T,xn//(x)dx = fRdf(T,x)(u/—W*pf)m)(x)dx

T

+f f f,0re, x)xr(x) dx
0 Jrd
T

+f fdf(t,x)b(x)qbf(t,x)-VXR(x) dx dr.
0o Jr

Il suffit de remarquer que I'on peut prendre ¢ = ¢* yp comme fonction test dans (2).

(b) En déduire qu'il existe une constante C > 0, indépendante de T, R et de ¢, telle que

T
Uwf(t,x)w(x) dx| < Cllfll e (s+ 17 g o, ryemety + 1Pl WDl |

Conclure.



