Analyse des EDP : Partiel du 7 novembre 2022

Le sujet comporte un exercice et un probleme

1 Exercice : un principe du maximum

Soit  un ouvert borné régulier de R? avec d = 3, soit p > d/2 et soit f € LP(€2). On consideére u €
Hj(Q) tel que —Au < f au sens ol

VveHé(Q), v=0 p.p., fQVu-Vvdefovdx.
On veut montrer qu'’il existe une constante K > 0 telle que u < K p.p.
1. Montrer que si v € H'(Q), alors v* := max(0, v) € H' (Q) et
Vot =1y20Vv =Tp50Vv.
On pourra utiliser le fait que v* est limite de F.(v) quand € — 0, oit
Fe(x):= \/m—s si x=0, F:(x):=0 si x<0.

2. Soit (ag)ken Une suite strictement croissante de réels convergeant vers une constante K = 1 a
déterminer plus tard (voir la question 7) et soit u := (1 — ag)*. Montrer que si u; est identique-
ment nul pour un certain k, alors le résultat est démontré.

Dorénavant on suppose que les uy sont non identiquement nuls, pour tout k.

3. Montrer que
) 1 1
Vug|"dx = fllrllucll p g, —+—=1,
fQ | | f Q) L' (Q) p p,
et en déduire qu'il existe une constante Cg, telle que

1 1
u a  =C z ull?
” k”Lﬁ @ Q“f”Lp(Q) " k”

IO
On pourra utiliser une injection de Sobolev.
4. Soit o/ := {x € Q, uy(x) > 0}. Montrer que pour tout 5> 0
Ty < L .
FT (ag - ap-)P
5. Montrer que
N1 1, p
3 Ld-2 (Q)
Izl < Callfll; , M= >1
Mo N (ar—arp T d-op

6. On choisit a; := (1 -27%¥"1)K avec K = 1 a déterminer plus bas. Montrer qu'il existe £ > 0 tel que

=0.

lupll 2a <&= lim [lull
Ld-2(Q) k—o0 L Q)

2d
d-2
On pourra montrer par récurrence que

1 .
|+ S010g(Ca2” I fl ) + 51 log2")), Sa:= Y joul.

k
logllugll 2 =p (loglluoll 2d
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<E.

7. Montrer qu'il existe K tel que | u|
L (9)]

2d_
d-2

8. Conclure.



2 Probleme : un théoreme de di Perna-Lions

Le but de ce probleme est d’étudier I’équation de transport
0. f(t,x)+b(x)-Vf(t,x)=0, >0, xeR?,
ﬁIZO = fO )

oi1 b: R% — R? est un champ de vecteurs, et la fonction inconnue f est a valeurs réelles. On rappelle
(voit TD) que si fy € L®([R%) et b € €' (R%;R?) est tel que

(Tf)

IK>0, VxeR?, |b(x)| < K{(x),

1

lOC([de)), au sens ol

alors I'équation (Tf) admet une unique solution faible f € L® (R, x R%) n € (Ry; L
pour tout ¢ € €} (R, x RY),

f ff(t,x)[Ot(p+div(b(p))(t,x)dtdxz—f fo(x) (0, x) dx.
0 JRrd R

Cette solution vérifie presque partout f(t, X(t,x)) = fo(x), ot Vx € RY,

ax
= 0= b(X(t,x))
X(0,x)=x.

Enfin
||f||L°°[|R+><Rd) = ”fO”LOO(Rd) .

Définition 1. Soit p € [1,+o0), et soit I un intervalle de R, . On dit que f est “faiblement continue a
valeurs dans LP([R?)’, et on note f € 6, (I;LP (RY)), si f € L®°(I;LP(RY)) et si pour toute fonction ¢ €
€L x RY), Lapplication

te wadf(t,x)(/)(t,x) dx
R
est continue.
On se propose de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2. Soit fy € L°(R?). Soit b € WV(RY) tel que divb € L®(RY). Alors il existe une unique
feL®Ry x RY) N Gy (R+;L°°([Rd)) solution faible de (Tf). De surcroit, cette solution vérifie I'égalité

T
fff(t,x)(6t<p+div(b(p))(t,x)dxdt:f f(T,x)(p(T,x)dx—f fo(x) (0, x) dx. (1)
0 Jrd R R4

pour tout T > 0 et pour tout ¢ € <€cl R, x RY),

Existence

1. Soit be WL1(RY) tel quedivbe L%°(R?). Soit une suite régularisante
ot = e_dp(-/e), avec pE€E 2RER,), fp(x) dx=1, SupppchB )

ol B; est la boule unité de R? centrée en 0.

On pose b := b * p°. Montrer que pour tout € > 0, il existe une unique solution faible f* €
LR, xRY) NERy; L (RY)) de I'équation

0, fE+b°-VfE=0, >0, xeRY,

ﬁ:o =fo.



2. Montrer qu’il existe une suite (€x) xeny tendant vers zéro et une fonction f € L (R, x R%) solution
faible de (Tf), telles que f¢ —* f dans L (R, x R?) et

||f||L°°(R+><Rd) = ”f()”LOO(Rd)-

3. Onveut a présent montrer que f est faiblement continue en temps a valeurs dans L™ (R%). Pour
cela, on considere ¢ € €1 ([0, +oo[x RY) fixée, et on définit, pour tout £ > 0,

IF:teR, »—»fdfs(t,x)gb(t,x) dx.
R

(a) Montrer que la suite (I¢¥) e est compacte dans € (R.). On note [ sa limite (aprés extrac-
tion éventuelle d'une sous-suite).

(b) Soit 6 € L*°(R,) quelconque. Montrer que

(9] +00
lim IFE(0)6(1) dtzf fdf(t,x)(/)(t,x)e(t) dt.
0 R

k—o00Jo

(c) En déduire que I(f) = fd f(t, x)¢(t, x) dx pour presque tout ¢ > 0.
R

(d) Conclure.

4. Cette question est facultative. Sous les mémes hypotheses, vérifier rapidement (en reprenant les
étapes ci-dessus) que pour tout go € L' n L®([R?), il existe g € Li’;c(RJ,;L"O(Rd)) solution faible de
I'équation de transport sous forme conservative

0,g+div(bg) =0, t>0,x€|Rd,

d (Tc)
git=0= 8o, X€ER"™.

Unicité

Soit une solution faible f € L® (R, x RY) N0 €, (R, ; L ([R%)) de (Tf) avec fy = 0, vérifiant la pro-
priété (1) pour tout T > 0 et pour tout ¢ € € (R, x RY).

5. On commence par démontrer le lemme suivant.

Lemme 3. On suppose que b vérifie les hypotheses du Théoréme 2. Soit ¢ € L®([0, T] x RY) une
solution au sens des distributions dans 2' ()0, T[xR%) de I'équation

0, +div (bep) =0.

Pour tout € > 0, on considere une suite régularisante p® = e 4p(-/€) comme en (2). On pose ¢F :=
¢ = p. Alors
0,9 +div (bgp®) = r*,

avec ”r£||L1 ([0, T xR4) -0 quandf — 0.

(a) Montrer que pour presque tout (¢, x) € [0, T'] x R4,
ré(t, x) = (div b(x))p* (£, x) + fRd $(t,y) (b(x) = b)) - Vep®(x—y) dy.

(b) Pour tout i, j € {1,...,d}, on définit R;; : x € R? — x;0,, p(x).

Justifier que R;; € 2(RY) et que fRd R;j(x)dx = —6;j. Dansla suite, on définit Rl?j = s‘dR,-j (-/€).



(c) Montrer que pour presque tout (¢, x) € [0, T] x R,

1
ré(t,x) = (divb(x)° (1, )+ Y frmdfo <p(t,y)6xibj[1x+(l—r)y)Rfj(x—y)dydT.
1<i,j=d

(d) On pose
®@®) = sup  sup [0x,b;j(-+h) =0y bjll i ga.-
1<i,j<d heR4,| h| <6

Montrer que pour tout 1 <i,j < d, pour t€ [0, T]

1
fmadfo (5xibj(fx+(1—T)J/)—ax,»bj(y))¢(t,y)Rfj(x—y) dy dr

L1(R4)

= ”(b”LOO([O,T]X[Rd) ”Rl] "Ll (Rd)a)(f) .

(e) Justifier que (div b)¢p* — (div b)¢p dans L' ([0, T] x RY) et que (0x;bj ) * Rfj — =0;j0y,bjp
dans L' ([0, T] x R%) .
(f) En déduire que r¢ — 0 dans L1([0, T] x RY).

6. Soit ¥ € %}(Rd) quelconque, et soit ¢p € L*([0, T'] x R%) une solution faible de I'équation (Tc)
telle que ¢;=1 = . On pose ¢°(1) := ¢p(t) * p*. Soit une fonction de troncature yr définie par
xr = x(-/R) pour R >0, o1 y € €L (R?) est telle que y(x) = 1si|x|< 1.

(a) Montrer que
fRdf(t,x)w(x) dx = fRdf(t,x) (W= * p)xr) (x) dx
T
+f f Ft, )78, x) xr(x) dx
0 Jrd

T
+f fdf(t,x)b(x)(bg(t,x)-V)(R(x) dxdt.
0o JR

(b) En déduire qu'il existe une constante C > 0, indépendante de T, R et de ¢, telle que

T
URdf(t.x)w(x) dx| < Clfle (e+ 170 0,y ety + Pl 1Bl |

Conclure.



