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Vrai ou Faux ? (Justifier la réponse)

1. Si (zy,) est une suite bornée d'un espace de Banach réflexif alors il existe une suite extraite qui
converge faiblement.

2. Une limite inductive d’une suite strictement croissante d’espaces de Fréchet est métrisable.

3. Si F est un sous-espace vectoriel non dense d’un espace de Banach E, alors il existe une forme
linéaire f continue sur F telle que pour tout z € F, (f,z) = 0.

Exercice 1.  Fonctions de L' génériques
On munit [0, 1] de la mesure de Lebesgue A, et 'on considére I'espace de Banach X := L1(]0,1]).

1. Montrer que pour tout p > 1, LP([0,1]) est un sous-espace vectoriel de X.
2. Pour N € N\ {0}, on pose

Ey = {f e L' /I C [0,1] borélien, /Ilfl < NA(I)%}.

Montrer que Ey est fermé dans X, et que U Lr([0,1]) C U Ey.
p>1 N>1
3. Pour N € N\ {0} donné, on considére f € En, et € > 0. On pose

gy iz €[0,1] » ——

_ 1
xr 2N
Montrer que f + gy appartient & X, mais n’appartient pas & En. En déduire que I'ensemble des
fonctions de L! qui n’appartiennent & aucun LP (quelque soit p > 1) est dense dans X.

*

Exercice 2.  Distributions homogénes

— Les questions 2 a 6 sont indépendantes. —

Dans tout cet exercice on considére un ouvert  C R stable par homothétie, c’est-a-dire tel
que My (92) C Q ou pour tout z € R? et tout A € R,

My(z) == Az
On dit qu’une fonction f sur R¢ est homogéne de degré 3 sur € si
VeeQ, VYAeR, f(z)=MNf(x).

On rappelle que si T' € D'(Q) est une distribution et ¢ € C*(Q/,Q) un diffécomorphisme, alors on
aTo¢peD(Q) avec

Yo €D(Q), (To¢,¢)=(T|det Do~'| poo™').
On dit qu’une distribution 7' € D'(2) est homogeéne de degré f§ si
VAeR, ToM,=MNT dans D(Q).

1. Soit T' € D'(£2). Montrer que

Vo € D), (ToMy, ) = %<T,¢(i)>.
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2. Soit f une fonction de classe C! sur R? homogéne de degré § sur €.

(a) Montrer que
x-Vf(zr)=pf(x) pourtout ze€ .

(b) En déduire que

d o '
2 gy (01(@) = [+ ) ().

(c) Soit T' € D'(2) homogene de degré 5. Montrer que

> 0 (27T) = (d+ B)T dans D'(Q).
8:63

J=1

d
(On pourra trowver utile de calculer (ago(;))M_l pour ¢ € D(Q)).

3. Soit f € L _(R4\ {0}), continue sur R?\ {0}, homogene de degré 3.
(a) Montrer que
£ =11 (157)

et que si

[ \rwldots) =0

ot do désigne I’élement de surface sur la sphére unité S%1, alors f = 0 sur R

(b) En déduire qu’une fonction continue, non identiquement nulle, homogeéne de degré (3 est
localement intégrable sur R si et seulement si 8 > —d.

4. Montrer que g est homogéne sur R¢ de degré —d.

5. Soit T € D'(Q) homogéne de degré 3. Montrer que pour tout multi-indice o € N%, la distribu-
tion 0“T" est homogene de degré 5 — |al.

6. Soit T' € D'(R4\ {0}) homogéne de degré 8 > —d. On veut montrer qu'’il existe une distribu-
tion T' € D'(R?) homogéne de degré 3 qui prolonge T' & R?, c’est-a-dire telle que

Vo € DRI\ {0}), (T,¢) = (T,¢).

On définit, pour toute fonction ¢ € D(R?), la fonction Rg¢ par
Ve € R, Rgo(x / p(ra)rPra—Ldr .
Soit ¢ € D(R™ \ {0}) positive non identiquement nulle et soit la fonction y définie par

d —
©(@) = c¢(lal) avee o= ([coF)”
(a) Veérifier que l'application
o € D(RY), (T,¢) = (T, xRs)

définit une distribution 7" sur RY.
(b) Montrer que pour tout ¢ € D(R?\ {0}),

(T,0) =(T,9).

(¢) Montrer que 7" homogene de degré § et conclure.
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