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Exercice 1.
Soit F un espace de Banach et T une application linéaire continue de E dans lui-méme, telle que

Vee E, dn,eN, T :=To---0T(x)=0.
——
ng fois
Montrer que T est nilpotent.

Montrer sur un exemple que le résultat n’est pas vrai si F n’est pas complet.

*

Exercice 2. L’espace S des fonctions a décroissance rapide
Soit S(R?) I’ensemble des fonctions a décroissance rapide sur R%, formé des fonctions f € C>(R%)
telles que pour tout multi-indice a = (ay,...,aq) € N¥ et § €N,

[ £llas := sup |(x)70° f(z)] < oo,
z€ER4

8 .
en notant 9% := 9g! - - - 0gd et (x)8 := (14-|z|?)2 ot |-| est la norme euclidienne sur R?. L’espace S(R?)
est donc naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel topologique localement convexe séparé,
avec les semi-normes || - [|4,3-

1. Soit f € S(RY). Montrer que pour tout p € [1,00], f appartient a LP(R?). Montrer que pour
tout multi-indice o et tout entier 3, (x)?0% f appartient & S(RY).

2. Montrer que la topologie de S(R?) est métrisable et que S(R?) est complet.
3. Montrer que si f,g € S(R?), alors fg € S(R?), et montrer que la fonction h définie par

Vo e Y, h(a)i= (Fx9)a)i= [ Fwgle - )y
est bien définie et appartient & S(R?). Montrer enfin que la fonction ® définie par
VEERY, B(¢) = /eiﬁ'ff(x)da;

est bien définie et appartient & S(R?).

1 DMA 2018/2019



Exercice 3. Un théoréme de Lyapunov
On se propose de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit (X, F) un espace mesurable, et u, ..., p, des mesures finies positives non atomiques
sur X. Alors l’ensemble

{(m(A), o un(A)), A€ f}

est un compact convexe de R™.

On note g := 1 + -+ + fin, et pour i entre 1 et n, on définit f; € L1 (u) telle que du; = fidp.
1. On veut montrer que l'espace L>(u) s’identifie au dual de L'(u) via I'application

L(p) — (L} ()"
I L'(p) =R

I :
fr= 1) g%/xfgdu-

(a) Veérifier que I est continue et que

LN 2y < N llneo e -

(b) Montrer que
LAz uyys = 1l Lo ) -

On pourra considérer la fonction F' := ul s ot A est un ensemble de mesure finie et u est
tel que f =|f|u.
(c) On admet que I est surjective. Conclure.
2. On pose W := {g € L>*(u), 0 <g< 1}. Montrer que W est un convexe compact pour la
topologie faible * o(L> (1), L' (1)).

3. Soit
L>(p) — R"

T g»—)(/ngul,...,/ngun>.

Montrer que T'(W) est convexe et compact dans R™. On pourra étudier la continuité de Tjyy .

4. Soit A € T(W). On pose Wy := {g € W, T(g) = A}. Montrer que W) admet des points
extrémaux.

5. Montrer que si les points extrémaux des ensembles Wy, A € T (W), sont tous des fonctions
caractéristiques d’ensembles mesurables, alors le théoréme est démontré.

6. Soit g € Wy. On suppose qu'il existe Z € F tel que u1(Z) >0ete >0telquee <g<1-—¢
sur Z. Comme (1 est non atomique, il existe A C Z tel que p1(A) > 0 et pi1(Z\ A) > 0.

(a) Dans le cas n = 1, montrer que g n’est pas extrémal dans W).

On pourra montrer que g = dh € W) pour § assez proche de 0 et h de la forme
h=ala+Blzpa,

avec (a, ) # (0,0) bien choisis. En déduire que les points extrémaux de Wy sont des
fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables, puis que le théoréme est vrai au rang 1.

(b) On suppose le théoréme vrai au rang n — 1 pour n > 1. Montrer que g + dh € W) pour &
assez proche de 0 et h de la forme

h=a(2lg — 1)+ B(21c — 14 4),

avec BC A, C C Z\ Aet (,B) # (0,0) bien choisis. Conclure.
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Exercice 4.  Holder-continuité et distributions
Soit a €]0,1[. On rappelle qu'une fonction f définie sur R? est dite a-Héldérienne, ce que 1'on
note f € C*(R?), s'il existe une constante C, > 0 telle que pour tous x,y € RY,

[f(z) = f(y)] < Callz =yl

oil || - || désigne la norme euclidienne sur R<,

Soit f € D'(RY). On veut montrer 'équivalence entre

(i) f a un représentant dans C%(R?);

(i1) il existe une constante C' > 0 tel que pour tout z € R? il existe g(x) € R satisfaisant la
propriété suivante : pour tout r > 0 et toute fonction test ¢ € D(R?) a support dans B(z,r) telle

ave [ 1o)ldy = 1.
[(f —g(z),0)| < Cre.

1. Montrer que (¢) implique (7).

On suppose dorénavant que (i7) est vraie. Dans la suite, on fixe une fonction x € ’D(Rd), positive,
a support dans la boule unité, et d’intégrale 1. On note, pour z € R% et A\ > 0,

Xz'_ﬁx A

2. On commence par montrer que g est a-Holdérienne.
(a) Soit A > 0 et z,y € R? fixés distincts. Montrer que pour A assez petit,

L — «a
70— < ol

pour une constante C ne d’épendant que de a.
(b) En se servant du fait que (g(z), x2) = g(z), montrer que g est a-Holdérienne.
3. Soit F € D'(RY) telle qu'il existe o > 0 et C' > 0 tel que pour tout ¢ € D(R?) a support dans

une boule de rayon r et telle que / lp(y)|dy = 1,
Rd

(o) < Cre.
(a) Soit ¢ € D(R?). Montrer que
Wiz eRY— | GWe)dy
converge vers ¢ dans D(R?) lorsque A tend vers 0.
(b) En déduire que que F' = 0 au sens des distributions.

(c) Conclure que f = g au sens des distributions.

*

Exercice 5.  Etude d’une distribution
On considére I'application linéaire 7" de D(R?) dans C définie pour ¢ € D(R?) par

(T, o) ::/Rgo(x, —z)dz.

1. Montrer que T' définit bien une distribution. Quel est son ordre ?
2. Déterminer le support de 7. En déduire que T ne s’identifie pas & une fonction continue sur R2.

3. On note (z,t) la variable de R2. Calculer au sens des distributions (a% - %)T.

*
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