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Notations : dans tout l’énoncé on écrit v.a. pour variable aléatoire et p.s. pour presque sûrement.
La notation log désigne le logarithme népérien. On rappelle que ea log x = xa pour a ∈ R et
x > 0.

Questions de Cours.

1) Enoncer le Théorème Central Limite.
2) Donner la définition de la convergence en probabilité.

Exercice 1. (Xn)n∈N et (Yn)n∈N désignent deux suites indépendantes constituées de v.a.
indépendantes et de même loi uniforme sur [0, 1].

1) Déterminer la loi du couple (X1, Y1).

2) Montrer que la suite 1
n

∑n
i=1 1{Xi+Yi≤1} converge quand n tend vers +∞. Préciser le mode

de convergence et justifier. On admet que les v.a. (Xi, Yi), i ≥ 1 sont indépendantes (on ne
demande pas de le démontrer).

Exercice 2. Pour tout réel x on note [x] pour désigner la partie entière de x. On rappelle que
pour tout entier relatif `, l’égalité [x] = ` est équivalente à ` ≤ x < `+ 1.
Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1] et λ un réel strictement positif.

1) Soit n ∈ N∗ strictement supérieur à λ.
a) Quel est le signe du réel log(1− λ

n) ?

b) On pose pn = λ
n . Montrer que la v.a. Zn = 1 + [ logU

log(1−pn) ] vérifie P(Zn = k) = pn(1− pn)k−1

pour tout k ∈ N∗.

2) a) Soit ω ∈ Ω. En effectuant un développement limité montrer que

logU(ω)

log(1− pn)
= − 1

λ
(n− λ+ o(1)) logU(ω)

quand n→ +∞.
b) En déduire que pour n grand, on a l’encadrement

− 1

n
− 1

λ

(
1− λ

n
+ o(

1

n
)

)
logU(ω) <

1

n
[

logU

log(1− pn)
] ≤ − 1

λ

(
1− λ

n
+ o(

1

n
)

)
logU(ω).

3) Montrer que la suite (Zn
n )n∈N∗ converge p.s. quand n tend vers +∞. Préciser la v.a. limite.

4) Déterminer la loi de la v.a. − 1
λ logU .

5) Déduire des questions précéddentes que la suite (Zn
n )n∈N∗ converge en loi vers une v.a. de

loi exponentielle de paramètre λ quand n tend vers +∞.

Exercice 3. 1) Soit Z une v.a. à valeurs dans N telle que E(Z) < +∞. Montrer que

E(Z) =

+∞∑
k=1

P(Z ≥ k).

Indication : on pourra utiliser que P(Z ≥ k) =
∑

`≥k P(Z = `).



Dans la suite de l’exercice X désigne une v.a. à valeurs dans N telle que E(X) < +∞ et
(Xn)n∈N∗ une suite de v.a. de même loi que X.

2) a) Montrer que
+∞∑
k=1

P(
Xk

k
≥ 1

p
) < +∞ ∀p ∈ N∗.

b) Montrer que la suite (Xn
n )n∈N∗ converge p.s. vers 0 quand n tend vers +∞.

3) Soit Z une v.a. à valeurs dans N telle que E(Z2) < +∞. Montrer que∑
k≥1

k P(Z ≥ k) ≤ E(Z2).

4) On suppose maintenant que E(X2) < +∞.

a) Montrer que P(max(X1, X2, ..., Xk) ≥ k) ≤
∑k

i=1 P(Xi ≥ k) ≤ k P(X ≥ k).

b) Montrer que la suite ( 1
n max(X1, X2, ..., Xn))n∈N∗ converge vers 0 p.s. quand n tend vers

+∞.

Exercice 4. 1) X et Y sont des v.a. indépendantes. On suppose que la densité de X est

f(x) = 2
π
√
1−x21]0,1[(x), celle de Y est g(y) = ye−

y2

2 1]0,+∞[(y).

1) Calculer la densité du couple (XY, Y ). On note h cette densité.

2) a) Exprimer la densité de la v.a. XY en fonction de h.

b) Calculer la densité de XY .


