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TD 8 : Convergence de variables aléatoires 1

Une étoile désigne un exercice important.

Modes de convergence

Exercice 1. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi donnée
par 6§ vt (1= 1)6y. Etudier les différents modes de convergence de la suite (Xp)p>1.

Exercice 2. Soit X une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout n € N*, et tout w € €, on
pose

Yo(w)=n si 0<X(w)<1/n et Y,(w)=0 si X(w)>1/n.
1. La suite (Yy)n>0 converge-t-elle presque stirement ?
2. La suite (Y;,)n>0 converge-t-elle en loi?
(

3. La suite (Y,,)n>0 converge-t-elle dans Lt?

Exercice 3. Soient (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et X une
variable aléatoire réelle.

1. Montrer que, si pour tout € >0, >, < P(| X, — X| > €) < 00, alors X, "2 X ps..
2. On suppose que X,, — 0 p.s. (resp. X,, = X p.s.). Montrer que, pour tout € > 0,
> st P(|X] > €) < oo (resp. D, P(|Xn — X[ > ) < 00).

3. Conclure.

Exercice 4. On considére deux suites de v.a. réelles (Xp,)n>1 et (Yy)n>1.
1. On suppose que (X,,) converge en loi vers une v.a. X et que (Y},) converge en probabilité
vers 0. Montrer que la suite (X, +Y;,) converge en loi vers X.
Indication : travailler avec les fonctions caractéristiques, et majorer |px, +v, (t) — ¢x,, (£)].

2. Donner un exemple dans lequel (X,,) converge en loi vers une v.a. X, (Y;,) converge en
loi vers une v.a. Y, mais (X, +Y},) ne converge pas en loi.

Exercice 5. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace
(Q, F,P), et f une application continue de R dans R. Montrer que si X,, converge en loi vers
X, alors f(X,,) converge en loi vers f(X).

Exercice 6. On définit la suite (77,),>1 par

1

T, = si X, < —, et T,=1 si X, >—,
n

S|

1
n
ou (X,)y, est une suite de v.a indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

1. Montrer que la suite (7,) converge en probabilité et trouver sa limite.

2. Vérifier que la série de probabilités > > | P(|T,2 — 1| > ¢), est convergente pour tout
e > 0. En déduire la convergence presque stre de la suite (7,,2).

Exercice 7. Soit (Y,,),>1 une suite de variables aléatoires. On suppose que E[Y,] — 1 et que
E[(Y,)?] — 1. Montrer que Y;, converge en loi vers 1.



Exemples de convergence

Exercice 8. Soit (X, )n>1 une suite de v.a. indépendantes, et de méme loi de Bernoulli de
parameétre p, (0 < p < 1). On pose, pour tout n > 1, Y, = X;, X, 11, et V, = Y1 +--- + V.
Montrer que V;,/n converge en probabilité vers p?.

Exercice 9. Soit (X,),>1 une suite de v.a. a valeurs entiéres telle que pour tout n, X, suit la
loi : 1
P(Xn:k):3(1—9) L k>1,
n

(e € R%, n € N*, n > a). Montrer que (%

an)nzl converge en loi. Préciser sa limite.

Exercice 10. Considérons une suite (X,)p>1 de v.a. telle que X, suive une loi exponentielle
de paramétre \,,. On suppose que lim,,_, Ay, = 0. Soit Z,, = X,, — [X,,], ou [z] désigne la partie
entiére du réel x. Montrer que Z,, converge en loi. Préciser sa limite.

Exercice 11. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur [0, 1].
Posons S, = > }_; 1)0,0)(Xk) et Zn = Sy —na, n > 1, pour a € [0, 1].
Cste

1. Montrer en utilisant I'identité de Markov que pour tout ¢ > 0, P(|Z,| > ne) < =3°.

2. Montrer que pour tout « € [0, 1], %Zzzl 110, (X&) "R 0 ps.

Exercice 12. Soit (X,),>1 une suite de v.a. positives, montrer que S,, = X; + --- + X,
converge en probabilité si et seulement si S, converge p.s..

Remarque : en cours, on a montré que c’était le cas pour des variables aléatoires indépendantes.
Exercice 13. Pour tout n € N, on note f,, la fonction définie sur R par :
fo(z) = 1—cos2nmz, si z€]0,1]

fo(z) = 0, sinon.

Pour tout n € N, on définit X,,, une v.a. de densité f,,. Montrer que la suite (X,,) converge en
loi bien que la suite de fonctions (fy,) ne converge pas.

Exercice 14. Pas de Césaro pour la convergence en probabilité Soit (X,),>1 une suite de
variables aléatoires indépendantes, X,, étant de fonction de répartition donnée par

1
Folx)=0 six <0 et Fo(x)=1-— siz > 0.
(@) < w@) =1
Montrer que la suite (X, ),>1 converge en probabilitév ers 0, mais pas la suite Y, = % Yo X

Exercice 15. On considére une suite de v.a. indépendantes et de méme loi : (X,)p>0. On
définit alors la suite (Y;,)n>0 par

X X1+ Y X+ Y] Xn+Y,_
Vo=l y= L0y, oy et et
2 2 2 2
1. Calculer la fonction caractéristique ¢, de Y, en fonction de ¢, la fonction caractéristique
de X1, et de n.

2. On suppose que la loi commune aux variables X,, est la loi normale centrée N (0,0).
Quelle est la loi de Y;, ? Quelle est la loi limite de (Y,) lorsque n tend vers l'infini ?

3. Si les variables X, suivent la loi de Cauchy de densité [r(1+22)]7!, x € R, montrer que
(Y},) converge en loi lorsque n tend vers U'infini. Préciser la limite.

Indication : la fonction caractéristique de la loi de Cauchy est donnée par ¢(t) = et



