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DISTRIBUTIONS QUASI-STATIONNAIRES DE POPULATIONS

CHENLIN GU AND YIYANG YU

REsuME. On propose une étude sur les distributions quasi-stationnaires des
modeéles de populations dans ce rapport. Aprés avoir introduit les définitions
et les notions utiles dans la théorie des distributions quasi-stationnaires, on
analyse quelques modéles classiques de populations sous angle de distribution
quasi-stationnaire, en temps discret puis en temps continu. On s’intéresse en-
suite aux simulations numériques. Ainsi, on établit la relation entre la vitesse
de convergence et la loi quasi-stationnaire, et on propose une méthode originale
pour calculer numériquement la distribution quasi-stationnaire.
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1. INTRODUCTION

Dans le cours de Modeles aléatoires en Ecologie et Evolution, nous avons vu
que dans beaucoup de cas, notre modéle de population modélisé par un processus
de Markov s’éteint presque stirement. Pourtant, le temps nécessaire & ’extinction
peut étre trés long (par exemple dans le cas critique pour un processus de Galton-
Watson), et ’échelle de temps n’est pas humaine. Néanmoins, dans certains cas, on
peut observer une apparente stationnarité de la population, alors que celle-ci est en
voie d’extinction.

L’observation ci-dessus nous incite a donner un sens mathématique a cette sta-
bilité avant I’extinction. Par exemple, on peut mener la recherche par analogie avec
la théorie de probabilité stationnaire. Les distributions quasi-stationnaires appa-
raissent lorsque I’on considére un processus de Markov Z,, atteint presque siirement
un point absorbant et que I’on conditionne ce processus & ne pas étre absorbé, c’est-
a-dire ne pas atteindre ’état absorbant {0} dans les modeéles de populations. Les
distributions quasi-stationnaires laissent alors invariante la loi conditionnelle de Z,,
sachant que la population n’est pas éteinte au temps n. Elles s’interprétent alors
comme la distribution de la taille d’'une population en temps grand, conditionnée
a survivre alors qu’elle devrait s’éteindre. Aussi, on s’intéresse & savoir si, la li-
mite de la loi conditionnelle de Z,, sachant que la population n’est pas éteinte au
temps n, existe toujours, et quelle est la relation entre celle-ci et la distribution
quasi-stationnaire.

Partant de ces notions théoriques, on souhaite étudier comment elles s’appliquent
dans des modéles classiques de population. Et aussi, on souhaite obtenir numéri-
quement les distributions quasi-stationnaires par simulation.

Ce rapport est organisé de la fagon suivante : dans section 2, on introduit des
définitions et des propriétés générales de la quasi-stationnarité, la caractérisation
spectrale et aussi la convergence exponentielle. Dans section 3 et 4, on présente ses
applications dans deux modéles classiques de population : le processus de Galton-
Watson et le processus de naissance et mort. Dans section 5, on explique comment
réaliser efficacement des simulations des distributions quasi-stationnaires.
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2. DEFINITIONS, PROPRIETES GENERALES

Dans cette section, on présente la théorie de base de la quasi-stationnarité. On
introduit d’abord quelques notations, qui sont adoptées dans la suite du rapport.
Puis, on présente les trois définitions de distributions limites : tous les trois étant
de loi quasi-stationnaire, on expliquera les différences subtiles entre elles. La carac-
térisation spectrale est un outil essentiel dans les études de loi quasi-stationnaires.
Enfin on parle de la vitesse de convergence, qui donne une analyse quantitative du
comportement & long terme.

2.1. Notations. On se limite, tout au long de ce rapport, dans une modélisation
markovienne. On note {Z;};>0 la dynamique d’une population. On suppose que
{Z;}1>0 prend des valeurs dans I’espace dénombrable E. Par exemple, dans le cas
d’un modéle d’une population, E = N; et pour un modéle de multi-type, £ = N¢
ou d signifie le nombre de types de population.

On note 9 I'état absorbant dans l’espace, et on suppose 9 = 0 dans la suite sauf
explication. On note Pespace non-absorbant E* = E\0. En plus, on note (dans le
cas sans immigration)

Extinction = {3t > 0,Z; =0} = {3t > 0,Yu > t, Z,, = 0}
et le temps d’extinction
TO = mf{t > O, Zt = 0}

On définit aussi le demi-groupe P; associé a ce processus avant ’extinction, ainsi
que les intégrations dans E*. Soit f une fonction mesurable bornée. On note

Pif(z) = Zt)1T0>t]

/ 1z
vP(f) = v(Bf)=E,[f(Z)lr,>4]

2.2. Limite de Yaglom, QLD, QSD. Comme présenté dans l'introduction, on
s’intéresse au comportement longtemps conditionné en vie. Dans cette partie, on
aborde des différentes définitions.

Définition 2.1 (QLD). Une loi de probabilité a sur E* est dite loi quasi-limite(QLD)
8’1l existe une loi v en E* telle que VA C F mesurable

tlim P,[Z: € ATy > t] = a(A)
—00
Quelques fois, la QLD peut étre indépendante de la loi initiale, ce qui suggére la

définition de limite de Yaglom comme suivant.

Définition 2.2 (Yaglom). Une loi de probabilité o en E* est dite limite de
Yaglom s’il satisfait que VA C E* mesurable et Vo € E*

lim P,[Z; € A|Ty > t] = a(A)
t—oo
La troisiéme définition est une probabilité invariante sous la démi-groupe.

Définition 2.3 (QSD). Une loi de probabilité o en E* est dite loi quasi-stationnaire
s’il satisfait que VA C E* mesurable

P.[Z: € AT > t] = a(A)
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Une question naturelle est le rapport entre les trois lois. Dans le cas générale, le
théoréme suivant nous I'explique.

Theoréme 2.4. La définition de QSD et celle de QLD sont équivalentes. Si la
limite de Yaglom eziste, elle est QSD. C’est-a-dire

(2.1) Limite de Yaglom = QLD < QSD

Démonstration. Les implications Limite de Yaglom = QLD et QSD = QLD sot
évidentes : il s’agit d’une application des définition. On se concentre ensuite sur
Iimplication QLD = QSD.

On utilise 'identité
o _ v E[f(Z), To > ]
a(f) = Jim BulF(2)[Ty > 1] = Jim 22070

et la propriété de Markov, et avec f(z) = E.[11,>s]-

_ 1 ]EV[EZt[]'To>sLTO > t] Markov .. IPIJ[TO >t 4+ S]

On utilise la méme stratégie pour g(z) = E,[11,>s, Zs € A].

E,[Ez, [11y>s,2.ca), To > t]

a(g) =Pu[To > s,Zs € A = tlgglo BT > 1]
Markov lim Py [Zt+s S A, TQ >t 4+ S}
oo P, [Ty > 1]

On combine avec le premier résultat et utilise la définition de QLD
]P)IJ[Zt-‘rS S A7T0 >t+ S]

PQ[TO > S,ZS S A] = tll}’g() P [TO > t]
_ iy PelZes €A T >t 5Py [Ty >t + 5]
T 5o P, [T() >t+ S] P, [TO > t]

= a(A)P,[T) > 9]

Ce qui correspond bien a la définition de @QSD. On a montré donc que les deux
définitions QSD et QLD sont équivalentes. O

Ce théoréme nous dit que si la limite de Yaglom existe, elle est unique et les
trois définition sont cohérentes. Mais généralement, il peut y avoir plusieurs QLDs
ou QSDs.

On finit cette partie par une proposition.

Proposition 2.5 (Extinction avec vitesses exponentielle). Soit a une QSD, alors
il existe une constante 6(a) > 0 telle que

Po[Ty > t] = ¢ (@)t
Démonstration.
Po[To >t+s] = EqlEallr,stts|Fi]
- E, [EQ[TO > §||Ty > t}
= P,[To > t|P,[Th > $]

On résout cette équation fonctionnelle et utilise la fait P, [Ty > 0] = 1 pour obtenir
le résultat souhaité. g
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2.3. Caractérisation spectrale. Dans cette partie, on introduit la caractérisation
spectrale de QSD, un outil puissant qui nous permet de trouver QSD directement
par résolution de I’équation linéaire.

Theoréme 2.6 (Générateur et QSD). Soit L l'opérateur associé au demi-groupe
P;. On note par ailleurs D le domaine de l'opérateur. Soit o une QSD, et 0(«a) sa
puissance d’extinction. Alors, Vf € D, on a

a(Lf) = —0(a)a(f)
Démonstration. On applique le résultat de 2.5. VA C E mesurable, on a
P.[Z: € A, Ty > t] 0
A)=P,[Z, € ATy >t] = ’ =/ @tap(1
o(4) = Pa[Z, € ATy > 1] o =R
= aPi(14) =e @A)

Comme la classe des fonctions indicatrices {14} est dense dans l’espace des fonc-
tions continues bornés, on peut généraliser ce résultat pour tout f € Cp(E)

aP(f) = Y fl@)e " a(a)
rebB*
En utilisant ’équation de Kolmogorov

aLPy(f) = iaPt(f) = Z (—0(a)) f(x)e " @ta(z)

dt
rEE*

Quand t — 0, on a alors a(Lf) = —0(a)a(f). O

Autrement dit, « est le vecteur propre a gauche associé a L, dont la valeur propre
est 6(a), qui est la constance d’extinction exponentielle.

2.4. Convergence exponentielle. Une question clé dans la théorie de loi quasi-
stationnaire est de savoir la condition de 'unicité de QSD et la vitesse de conver-
gence. [3] a étudié cette question et a obtenu une réponse compléte avec des critéres
faisables qui s’appliquent dans les exemples.

On rappelle la définition de la distance totale, que 'on utilisera pour mesurer la
distance entre la loi en temps ¢t et QSD.

Définition 2.7 (Distance totale). Soit v, u deux probabilités a valeurs dans E. la
distance totale entre elles est définie comme

v~ pllry = 5 3 Iv() — u(a)

TER

[3] propose deux conditions suivantes comme critéres.

Hypothése 2.8. [l existe une probabilité vy a valeur dans E telle que
(H1) il existe to,c1 > 0 tels que Vo € E

Pw[Xto S "TQ > to] > 01V0<~)
(H2) il existe co tel queVr € E et t >0
Puo [T() > t] > P, [TO > t]
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Theoréme 2.9. 2.8 implique qu’il existe une loi de probabilité o sur E telle que
pour toute probabilité initiale v,

1Py [X¢e € |To > t] — a(-)[lpy < 2(1 — creo) /')

Réciproquement, on a aussi que, s’il existe une convergence exponentielle unifor-
mément pour toute loi de probabilité initiale vers une unique QS D, alors I’hypothése
2.8 est établie.

On ne reproduit pas ici la démonstration donné dans ’article. On cite une autre
proposition intéressante exposée dans cet article, qui consiste & dire que la vitesse
d’extinction est asymptotique-ment la méme que la QSD. En plus, cette proposition
nous inspire une simulation de QSD et le détail sera présenté dans la derniére
section.

Proposition 2.10. Sous l’hypothése 2.8, il existe une fonction positive n en E telle
que pour toute v probabilité initiale,

v(n) = tlggo P, [Ty > 1]

Démonstration. Soit x € F et t > 0, on note

]P)z [T() > t] 9( )t
== ="\ YV'P, [Ty >t
nt(‘r) Pa[TO > t] € [ 0> ]
En utilisant la propriété de Markov
Mys() = POUIE 15 Py [T > s]]

= ne(2)Ea[ns(Z)|To > ]
L’hypothése (H1) entraine que

1
ni(z) = PP, [Ty > t] < —eP P, [Ty > 1]
C2

et on sait P, [Ty > t] converge vers P, [Tp > t], donc 7 (x) est uniformément bornée.
Puis, la convergence exponentielle implique aussi

C
[Ex[ns(Z0)|To > 1] — a(ns)] < ae’“

dont a(ns) = 1. Donc, on obtient

C
sup (@) —m(x)] < ——e
er|77t+ ( ) 77t( )| (62)2

qui implique que 7; est une suite de Cauchy. Alors sa limite 7 existe. En plus, car
il a une vitesse exponentielle de convergence, le théoréme de convergence dominée
s’applique et «a(n) =1 et cette proposition pour n’importe quelle loi initiale. ([

3. APPLICATION DANS LE PROCESSUS DE (GALTON- WATSON

3.1. Définitions, propriétés. La chaine de Galton-Watson (que nous abrégerons
BGW, pour Bienaymé-Galton-Watson), qui décrit la dynamique d’une population
en temps discret, est une chaine sans immigration et densité-indépendante. C’est le
prototype le plus simple de processus de branchement, défini pour des temps et un
espace d’états discrets.

Nous étudions ici quelques propriétés révélant de la quasi-stationnarité du pro-
cessus BGW.
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Définition 3.1. (X,,) est une chaine de Galton-Watson si Xy € N et

Xn
Xn+1 - § Ymk
k=1

pour tout n > 0, ol les Y,, ,, sont les variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées de méme loi u, qui prend des valeurs dans N. Cette loi est
caractérisée par sa fonction génératrice

9(5) =E(s") = 3 gus”
k

pour tout s € [0, 1]

Par construction, X, est la taille de la n-iéme génération de la population, dont
chaque individu a un nombre aléatoire d’enfants, suivant la loi u et indépendant du
reste de la population.

Remarque. De cette définition, on voit immédiatement que 0 est un état absorbant.

On note par la suite m = E[Y( ;] le nombre moyen d’enfants donnés par un

individu dans notre processus BGW. Puis on note msy son moment au deuxiéme
ordre mgy = Y 7o k*qy.
Proposition 3.2 (Propriété de branchement). Soit (X,) un processus BGW. La
loi de (X,,) sous P; est la méme que la loi de (Z} + ... + Z!) ou les (Z3) sont
des chaines de Markov indépendantes entre elles et qui ont toutes méme loi que la
chaine (X)), sous Py

Démonstration. Si Xy = 4, on peut écrire X,, = 22:1 Zi, on ZJ désigne le nombre
d’individus vivants a I'instant n, descendant du j-iéme individu initial. (|

Proposition 3.3. Soit G, la fonction génératrice de X,,. Alors ¥Vn > 0,

Gry1(s) = Gn(g(s))

Démonstration.
Gnyi(s) = Z E[SZL Y"”'l{Xn:k}}
k
= (9(s)* (X, = k)
k

= Gaul(g(s))

Proposition 3.4.
P(Eztinction) = inf{s € [0,1], g(s) = s}

En particulier, P(Extinction) = 1 si et seulement sim < 1
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3.2. Existence et unicité de distribution quasi-stationnaire.

Theoréme 3.5 (Yaglom, 1947). Soit (X,,) une chaine de BGW sous-critique (m <
1). Alors il existe une probabilité pn = (p;);>1 sur N*, limite de Yaglom de la chaine
de BGW. En particulier, elle ne dépend pas de la condition initiale, et c’est une loi
quasi-stationnaire. De plus, la fonction génératrice § de p est l'unique solution de
léquation suivante : Vs € [0,1],

1—=g(g(s)) = m(1 = g(s))

Démonstration. On note g, la n-iéme itérée de g, c’est-a-dire gogo...og n fois. C’est
la fonction génératrice de (X, ),. On introduit la fonction génératrice conditionnelle
Jn, définie de la fagon suivante : Vs € [0, 1]
. Ei(s*"1x,>0)
n(s) =By (s X, > 0) = .
d(s) = Ba( |, > 0) = o
Ainsi,
Gnls) = Ei(s*") — P(X,, = 0) _ 9n(s) — 9x(0) —1_ 1 —gn(s)
" 1-Py(X, =0) 1—g,(0) 1 —g,(0)
179n(5)

Remarquons que pour s fixé, la suite n — est croissante. En effet, comme les

1_9n(0)
fonctions génératrices sont convexes, leur taux d’accroissement est croissant, donc
. 1— .
la fonction u > %(u“) est croissante. Donc

1 — gnt1(s) S 1- gn+1(0)
1—gu(s) = 1—g,(0)

179n(5)
1-9,(0)
décroissante et minorée par 0, donc converge vers §(s) € [0, 1].

Ensuite, on montre que § est solution d’une équation fonctionnelle.

1- n
1—g(s) =lim 1= 9ni1(5)
n 1—gnt (O)

1= gni1(s) o 1= gn(s)
1—gn11(0) 7 1—g,(0)

)n est croissante et majorée par 1, la suite (g, (s)), est donc

puis

Ainsi la suite (

Or, on sait que

i =900 A1) 1
n—ool—g,1(0) w=11—g(u) m

Et de plus, par définition de ¢

. 1_gn<g(8)) _ ~
hrflnm =1-3(g(s))

On obtient que § est la solution de I’équation fonctionnelle suivante : Vs € [0, 1]

1—3(g(s)) = m(1 —g(s)
On montre ensuite que § ne dépend pas de la distribution initiale. En effet, s’il
y a i individus initialement, comme précédemment, on a

(E1(s*))" = (P(X = 0))°
1= (Pr(Xpn = 0))°

Comme le processus (X,,), est sous-critique, E;(s%") et P(X,, = 0) tendent vers 1
quand n tend vers I'infini.

Ei(s%m) =1 +i(E1(s5) — 1) + o(Ey (s57) — 1)
Pi(X, =0)=1—iP(X —n > 0) + o(P1(X —n > 0))

Gn.i(s) = Ei(s* X, > 0) =
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Ainsi

Ei(s¥n) — 1+ P(X, >0)  E(s%n) — P(X,, = 0)
Ei Xn Xn >0 ~n—o0 =
(7] ) noe T T B (X, 5 0) 1- P (X, =0)

d’ou §y,; converge vers §(s) quand n tend vers l'infini.

D’ailleurs, comme § est continue en 1, § est fonction génératrice d’une mesure p
qui ne charge pas 0. p ainsi définie est la limite de Yaglom. On montre maintenant
qu’il s’agit aussi d’une distribution quasi-stationnaire.

E,(sX) = P, (X, = 0)
1-P, (X, =0)

E,(s*"|X, > 0) =

Or
Pu(Xpn = 0) = §(gn(0)) et E,(s") = g(gn(s))
Et grace a la formule précédente, et par récurrence
1= 4(gn(s)) =m™(1 = g(s))
Finalement, on obtient

m"g(s .
B, (%1, > 0) = 00 _ )

La loi conditionnelle est de méme fonction génératrice que . On a ainsi prouvé que
1 est une distribution quasi-stationnaire pour la chaine X,,. ([

Remarque. 11 n’y a pas de distribution quasi-stationnaire dans le cas sur-critique
(m > 1) ou critique (m = 1).

4. APPLICATION DANS LE PROCESSUS DE NAISSANCE ET MORT

Dans cette section, on applique la théorie de la distribution quasi-stationnaire
dans le modéle de naissance et mort, qui est une modélisation de population par
processus markovien de saut en temps continu.

4.1. Définitions, condition d’extinction et condition de non-explosion.

Définition 4.1 (Processus de naissance et mort). Un processus de naissance et
mort est un processus markovien de saut dont les amplitudes des sauts sont égales
a 1. Les taux de transition sont donnés par

i —i+1 au taux \;

i —1—1 au taux p;
avec (A\;)q, (1) deux suites réelles strictement positives pour tout i € N*, et A\g =
po = 0.

On cite quelques exemples classiques importants.

(1) Linéaire Le processus de naissance et mort linéaire correspond au cas \; =
i\, 1y = iu. C’est aussi un processus de branchement binaire.

(2) Avec immigration Le processus de naissance et mort linéaire avec immi-
gration correspond au cas \; = ¢\ + p, u; = iy, ol p s’interpréte comme le
taux d’immigration.
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(3) Logistique Le processus de naissance et mort logistique correspond au cas
Ai = i\ p; = ip + ci(i — 1), dont le terme quadratique dans le taux de
mort vient du fait qu’il existe des compétitions, par exemple & cause de
quantité limitée de ressources naturelles. C’est aussi de définir le modéle avec
compétition faible qui s’appelle modéle logistique de puissance fractale
dont p; = ip+ ci(i — 1),y > 0.

Jsmear birth-death process, by Monte-Carlo of Markov chain ﬁ)q\;ti[ birth-death process, by Monte-Carlo of Markov chain

Population
Population

FIGURE 2. Exemples de processus de naissance et mort linéare a
gauche, et logistique & droite, avec ¢ = 0.1, u = 0.99, A = 1.01, et
Zy = b, par méthode de Monte-Carle de chaine de Markov

Comme dans le processus de naissance et mort avec immigration, ’état 0 n’est
pas absorbant, les études sur les distributions quasi-stationnaires n’ont pas vocation
a s’appliquer dans ce cas. On s’intéresse donc aux applications dans le modéle
linéaire et le modéle logistique.

Pour étudier le cas avec extinction presque-siire, on énonce deux critére sur la
propriété de non-explosion et d’extinction.

Theoréme 4.2 (Critére de non-explosion). Supposons que A; > 0 pour tout i > 1<
Alors le processus de naissance et mort a un temps de vie infini presque-sdrement
si et seulement si

i 2 . .
R := Z( )\/\Z 1+ +>\i._.)\2)\1)estmﬁm

i>1

Theoréme 4.3 (Critére d’extinction). Nous poson

I-1
[

U =
! <N )\k

Si Uy tend vers Uinfini quand I — oo, alors toutes les probabilités d’extinction sont
égales a 1.
Si Uy converges vers une limite finie Uoo, alors pour i > 1,

:(1+U ) 1 /1'1 "Mk
RS /\’“

Il y a une probabilité strictement positive de survie du processus.

C’est facile de vérifier que le modéle logistique satisfait la condition d’extinction
presque stiirement et la condition non-explosion grace au terme quadratique.
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4.2. Condition d’unicité. La condition d’unicité est généralement un peu abs-
trait, mais dans le processus de naissance et mort, on propose une condition équi-
valente qui est plus facile & vérifier.

Theoréme 4.4 (Critére d’unicité de QSD). Une condition équivalente de conver-

gence exponentielle est
S
k>1 HETR

ol ) = (HfgllAi)/<Hf:1Mi)'
En plus, cette condition assure l'unicité de QSD et elle est la limite de Yaglom.

Démonstration. Etape 1 : H; = S < 0o 1l sufﬁt de montrer que

supE,[T,] = Z Zwk < 00

nzz k>ap1 PETE =%

et puis on ajoute nombre fini de termes. Cette propriété s’appelle la propriété de
descendre de 'infini.
On choisit z tel que

, alors
P Xy, <z = Pu[Xy < z|To > to]Pn[To > to)
Cll/o([l, Z])]Pn [TO Z to]

Car chaque pas, il y a au plus py de probabilité d’étre mort, donc P, [Ty > to] >
e~ et

\Y

sup P [Xy, > 2] =1 mf P.[X, < 2] < (1 —Ce %)

n>z

On utilise la décomposition de l’esperance

E.[T.] < ipnm >k < ipn[xk > 2]

k>0 k>0
oo
S Z Z ]P)n[tho+i > Z]
i<m7n*0
< Y Y- ey
i<tg m=0
< const

qui entraine la condition S.
Etape 2 : S < 0o = H; L’existence de Iespérance implique qu’il existe z assez
grand tel que
supE,[T,] < €

n>z

en utilisant le méthode de premier moment, on obtient

supP, [T, > 1] < e = sup P, [T, > k] < b

n>z n>z
On veut en plus, le choix de € satisfait que

supE, [ePT*] < oo

n>z
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oup=q+ 1
On choisit zg > z et vy = §,, et K = [1, K|U{zo}. Car Tx ATy < T,

A= supEn[ep(T/\TO)] < 0

n>z
et on va montrer qu’il existe cy tel que

Pmo [TO > t] > P, [To > t]

P.[To >t = Pu[To>ToATg >t]+Pu[To >t > Ty ATk
t
< Aefpt—k/ sup Pyt — s < TP, [To A Tk € ds]
0 yeKU{zo}
¢ P [t —s5< To]
< Aefpt—F/ sup (y)]P’ t—s < TH|P.[To A T € ds
0 yeRU{zo} Pmo[t—S<T0] xo[ O] ac[ 0 }
¢ P [t —s< To]
< Ae7Pt CP, [t < Ty 22— ———=P. [Ty A d
< e Jr/o 350[ < 0] ]P)zo[t<T0] 3;[ 0 NTK € S]
t
< AePt g / CPy, [t < To|PLeP*[Ty A T € ds]
0
t
< Ae PP 4 OP, [t < To]/ eP P, [To A Ti € ds]
0
< APIO [T‘() > t] + AC]P)IO [T‘() > t]

= (1+C)AP,, [Ty > 1]
Etape 3 : S < 0o = Hy
P.lr <t] = Pulrx <tATy] =P,[Ty > t] — Pu[Ty > K > {]
> e 9 — AeP!
On prend t = tg assez grand tel que inf,cg- P, [Tk < to — 1] > 0. Car v est choisi
comme &g, il suffit de comparer les deux probabilité sur zy. On peut couper la

trajectoire en trois parties : elle entre K, puis elle utilise un pas de sauter a x( et
elle ne quitte plus.

inf Pz[th = (,Co] > inf ]P)w [th = $0|XTK+1 = .’Iﬁo]Pm [XTK+1 = .’)30|TK <ty — 1]PI [TK <ty — 1]
rzeE* rzeE*
> 015950

Cela finit la démonstration. O
Le cas logistique vérifie ce critére.

4.3. Résultats numériques. On illustre la convergence par simulation numérique
d’un modéle de naissance et mort logistique. Dans ce modéle, les paramétres sont
désignés
A=10, u=6, c=1/4

et on fixe Zy = 5. Avec ce jeu de paramétres, le nombre typique de population est
)‘;“ = 16. Les expériences sont réalisées avec 10000 trajectoires.

Ci-dessous une illustration des lois empiriques & chaque instant. Comme les tra-
jectoires évoluent en temps, on voit que la forme converge vers une limite.

Pour comparer la distance totale, on a besoin d’une QSD exacte. Généralement,
la QSD n’a pas de formule explicite. Donc, on propose une maniére de ’approcher
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Evolution of distnbution
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F1GURE 3. Evolution de la fonction de repartition

par la caractérisation spectrale, qui sera précisée dans la sous-section suivante. Les
deux images suivantes illustre la différence entre histogramme de QSD et celui de
Zi|1y>t au temps 0.5 et 1.

007 Distribution of 9092 of 10000 is alive in time 0.5 007 Distribution of 8558 of 10000 is alive in time 1

—  rve-QsD —  curve-Qsp
m QsD 1 006F m QsD
logistic

0.06

logistic

0.05

0.04

Proba
Proba

0.03

0.02

0.01

0.00

20 30
Number Number

20 30

FIGURE 4. Processus de naissance et mort logistique, ¢ = 1/4, u =

6, A = 10, histogramme au temps 0.5 & gauche et au temps 1.0 a
droite

Finalement, on utilise deux images de dessiner la distance et log-distance entre
QSD et Zi|1,>t & chaque instant. L’image de log-distance, qui ressemble beaucoup
a une droite, suggére que cette convergence est de vitesse exponentielle.



14 CHENLIN GU AND YIYANG YU
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FIGURE 5. Processus de naissance et mort logistique, ¢ = 1/4, u =
6, A = 10, distance de QSD et log-distance en fonction de temps

5. SIMULATIONS NUMERIQUES

Dans cette section, on discute comment simuler numériquement des distributions
quasi-stationnaires, d’un c6té dans le cas du temps discret notamment pour le mo-
dele Galton-Watson, et d’autre co6té dans le cas du temps continu pour le processus
de naissance et mort.

5.1. Une méthode naive : Monte-Carlo sur les chaines de Markov. Une
idée simple consiste & faire la méthode de Monte-Carlo sur les chaines de Markov :
aprés avoir lancé un certain nombre de trajectoires qu’on laisse évoluer indépen-
damment les uns des autres selon leur loi, on ne prend en compte que les trajectoires
qui n’atteignent pas 0, puisque les processus sont conditionnés & ne pas s’éteindre.

Comme nous nous plagons dans le cas ol nos processus s’éteignent presque siire-
ment, La proportion des "trajectoires utiles" pour une simulation des distributions
quasi-stationnaires parmi tous les trajectoires, décroit donc de fagon exponentielle
en temps, d’aprés les propositions présentées dans les parties précédentes. Ce qui
rend cette méthode de Monte-Carlo de chaines de Markov assez cotiteuse, puisque
seuls les trajectoires survécus & I'instant final considéré, contribuent a la construc-
tion des distributions quasi-stationnaires.

5.2. Approche par systéme de particules de type de Fleming-Viot. L’ap-
proche précédente par Monte-Carlo de chaines de Markov ayant pour défaut d’étre
assez colteuse (en temps de calcul et en espace de mémoire occupé lors de simu-
lation), il est intéressant d’utiliser une approche par systéme de particules de type
Fleming-Viot.

Voici une définition formelle d’un systéme de particules de type Fleming-Viot.

Définition 5.1. On considére Z; un processus de Markov fort cadlag avec extinc-
tion, qui évolue sur £'UJ, ot 0 € E est un point absorbant. Quand Z arrive a §,
on dit que le procussus est mort. Soit N > 2 et (xq,..xx) € EN. Un systéme de
particule de type Fleming-Viot avec IV particules et évoluant comme Z entre leur
renaissance, commengcant par (1, ..., 7y ), noté par FV2 (21, ...xy), est défini de la
facon suivante.

— Les N particules du systéme partent suivant la distribution initiale (x1, ..., z,,)

en temps t =0
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process BGW, by Monte-Carlo of Markov chain process BGW, by Fleming-Viot

Population
Population

FIGURE 6. Exemple d’une simulation de processus BGW, pour
N = 10 trajectoires lancées initialement & Zy = 5, pour m = 0.9,
par méthode de Monte-Carlo sur chaine de Markov a gauche, et
par Fleming-Viot & droite

— Les N particules évoluent comme N copies indépendantes de Z, jusqu’a ce
que 'une d’entre elles meure. Le temps de mort est noté =
— Au temps de mort 7, le systéme est modifié :

e si deux ou plusieurs particules s’éteignent simultanément a ce moment,
alors on arréte la définition du systéme de particules de type Fleming-
Viot, et on dit que le processus subit un échec (En effet, on suppose que
ce genre d’événements ne se produisent presque siirement pas) ;

e sinon (c’est-a-dire exactement une particule meurt), la particule morte
est déplace instantanément du point absorbant § pour arriver a la place
d’une particule choisi uniformément parmi les N — 1 particules survécues;
dans cette situation on dit que cette particule connait une renaissance.

— Au temps 7y et aprés cette opération de renaissance, chacun des N particules
reste dans F. Et elles évoluent comme N copies indépendantes de Z, jusqu’a
ce que une prochaine mort tombe. Ce temps de mort est noté 7.
— A ce moment, le systéme est modifié avec le méme mécanisme de renaissance
comme précédemment.
— Le systéme évolue comme N particules indépendantes, et ainsi de suite.
Cette procédure définit un systéme de particules FV2Y (z1,...,xx) d’une fagon
progressive. Renaissance aprés renaissance, jusqu’a ce que le systéme subisse un
échec.

L’article [4] donne un résultat théorique sur la convergence de distribution du
systéme de particules de type Fleming-Viot, vers la loi de distribution conditionnée
4 ne pas mourir, dans le cas en temps continu, sous certaines hypothéses. On ne
précise cette démonstration pas dans ce rapport.

Il est donc légitime d’utiliser un systéme de particule de type Fleming-Viot pour
simuler les distribution quasi-stationnaires dans notre cas : les trajectoires d’évolu-
tion de populations sont alors considérées comme particules du systéme Fleming-
Viot.

Ainsi, avec Fleming-Viot, toutes les trajectoires simulées sont "utiles", donc
contribuent & la construction des distributions quasi-stationnaires. Par conséquent,
il est est attendu que les simulations par Fleming-Viot converge plus rapidement
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que par les méthode de Monte-Carle des chaines de Markov, vers une distribution
quasi-stationnaire.

na7

0.06

0.05

0.04

0.03

Proba

0.02

001

D00

—0.01

Distribution of 1000 of 1000 is alive in time 1 00 log-TV distance from QSD
— urve-QSD
3 Q5D
logistic
0 10 20 30 40 50
Number Time

FIGURE 7. Processus de naissance et mort logistique, ¢ = 1/4, u =
6, A = 10, simulé par la méthode de Fleming-Viot en utilisant 1000
trajectoires, histogramme au temps 1 & gauche et la distance totale
de QSD a droite

5.3. Calculer la loi quasi-stationnaire. Pour illustrer la convergence en distance
totale et estimer la vitesse de convergence, la QSD est nécessaire. Mais c’est un vrai
défi de calculer la QSD pour un processus en général. Dans cette sous-section, on
introduit une méthode heuristique qui s’applique bien dans le cas de processus de
naissance et mort. Cette méthode est trouvée par nous-mémes et elle marche bien
en pratique. On donne un peu de justification d’erreurs numériques a la fin.

On rappelle la caractérisation spectrale de QSD 2.6 et 'applique dans le proces-
sus de naissance et mort. On obtient la proposition suivante.

Proposition 5.2. Soit o une distribution de probabilité d’un processus de naissance
et mort. a est une QSD si et seulement si

a>0Vj>1etd o a;=1
Soit 0(«) la puissance d’extinction, alors Vj > 1,

Aj—1aj—1 — (A +pg)aj + pjajp = —0(a)a;
—(AM+p1)ar + peas = =)oy
pmar = 0(a)

On voit clairement que 1'on est capable de résoudre « lorsque on sait la puis-
sance d’extinction . Cependant, 2.10 nous assure que la vitesse de décroissance qui
s’approche & 6 peut étre obtenue & partir de n’importe quelle loi initiale. De cette
observation, on propose 'algorithme suivant.

Un algorithme pour calculer QSD

Simuler N trajectoires de processus i.i.d commengant par une loi initiale v,
que ’on note Xt(l),Xt(Q), Xt(2)7 e 7Xt(N).
Discrétiser le temps [a, b] en ty,tg, -ty o0 t; =
bution empirique conditionnée & la survie

| X

SN _

Y, = N E 1: 1X§;)¢0
1=

W. Calculer la distri-
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— Faire une régression sur Z{' = —log¥;". On note la puissance d’extinction
empirique 6V ()
— Résoudre le vecteur propre @V de I’équation linéaire
aNL = 6N ()@

On justifie la convergence de cette méthode.

Proposition 5.3. On note 0 obtenu dans lalgorithme ci-dessus, puis on a une
convergence

dans le processus de naissance et mort logistique de puissance fractale dont p, =
nu 4+ en(n —1)7

Démonstration. Etape 1 D’aprés le théoréme des grands nombres, on a

Zin =2 —1og Py [Ty > tn] = ~log[v(n)] + 6(a)tn + €,

On appelle e}n erreur d’approximation et il converge vers 0 lorsque t,, tend vers
00.

Etape 2 Pour l'intervalle [a,b] et une discrétisation fixée, on note Z, VY le
vecteur de variable aléatoire. On utilise le théoréme limite centrale et la méthode
de substitution

VN(Z3] - (- log E(Y)))) =2 N(0,0)
Autrement dit,
zy Lot _ log [v(n)] + O(a)t + €' + €2
oll €2 est erreur statistique, et quand N est trés grand, €2 ~ TN (0,C).

Etape 3 On utilise ’équation normale d’implémenter la régression.

cou(t, €?)

5 1 1
0N (@) =0 + ———cov(t,e') +
(@) var(t) () var(t)
Ici, cov signifie la covariance entre des terme d'un vecteur et var(t) = cov(t,t). Par

exemple,
M

M
cov(t, e MZt 6. — ]\1/[;%)(]\1/[26%)

Clairement, on voit quand N tend vers oo, Perreur statistique €2 tend vers 0. Puis,
quand a — 0o, lerreur d’approximation e tend vers 0.

Etape 4 La derniére étape consiste a analyser la stabilité dans le schéma numé-
rique qui résout « par récurrence. On note les erreurs

SN AN
Aaj' = &5 —a

AON () = 0N (o) —0(a)
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On somme les identités et obtient

n

~N ~N ~N AN ~N

Pt Gnyy = may + Aan — 0Ny A
k=1

P AGN = mAGY + A AGY — 0N ak + 0> ay
k=1 k=1
n n
= mA&Y + \AGY — V> AGY — AV " ay
k=1 k=1

On fixe K assez grand tel que cK” > A+ 1+ BéN et on prend AON assez petit
tel que

K K
pr DG < m|AGY |+ Ak AGE]+ 0N Y 1AGY ]+ AN D ay
k=1 k=1
- CAGN
S HEK+1 (K +1)p
Alors, on fait la récurrence de montrer que A&Y < Cﬁg“ , 1+~ > > 1 pour
n>K+1.

pa| AGY ]+ A | AGY |+ 6N ST [AGY [+ A0V > ay,

/fJnJrlAOA‘r]:IJrl <
k=1 k=1
1 A BON AN
<
< e T Y @890
1 A BON N
< A
- ((K+1)/3 + (K +1)8-1 + (K+1)ﬁ*1>(c %)
cK” N cn” R
< (CAN) < ————(CAGY
- (K+1)ﬂ*1(c 7)< (n+1)3*1(c %)
- CAGN

Hn+1 (n + 1)5

N 4N AN . A
Donc, ||6Y —allry <305 k41 % + CIA(;‘; qui tend vers 0 lorsque AV tend

vers 0. O

N

Remarque. Pour illustrer la convergence vers &', on doit re-simuler des trajectoires

indépendantes de celles qui calculent &.
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FIGURE 9. Processus de naissance et mort logistique de puissance
fractale dont p, = nu+cn(n—1)7, ¢c=1/4,1=6,A = 10,7 = 0.5,
simulé par la méthode de Fleming-Viot en utilisant 1000 trajec-
toires, histogramme au temps 1 & gauche et la distance totale de
QSD a droite

ANNEXE : CODES PYTHON POUR LES SIMULATIONS

Processus Galton-Watson

# —*— coding: utf—-8 —x—

nnn

Created on Mon Jan 16 21:58:34 2017

@author: Yiyang

nnn

import numpy as np
import numpy.random as npr

’ 9

On se place d’abord dans le cas discret,
en faisant appel au modele Bienayme—Galton—Watson

’ 9
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def BGM(p,M,N, init):

PRI

entree
p = loi de reproduction, a valeurs dans un ensemble fini
M = nombre de simulations
N = nombre de generations maximal

sortie
traj = matrice de taille M«N notant les trajectoires
tableSurvie = nombre de trajectoires >0 au cours du temps
liste = numero de trajectoires >0 au temps final

PRI

traj = np.zeros ([M,N])
nbTrajSurvie = M
tableSurvie = M % np.ones(N)
traj[:,0] = init

liste = list (range (M))

probaCumul = np.array (np.cumsum(p, axis=1))
k = np.size (probaCumul)

for n in range(1,N): # n pour nieme generation
# reproduction de type Galton—Watson
for m in range (M) :
X = int(traj[m,n—1])
if X>0:
r = npr.rand(1,X)
R = np.dot(np.ones ([k,1]) ,r)
P = np.dot(probaCumul.T, np.ones([1,X]))
z = np.sum(R>P, axis=0)
Xnew = np.sum(z)
if (Xnew =— 0):
nbTrajSurvie = nbTrajSurvie —1
liste .remove (m)
else:
Xnew = 0
traj[m,n] = Xnew
tableSurvie [n| = nbTrajSurvie

return traj, tableSurvie, liste
def FlemViot(p,M,N, init):

PRI

entree
p loi de reproduction, a valeurs dans un ensemble fini
M nombre de simulations

N nombre de generations maximal

sortie
traj = matrice de taille M«N notant les trajectoires
tableSurvie nombre de trajectoires >0 au cours du temps

liste = numero de trajectoires >0 au temps final
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LRI

traj = np.zeros ([M,N])
traj[:,0] = init

probaCumul = np.array (np.cumsum(p, axis=1))
k = np.size (probaCumul)
for n in range(1,N): # n pour nieme generation
# reproduction de type Galton—Watson
for m in range (M) :
X = int (traj [m,n—1])

# X>0 by construction

r = npr.rand(1,X)

R = np.dot(np.ones([k,1]) ,r)

P = np.dot (probaCumul.T, np.ones([1,X]))
z = np.sum(R>P, axis=0)

Xnew = np.sum(z)

traj[m,n] = Xnew

#resuiciter de type Fleming—Viot
for m in range (M) :
while traj[m,n]==0:
traj [m,n] = traj[int (npr.rand() * M) ,n]
return traj

Processus naissance et mort

/1

# —x— coding: utf—8 —x—
nnn

Created on Sun Jan 29 10:28:55 2017

@author: Chenlin
mnn

import numpy as np
import numpy.random as npr
import matplotlib.pyplot as plt

This function simulates the linear BD process

t_jump jump time
t dead = the time of death. If it is alive, t dead =T

n_jump = the size at jump time

def BD _linear(lam, mu, T, M, init):
plus = lam/(lam + mu)

n_jump = []
t_jump = []
t_dead = []

for i in range(M):
n_temp = [init[i]]

21
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t_temp = [0]
t _wait = npr.exponential() / (n_temp[—1] * (lam + mu))
while t temp[—1] + t_ wait < T:
t temp.append(t_temp[—1] + t_wait)
jump = npr.rand ()
if jump < plus:
n_temp.append (n_temp|[—1] + 1)
else:
n_temp.append (n_temp[—1] — 1)

if n_temp[—1] = O0:
break
t wait = t wait = npr.exponential() / (n_temp[—1] % (lam +
mu) )
if n temp[—1] = 0:
t dead.append(t_ temp[—1])

else:
t_dead.append (T)
t_jump.append (t_temp)
n_jump.append (n_temp)
return t_ jump, n_jump, t dead

This function simulates the logistic BD process

t _jump = jump time
t dead = the time of death. If it is alive, t dead =T

n_jump = the size at jump time

PRI}

def BD logistic(lam, mu, ¢, T, M, init):
plus = lam/(lam + mu)

n_jump = []
t_jump = []
t dead = []
for 1 in range(M):
n_temp = [init[i]]
t_temp = [0]
plus_taux = n_temp[—1] * lam
minus taux = n_temp[—1] * mu + ¢ * n_temp[—1] * (n_temp|[—1] —
1)
t _wait = npr.exponential() / (plus_taux + minus_ taux)
plus = plus taux / (plus_taux + minus_taux)

while t temp|[—1] + t_ wait < T:
t_temp.append (t_temp|[—1] + t_wait)
jump = npr.rand ()
if jump < plus:

n_temp.append (n_temp[—1] + 1)
else:
n_temp.append (n_temp[—1] — 1)
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if n _temp[—1] = O0:
break

plus taux = n_temp[—1] * lam

minus_taux = n_temp[—1] * mu + ¢ * n_temp[—1] * (n_temp
Z1] - 1)

t wait = npr.exponential () / (plus_ taux + minus taux)

plus = plus taux / (plus_taux + minus_ taux)

if n_temp[—1] = 0:
t dead.append(t_ temp[—1])

else:
t_dead.append (T)
t_jump.append (t_temp)
n_jump.append (n_temp)
return t_ jump, n_jump, t dead

This function simulates the logistic BD process

t _jump = jump time

t dead = the time of death. If it is alive, t dead =T
n_jump = the size at jump time

birth = lam * i

death = mu % i + c*xix(i—1)

def BD logistic_FV(lam, mu, ¢, T, M, init):

n_jump = []

t_jump = []

t_dead = []

for i in range(M):
n_temp = [init[i]]
t_temp = [0]

n_jump.append(n_temp)
t_jump.append (t_temp)
t_dead.append(T)

t =0

X = init

b = lamx*X

d = muxX + cxXx(X-1)
taux = b+d

dt = npr.exponential() / (np.sum(b) + np.sum(d))

while dt + t < T:
t 4= dt
i = np.sum(npr.rand () * np.sum(taux) > np.cumsum(taux))
t_jump[i].append(t)

if npr.rand() % taux[i] < b[i]
X[i] +=1
else:
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if X[i] > 1:
X[i] =1
else:
X[i] = X[int (npr.rand ()=M) |
n_jump|i].append(X[i])

b = lamxX
d = muxX + cxX(X-1)
taux = bt+d

dt = npr.exponential () / (np.sum(b) + np.sum(d))

return n_jump, t_ jump , t_ dead

99

This function counts the proba of each number
N = the up bound
def stat alive(n, N):

u = np.array (range(N))

M = np.sum(n > 0) + 0.0

for i in range(1,N):

u[i] = np.sum(n = 1)
u=u/M

return u

99

This function calculates the TV distance
def TV(ul, u2):
return np.sum(np.abs(ul — u2))=*0.5

99

T
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This calculates the conditional distribution at each moment.
Then it draws the evolution of distance total variation.

n t = the number alive at each time

u_t the probability

disTV = the distance from te QSD

IRINIRINIny

def TV conv(alpha, t jump, n jump, T, M, N):
Num = int (20%T+1)
t = np.linspace (0, T, Num)
n_t = np.zeros ([M,Num])
for j in range(M):
t temp = np.array (t_jump|[j])
for i in range(Num):
index = np.sum(t_temp <= t[i]) — 1
n t[j,i] = n_jump[j][index]

u_t = np.zeros ([N,Num])
disTV = np.zeros (Num)
for i in range (Num):
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u t[:,i] = stat_alive(n_t[:,i], N)
disTV[i] = TV(alpha, u_t[:,i])

log disTV = np.log(disTV)

t _poly = np.transpose(np.array ([np.ones(Num), t]))

coeff = np.dot(np.dot(np.linalg.inv(np.dot(t poly.T, t poly)),
t_poly.T), log disTV)

cc = —coeff[1]

plt. figure ()

plt.plot(range(1,N), alpha[l:])

for i in range (1, Num):
plt.plot(range(1,N), u t[1:,i])

plt.title (’Evolution_of_distribution ’)

plt.xlabel (’Time’)

plt.ylabel (’Probability ’)

plt.figure ()

plt.plot(t, disTV)

plt.plot (t, disTV, ’x7)
plt.title ("TV_distance_from_QSD’)
plt.xlabel (’Time’)

plt.ylabel ("TV")

log_disTV_reg = np.dot(t_poly, coeff)
plt.figure ()

plt.plot(t, log disTV, ’x7)
plt.plot(t, log disTV reg)

plt.title (’log—TV_distance_from_QSD")
plt.xlabel (’Time’)

plt.ylabel (’log—TV’)

return n_t, u_t, disTV, cc

99

This function draws the distribution of time t

def DrawDistribution(n, T, M, alpha):

N = np.shape(alpha) [0]

alive = np.sum(n>0)

alive proba = stat alive(n,N)

plt.figure ()

plt.plot(np.array(range(1,N)), alpha[l:], label = ’curve—QSD’)

plt.bar(np.arange(N) — 0.5, alpha, width=1, alpha = 0.5, facecolor
='g’,label = ’QSD")

plt.bar(np.arange(N) — 0.5, alive proba, width=1, alpha = 0.25,

facecolor="r’,label = ’logistic’)
plt .xlim(—-0.5, N + 0.5)
#plt . hist (alive size, bins, alpha=0.5, normed = ’true’, label =~

logistic’, color )
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#plt . hist (alive proba, bins, alpha=0.5, normed = ’'False’, label =
"logistic’, color = 'r’)

plt.legend ()

plt.title (’Distribution_of_’ + str(alive) + "_of_" + str(M) + ’_is
calive_in_time_.’ + str(T))

plt.ylabel (’Proba’)

plt.xlabel (’Number’)

return alive , alive proba

I I
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This function calculates the quasi—stationary distribution
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99

def QuasiApproximation(theta, b, d):
N = np.shape(b) [0]
alpha = np.zeros(N)
alpha [1] = theta/d[1]
alpha[2] = 1.0/d[2] * ((b[1] + d[1])=*alpha[l] — theta % alpha[l])
for j in range(2, N—1):
alpha[j+1] = 1.0/d[j+1] = ((b[j] + d[j] — theta) x alphalj] —
bli—1] % alpha[j—1])
return alpha

29
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T A
This function drawes decrease and also does regressions
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99

def DrawDecrease(t jump, n_jump, t_ dead, T, M):

Num = 10 * int(np. floor(T)) + 1

t = np.linspace (3, T, Num)

n_alive = np.zeros (Num)

for i in range (Num) :
alive index = np.array(t_dead) >= t[i]
alive = np.sum(alive index)
n_alive[i]| = alive

p_log = np.log(n_alive/float (M))

t _poly = np.transpose(np.array ([np.ones(Num), t]))

coeff = np.dot(np.dot(np.linalg.inv(np.dot(t poly.T, t poly)),
t _poly.T), p_log)

theta = —coeff[1]

PRI

plt. figure ()
plt.plot(t, n_alive)
plt.title ("The trend of decrement in time ’ + str(T))

plt.figure ()

plt.yscale(’log’)

plt.plot(t, n_ alive)

plt.title (’The trend of decrement in time ’ + str(T))
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p_log reg = np.dot(t_ poly, coeff)

plt.figure ()

plt.plot(t, p log, ’'x’)

plt.plot(t, p log reg)

plt.title ('The_trend_of_decrement_in_time_’ + str(T))
plt.xlabel (’Time’)

plt.ylabel (’log—Percentage—alive ”)

return n_alive, p log, theta
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