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Résumé. Soit K le corps des fonctions d’une courbe projective lisse X sur un corps local
supérieur k. On exhibe des exemples et des contre-exemples au principe local-global pour les
algébres simples centrales sur K, qui est une hypothése importante pour disposer de suites
exactes de Poitou-Tate pour les tores sur K.

Abstract. Let K be the function field of a smooth projective curve X over a higher-dimensional
local field k. We give examples and counter-examples to the local-global principle for central
simple algebras over K, which is an important hypothesis to have Poitou-Tate exact sequences
for tori over K.

Ces derniéres années, nous avons été témoins d’un important regain d’intérét
pour les questions de type principe local-global sur des corps autres que les corps de
nombres ou les corps de fonctions de courbes sur des corps finis. Deux principales
techniques ont été mises au point pour étudier ces problémes : la méthode du
patching développée par Harbater, Hartmann et Krashen et utilisée par Colliot-
Théléne, Parimala et Suresh pour le cas des corps de fonctions de courbes sur un
corps complet de valuation discréte (JHHK14]), et les méthodes cohomologiques
développées par Harari, Scheiderer et Szamuely pour le cas des corps de fonctions
de courbes sur un corps p-adique ([HSz13]). Cette derniére méthode a aussi permis
a Colliot-Théléne et Harari d’étudier le cas des corps de fonctions de courbes sur
C((t)) (|[CTH14]). Dans [Izql4a] les théorémes de dualité arithmétique qui avaient
été obtenus précédemment dans [HSz13| et [CTH14] ont été généralisés aux corps
de fonctions de courbes sur des corps locaux supérieurs. De nouvelles difficultés,
liées a la grande dimension cohomologique et & la non finitude de certains groupes
de cohomologie, avaient alors été mises en évidence. Le but du présent article est
de présenter certains aspects du principe local-global sur de tels corps. L’étude est
poursuivie dans [Izq14b|.
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1. Enoncés des théorémes principaux

Ce texte est la suite de larticle [Izq14a] ou sont établis des théorémes de dua-
lité arithmétique pour les modules finis, les tores, les groupes de type multiplicatif
et méme les complexes & deux termes de tores sur le corps des fonctions d’une
courbe sur un corps local supérieur.

Avant de présenter le contenu de cet article, on commence par rappeler le
cadre de [Izql4a]. On se donne un entier d > 0 et un corps d-local k, c’est-a-dire
un corps complet pour une valuation discréte dont le corps résiduel est (d — 1)-
local, les corps O-locaux étant par définition les corps finis et C((t)). On suppose
que le corps 1-local correspondant est de caractéristique 0. Soit X une courbe
projective lisse sur k. Soient XM I’ensemble de ses points fermés, K son corps des
fonctions et T un K-tore. On note 7' le module des caractéres de T, T le module
des cocaractéres de T et T = T ® Z(d), o Z(d) est le d-ieme complexe motivique.
On note aussi III"(T') (resp. 111" (7)) le sous-groupe de H' (K, T) (resp. H"(K,T))
constitué des éléments dont la restriction a H'(K,,T) (resp. H"(K,,T)) est nulle
pour chaque v € X,

En notant A le quotient de A par son sous-groupe divisible maximal pour
chaque groupe abélien A, le théoréme 0.1 de [Izql4a] établit dans ce contexte des

dualités parfaites de groupes finis entre IIT*(T) et II19+2(T) et entre I (T)
et III12(T), ainsi que des suites exactes de type Poitou-Tate sous I’hypothése
N1%(L,G,,) = 0 pour une extension de finie L de K déployant 7. Il est donc
intéressant d’étudier la nullité de II1%(G,),). Le théoréme suivant résume les résul-
tats que nous obtenons :

Théoréme 1.1. (théorémes 5.1 et 5.13 et exemples 5.15 et 5.17)

On garde les notations décrites ci-dessus. Pour i € {0,1,...,d}, on note k; le corps

i-local associé a k et Oy, son anneau des entiers.

(i) Si X est la droite projective ou une conique dans P, alors I*(G,,) est nul.

(ii) Supposons que ki est un corps p-adique et que X est une courbe sur k de la
forme Proj(k(z,y,z]/(P(z,y,2))) ot P € Olx,y,z| est un polynéme homo-
géne. Supposons aussi que Proj(ko[z,y,2]/(P(x,y,2))) est une courbe lisse et
géométriquement intégre, ot P(x,y,z) € kolx,vy, 2] désigne la réduction de P.
Alors III*(G,,) = 0.

(i1i) Supposons que ko = C((t)) et que X est la courbe elliptique sur k d’équation
y? = 23+ Az + B avec A, B € kq. Supposons de plus que la courbe elliptique sur
ko d’équation y?> = a3 + Az + B admet une réduction modulo t de type additif.
Alors I*(G,,) = 0.

(iv) Soit p un nombre premier impair. Si k = Q,((t1))...((ta—1)) avec d > 1 et X
est la courbe elliptique d’équation y* = z(1 — z)(x — p), alors I*(G,,) # 0.

(v) Si k= C((t1))...((tg+1)) avec d > 0 et X est la courbe elliptique d’équation
v =z(1 —z)(x —t1), alors I1*(G,,) # 0.
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Remarque 1.2. (a) Le théoréme précédent fournit des exemples et des contre-
exemples au principe local-global pour les algébres simples centrales sur K.

(b) Les preuves des assertions (ii) et (iii) reposent notamment sur un théoréme
établi par Harbater, Hartmann et Krashen par la technique de patching (le
théoréme 3.3.6 de [HHK14]).

(¢) Nous faisons I'hypothése Car(k;) = 0 parce que le cas Car(k;) > 0 pose énor-
mément de difficultés : méme obtenir une dualité locale semble étre un travail
trés délicat dans ce dernier cas (voir la section 0.5 de [Izql4a].
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3. Notations

Groupes abéliens. Pour A un groupe topologique abélien (éventuellement muni
de la topologie discréte), n > 0 un entier et [ un nombre premier, on notera :
Aiors la partie de torsion de A.

2A la partie de n-torsion de A.

Ap la limite projective des A/nA.

Agiv le sous-groupe divisible maximal de A. En général, il ne coincide pas avec
le sous-groupe constitué des éléments divisibles de A.

A le quotient de A par Agi,.

AP le groupe des morphismes continus A — Q/Z.

Faisceaux. Tous les faisceaux sont considérés pour le petit site étale.

Corps locaux supérieurs. Les corps O-locaux sont par définition les corps finis
et le corps C((¢)). Pour d > 1, un corps d-local est un corps complet pour une
valuation discréte dont le corps résiduel est (d — 1)-local. On remarquera que cette
définition est plus générale que la définition standard. Lorsque k est un corps d-
local, on notera kg, ki, ..., kq les corps tels que ko est fini ou C((t)), kg = k,
et pour chaque 7 le corps k; est le corps résiduel de k; 1. On rappelle le théo-
réme de dualité sur un corps d-local k : pour tout Gal(k®/k)-module fini M
d’ordre n premier a Car(k;), on a un accouplement parfait de groupes finis
H"(k, M) x H™'="(k, Hom(M, u®%)) — H(k, u®?) = Z/nZ. Ce théoréme est
énoncé et démontré dans [Mil06] (théoréme 2.17) lorsque ko # C((¢)). Il se prouve
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exactement de la méme maniére dans ce dernier cas : en effet, il suffit de procéder
par récurrence a I'aide du lemme 2.18 de [Mil06], I'initialisation étant réduite a
la dualité évidente H™(k_y, M) x H"(k_y,Hom(M,Z/nZ)) — H°(k_1,Z/nZ) =
Z/nZ pour le corps “—1-local” k_; = C.

Groupes de Tate-Shafarevich. Lorsque L est le corps des fonctions d’'une va-
riété projective lisse géométriquement intégre Y sur un corps [ et M est un objet
de la catégorie dérivée des Gal(L®/L)-modules discrets, le r-iéme groupe de Tate-
Shafarevich de M est, par définition, le groupe " (L, M) = Ker(H" (L, M) —
[Toeyw H(Ly, M)), ott YV désigne les points de codimension 1 de Y et L, le
complété de L par rapport a la valuation discréte v pour chaque v € X,

Groupe de Brauer. Lorsque Z est un schéma, on note Br(Z) le groupe de
Brauer cohomologique H*(Z,G,,). Si Z est intégre régulier, c’est un sous-groupe
du groupe de Brauer du corps des fonctions de Z.

Cadre. Dans toute la suite, d désignera un entier naturel fixé (éventuellement nul),
k un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement intégre sur k.
On notera X I'ensemble de ses points de codimension 1 et K son corps des fonc-
tions. Lorsque kg est fini, on supposera que le corps k; est de caractéristique 0
autrement dit, ou bien kg = C((¢)), ou bien d > 1 et k; est un corps p-adique.
Pour chaque v € XM, on notera K, le complété de K pour la valuation v et O,
son anneau des entiers. Lorsque M est un Gal(K*/K)-module discret, on notera
[II"(M) au lieu de II"(K, M) §’il n’y a pas d’ambigiiité.

Complexes de Bloch et cohomologie motivique. Dans article [Blo86|, Bloch
associe & chaque schéma Y séparé de type fini sur un corps F et a chaque entier
naturel ¢ un complexe noté z*(Y, ). Lorsque Y est lisse, on note Z(i) (resp. Z(4)zar)
le complexe de faisceaux z'(—,-)[—2i] sur le petit site étale (resp. sur le petit
site de Zariski), et pour chaque groupe abélien A, on note A(i) (resp. A(i)zar) le
complexe A ® Z(i) (resp. A ® Z(i)zar), qui coincide avec le complexe A @ Z(1)
(resp. A @Y Z(i)za:) puisque chaque terme de Z(i) (resp. Z(i)za:) est un faisceau
plat. On renvoie a la partie 0.5 de [Izql4a| pour des rappels sur les complexes de
Bloch.

4. Quelques rappels de [I1zq14]

Nous rappelons ici le théoréme suivant de [[zql4al|, qui constitue 'une des moti-
vations du présent article :

Théoréme 4.1. (théoremes 3.9, 3.18 et 3.20 de [Izq14a]) )
Soit T un K-tore. On note T le module des caractéres de T, T' le module des
cocaractéres de T et T =T ® Z(d).
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(i) Les groupes I 2(T) et 1%(T) sont de torsion de type cofini, et on a des
accouplements parfaits de groupes finis :

IYT) x [I+2(T) - Q/Z et TIYT) x HI2(T) — Q/Z.

(ii) Soit L une extension finie déployant T. Supposons que III*(L,G,,) est nul.
On dispose alors d’une suite exacte a 7 termes :

md+3 (T)D 0

|

HY(K,T)y —P°T), — H"2(K,T)P

|

HHYK, T)P <———PY(T) HY(K,T)
ot P"(T) désigne un produit restreint adélique des H™(K,,T) pour v € XM, et
une suite exacte a 8 termes :

Pa+L(T) HY(K,T)P
(HO(K, T)0)P <—P2(T ) ors H*2 (K, T)

H*"(K,T) PHH(T) —— (lim T (K*))” —=0,
o P"(T) désigne un produit restreint adélique des H™(K,,T) pour v e X,

Ce théoréme fournit une double motivation pour étudier la nullité de I?(G,,) :
e en tenant compte de (i), il est naturel de se demander si les groupes III%+2(T') et

[II%(T) sont finis de sorte que I4+2(T") = II142(T) et [2(T) = WI*(T). 1l se
trouve que ces finitudes sont impliquées par la nullité de II1?(L, G,,). En effet,
d’aprés le lemme 3.16 de [Izql4al, le groupe II1%(L, G,,) est nul si, et seulement
si, le groupe 1% 2(L, Z(d)) Dest, et comme II1%2(T) et III%(T") sont de torsion
de type cofini, un argument de restriction-corestriction montre que les nullités
de I1%2(L, Z(d)) et II1*(L, G,,) impliquent les finitudes de III42(T") et III%(T).
e les suites de Poitou-Tate de (ii) sont exactes sous 'hypothese IT*(L, G,,) = 0.

Pour terminer, rappelons une conséquence importante de la partie (i) du théoréme
précédent qui sera trés utile dans la suite :

Corollaire 4.2. Les groupes I*(G,,) et IN¥%(Z(d)) sont divisibles.

Démonstration. Cela découle immédiatement du théoréme 4.1(i) et de la conjec-
ture de Beilinson-Lichtenbaum. ]
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5. Nullité de ITI%(G,,)

Dans cette section, nous allons établir dans certains cas la nullité du groupe
[I%(G,,). Un premier résultat dans ce sens est exprimé dans le théoréme suivant :

Théoréme 5.1. Notons X = X X}, k° et supposons que X = IP% (c’est-a-dire que
X est la droite projective ou une conique dans P2). Alors I0*(G,,) est nul.

La remarque suivante sera utile dans la preuve :

Remarque 5.2. Soit z € II*(G,,). On voit alors que le résidu de z dans
H'(k(v),Q/Z) (voir 'annexe du chapitre II de [Ser94]) est nul pour chaque v €
XM, Par conséquent, x € Br(X). Comme pour chaque v € X le groupe Br(O,)
est isomorphe & Br(k(v)) (voir proposition II.1.1 de [Mil06]) et s’injecte dans
Br(K,), on en déduit que = est dans le noyau de Br(X) — [],cxa Br(k(v)). Reé-
ciproquement, on voit aisément que Ker (Br(X) — [],.xq) Br(k(v))) est contenu
dans I11%(G,,), d’on I'égalité :

Ker | Br(X) — H Br(k(v)) | = IIT*(G,,).

vexX @)

Démonstration du théoréme 5.1. Considérons (Pic(X))* le noyau du morphisme
Br(X) — [[,cxm Br(k(v)). On a un isomorphisme (Pic(X))*+ = HI*(G,,). Soit
z € (Pic(X))*. On sait que (Pic(X))* est divisible. On en déduit que pour chaque
entier n > 0 il existe x,, € (Pic(X))* tel que x = nx,. Par ailleurs, remarquons

que Br(X) = 0, puisque Br(X) s’injecte dans Br(k(X)) et Br(k(X)) = 0 d’aprés
le théoreme de Tsen. On obtient donc une suite exacte :

Br(k) — Br(X) — H'(k,Pic(X)).

Or, comme X = ]P%, le groupe H'(k,Pic(X)) est nul. On en déduit que z et z,
pour chaque n sont dans l'image de Br(k). Notons & (resp. 7,,) un élément de
Br(k) d’image = (resp. x,) dans Br(X). Fixons maintenant vy € X(), et notons
ng = [k(vg) : k]. Comme z,, € (Pic(X))*, on déduit que I'image de z7,, par la
composée :

Br(k) — Br(X) — Br(k(v)) — Br(k)

est 0. Mais un argument de restriction-corestriction impose que cette image est
aussi nyTy,,. On en déduit que nox,, = 0, et donc = nyx,, = 0. Par conséquent,
(Pic(X))* est nul. O

Remarque 5.3. e En fait, dans la preuve précédente, on pourrait supposer que
H'(k,Pic(X)) est d’exposant fini e au lieu de X = P En effet, dans ce cas, on
prend pour Z (resp. 4,,) un élément de Br(k) d’image ex (resp. ex,,) dans Br(X),
et on montre exactement de la méme maniére que ex = ng(ex,,) est nul. On en
déduit que le groupe divisible (Pic(X))* est d’exposant e, donc nul.
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e Supposons que k est p-adique. En notant J la jacobienne de X, le groupe
H'(k,Pic(X)) est d’exposant fini si, et seulement si, H'(k,.J) est d’exposant
fini. Or H'(k, J) est isomorphe au dual de J(k) d’apres le théoréme de dualité
pour les variétés abéliennes sur un corps p-adique (corollaire 3.4 de [Mil06]), et
J (k) est trivial si, et seulement si, J est triviale d’aprés le théoréme de structure
de Mattuck ([Mat55]). Par conséquent, H'(k, Pic(X)) est d’exposant fini si, et
seulement si, il est nul. Je ne sais pas si cette équivalence reste vraie lorsque k
n’est pas p-adique.

Notons maintenant O, ’anneau des entiers de k£, 7 une uniformisante de Oy, et k le
corps résiduel de Oy. Pour obtenir la nullité¢ de I11*(G,,) dans des situations plus
générales (théoréme 1.1(ii)(iii) ou corollaires 5.11 et 5.12), nous allons procéder par
récurrence sur l'entier d > 0. Pour ce faire, nous allons commencer par établir la
propriété d’hérédité. Dans le cas ou kg est un corps fini, 'initialisation sera donnée
par le cas ot d = 1, c’est-a-dire le cas oil k est p-adique, et elle découlera aisément
des articles |Kat86] et |HSz13]. Dans le cas ou kg = C((t)), l'initialisation sera
donnée par le cas ot d = 0, c’est-a-dire le cas ou k = C((t)), et elle découlera
aisément de D'article [DT83]. Nous allons donc établir I'hérédité sous I’hypothése
suivante sur le corps k :

(H5.4) d > 1 siky est fini et d >0 si kg = C((t)), c’est-a-dire k n’est ni un
corps fini ni un corps p-adique ni C((t)).

Enoncons maintenant ’hypothése de récurrence :

(H 5.5) (i) il existe un schéma intégre, projectif, lisse X de dimension 2 sur
Spec Oy, dont la fibre générique est X et dont la fibre spéciale, que
nous notons Xg, est intégre de point générique 1o,

(i) il existe un entier naturel non nul e vérifiant la propriété suivante :

pour tout w € Xél), il existe un ouvert affine U, = Spec A, de

X contenant w et un point fermé v, de U, = U, X, k tels que
Vadhérence {v,} de v, dans Uy, munie de sa structure réduite, est
réguliere, contient w et w est de valuation au plus e dans l’anneau de
valuation discréte Or—

{’U'lb'}vUﬂ

(iii) les groupes 1%(k(no),Z) et 13 (k(no), Z(1)) sont nuls.

Sous de telles hypothéses, on notera U, la fibre spéciale de U, pour chaque
w e Xo.

Lemme 5.6. On suppose (H 5.4) et (H 5.5). Soient r € {0,1} et n > 1. On
dispose d’un diagramme commutatif :

HY(X,Z/nZ(r)) H™YK,Z/nZ(r))

| |

H"(Xo,Z/nZ(r — 1))~ H"(k(no), Z/nZ(r — 1)),
ot le morphisme vertical de droite est le résidu en ng.
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Démonstration. Le cas r = 0 est évident puisque
H"(Xo, Z/nZ(r — 1)) = H"(k(m), Z/nZ(r — 1))

est un isomorphisme.

Concernant le cas r = 1, on remarque qu’il suffit de montrer que I'image de
la composée H?*(X,pu,) — H?*(K,p,) — H'(x(n0),Z/nZ) est contenue dans
H'(Xo,Z/nZ). Soit donc x € H?*(X,pu,). Ecrivons le complexe de Bloch-Ogus
(proposition 1.7 de [Kat86]) :

2K ) = @ H'(k(v),Z/nZ)oH" (k(no), Z/nZ) — @ H(k(w), Z/nZ(-1)).

UEX(l) wex(()D

Comme = € H*(X, p1,), Vimage de = dans @, H'(k(v),Z/nZ) est nulle. On
en déduit que 'image de x dans H'(k(no),Z/nZ) est contenue dans :

Ker | H' (k(no), Z/nZ) — @ H(k(w),Z/nZ(-1)) | = H (X0, Z/nZ).

wEX(()l)
]

Remarque 5.7. On suppose (H 5.4) et (H 5.5). Sous de telles hypothéses, on
rappelle que U, o désigne la fibre spéciale U, X o, k de U,,. On remarque alors qu’'une
preuve tout a fait identique a celle qui précéde fournit un diagramme commutatif :

H™Y Uy, Z/nZ(r))——— H™ YK, Z/nZ(r))

| |

H"(Uyo, Z)nZ(r — 1))~ H"(k(no), Z/nZ(r — 1)).

Lemme 5.8. On suppose (H 5.4) et (H 5.5). Soient r € {0,1} et n > 1. Soient
w € Xél) et ey la valuation de m dans O~ . Le diagramme suivant :

Resk(vw

H™ (X, Z/nZ(r) — H™ Y (k(vy, ), Z,/nZ(r))

l‘sno l&u

ew R

H'(Xo, Z/nZ(r — 1)) —H" (s(w), Z/nZ(r - 1)),
dont les morphismes verticaux sont des résidus, est commutatif.

Démonstration. Le diagramme :

H™Y(X, Z/nZ(r)) H™ YUy, Z/nZ(r))

| |

H"(Xo,Z/nZ(r — 1)) —= H"(Uy o, Z/nZ(r — 1))
est évidemment commutatif. Il suffit donc de montrer la commutativité du dia-
gramime :
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Resk,(vw)

H™ YUy, Z/0Z(r)) ——= H™ (k(v,,), Z/nZ(r))

o o

H"(Uyo, Z/nZ(r — 1)§UJ.R—>BSK<'72]’"(/£(IU), Z/nZ(r —1)).

Notons A,, le complété de A, pour la topologie m-adique. On remarque que, comme
Om,w est complet pour la topologie m-adique, le morphisme Spec Om,w — U,
s’é¢tend en un morphisme Spec O@,w — Spec A,,. En tenant compte de la compa-
tibilité des résidus avec la complétion et en remplagant v et w par leurs images a
travers le morphisme Spec O@fw — Spec ./le, on peut supposer que A, est com-
plet pour la topologie m-adique, et donc que le morphisme H" (U, Z/nZ(r —1)) —
H"(Uy, Z/nZ(r — 1)) est surjectif.

Soit © € H""'(Uy,,Z/nZ(r)). Notons yo = 6,y(z) € H"(Uyo, Z/nZ(r — 1)).
D’aprés ce qui précéde, yo se reléve en un élément y € H"(U,, Z/nZ(r — 1)).
En voyant y dans H"(K,Z/nZ(r — 1)) et © dans H'(K,u,) = K*/K*", on
pose z = yUm € HYK,Z/nZ(r)). Pour v € U, on remarque que dp(2) =
v(m)Respwy(y) = 0 et donc z € H" (U, Z/nZ(r)). De plus, comme 7 est une
uniformisante de O,,, on a 6,,(2) = yo et donc, d’aprés le théoréme de pureté
cohomologique absolue de Gabber (théoréme 3.1.1 de 'exposé XVI de [ILO14|),
x—z provient de H™ (U, Z/nZ(r)). Comme le morphisme H"™ (U, Z/nZ(r)) —
H™ Y (k(vy), Z/nZ(r)) se factorise par H™ 1 ({vy}, Z/nZ(r)), on déduit la relation
duw(Resp,) (@ — 2)) = ewResyw)(dy,(x — 2)) = 0. 1l reste donc a montrer que
duw(Resk(w,)(2)) = ewResyw) (05 (2)), ce qui découle immeédiatement des calculs :

5w(Resk(vw)(z)) = 5w(Resk(vw)(y)UResk(vw)(ﬂ)) = €wReS,$(w) (y) = ewResH(w)(éno (J}))
[

Proposition 5.9. On suppose (H 5.4) et (H 5.5). Soit r € {0,1}. On a e! -
[I™2(Z(r)) C H™2(X, Z(r)).

Démonstration. Soit x € III"2(Z(r)). Soit n > 0 tel que z est de n-torsion. Alors
x € HI"Y(Z/nZ(r)). Pour v € XV comme I'image de x dans H™(K,,, Z/nZ(r))
est nulle, 'image de = dans H"(k(v),Z/nZ(r — 1)) 'est aussi, ce qui prouve que
x provient de ¥ € H'™(X,Z/nZ(r)). Etant donné que H'*1(0,,Z/nZ(r)) s’in-
jecte dans H™(K,,Z/nZ(r)) (voir 'annexe du chapitre II de [Ser94]) et que
H™ (O, Z/nZ(r)) — H Y (k(v), Z/nZ(r)) est un isomorphisme, on déduit que

¥ € Ker | HN(X,Z/nZ(r)) » [] H™(k(v), Z/nZ(r))

vex®

Notons y l'image de & dans H" (X, Z/nZ(r — 1)). A 'aide du lemme précédent

et de ’hypothése (H 5.5)(ii), on déduit que ely € Ker(H"(Xo, Z/nZ(r — 1)) —

[1,cxo H (k(w), Z/nZ(r — 1))). Montrons que ely =0 :

0

o Sir =0, alors H(Xo, Z/nZ(-1)) — [[,xm H(k(w), Z/nZ(~1)) est injectif

weAo
et donc ely = 0.
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e Sir =1, comme H' (Ox,., Z/nZ) — H'(k(w),Z/nZ) est un isomorphisme
et H' (Oxyuw,Z/nZ) — HY(K(n0)w,Z/nZ) est injectif, on déduit que ely €
1! (k(no), Z/nZ). Or 11 (k(no), Z/nZ) = ,J1%(k(no),Z) = 0 d’aprés hypo-
thése (H 5.5)(iii), et donc ely = 0.

Par conséquent, elz € Ker (H™(X,Z/nZ(r)) — H"(Xo,Z/nZ(r — 1))). Le théo-

réme de pureté cohomologique absolue de Gabber permet alors de conclure que e!z

provient de H™ (X, Z/nZ(r)), ce qui prouve que tout élément de e! - III"2(Z(r))

provient de H™"*(X,Z(r)). Reste donc & montrer linjectivité du morphisme

H™2(X,Z(r)) — H (K, Z(r)) :

e Si r = 0, on remarque que le morphisme H?(X,Z) — H?*(K,Z) s’identifie
au morphisme H'(X,Q/Z) — H'(K,Q/Z). Ce dernier est la composée de
HY(X,Q/Z) — H'(X,Q/Z) suivie de H(X,Q/Z) — H'(K,Q/Z), et ces deux
morphismes sont injectifs d’aprés le théoréme 3.1.1 de I'exposé XVI de [ILO14].
On en déduit linjectivité de H*(X,Z) — H*(K,Z) .

e Sir =1, c’est évident puisque X est intégre régulier et G, = Z(1)[1].

0

Théoréme 5.10. Supposons (H 5.4) et (H 5.5). En particulier, k n’est ni un corps
fini ni un corps p-adique ni C((t)). Soit r € {0,1}. On a II"*(Z(r)) = 0.

Démonstration. Soit x € e!- 1" 2(Z(r)). D’aprés le corollaire précédent, on a x €
H™2(X,Z(r)). De plus, pour chaque v € XV, I'image de  dans H"*+2(k(v), Z(r))
est nulle.

Soit w € Xél). D’aprés ’hypothése (H 5.5)(ii), la restriction H™ (X, Z(r)) —
H™+2(k(w), Z(r)) se factorise sous la forme H™ (X, Z(r)) — H**({v,}, Z(r)) —
H™?(k(w),Z(r)). L’image de = dans H""?(k(vy),Z(r)) est nulle. Comme {v,}
est régulier, la fleche H™2({v,}, Z(r)) — H™2(k(vy), Z(r)) est injective et donc
I'image de z dans H""2({v,},Z(r)) est nulle. Par conséquent, I'image de z dans
H™2(k(w),Z(r)) est nulle. Cela impose que l'image de x dans H"™"(x(no), Z(r))
est en fait dans III""2(k(no), Z(r)), qui est nul d’aprés hypothése (H 5.5)(iii). On
en déduit que

x € Ker (H™(X,Z(r)) — H ™ (k(no), Z(r))) .

e Si 7 =0, comme H?(Xy,7Z) — H?*(k(no),Z) est injectif, z est dans le noyau
de Ker (H*(X,Z) — H*(Xo,Z)). Ce dernier morphisme est injectif par pureté
cohomologique absolue et donc z = 0. Par conséquent, le groupe I113(Z) est de
el-torsion et divisible, donc nul.

e Sir =1, comme on a un isomorphisme Br(Oy,,) = Br(x(n)) et une injection
Br(Ox,,) — Br(K,,), on déduit que :

70

x € Ker | Br(K) — H Br(K,) x Br(/,,)
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Soit n > 1 tel que x est de n-torsion. Alors :

z € Ker HZ(K, ,un) — H H2(Kvaﬂn) X H2<K7707Mn)

vex @)

D’aprés le théoréme 3.3.6 de [HHK14], cela impose que x = 0. On en déduit que
le groupe IT13(Z(1)) est de e!-torsion, donc nul.
m

Le théoréeme précédent nous permet & présent de passer a la récurrence :

Corollaire 5.11. (Cas oa k; est p-adique)

Supposons que d > 1 et que le corps ky est p-adique. Pour i € {1,2,3,...,d},

notons Ok, Uanneau des entiers de k; et m; une uniformisante de Oy,. Supposons

que, pour chaque i € {1,2,3,...,d}, il existe un schéma intégre, projectif, lisse X;

de dimension 2 sur Spec Oy, vérifiant les conditions suivantes :

o pour 1 <1 <d, la fibre générique X; et la fibre spéciale X, de X; sont integres.

e la fibre générique Xy de X; est isomorphe a X.

e pour 1 <i<d-—1, la fibre générique X, de X; est isomorphe a la fibre spéciale
Xi+1,0 de Xiiq.

o la fibre spéciale X1y de X est géométriquement integre.

o il existe un entier naturel e vérifiant la propriété suivante : pour 1 <1 < d, pour
w &€ XZ%), il existe un ouvert affine U, de X; contenant w et un point fermé
Uy de Uy = Uy, X0, ki tels que l'adhérence m de v,, dans U,,, munie de sa
structure réduite, est réguliere, contient w et m; est de valuation au plus e dans
l"anneau de valuation discréte Om,w'

Alors I%(Z) = I*(G,,) = 0.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de montrer que, si K est le corps des fonc-
tions de Xy, alors II%(K,G,,) = [I*(K;,Z) = 0. La nullité de [I1*(K;,G,,) est
prouvée dans la proposition 3.4 de [HSz13|. Tl reste donc a vérifier que I1%( K, Z)
est nul, ou, ce qui revient au méme, vérifier que II'(Ky,Z/nZ) est nul pour
tout n > 0. Par dualité (théoréme 2.5 de [Izql4a|), cela équivaut & montrer que
O13(Ky,Z/nZ(2)) est nul pour tout n > 0, ou, ce qui revient au méme, montrer
que IT13(K,Q/Z(2)) est nul. Mais la fibre spéciale de X étant géométriquement,
intégre, si I’'on note K, son corps des fonctions, la proposition 5.2 de [Kat86] im-
pose que le groupe II3(K,Q/Z(2)) est isomorphe au groupe II%(K,, Q/Z(1)),
qui est nul d’aprés le théoréme de Brauer-Hasse-Noether car X est lisse. Cela
achéve la preuve. O

Corollaire 5.12. (Cas oa ky est C((t)))

Supposons que d > 0 et que kg = C((t)). Pour i € {1,2,3,...,d}, notons O,
Uanneau des entiers de k; et m; une uniformisante de Oy,. Supposons que, pour
chaque i € {1,2,...,d}, il existe un schéma intégre, projectif, lisse X; de dimension
2 sur Spec Oy, vérifiant les conditions suivantes :

o pour 1 <1 <d, la fibre générique X; et la fibre spéciale X, de X; sont integres.
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e [a fibre générique Xy de Xy est isomorphe a X.

e pour 1 <i<d—1, la fibre générique X; de X; est isomorphe a la fibre spéciale
Xiy1,0 de Xjq1.

e la jacobienne de la fibre spéciale X1 a trés mauvaise réduction.

e il existe un entier naturel e vérifiant la propriété suivante : pour 1 < i <d, pour
w € XZ%), il existe un ouvert affine U, de X; contenant w et un point fermé
vy de Uy = Uy Xo, k; tels que l'adhérence m de v, dans U,,, munie de sa
structure réduite, est réquliere, contient w et w; est de valuation au plus e dans
Uanneau de valuation discréte (’)WM.

Alors 11%(Z) = UI*(G,,) = 0.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de montrer que, si Ky est le corps des
fonctions de X g, alors II*(Ky, G,,) = HI*(Ky, Z) = 0. La nullité de II*(Ky, G,,)
provient de Particle [DT83] (on remarquera que ce résultat reste vrai méme si
Ierrata |DT85| montre que le théoréme 1 de [DT83] est faux). D’aprés le lemme
3.16 de [Izql4a], cela entraine aussi que I11?( Ky, Z) est nul, ce qui achéve la preuve.

]

Je ne sais pas a quel point la derniére hypothése des corollaires précédents est
contraignante, mais elle permet au moins de traiter les exemples qui suivent.

Théoréme 5.13. (Courbes constantes)

(i) Supposons que d > 1, que ki est un corps p-adique et que X est une courbe
de la forme Proj(klx,y, z]/(P(x,y,2))) ot P € O, [z,y, 2] est un polyndme ho-
mogéne. Supposons aussi que Proj(kolx, vy, 2]/ (P(x,y, 2))) est une courbe lisse et
géométriqguement intégre. Alors I0?(Z) = UI*(G,,) = 0.

(ii) Supposons que d > 0, que ko = C((t)) et que X est la courbe elliptique sur k
d’équation y* = 23 + Az + B avec A, B € ky. Supposons de plus que la courbe
elliptique sur ky d’équation y* = x> + Az + B admet une réduction modulo t de

type additif. Alors 11%(Z) = 1I*(G,,) = 0.

Démonstration. (i) Pour ¢ € {1,2,...,d}, soit X; = Proj(Oy,[x,y, z]/(P(x,y, 2))).
Pour chaque i, le schéma X; étant dominant sur Oy, il est plat. De plus, le
critére jacobien permet de vérifier immédiatement que X, est lisse sur le corps
résiduel de k;. Par conséquent, pour chaque i, &; est lisse sur Oy,.

Toutes les hypothéses du corollaire 5.11 sont évidemment vérifiées sauf peut-étre
la derniére. Fixons donc un certain ¢ € {1,2,...,d} et soit w un point fermé de
la fibre spéciale X, ¢. Supposons sans perte de généralité que w est dans 'ouvert
Spec(Oy, [z, y]/(P(x,y, 1)) de &;, et choisissons Uy, = Spec(Oy, [z, y]/(P(z,y,1))).
Le point w est alors le noyau d’un morphisme ev,, : k;_1[z,y]/(P(z,y,1)) — kI ;.
Notons b et ¢ les images respectives de x et y dans k£ ;. Soient A une exten-
sion finie de k;_; contenant b et ¢ et [ = A((m;)). Le noyau v du morphisme
kilz,y]/(P(z,y,1)) — kf qui envoie z et y sur b et ¢ respectivement est un point
fermé de la fibre générique U, de U, qui contient w dans son adhérence. On
vérifie aisément que l'idéal premier définissant w dans U,, est I'idéal engendré
par I'idéal premier définissant v dans U,, et par 7;. Par conséquent, ’anneau des
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fonctions de m est un anneau intégre ayant un unique idéal premier non nul,
engendré par 7; : ¢c’est donc un anneau de valuation discréte d’uniformisante 7,
ce qui prouve la derniére hypothése du corollaire 5.11 avec e = 1.
(ii) La démonstration est analogue a celle qui précéde en remarquant qu’une
courbe elliptique ayant réduction de type additif a trés mauvaise réduction.
m

Exemple 5.14. La partie (ii) précédente s’applique par exemple a la courbe el-
liptique y? = 23 + ¢ sur k = C((t))((m1))...((74)) pour d > 0.

Nous fournissons maintenant des contre-exemples a II1%(G,,) = 0.

Exemple 5.15. Soit p un nombre premier impair, de sorte que 1 — p soit un carré

dans Q,. Prenons k = Q,((t)) et considérons X la courbe elliptique d’équation

y* = 2(1 — z)(z — p). Nous allons montrer que, dans ce contexte, II1*(G,,) # 0.

e D’apres I'appendice de [CTPS12|, dans K, 1 — z est de valuation nulle mais
n’est pas un carré.

e Soit v € XM, Soit 7 une uniformisante de ©@,. Montrons que 1 — z est un carré
dans K,. En suivant les idées de [CTPS12|, plusieurs cas se présentent.

(1) Supposons que v(1 —z) < 0. Alors v(z), v(1 — x) et v(z — p) sont égaux et
pairs. Ecrivons z = u/m* avec u € OF et n > 0. L’équation de X impose que
—u est un carré dans O,. Par conséquent, 1 —x = % est un carré dans K.

(2) Supposons que v(1 —z) > 0. Alors v(z) = v(x —p) = 0 et v(1 — z) est pair.
En écrivant 1 —x = un®®, on remarque que x = 1l —un* et x—p = 1 —p—ur?"
sont des carrés dans K,. Il en est donc de méme pour 1 — .

(3) Supposons que v(1 —x) = 0. Si v(z) > 0, alors 1 — x est bien str un carré
dans K,. Si v(z —p) >0, alors 1 —x =1—p— (x — p) est aussi un carré. Il
reste donc a étudier le cas v(z) = v(z — p) = 0. Dans ce cas, les réductions de
x et y modulo I'idéal maximal de O, donnent lieu & des éléments b et ¢ dans
k(v) tels que b* = ¢(1 — ¢)(c — p) # 0. Pour montrer que 1 — z est un carré
dans K,, il suffit de montrer que 1 — ¢ est un carré dans k(v). Notons w la
valuation de k(v), B son anneau des entiers, kg son corps résiduel et 75 une
uniformisante de B. Plusieurs cas se présentent alors.

(a) Supposons que w(l —¢) < 0. Alors w(c), w(1 — ¢) et w(c— p) sont égaux
et pairs. Ecrivons ¢ = u/mH avec u € B* et n > 0. L’équation vérifiée par

2n _

. », , ™
b et ¢ impose que —u est un carré dans B. Par conséquent, 1 — ¢ = ~Z—
B

est un carré dans k(v).

(b) Supposons que w(1—c) > 0. Alors w(c) = w(c—p) = 0 et w(1—c) est pair.
En écrivant 1—c = un%®, on remarque que ¢ = 1 —ura' et c—p = 1—p—un2
sont des carrés dans k(v). Il en est donc de méme pour 1 — c.

(c) Supposons que w(1l —c¢) = 0. Si w(c) > 0, alors 1 — ¢ est bien sir un carré
dans k(v). Si w(c—p) > 0, alors 1 —¢ =1—p— (c—p) est aussi un carré. 11
reste donc a étudier le cas w(c) = w(c — p) = 0. Dans ce cas, les réductions
de b et ¢ modulo I'idéal maximal de B donnent lieu a des éléments [ et ~y

dans kg tels que 82 = v(1 —v)(y — p) # 0. Pour montrer que 1 — ¢ est un
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carré dans k(v), il suffit de montrer que 1 — v est un carré dans le corps
p-adique kp. Mais cela est montré dans Pappendice de [CTPS12].
Par conséquent, 1 — z € [T (Z/27Z).

e Soit z = (1 —x)Ut € H*(K,7Z/2Z). Pour chaque v € XM, 1 — z est un carré
dans K, et donc z € II1?(Z/27Z). De plus, le résidu de z en 1y est Res(1 — x) €
k(10)* /(o) *>. Ce résidu ne peut pas étre nul puisque 1 — z n’est pas un carré
dans K,,. Par conséquent, z # 0 et oI11*(G,,) = II1*(Z/2Z) # 0.

Plus généralement, si k = Q,((t1))...((ta—1)) avec d > 1, la courbe elliptique X

d’équation y* = z(1 — z)(x — \) ot A € {p,t1,...,t4_o} vérifie I1*(G,,) # 0. Bien

stir, on peut remplacer Q, par n’'importe quel corps p-adique.

Remarque 5.16. Dans le cas ot k est un corps p-adique, on a [I1*(G,,) = 0 quelle

que soit la courbe X, méme si elle a mauvaise réduction (voir la proposition 3.4
de [HSz13]).

Exemple 5.17. e Pour k = C((¢)) et X une courbe elliptique ayant bonne ré-
duction (resp. mauvaise réduction de type multiplicatif), on a II*(G,,) # 0 :
en effet, d’aprés [DT83|, si J désigne la jacobienne de X, le groupe I1%(G,,) =
H*'(k,Pic X) s’identifie au conoyau de Z — H'(k,J) et H'(k,J) est isomorphe
a (Q/Z)?* (resp. a Q/Z). Ces résultats de [DT83| restent vrais malgré Perrata
[DTS85).

e Pour k = C((t1))...((tay1)) avec d > 0, un raisonnement analogue & I'exemple
précédent montre que la courbe elliptique X d’équation y* = x(1 — z)(z — \)
avec \ € {ty,...,tq} vérifie [1*(G,,) # 0.

Remarque 5.18. Le groupe I113(G,,) est-il une puissance de Q/Z? Je ne sais pas

répondre en toute généralité a cette question de Jean-Louis Colliot-Théléne, mais

la réponse est affirmative lorsque k est un corps p-adique ou C((¢)) :

e lorsque k est un corps p-adique, on a toujours I11%(G,,) = 0 d’aprés [HSz13|;

e lorsque k est le corps C((t)), les résultats de [DT83] montrent que IT*(G,,) est
le conoyau de Z — H'(k,J) et que H'(k,J) est isomorphe a (Q/Z)" pour un

certain r € {0,1,...,2g} ou g est le genre de X, ce qui impose que I1*(G,,) =
Q/Z)".

6. Annexe : Finitude du (d + 3)-iéme groupe de
Tate-Shafarevich du dual d’un tore

Soit T un tore sur K, déployé par une extension finie L. Notons T’ (resp. T) son
module des caractéres (resp. cocaractéres), et posons T = T @ Z(d).

En tenant compte du théoréme 4.1(ii), il est aussi intéressant d’étudier le groupe
I3 (T) : c’est le but de cette annexe.

Proposition 6.1. Soit Y une courbe projective lisse géométriquement intégre sur
une extension finie | de k de corps de fonctions L.
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(i) Le groupe II%3(T) est de torsion de type cofini.

(1) On a un isomorphisme I193(T) = (l&ln 1 (,7))P. En particulier, on a
19+3(Z(d)) = (l&nn I (11,))P, et ce groupe est nul pour X = Pi.

(i11) Supposons que ki soit un corps p-adique. Alors TI*3(T) est divisible. I est
nul dés que lim TIT'(L, p,) = 0 ou dés que H™Y 1, H2(1(Y), Z(d))) = 0. Cette
deuxieme condition est automatiquement satisfaite lorque d = 1.

(iv) Supposons que ko = C((t)). Alors II3(T) est fini dés que I*(L,Z) = 0 ou
des que H (1, H*(I(Y), Z(d))) = 0. Cette deuzieme condition est automatique-
ment satisfaite lorque d = 1.

Démonstration. (i) Cela découle immédiatement du corollaire 4.10, du lemme 4.11
et de la proposition 4.12 de [Izql4a].

(ii) D’aprés la preuve de la proposition 3.14 de [Izql4a], on a un isomorphisme
1143 (T = lim I1942(T ® Z/nZ(d)). 11 suffit alors d’appliquer le théoréme 2.5
de [Tzq14a] pour établir ITT*3(T') = (lim IIT'(,T7))". Les autres affirmations en
découlent aisément.

(iii) Le groupe III%3(T) est divisible d’aprés la remarque 4.18 de [Izql4al. 11 est
donc nul dés que 'une des conditions suivantes est vérifiéé :

o lim a1 (L, u,) = 0 (d’apres (ii)).

o 1I19+3(L,Z(d)) = 0 (par restriction-corestriction).

La deuxiéme condition est bien siir satisfaite dés que H4"3(L,Z(d)) = 0. Reste
donc & montrer que H (1, H(I(Y), Z(d))) = H™3(L, Z(d)).

Soit U un ouvert affine de Y et écrivons la suite spectrale :

H"(I, H*(U,Z(d))) = H"*(U, Z(d)).

On remarque que :

e comme scd(l) =d+ 1, on a H'(I, H*(U,Z(d))) = 0 dés que r > d + 2.

e comme cd(U) < 1, le groupe H*(U, Z(d)) est uniquement divisible pour s > 2,
et donc H" (I, H*(U,Z(d))) = 0 dés que s > 2 et r > 0.

e pour s > d + 2, le groupe H*(U,Z(d)) est uniquement divisible, et, comme
H*(U,Q(d)) = 0, on a une surjection H*~Y(U,Q/Z(d)) — H*(U,Z(d)); on
en déduit que le groupe H*(U,Z(d)) est de torsion, donc nul.

Par conséquent, la suite spectrale fournit un isomorphisme :

H™ (1, HX(U, Z(d))) = H*3(U, Z(d)).

En prenant la limite inductive sur les ouverts affines U de X, on obtient un
isomorphisme :

HY I HA(I(X), Z(d))) = H (K, Z(d)).

Lorsque d = 1, ces groupes sont nuls d’aprés me théoréme de Hilbert 90.

(iv) Le cas ot H™Y(I, H*(I(Y),Z(d))) = 0 se démontre de la méme maniére que
dans (iii). On se place donc dans le cas ou II1*(L,Z) = 0. Comme ko = C(()),
on a lim I (L, pn) & lim Ui (L,Z/nZ) = Jim WI?(L,Z) = 0. Un argument
de restriction-corestriction permet alors de conclure.

]
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Remarque 6.2. La nullité de II1*(L,Z) a été étudiée au paragraphe 5.
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