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1 Rappel : isomorphisme de Gelfand

Théoréme 1.1. Isomorphisme de Gelfand

Soit A une C*-algébre abélienne unifére. Alors Sp(A) est compact pour la topologie
de la convergence simple et Uapplication G : A — C(Sp(A)),a — (x — x(a)) est
un isomorphisme de C*-algébres.

Soit ‘H un espace de Hilbert. Soit B(#H) la C*-algébre des opérateurs linéaires
continus sur H. On prend pour A une sous-*-algébre abélienne unifére uniformeé-
ment fermée de B(H). Pour f € C(Sp(A)), on notera Ty 'unique élément de A tel
que G(Tf) = f. On appelle f — Ty 'isomorphisme de Gelfand.



2 Mesures spectrales

Fixons z,y € #H. On définit une application linéaire continue f — (Tyz|y). Soit
donc v,, I'unique mesure signée sur Sp(A) telle que Vf € C(Sp(A)),va,(f) =
(Tyx|y). Les v,, sont dites mesures spectrales. On a :

Proposition 2.1. Propriétés des mesures spectrales
() | vay I 2 1w -

(ii) Uity = AVg + 1y

(101) Vyy = Usy.

(iv) vy > 0.

(U) 41/.’17 W = Vatyaty = Ve—ya—y + Z.V:J:Jriy,aeJriy - Z'foiy,xfiy-
(vi) La réunion des supports des v, . est dense dans Sp(A).

Démonstration. Facile. O

3 Mesures basiques

Définition 3.1. Une mesure positive v sur Sp(A) est dite basique si la propriété
suivante est vérifiée : une partie S de Sp(A) est v-négligeable si, et seulement si,
elle est vy z-négligeable pour tout x € H.

Remarque 3.2. (i) Deuz mesures spectrales sont équivalentes.

(1t) Supposons Uexistence d’une mesure basique v. Pour tous, x,y € H, vy, < v.
On note donc hy, = d';f/y.

(i1i) Le support d’une mesure spectrale v est Sp(A). On en déduit que C(Sp(A)) —

L(Sp(A), v).

Théoréme 3.3. On munit L°(Sp(A),v), dual de L'(Sp(A)), de la topologie
faible-*, et B(H) de la topologie faible. Il existe un unique morphisme d’x-algébres
de L*(Sp(A),v) dans B(H) continu pour les topologies précédentes et qui prolonge
lisomorphisme de Gelfand : on le note f +— Ty. Cet isomorphisme est isométrique,
et son image est l'adhérence faible de A. De plus, pour tous f € L>®(Sp(A)) et
zr,y €H, on a (Tyzly) = [ fdvy, (%)

Dans un espace vectoriel topologique localement convexe E, on dit qu'une partie
B de B est bornée si pour tout voisinage V' de 0, il existe A tel que B C A\V. Avant
de prouver le théoréme, commencons par le lemme suivant :

Lemme 3.4. Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe et M
un sous-espace de E. Soit F' un espace vectoriel topologique localement conveze
dans lequel toute partie fermée bornée est compléte. On suppose de plus que tout



point de E est adhérent a une partie bornée de M. On se donne f : M — F
linéaire continue. Alors f se prolonge de maniére unique en une application linéaire
continue £ — F.

Démonstration. (Sketch)

On voit que f se prolonge en f: E— 1/7\, ot F est le complété de F. Pour z € F,
il existe B borné dans M tel que x € B, et donc f(z) € f(B) C F. Donc I'image
de J?est incluse dans F'. O]

Démonstration. (du théoréme)

Montrons que les hypothéses du lemme sont vérifiées :

(1) Pour f € C(Sp(A)), (Trzly) = [ fhyydv. On en déduit que I'isomorphisme de
Gelfand C'(Sp(A)) — A, f — T est continu pour les topologies du théoréme.

(2) Tout point de L*(Sp(A),v) est faiblement adhérent & une partie bornée de
C(Sp(A)).

(3) La boule unité fermée de B(H) est compléte.

Par le lemme, on en déduit que I'isomorphisme de Gelfand C(Sp(A)) — A, f — T}
se prolonge de maniére unique en une application linéaire continue L>(Sp(A),v) —
B(H), que nous notons toujours f — 7. Son image est contenue dans ’adhérence
faible de A et, par continuité, on a pour f,g € L*(Sp(A),v), x,y € H :

(Trzly) = /fdl/m,, T; = T, Trg =TTy,

Donc f + Ty est bien un morphisme de C*-algebres.

Montrons qu’il est isométrique. Soit f € L>(Sp(A),v) positive. Comme f +— T}
est un morphisme de C*-algébres, [|T]| < ||f|. Par (*), si 0 < g < h, alors
0 < Ty <T, Soit o > 0 tel que p < f sur un ensemble de mesure non nulle,
B. Alors 0 < plp < f, et donc pT, = T)1, < Ty. Or 11, est un projecteur
orthogonal. Comme B n’est pas de mesure nulle, il existe x € H tel que v, ,(B) > 0,
et donc (Th,2|r) = vy (B) > 0. On en déduit que T3, # 0, et donc que ||T¢|| > p.
Finalement || 7| = || f]|-

On ne suppose plus f positive. Alors | Ty7|| = [IffIl = [ fII* = ITfTF]l = || Ty]]*.
Donc f > T} est isométrique.

Soit I I'image de notre prolongement. On sait que I contient A et est contenu dans
Iadhérence faible de A. Il nous suffit donc de montrer que I est faiblement fermé.
Par le théoréme de Banach-Alaoglu, la boule unité de L>(Sp(A), v) est faiblement
compacte. Son image par f — T est la boule unité de I. Donc la boule unité de /
est faiblement compacte, et par conséquent faiblement fermée. Une quantification
simple montre alors que [ lui-méme est faiblement fermé. O]



4 Totalisateur et séparateur

Définition 4.1. Totalisateur et séparateur Soit M une partie de H.

(i) On note X3\ le sous-espace vectoriel fermé de H engendré par les Tx pour
T € A etx € M. On note aussi B3y le projecteur orthogonal sur X3\

(ii) On dit que M est totalisateur pour A si Xi; = H.

(iii) On dit que M est séparateur pour A si : VT € A,T(M)=0="T =0.

Proposition 4.2. Critére de stabilité
Soit X un sous-espace vectoriel fermé de A. Notons Px le projecteur orthogonal
sur X. Alors X est stable par A si, et seulement si, Px € A'.

Démonstration. Si Px € A’, alors, pour tout 7' € Aet v € X, To = TPxx =
PxTz, donc Tx € X. Réciproquement, si X est stable par A, alors pour T € A,

TPx(H) C X,

d’ou
PxTPy = TPx.
On en déduit

PxT = (T*Px)* = (PxT*Px)" = PxXTPx = TPx.
[l

Proposition 4.3. Caractérisation de X3}
Soit M une partie de H. Alors X3\ est le plus petit sous-espace vectoriel fermé X
de H contenant M tel que Px € A'.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 4.4. Relation entre séparateur et totalisateur

Soit M une partie de H.

(i) L’ensemble M est totalisateur pour A si, et seulement si, M est séparateur
pour A’

(ii) Supposons de plus que A est une algébre de von Neumann. Alors M est sépa-
rateur pour A si, et seulement si, M est totalisateur pour A’.

Démonstration. (i) Supposons M séparateur pour A’. Comme (Id— E3,)(M) = 0,
on a B, = Id, don X§, = H.
Réciproquement, supposons X3y = H. Soit 7" € A’ tel que T'(M) = 0. Alors
pour tout T € A, T'T(M) = 0, donc T"(X3}) =0, d'ott T" = 0.

(i) 11 suffit d’échanger A et A’ dans (i).



Soit A une algébre de von Neumann, de centre Z.

Définition 4.5. Support et support central

(1) Soit T € B(H). Soit X l'orthogonal du sous-espace fermé des x € H tels que
Tx = 0. Le projecteur Px est appelé support de T'.

(ii) Soit T € A. On appelle support central de T le plus petit projecteur ortho-
gonal de Z majorant le support de T'.

Proposition 4.6. Soit M C H, et N = X3}. Alors X& = X7,

Démonstration. L’inclusion X§ C X7 est triviale. II suffit de montrer que E4 €
Z, c’est A dire que X4 est stable par A et par A'. Par A’, c’est évident. Pour
re€N,T ¢ AT cA onaTTzcT(N), donc T(X§)C X4, O

Corollaire 4.7. Soit N un sous-espace vectoriel fermé de H tel que Py € A. Alors
E4% est le support central de Py.

. . / ’ /
Démonstration. Comme N = X§, on a Xi = XZ. [

5 Algeébres de von Neumann induites et réduites

Définition 5.1. Soit Px le projecteur orthogonal sur X de H et T € B(H).
On note Tx la restriction & X de PxT a X. C’est un élément de B(X). Pour
M C B(H), on note Mx l’ensemble des Tx pour T € M.

Dans cet exposé, on admettra la proposition suivante, qui sera (probablement)
traitée dans un exposé a venir :

Proposition 5.2. Algébres de von Neumann induites et réduites
Soit A une algebre de von Neumann et E = Px un projecteur dans A. Alors Ag
et (A')g sont des algébres de von Neumann, et (A')gp = (Ag)’.

Définition 5.3. Algébres de von Neumann induites et réduites

Les algébres de von Neumann A%y et Ap sont appelées respectivement algébre
de von Neumann induite par A’ dans X et algébre de von Neumann
réduite de A. L’homomorphisme de C*-algebres T — T}, de A’ dans Ay est
appelé induction de A" sur A’,.

Proposition 5.4. Induction et isomorphisme
Soient A une algébre de von Neumann, E un projecteur orthogonal de A, F son
support central. L’induction est un isomorphisme si, et seulement si, F' = Id.



Démonstration. Le sens direct découle immeédiatement de (Id— F')p = 0. Récipro-
quement, supposons F' = Id. Notons X = E(H). Les T'(X) pour T € A engendrent
H. Pour T" € A’ tel que T, = 0, T"(X) = 0, donc T'T'(X) = 0si T € A, d’ou
T =0. [

Définition 5.5. Soit A une algébre de von Neumann. On dit qu’elle est de genre
dénombrable si toute famille de projecteurs orthogonauz deuz o deux orthogonauz
dans A est dénombrable.

Théoréme 5.6. Une algébre de von Neumann A abélienne de genre dénombrable
possede un élément séparateur.

Démonstration. Soit (x;);c;r une famille maximale d’éléments non nuls de H telle
que les E; = EA sont deux a deux orthogonaux et les £} = EA sont deux a deux
orthogonaux. Comme A est de genre dénombrable, la famllle est dénombrable.
On peut supposer que Y, [lz;]|* < 400, et on pose alors @ = Y, ; z;. Soient
E=  ,EcAFE=, EcA F=Id-E, F=Id-FE.
On note F} et F] les supports centraux de F' et de F’. Par maximalité de la famille
(), F(H) N F'(H) =0, et donc F'F = 0. On en déduit que (F')p = 0. D’aprés
la proposition précédente, (F')r, = 0 et donc Fy F' = 0.
Comme Fi/F'=0,ona K =1d—F > 1d—F, et &' = 1d— F'" > F;. Comme
r;=FEx=FElx,ona EA > El et EX > E;, donc EA > E' et B4 > E.
On a donc que Id — F) est majoré par Ef/ et Fy par EZ et donc par E;“/. Donc
Ef/ = Id et x est séparateur pour A.

O

6 Existence de mesures basiques

Proposition 6.1. Si v € H est totalisateur pour A’, alors v, , est une mesure
basique sur Sp(A).

Démonstration. Soit y € H. Il faut montrer que v,, < v, ,. Supposons d’abord
qu'il existe 77 € A’ tel que y = T"z. Alors, pour f positive continue sur Sp(A), on
a:

vyy(f) = (T T'2|T'2) = || T'T jgoo||* < | T [(Tyal) = | T"|*vea(f)

donc vy, K Vgy.
On ne suppose plus rien sur y. Soit A > 0, et fixons € > 0. Comme x est totalisateur,
il existe ¢y’ € A’z tel que :

€
Allyllly =yl << 35 Iyl < lyl-



Alors, pour toute f continue positive majorée par A, on a :

|/}ww—/7mMyEuﬂmw—awWNHawwwwﬂywn

!/fdvy,y—/fd’/yayf < ITrlllyllly = o'l + 1Ty Hly — o'l

| [ s~ [t 1< sl - ') <=/

Or il existe 6 > 0 tel que, si [ fdv,, < 6, alors [ fdv,, < €/2. Donc pour f
continue positive majorée par X, si [ fdv,, <9, alors [ fdy,, < e, dou v, <
Vya- OJ

Proposition 6.2. [l existe une mesure basique bornée sur Sp(A) si, et seulement
si, il existe un élément totalisateur pour A’.

Proposition 6.3. Soit B une algebre de von Neumann abélienne dans H. On
suppose que H est a base dénombrable. Pour toute sous-C*-algébre unifére A de B
fermée uniformément, Sp(A) porte une mesure basique bornée.

Démonstration. 11 existe un élément totalisateur pour B’. Alors A’ O B’ donc z
totalisateur pour A’. O

7 Structure des algébres de von Neumann abé-
liennes et applications

Le théoréme et la proposition qui suivent découlent immédiatement des parties 3
et 6.

Théoréme 7.1. Soit A une algébre de von Neumann abélienne dans H, supposé a
base dénombrable. Il existe un espace compact X, une mesure positive v sur X de
support X et un isomorphisme isométrique de C*-algébres entre A et L™= (X, v).

Proposition 7.2. Cas particulier d’une algébre de von Neumann engen-
drée par un élément

Soit T € B(H) normal. Soit A = C*(T,T*)" l’algébre de von Neumann engen-
drée par T. Soit Y = C*(T,T*) la C*-algébre unifére engendrée par T. Notons
X = Sp(T) C C. Il existe une mesure positive v sur X telle qu’il existe un iso-
morphisme L>®(X,v) — A qui prolonge lisomorphisme C(X) — Y. On note
f— f().

Et en voici une application immeédiate :



Corollaire 7.3. Projecteurs orthogonauz
Une algebre de von Neumann A est engendrée par ses projecteurs orthogonauz.

Démonstration. Soit B l'algébre de von Neumann engendrée par les projecteurs
orthogonaux de A.

Soit T' € A. Posons S1 = TZT* et Sy = @ Les endomorphismes S et Sy sont
normaux et dans A. Pour U mesurable dans Sp(S;) (resp. Sp(S2)), 1y (S1) (resp.
1y(S2)) est un projecteur orthogonal. En approchant z +— z par des fonctions

étagées, on voit bien que S; et S5 sont dans B, et donc T aussi. Donc A =B. [
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