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Rappels d’algébre 1 :
-existence de bases orthogonales.
-plan hyperbolique, espaces hyperboliques.
-classification des formes quadratiques sur C, R et les corps finis.

Le programme qui suit pourra bien stir étre modifié en fonction de la vitesse
d’avancement.

I Classification des formes quadratiques via des
invariants.

Exposé 1 : Anneau de Witt et premiers invariants de formes
quadratiques.

Référence : [4].

-Théorémes de décomposition et d’annulation de Witt : Th. 1.4.1 et 1.4.2.
-Produit de Kronecker : paragraphe L.6.

-Anneau de Witt et idéal fondamental : paragraphe II1.1.

-Les deux premiers invariants, dimension et discriminant : paragraphe II1.2.
-Quelques exemples (corps algébriquement clos, corps quadratiquement clos, R,
corps finis) : paragraphe II.3.

Exposé 2 : Algébres de quaternions et invariant de Hasse.
Références : [1], [4].

-Théoréme d’équivalence par chaines de Witt : paragraphe 1.5 de [4].

-Algeébres simples centrales et groupes de Brauer : paragraphe IV.1 de [4]. On
pourra aussi regarder le chapitre 2 de [1].

-Algeébres de quaternions : paragraphes III.1 et II1.2 de [4]. On pourra aussi
regarder le chapitre 1 de [1].

-Invariant de Hasse : définition V.3.17, proposition V.3.18, paragraphe V.3 a
partir du théoréme V.3.21 de [4].



Exposé 3 : Algébres simples centrales graduées et algébres de
Clifford.

Références : [3] et [4].

-Algeébres simples centrales graduées et groupes de Brauer-Wall : paragraphes
IV.2, IV.3, IV 4, et pages 116 et 117 de [4]. On pourra aussi regarder le para-
graphe 6.3 de [3].

-Algebres de Clifford : paragraphes V.1 et V.2 de [4]. On pourra aussi regarder
le paragraphe 6.2 de [3].

Exposé 4 : Invariants de Clifford et de Witt. Premiers pas vers les
conjectures de Milnor.

Référence : [4].

-Invariants de Clifford et de Witt : paragraphe V.3.

-Premiers pas vers les conjectures de Milnor et le théoréme de Merkurjev-Suslin :
paragraphe V.6.

-En admettant le théoréme V.6.11, montrer le théoréme de classification XII1.3.1
dans le cas I°F = 0.

Exposé 5 : Le cas du corps des nombres rationnels.
Références : [4].

-Théoréme de Springer et classification des formes quadratiques sur @, pour
p # 2 : spécifier les paragraphes VI.1 et V1.2 au cas de Q, pour p # 2.

-A titre culturel, énoncer la situation sur Q2 : énoncer le corollaire VI.2.24 (sans
(3)).

-Anneau de Witt de Q : paragraphe VI.4.

-Classification des formes quadratiques sur Q : corollaire VI.3.3 dans le cas de
Q. En déduire le corollaire VI.3.10 pour Q, puis le théoréme 6.11 dans ce cas.
-A titre culturel, décrire briévement la situation sur un corps de nombres quel-
conque, et mentionner le théoréme de Hasse-Minkowski.

II Formes de Pfister et corps de fonctions.

Exposé 6 : Formes quadratiques et extensions de corps.
Référence : [4].

-Formes quadratiques et extensions algébriques (théoréme de Springer pour les
extensions de degré impair, cas des extensions quadratiques) : théorémes VII1.2.7,
VII.3.1 et VII.3.2 et corollaire VII.3.3.

-Formes quadratiques et extensions transcendantes (théoréme de Cassels-Pfister,
principe de substitution, théorémes de représentation) : paragraphes IX.1 et
IX.2.



Exposé 7 : Formes multiplicatives et formes de Pfister.
Référence : [4].

-Multiplicativité des formes de Pfister : paragraphe X.1 jusqu’au corollaire X.1.9.
-Formes multiplicatives : paragraphe X.2 jusqu’au théoréme X.2.9.

Exposé 8 : Description des formes quadratiques dans I"F et
conjectures de Milnor.

Références : [4] et [7].

-Formes quadratiques et corps de fonctions : théorémes X.4.1, X.4.5 et X.4.14
de [4].

-Hauptsatz : paragraphe X.5 jusqu’au théoréme X.5.6 de [4].

-A titre culturel, on pourra citer le théoréme de Vishik : théoréme X.5.20 de [4].
-Conjectures de Milnor : paragraphe X.6 de [4]. On se contentera de présenter
les conjectures de maniére culturelle. Comme application de 1’exposé 7 et du
Hauptsatz, on établira le lemme 2.16 de [7].

IIT Corps formellement réels, réel-clos et Pytha-
goriciens.

Exposé 9 : Corps formellement réels et 17éme probléme de Hilbert.
Références : [4], [5].

-Corps formellement réels : paragraphe VIIL.1 de [4] ou 6.1 de [5].
-Corps réel-clos : paragraphe VIIL.2 ou 6.1 de [5].
-17éme probléme de Hilbert : paragraphe 6.2 de [5].

Exposé 10 : Quelques propriétés structurelles de ’anneau de Witt.
Référence : [4].

-Principe local-global de Pfister : paragraphe VIII.3. En combinant ce principe
avec les conjectures de Milnor (admises), démontrer le théoréme de classification
XII.3.1.

-Corps Pythagoriciens : théoréme VIII.4.1.

-Spectre de I’anneau de Witt : paragraphe VIII.7.

-Quelques propriétés structurelles de I’anneau de Witt : paragraphe VIIL.8.



IV Invariants des corps associés aux formes qua-
dratiques.

Exposé 11 : Niveau, nombre de Pythagore et u-invariant.
Références : 2], [4] et [6].

-Niveau d’un corps : paragraphe XI.2 de [4].

-u-invariant : paragraphe XI.6 de [4].

-Corps C,, et théorie de Tsen-Lang : [2].

-Théoréme de Pfister pour R(X1, ..., X,,) : théoréme XI1.4.10 de [4]. Voir aussi le
paragraphe 7 de [6].

-Nombre de Pythagore : paragraphe XI1.5 de [4].

Exposé 12 : Invariants d’anneaux et liens avec la topologie
algébrique.

Références : [4] et [5].

Paragraphes XIII.4 et XIIL5 de [4]. On pourra aussi regarder les chapitres 3, 7
et 10 de [5].
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