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1 Quelques rappels et mises au point

1.1 Introduction

Le théoréme de Poitou-Tate a été énoncé pour la premiére fois par John Tate
en 1962 lors du Congrés International de Mathématiques (|Tat63]). Il s’agit d’un
théoréme qui permet de mettre en évidence des liens profonds entre la cohomologie
des corps globaux et la cohomologie des corps locaux. Plus précisément :

Théoréme 1.1.1. (Théoréme de Poitou-Tate)

Soit K un corps global. Soit S un ensemble non vide de places de K contenant
les places archimédiennes. Notons Kg [’extension mazimale de K non ramifiée en
dehors de S. Soit M un Gal(Kg/K)-module discret fini. Dans le cas o K est un
corps de nombres, on suppose que les places de K divisant |M| sont toutes conte-
nues dans S. Dans le cas ou K est un corps de fonctions, on suppose que la caracté-
ristique de K ne divise pas |M|. On pose MP = Homgz (M, K**). Alors les groupes
Ker(H (Gal(Ks/K),M) — @,.s H'(K,, M)) et Ker(H*(Gal(Ks/K), MP) —
D,cs H* (K, MP)) sont finis et duauz pour la dualité de Pontryagin.

Le théoréme a été prouvé de maniére indépendante par Tate dans une lettre a
Springer en 1966 et par Poitou dans [Poi67] en 1967 dans le cas ou S contient
toutes les places de K. Lorsque S est quelconque, on peut trouver des générali-
sations de ces preuves dans [Hab78| et dans [Mil06| (section 1.4). Toutes ces dé-
monstrations ont ’avantage de n’utiliser que la cohomologie galoisienne, mais elles
sont peu naturelles, difficiles a appréhender et a généraliser, et les définitions des
morphismes et des accouplements qui entrent en jeu sont trés obscures. L’objectif
de ce mémoire est alors de donner une preuve plus naturelle, ou du moins dans
laquelle les définitions des accouplements sont moins mystérieuses, du théoréme
de Poitou-Tate. Pour ce faire, le bon cadre est celui de la cohomologie étale, qui
généralise la cohomologie galoisienne en prenant en compte aussi bien des aspects
arithmétiques que géométriques. Ainsi, ’outil fondamental auquel nous ferons ap-
pel pour prouver le théoréme de Poitou-Tate est un théoréme de dualité dii a Artin
et Verdier concernant la cohomologie des faisceaux constructibles sur le spectre de
I’anneau des entiers d’un corps de nombres ou sur une courbe projective lisse sur
un corps fini :

Théoréme 1.1.2. (Théoréme d’Artin-Verdier)

Soit K un corps global. Si K est un corps de nombres, soit X le spectre de ’anneau
des entiers de K. S1 K est un corps de fonctions, soit X une courbe projective lisse
sur un corps fini dont le corps des fonctions est K. Considérons un ouvert non vide
U de X et un faisceau constructible F sur U. Alors pour tout r € Z, les groupes
Exty;(F,G,,) et H3"(U, F) sont finis et duauz pour la dualité de Pontryagin.



Ce théoréme a été énoncé pour la premiére fois par Artin et Verdier en 1964 lors du
séminaire sur la cohomologie étale des corps de nombres au cours de I'école d’été
a Woods Hole organisée par I’AMS et on peut trouver une preuve compléte dans
la section I1.3 du livre [Mil06] de Milne. Dans ce méme livre, dans la section I1.4,
Milne met en évidence les liens entre le théoréme d’Artin-Verdier et les théorémes
de cohomologie galoisienne. Cependant, il utilise le théoréme d’Artin-Verdier pour
prouver uniquement une version affaiblie du théoréme de Poitou-Tate ou il sup-
pose que I'ensemble de places S est fini. Dans ce mémoire, nous allons prouver le
théoréme de Poitou-Tate en toute généralité a 'aide du théoréme d’Artin-Verdier.

1.2 Remerciements

Je voudrais ici remercier chaleureusement David Harari, pour m’avoir fait décou-
vrir un domaine passionnant des mathématiques, ainsi que pour sa disponibilité,
son soutien constant, son aide précieuse, ses encouragements, sa gentillesse et sa
générosité.

1.3 Conventions et définitions

Nous tenons ici a préciser quelques définitions et conventions que nous utiliserons
dans la suite.

Cohomologie galoisienne

Pour G un groupe profini, M un G-module discret et » > 0, on note H" (G, M) le
r-iéme groupe de cohomologie. Pour r < 0, on pose H" (G, M) = 0 par convention.
Pour K = Rou K = C, si M est un Gal(K*/K)-module discret, on note H" (K, M)
le r-iéme groupe de cohomologie modifiée de Tate. Ainsi, H°(Gal(C/R),C*) = R*
alors que H°(R,C*) = R* /R = Z /2.

Cohomologie étale

Soit X un schéma. Le site étale sur X est défini par :

e (Catégorie : schémas étales sur X.

e Recouvrements : familles {p; : U; — U} constituées de morphismes étales tels
que U, pi(U;) = U.

Le site étale restreint sur X est défini par :

e Catégorie : schémas étales de type fini sur X.

e Recouvrements : familles {p; : U; — U} constituées de morphismes étales tels
que J; ¢i(U;) = U.

Pour F' un faisceau de groupes abéliens sur le site étale sur X, on note H"(X, F)

le r-iéme groupe de cohomologie. On note aussi :




e Homx(F,—) le foncteur qui & un faisceau G sur le site étale de X associe le
groupe des morphismes de F' vers G.

e Ext'y(F,—) les foncteurs dérivés de Homx (F, —).

e Hom(F,—) le foncteur qui & un faisceau G sur le site étale de X associe le
faisceau sur le site étale de X défini par U — Homy (F|y, Gly).

e Ext'y(F,—) les foncteurs dérivés de Hom . (F, —).

Dans ce mémoire, tous les schémas considérés auront de bonnes propriétés :

e ils seront quasi-compacts, c’est-a-dire que de tout recouvrement ouvert il est
possible d’extraire un recouvrement fini.

e ils seront quasi-séparés, c’est-a-dire que le morphisme diagonal X — X x; X
est quasi-compact.

Pour de tels schémas, on sait d’aprés la section I1.1.5 de [Tam94| que le site étale

restreint est noethérien et que les catégories de faisceaux sur le site étale et sur le

site étale restreint sont équivalentes : cela implique en particulier que la cohomo-
logie des faisceaux sur le site étale commute avec les limites inductives (théoréme

3.11.1 de [Tam94]) et que les groupes de cohomologie étale d’un faisceau de tor-

sion, c¢’est-a-dire d’un faisceau dont toutes les tiges sont de torsion, sont de torsion

(proposition 9.1.2 de [Tam94]).

Dans la suite, nous allons surtout nous intéresser a des faisceaux particuliers, dits

constructibles :

e On dit qu’un faisceau F' sur X est localement constant s’il existe un recou-
vrement {X; — X} tel que F|x, est constant pour tout i. Un faisceau F est
localement constant a tiges finies si, et seulement si, il existe un morphisme étale
fini X’ — X tel que F|x est constant & tiges finies.

e On dit qu'un faisceau F sur X est constructible si, pour tout sous-schéma
fermé irréductible Z de X, il existe un sous-schéma ouvert non vide U de Z tel
que, si 'on note f : U — X, alors f*F est localement constant & tiges finies.
Ainsi, si X est un schéma normal connexe de dimension 1, un faisceau F' est
constructible si, et seulement si, il existe un sous-schéma ouvert non vide U et
un morphisme fini étale U’ — U tels que F|y est constant et les tiges de I sont
finies.

Dualité de Pontryagin

Pour chaque groupe abélien séparé localement compact A, on appelle dual de
Pontryagin de A le groupe Hom.(A, R/Z) muni de la topologie compacte-ouverte.
D’aprés le théoréme 1.1.11 de [NSWO08], le foncteur A — Hom.(A,R/Z) est un au-
tofoncteur involutif de la catégorie des groupes abéliens séparés localement com-
pacts. De plus, lorsque A est discret de torsion ou profini, on a Hom.(A,R/Z) =
Hom.(A,Q/Z), et le foncteur A — Hom.(A,Q/Z) induit une anti-équivalence de
catégories entre les groupes abéliens discrets de torsion et les groupes profinis abé-




liens. Dans la suite, on notera A* = Hom.(A,Q/Z) pour chaque groupe abélien
séparé localement compact A. Ainsi, A* coincide avec le dual de Pontryagin de A
lorsque A est abélien profini ou abélien discret de torsion.

1.4 Mise au point sur la cohomologie galoisienne des corps
locaux

Dans ce mémoire, nous utiliserons souvent les propriétés usuelles de la cohomolo-
gie galoisienne des corps locaux. Dans la littérature, ces propriétés sont souvent
formulées et démontrées pour les extensions finies de @@, ou pour les corps locaux
complets. Nous voulons ici rappeler (sans preuves) quelles sont les propriétés qui
subsistent pour les corps locaux non complets. Pour plus de détails, le lecteur est
invité a lire le paragraphe 1.2 et Pappendice A de la partie I de [Mil06]. Commen-
cons par définir ce que nous entendrons par corps local dans la suite :

Définition 1.4.1. (Corps locauz)

On dit qu’un corps K est local s’il est le corps des fractions d’un anneau de
valuation discrete hensélien dont le corps résiduel est fini. On dit qu’un corps local
K est excellent si la complétion de K est séparable sur K.

Remarque 1.4.2. Un corps local de caractéristique 0 est toujours excellent.

Fixons maintenant un corps local K et notons O son anneau des entiers et k le
corps résiduel. Les propriétés suivantes demeurent vraies dans ce cadre :

Théoréme 1.4.3. (Invariant local et dimension cohomologique)

(i) Le corps K™ est de dimension cohomologique au plus 1.

(ii) Le morphisme H?(Gal(K™ /K), K"™*) — H?*(Gal(K™ /K),Z) induit par la
valuation est un isomorphisme.

(iii) 1l existe un isomorphisme canonique invk : Br(K) — Q/Z appelé invariant
local.

(iv) Le corps K est de dimension cohomologique 2.

Théoréme 1.4.4. (Théoréme de Tate-Nakayama)

(1) Le couple (Gal(K®/K), K**), muni des invariants locauz, constitue une for-
mation de classes.

(ii) Il existe un morphisme continu wy : K* — Gal(K®/K) induisant un iso-

morphisme K* /Ny x L* — Gal(L/K) pour chaque extension finie abélienne L
de K.

En revanche, le théoréeme d’existence, affirmant que les sous-groupes de normes de
K sont les sous-groupes ouverts d’indice fini de K, est faux dans ce contexte. Il
faut en fait supposer que K est excellent pour que ce théoréme subsiste :
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Théoréme 1.4.5. (Théorémes d’existence et de dualité)

Supposons K excellent. Soit M un Gal(K®/K)-module discret fini de cardinal pre-

mier a la caractéristique de K.

(i) Les sous-groupes de normes de K sont les sous-groupes ouverts d’indice fini de
K.

(i) L’accouplement des Ext induit un isomorphisme de groupes finis Exties jre) (M, K°*) —
H*"(Gal(K*/K), M)* pour tout r.

(iii) Le cup-produit induit un isomorphisme de groupes finis H" (Gal(K*/K), MP) —
H* " (Gal(K®/K), M)* pour tout r, ot MP désigne Homz(M, K**).

1.5 Mise au point sur la cohomologie galoisienne des corps
globaux

Dans ce mémoire, nous allons prouver le théoréme de Poitou-Tate a partir du
théoréme d’Artin-Verdier pour la cohomologie étale. Pour ce faire, nous aurons
besoin du résultat suivant sur la cohomologie des corps globaux :

Proposition 1.5.1. Soit K un corps global (c’est-a-dire un corps de nombres
ou un corps de fonctions). Soit S un ensemble non vide de places de K conte-
nant les places archimédiennes, et soit M un Gal(Kg/K)-module discret fini, Kg
désignant la plus grande extension de K non ramifiée en dehors de S. On sup-
pose que les places de K divisant l'ordre de M sont toutes dans S. Alors, pour
r > 4, les morphismes naturels H"(Gal(Kg/K), M) — @veﬂgg H"(K,, M) sont
des isomorphismes. De plus, pour r = 3, le morphisme H"(Gal(Ks/K), M) —
@ungg H"(K,, M) est surjectif, et il est bijectif si K n’a pas de places réelles.

Cela pose a priori un probléme logique, puisque cette proposition est une partie
du théoréme de Poitou-Tate, ou en tous cas, dans [Mil06|, Milne prouve cette
proposition en méme temps que le théoréme de Poitou-Tate (voir théoréme 1.4.10).
Nous voulons ici en donner une preuve indépendante du théoréme de Poitou-Tate.
Pour ce faire, nous utiliserons certaines propriétés de [INSWO08|, mais on remarquera
qu’elles sont toutes prouvées dans [NSWO08| bien avant le théoréme de Poitou-Tate.

Démonstration. (Pour un corps de fonctions)
La proposition découle immédiatement du théoréme 8.3.17 de [NSWOS|. ]

Démonstration. (Pour un corps de nombres)

e En vertu de la proposition 8.3.18 de [NSWO08], la proposition est vraie lorsque
K est totalement imaginaire ou lorsque la partie 2-primaire de M est nulle. I1
suffit donc de prouver le théoréme lorsque K a des places réelles et M est de
torsion 2-primaire. Nous faisons ces hypothéses dans la suite de la preuve.



e Montrons que, pour M = Z/2Z, le morphisme H"(Gal(Ks/K), M) — @UGQ? H"(K,,M)
est un isomorphisme pour tout r > 3.
Le corollaire 8.3.12(iii) de [NSWO08| impose que la proposition est vraie pour
r=3et M =7/2Z. Soient L = K (i) et G = Gal(L/K). On dispose alors d'une
suite exacte de G-modules :

0 — Z/2Z — Ind¢(Z/2Z) — 7./27 — 0.

En écrivant la suite exacte longue de cohomologie et en utilisant le lemme de
Shapiro, on obtient un diagramme commutatif :

H'(Gg.s,7/2Z) =~ H(Gg.s,7Z/27)

| |

By H' (Ko, Z/2L) —= D, o H' (K., Z/22)

Une récurrence simple montre alors que le morphisme

H'(Gal(Ks/K),Z/2Z) - @ H'(K,,Z/2Z)

veQR

est un isomorphisme pour r > 3.

e Soit K une extension finie galoisienne de K contenue dans Kg telle que Gal(Kg/K;)
agit trivialement sur M. Montrons que 'on peut supposer que Gal(K;/K) est
un 2-groupe. Soit U un sous-groupe ouvert de Gg g contenant Gal(Kg/K),
d’indice impair et tel que Us/Gal(Ks/K;) est un 2-Sylow de Gal(K;/K). No-
tons K5 le corps fixe de U;. On dispose alors de deux diagrammes commutatifs :

H" (G5, M) —— D,eqe H" (Ko, M)

\Res LRes

HT(U27 M) - @UGQ‘?Q HT(KQ,M M)
HT(GK,Sa M) - @’UGQ? HT<KU7 M)

Cores] CoresT

HY (U, M) ——= @, H' (Ko, M)

Mais CoresoRes = [K5 : K]-Id est un isomorphisme. Donc, dans les diagrammes

précédents, les restrictions étaient injectives et les corestrictions surjectives. On

en déduit que, si H"(Us, M) — @UEQ? H"(Ks,, M) est un isomorphisme, alors
2

H (Ggs, M) — @UEQ? H"(K,, M) l'est aussi. Quitte a remplacer K par Ko,

on peut donc supposer dans la suite que Gal(K;/K) est un 2-groupe.



e Nous allons maintenant procéder par dévissage. Considérons une suite exacte de
Gal(K;/K)-modules :
00— M - M — My — 0.

Supposons que, pour i € {1, 2}, le morphisme

H'(Gal(Ks/K),M;) — €5 H"(K,, M;)
veQP
est surjectif sur r = 3 et bijectif si » > 3. On dispose alors de deux diagrammes

commutatifs a lignes exactes :
H3(Gal(Kg/K), M) — H®(Gal(Kg/K), M) ——> H3(Gal(Kg/K), My) —> H*(Gal(Kg/K), M)

| | | L~

@Ueg%o H3(Ky, M) —> eavea?(o H3(Ky, M) —> @UEQ? H3(K,, My) ——> EBUEQ%Q H*(K,, M7)
H™ Y (Gal(Kg/K), M3) ——> H"(Gal(Kg/K), M1) —— H"(Gal(Kg/K), M) —— H"(Gal(Kg/K), Ma) —— H™t1(Gal(Kg/K), M1)
@veg? H"ll(KU, My) ——> @UEQ? HL’(KU, M) —> @veg?{o J;"’(K,,,]M) _ @vea? IJ/"(KU, My) ——> EB,UGQ? H"Ll(m,, Mjy)
pour r > 3. Le lemme des cing entraine alors que H"(Gk s, M) — @UGQ? H"(K,,M))
est surjectif pour r = 3 et bijectif pour r > 3. Par conséquent, il suffit de montrer
la proposition lorsque M est un Gal(K;/K)-module simple de 2-torsion. Comme
Gal(K,/K) est un 2-groupe, le seul Gal(K/K)-module simple de 2-torsion est

Z,/27.. Mais nous avons déja prouvé la proposition pour M = Z/27Z.
O

Remarque 1.5.2. Il se trouve que le morphisme H3(Gal(Kg/K), M) — Docaz H3(K,, M)
est toujours un isomorphisme, mais la preuve précédente ne permet pas d’établir
I'injectivité de ce morphisme : méme si nous avons vu que H*(Gal(Ks/K),Z/27) —

@yeggg H3(K,,7Z/27) est un isomorphisme, cette propriété est perdue lorsqu’on

fait le dévissage. En fait, pour prouver ce résultat (que nous n’utiliserons pas dans

la suite), nous avons besoin du théoréme de Poitou-Tate.

Nous aurons aussi besoin d’une version de la proposition précédente pour les tores :

Proposition 1.5.3. Soit K un corps global.
(i) Le groupe H*(K, K**) est nul.
(i) Si K n'a pas de places réelles, alors H" (K, K**) = 0 pour r > 3.

Démonstration.
(i) La proposition 8.1.20 de [NSW08] impose que la suite :
0— H*(K,K**) - H*K,I) - H*(K,C) — 0,
est exacte, les notations étant les mémes que [NSWO08]. De plus, H*(K,I) = 0. On
en déduit que H*(K, K**) = 0.
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(ii) Les propositions 8.3.17 et 8.3.18 de [NSWO08] imposent que c¢d(K) < 2. On en
déduit que scd(K) < 3, d’ou le résultat. O

Remarque 1.5.4. Encore une fois, on peut obtenir des résultats plus fins a 'aide
du théoréme de Poitou-Tate.

2 Le théoréme d’Artin-Verdier pour les corps de
nombres

Soient K un corps de nombres et O son anneau des entiers. Notons Qi I'ensemble
des places de K et Q0% I'’ensemble des places archimédiennes de K. Pour v € Qp
non archimédienne, K, désigne le corps des fractions de 'hensélisation O, de Ok
en v; pour v € QF, K, désigne la complétion de K par rapport a v. Pour les places
non archimédiennes v, on fera attention a ne pas confondre K, et le complété de K
par rapport a la valuation v : afin de faire clairement la distinction, nous noterons
K, ce complété et O, son anneau des entiers. Ainsi, K, est hensélien et est contenu
dans la cloture séparable K° de K mais il n’est pas complet.

Soit maintenant X = Spec Ok, et posons n = Spec K et T = Spec K. Soit
g : n — X. Fixons un ouvert U de X non vide, ainsi qu'un faisceau constructible
F sur U. Dans cette section, nous allons établir le théoréme d’Artin-Verdier, qui
fournira ensuite une dualité entre la cohomologie de F' et celle de Hom, (F, G,,) :

Théoréme 2.0.5. (Théoréme d’Artin-Verdier)
Pour tout v > 0, les groupes Exty,(F,G,,) et H>"(U, F) sont finis et duauz pour
la dualité de Pontryagin.

Ici, H>"(U, F) désigne la cohomologie a support compact, que nous définirons dans
la section suivante. La preuve de ce théoréme étant assez longue et délicate, nous la
divisons en plusieurs étapes. Afin d’aider le lecteur & avoir une vision d’ensemble de
la preuve, nous indiquons sur le schéma ci-dessous comment les différentes étapes
s’assemblent (les étapes 0 et 1 ne sont pas indiquées parce qu’elles donnent les
définitions fondamentales qui sont utilisées constamment dans toute la preuve) :
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Notation : Dans la suite et jusqu’a la fin de la preuve, F' désigne un

faisceau fixé sur U vérifiant les hypothéses précédentes (que nous ne
rappelons pas a chaque fois). Lorsque nous considérerons des faisceaux
vérifiant d’autres hypothéses, nous les noterons avec des lettres calli-
graphiques (par exemple, F).

2.1 Etape 0 : Définition et propriétés de base de la cohomo-
logie & support compact

Avant de définir ’accouplement, il nous faut introduire la cohomologie a support
compact. Pour ce faire, classiquement on pose H. (U, F) = H"(X, jy,F) ou jy :
U — X est I'immersion ouverte. Cependant, cette construction ne prend pas en
compte les places archimédiennes de K. D’ou la définition suivante :

Définition 2.1.1. (Cohomologie a support compact)

01 =.=>F " = — — ... un complexe borné de faisceaur sur
A) Soit F* F 1o F0 - F lexe borné de fai

Spec Z. Notons 6" : F© — F 1 les différentielles. Considérons le morphisme

a : Spec C — Spec Z. Pour chaque r € Z, la conjugaison complere o € Gal(C/R)

induit un morphisme o*F" — a*F", et donc aussi un morphisme a.a*F" —

axa*F", que ['on note encore o. Pour chaque r € 7, on note F" le complexe de

faisceaux sur Z défini par :

(i) pour s #0, Fr = a.a*F".

—~0
(ii)) Fr = a.a*F" & F".
—=5 —~s+1
(iii) pour s # 0 pair, d* : F© — F©  est égal a o + 1.
~s s+l
(iv) pour s # —1 impair, d* : F© — F"  est égal 6 0 — 1.
—~0 —~1
(v) d° : Fr — Fr est donné par (z,y) — (o + 1)(x) + ad(y), ot ad : F" —
a,a* F" est le morphisme d’adjonction.
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~-1 =0
(vi) &t Fr = F" est donné par x = ((0 — 1)(z),0).
On note alors F* le complexe de fazsceaux sur Spec Z, défini par :
t 7‘
(i) pourp € Z, F' = @Hsie\}— .
(ii) les différentielles FP — FP™' sont induites par les 0"+ (—1)"d® pour r+s =
p- _
Le foncteur F* — F* s’étend en un endomorphisme de la catégorie dérivée de
la catégorie des faisceauz sur Spec Z, que l’on note toujours ~.
(B) Soit maintenant F* un compleze borné de faisceauzr sur U. Notons f : U —
Spec Z.. La cohomologie a support compact est définie par :

HP(U, F*) = HP(Spec Z, Rf F*),

ot HP(Spec Z, —) désigne I’hypercohomologie du foncteur qui & un faisceau sur
Spec 7. associe ses sections globales.

Remarque 2.1.2. (i) Dans notre situation, f = fy o jx ou jx : U — X est
I'immersion ouverte et fy : X — Spec Z est fini. On en déduit que Rfy = fx.Jx,

et donc que HP(U, ]-"’) HP(Spec Z fX*qu]:')
(ii) On remarque que R fg]-" est le cone de 'application de complexes suivante :
— a*a*ngFg a*a*RﬁfU—H> a*a*Rf!fg a.a*RAF — ...

| - |

0 0 RAHF 0
On note (Rf\F), le complexe du haut, celui du bas étant RfiF[—1]. On dispose
donc d’un triangle distingué :

RAF[-1] — (RHF)y — RAF — RAF

(iii) On remarque que tous les faisceaux du complexe (RfiF), sont flasques, et
donc on a :

H"(Spec Z, (RfiF),) = H ((RfiF)s(Spec Z)).
De plus :

a*a*Rfy]:(Spec Z) = a*Rf!]:(Spec (C) (fX*]XlF)(O ]:{T K%C}

On en déduit que le complexe (Rfi.F),(Spec Z) s’identifie au produit des com-
plexes :

C = o—1 - o+1 - o—1 - o+1 - o—1
v =L Fr Fr F F
ol v décrit les places archimédiennes de K et o agit comme 1’élément non trivial
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de Gal(K,/K,) si v est réelle et trivialement sinon. Pour chaque v, la cohomo-
logie de C, s’identifie alors a la cohomologie modifiée de Tate du Gal(K,/K,)-
module F5; (décalée de 1). Par conséquent,

H' (Spec Z, (RfiF),) = @ H (K., F).

veQR
Pour F un faisceau sur U, la cohomologie a support compact de F est définie par
H[(U,F) = H(U,F),

ou F désigne le complexe : ... 20 =0 —>F -0—=0— ...
Avant de continuer, nous rappelons les propriétés de base de la cohomologie a
support compact que nous utiliserons constamment :

Proposition 2.1.3. (i) Une suite exacte courte de complezes de faisceaux sur U :
0=>F*—=>F = F"* =0
donne lieu a une suite exacte longue en cohomologie a support compact :
.. — HI(U,F*)— H.(U,F*) = H.(U,F") — ...

(i) Pour toute immersion fermée i : Z — U avec Z # U et toult compleze de
faisceaur F* sur Z, les groupes H. (U, 1. F*) et H"(Z, F*) sont isomorphes.

(1i1) Pour toute immersion ouverte j : V < U et tout compleze de faisceauz F*
sur'V, les groupes H. (U, ) F*) et HL(V,F*) sont isomorphes.

(iv) Pour toute immersion ouverte j : V — U et tout compleze de faisceaur F* sur
U, on dispose d’une suile exacte longue qui permet de comparer la cohomologie
a support compact sur U a celle sur' V' :

= HI(V,j*F*) — HI(U,F*) —» @ H (k(v), F3) — ...

veU\V

(v) Pour tout faisceau F sur U, on dispose d’une suite exacte longue qui permet
de comparer la cohomologie a support compact a la cohomologie usuelle :

.= H{(U,F) = H'(U,F) > P H (K, Fy) — ...
vgU

Démonstration. (i) Comme 0 — F'* — F* — F"* — 0 est une suite exacte de
complexes de faisceaux sur U, nous disposons d'un triangle distingué :

F//. [_1] N f/. N .F. - .F//.,
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d’ou un triangle distingué :
RfF™(-1]  RfF* — RfF* — Rf.F™.
On en deduit une suite exacte longue :
.=~ H)(UF*)— H.(U,F*) — H.(U,F") — ...
(ii) Par finitude de fx, on a:
Hy(U,i,F*) = H'(Spec Z, (Rfx .jx (it F*)])

= H"(Spec Z, (Rfx.(jx o i) F*))
= H"(Spec Z, ((fx o jx o i) F*))

Mais (fx o jx o i), F® est a support dans un fermé strict de Spec Z, et donc
a.a*(fx o jx 01)F* = 0. On en déduit que :

((fx ojx 0 inF*) = (fx 0 jx 0 i) F*

et donc HI(U,i,F*) = H (Spec Z, (fxojxoi)F*) = H" (Spec Z, (fxojxoi).F*).
Comme fx o jx o est fini, le foncteur (fx o jx o i), est exact et envoie les
faisceaux injectifs sur les faisceaux injectifs. De plus, il admet un adjoint a
gauche, (fx ojx 04)*. On en déduit que :

H!(U,i,F*) = H (Spec Z, (fx o jx 0 i) F*) X H'(Z, F*).
(iii) On a :
H(U, jiF*) = B (Spec Z, (Rfx.jxi(3F°)))

= H"(Spec Z, (Rfx.(jx o jhF*))
= H/(V,F*).

(iv) Notons i : U\ V < U. Nous disposons d’une suite exacte :
0= 3" F* = F* =i, " F* — 0.
En utilisant (i), nous obtenons une suite exacte longue :
. =~ H (U, 3" F*) - H.(U, F*) — H.(U,1,i" F*) — ...

Or, (ii) impose que Hy (U,i,i"F*) = H'(U \ V,i*F*) = @,y H' (k(v), 73) et
(iii) entraine que H. (U, jij*F*) = H.(V,j*F*). Et donc la suite :

S HI(V,j*F) = HI(UF*) » P H(k(v),Fp) = ...

veU\V

est exacte.
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(v) La démonstration de cette propriété nécessite de connaissances plus avancées
en algébre homologique et nous n’allons pas la présenter ici. Malheureusement,
nous n’avons pas trouvé de référence appropriée pour cette preuve. En fait, dans
la littérature, on peut trouver d’autres définitions de la cohomologie & support
compact (voir la section I1.2 de [Mil06] et 'appendice de [HabT78]). Ces défi-
nitions permettent bien de prouver la propriété (v) mais nous n’avons trouvé
aucune référence démontrant I’équivalence des trois définitions.

Dans la suite, on donne quand méme la construction des morphismes apparais-
sant dans la suite.
A. Montrons qu’il y a une suite exacte longue :

.= H(U,F) = H (Spec Z, fx,jx.F) = € H' (K, Fy)
veQR
Nous disposons d’un triangle distingué :
RfF[-1] = (RAF), = RAFF — RAF
qui induit une suite exacte longue d’hypercohomologie :
.. — H"*(Spec Z, Rf\.F) — H"(Spec Z, (RfiF)s) — H.(U,F) —

Or :
H" (Spec Z, (RAF),) = @ H' ' (K,, F).

UEQOO
On en déduit la suite exacte :

.= HI(U,F) = H (Spec Z, fx,jx.F) = € H'(K,, Fy)

veQR

Dans la suite, nous noterons H; (U, F) = H"(Spec Z, fx,jx,F). On remar-
quera que, comme fx, est exact (par finitude de fx et envoie les faisceaux
injectifs sur les faisceaux injectifs, on a HJ (U, F) = H"(X, jx\F).

B. Montrons qu’il y a une suite exacte longue :

o H(UF)— H(UF) - @ H(K,F)—
veX\U

Notons ix : X \ U — X. Nous disposons d’une suite exacte de faisceaux sur
X
0—=Jx\Z —=7Z —ix,Z — 0,

d’olt une suite exacte longue :

.= Ext (ix,Z, jx\F) — Ext%(Z, jx,F) — Ext (jx\Z, jx\F) —
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On remarque que Ext'y(Z,jx,F) = H] (U, F) et que Exty(jx\Z, jxF) =
H"(U,F) car ji% est exact et envoie les faisceaux injectifs sur les faisceaux
injectifs. De plus, a I'aide du théoréme d’excision et des propositions I1.0.1.d
et IT.1.1.a de [Mil06], on a :

Exty(ix.Z, jx,F) = € HJ(X,jx.F)

veX\U

= @ H; (Spec Oy, jx\F)

veX\U

@ HT_1<K”U7JTW>7

veX\U

12

ou O, désigne 'anneau des entiers de K,. On en déduit la suite exacte anon-
cée :
= H(U,F) = H'(U,F)—» € H (K, Fy) — ...
veX\U

C. Pour chaque place archimédienne v, construisons un morphisme h : H" (U, F) —
H"(K,, F;) tel que le diagramme suivant commute :

() 1 (U, F) — H"(K,, Fy)

|

H"(U,F)
Notons g, : Spec K, — U. Pour r > 0, on choisit pour h : Extj,(Z, F) —
Ext§ o0 1, (952, gy F) le morphisme induit par le foncteur exact g;. Dans ce
cas, la commutativité du diagramme (*) découle immédiatement de la com-
mutativité du diagramme suivant :

r . (Jogw)” T * *
Ext(Z, jx,F) — EXtSpec K, (952, g33x,F)

|+ |
Bty (% 2, JixiF) === Bxtipe i, (90572, 937531 F)

Pour 7 = 0, on choisit pour h : Ext,(Z, F) — H°(K,, F;) la composée du
morphisme Ext},(Z, F) — Extg .. k., (97, g;F) induit par g; suivie de la pro-
jection H°(Gk,, ;) = H°(K,, Fy;). La commutativité du diagramme (*) s’ob-
tient comme dans le cas r > 0.
Finalement, pour » < 0, h est nécessairement le morphisme nul puisque
H"(U,F) = 0. Mais on a aussi H; ;(U,F) = 0 et donc le diagramme (*)
est automatiquement commutatif.

D. Pour chaque place finie v ¢ U, contruisons un morphisme b’ : H™ (K, F5;) —
H! (U, F) tel que le diagramme suivant commute :
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(**) H (K, Fr)

|

H (U, F)——=H; (U, F)
Pour r < 0, le morphisme nul convient.
Prenons maintenant r > 0, et notons i, : Spec k(v) < X. On choisit pour
B2 Bxty (iy, 2, jx  F) = Exty e 2(Z, fxojx.F) la composée :

EXtTX(iU*Z’jX!f) - Ethpec Z(fX*iU*Zv fX*jX!f) — Ethpec Z(Z7 fX*jX!f)

ou la premiére fléche est induite par le foncteur exact (fx,—) et la deuxiéme
par le morphisme Z — fx, iy, fxZ = fX/*ZZZ

Pour vérifier que (**) est commutatif, il suffit de montrer la commutativité
du diagramme suivant :

Ext’y (i, Z, G) — ExtSec 7 (fxriveZ, [x.G)

Ethpec Z(Zv fX*g)

EXt;((ZW g) ~ Ethpec Z(Z’7 fX*g)
pour tout faisceau G sur X . Les deux morphismes Exty (i,,Z, G) — Ext'y (Z, G)
ainsi obtenus étant des morphismes de -foncteurs, par universalité de Ext'y (i,,Z, —),
il suffit de vérifier que le diagramme précédent commute lorsque r = 0. Soit
donc ¢ : i,,Z — G. 1l s’agit de prouver que le diagramme suivant commute :

L= [3Z— fifxsinZ = [ fxrio
FiTx.d
i, fifx.S
]
g Ixfx.G

On remarque que la composée des deux morphismes verticaux de droite est
tout simplement f% fx,®, et donc il suffit de prouver la commutativité du
diagramme :

18



7= fi7

L

iv*Z <~ f;{fX*Z’U*Z

b e
g—fx/x.G

La commutativité du carré du bas est évidente par fonctorialité. La commu-
tativité du tringle provient de la commutativité du carré :

I s Y/

Gowly X L= [X [xtouty [X 2

ol tous les morphismes sont induits par des morphismes d’adjonction. Cette
commutativité est évidente par fonctorialité dés que 'on a remarqué que la
composée des morphismes induits par 'adjonction fYxZ — fx fx.fxZ — fxZ
est U'identité. On déduit finalement la commutativité du diagramme (**).

E. Les parties A et B permettent de construire le morphisme H.(U, F) —
H"™(U, F); les parties B et C permettent de construire le morphisme H" (U, F) —
@ng H"(K,, F5); les parties A et D permettent de construire le morphisme

@vQU HT(KW ‘Fﬁ)
[

2.2 Etape 1 : Définition de I’accouplement

La proposition 2.1.3(i) nous permet alors de définir un accouplement :
Ext},(F,G,,) x H>"(U, F) — H>(U,G,,).

Calculons donc H2(U, G,,) :

Lemme 2.2.1. (Cohomologie de G,,)

Notons S = Qg \ U.

(i) Le groupe H™(U,G,,) est isomorphe & O g pour r = 0, a Pic(Oks) pour
r=1, et a H(K,G,,) pour r > 4. De plus, on a une suite exacte :

0 — H*(U,Gy) — @ Br(K,) - Q/Z — H*(U,G,,) — 0.

veS
(11) Le groupe H.(U,G,,) est nul pour r =2 et isomorphe ¢ Q/Z pour r = 3.
Démonstration. (i) On dispose d’une suite exacte :

0— G,, = 9:.G,, — Divy — 0.
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La suite exacte longue associée s’écrit :
.— H"(U,G,,) — H (U, 9.G,,) - H" (U, Divy) —

Le calcul de H"(U, Divy) est simple : si 'on note U° 'ensemble des points fermés
de U et i, désigne 'immersion fermée Spec k(v) < U, on a Divy = @, o0 10.Z,
et donc, comme U est quasi-compact et quasi-séparé,

"(U,Divy) = @ H'(U,in,Z) = @D H' (k(v),Z

velv velUo

D’autre part, pour s > 0, la tige de R*¢,G,, en 7 est H*(K*,G,,) = 0 et, pour
v e U\ {n}, la tige de R*¢.G,, en v est H*(K]",G,,), qui vaut 0 pour s = 1
d’apres le théoréeme de Hilbert 90 et qui vaut 0 pour s > 1 parce que K" est
un corps de dimension cohomologique au plus 1. On en déduit que R*g,G,, = 0.
La suite spectrale de Leray :

H'(U, R*9.G,n) = H™(K, G,,)

fournit alors des isomorphismes H" (U, g.G,,) = H"(K,G,,). Par conséquent, on
obtient des suites exactes :

0 Oxs— K- Pz H(UG,) —0
velo
0 — H*(U,G,,) — Br(K) — @ Br(K,) = H*(U,G,,) - H*(K,G,,) =0
velUo
H'(U,G,) = H'(K,G,,)

pour r > 3. La premiére et la troisiéme suites donnent immeédiatement les résul-
tats pour r = 0,7 = 1 et r > 3 a l'aide des résultats de cohomologie galoisienne.
De plus, le théoréme de Brauer-Hasse-Noether fournit une suite exacte :

0 — Br(K @Br ) — Q/Z — 0.

UEQK

Cela entraine la suite exacte :

0 — H*(U,G) — @ Br(K,) - Q/Z — H*U,G,,) —
veS
(i) Supposons d’abors que U # X. Dans ce cas, (i) entraine que H*(U,G,,) = 0.
La proposition 2.1.3(v) fournit des suites exactes :

0— H2(U,Gy) = H(U,Gy) - @ Br(K,) - HX(U,G,,) —
vgU
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0— H(U,Gp) = H(U,Gy) - @ H”(K,,Gy) —
v réelle

H* YU, G,,) = H**U,G,,) = 0

pour r > 1. En utilisant la partie (i), cela entraine que le groupe H. (U, G,,) est
nul pour r = 2 et isomorphe a Q/Z pour r = 3.

Reste donc a étudier le cas ou U = X. Montrons que, pour tout ouvert V de U et
tout r > 2, HI(V,G,,) et H.(U,G,,) sont isomorphes. La proposition 2.1.3(iv)
fournit une suite exacte longue :

= H{(V,Gy) = HI(U,Gp) » @ H (k(v),0)") —

veU\V
Comme on a un isomorphisme de Gal(k(v)®/k(v))-modules discrets
K;LTX ~ OLLTX @ Z

et comme H'(k(v), K'*) = 0, on obtient que H'(k(v), O"*) = 0. De plus, on
sait que H?(k(v), O"*) = 0 et par dimension cohomologique, H" (k(v), O"*) =
0 pour r > 3. Par conséquent, les groupes H!(V,G,,) et H.(U,G,,) sont iso-
morphes pour r > 2.

[

Remarque 2.2.2. D’aprés les résultats de cohomologie galoisienne des corps glo-
baux présentés au début du mémoire, H" (U, G,,,) est nul pour r > 4 lorsque K n’a
pas de places réelles.

En fait, de maniére générale, si 'on s’autorise & utiliser le théoréme de Poitou-Tate,
la preuve précédente montre que H" (U, G,,) est isomorphe & @, copo H' (K4, Giy)
pour r > 4 indépendamment du corps K, et que H’ (U, G,,) est nul pour r > 4.

On dispose alors d’un accouplement :
Exty,(F,G,,) x H> (U, F) — Q/Z.

Cela fournit un morphisme o (U, F) : Ext{,(F,G,,) — H2>""(U, F)*.

2.3 Etape 2 : Cas d’un faisceau a support dans un fermé
strict

Nous commencons par prouver le théoréme d’Artin-Verdier pour des faisceaux dont

le support est contenun dans un fermé strict : cela se raméne assez aisément a un

probléme de dualité en cohomologie galoisienne, et ce sera utile pour voir qu’il
suffit de prouver le théoréme lorsque U est assez petit.
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Lemme 2.3.1. Supposons que F est a support dans un fermé strict Z de U. Alors,
pour tout r > 0,

B Ext, (i3 F, Z) = Eutyy(F, Gr),

veEZ

ol, pour v € Z, i, désigne l'immersion fermée Spec k(v) — U.

Démonstration. Nous disposons d’une immersion fermée ¢ : 7 — U et d’'une
immersion ouverte j : U \ Z < U. On remarque alors que F' = i,i*F.
Nous disposons d’une suite exacte de faisceaux sur U :

0— G,, = 9:G,, —» Divy = 0

avec Divy = @, cyjo tvsZ, ol U° désigne les points fermés de U, et 4, est 'immesion
fermée i, : Spec k(v) < U. D’ou une suite exacte longue :

. = Ext},(F, Gp) = Ext}(F, 9.Gy) — Ext},(F, Divy) —

Il nous faut maintenant calculer les termes Exty,(F, g.G,,) et Extj,(F, Divy) de la

suite exacte :

e Calculons Extj (F, g.G,,). Pour s > 0 et v € U\ {n}, on a (R°¢.G,,)7 =
H¥(K*, K*>*) = 0 et (R°g.G,)5 = H* (K", K3*) = 0 puisque K" est de di-
mension cohomologique au plus 1. On en déduit que, pour s > 0, R°¢.G,, = 0. La
suite spectrale Exty;(F, R*g.Gp,) = Extgle. x(9*F, Gy,) induit donc des isomor-
phismes Exty; (F, g.G,) = Extg e, (9°F, Gyn). Mais on a Extg. x(9°F, Gy) =
Ext G (es /i) (i, K5) = 0 car Fy; = 0. Par conséquent, Extr;(F) g.G,,) = 0.

e Comme U est quasi-compact et quasi-séparé, le foncteur Exty;(F, —) commute
avec les limites inductives filtrées, et donc avec les sommes directes. Ainsi,

Exty,(F, Divy) = @ Exty(F, iu.Z).

velUv

Mais Exty, (F,i,,Z) = Ext) (i,*F,Z) puisque i,, est un foncteur exact qui preé-
serve les objets injectifs, et ¢, F = 0 si v € Z. Par conséquent,

Ext,(F, Divy) = @D Ext (i F, Z).

vEZ

Ainsi, on obtient des isomorphismes @, , Ext, ' (itF,Z) = Ext},(F,G,,) pour
r > 0. ]

Proposition 2.3.2. Supposons que F' est a support dans un fermé strict Z de U.
Alors o (U, F) est un isomorphisme pour tout entier r.
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Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration précédente. Nous
avons des isomorphismes :

Exty, (F,Gm) = @ Bxt] (i3 F, Z) = D BXto vy iy (Fon ),
veZ vEZ
H[(U,F)= H'(Z,i"F) =@ H (v,iyF) = @ H" (k(v), F
veEZ veEZ

le premier isomorphisme découlant du lemme précédent, le deuxiéme des propriétés
de la cohomologie a support compact.
A travers ces isomorphismes, 'accouplement :

Ext],(F,G,,) x H> (U, F) — H>(U,G,,) = Q/Z

s’identifie & I'accouplement

B Exteatinioy iy Fon Z) x @ H " (k(v), Fy) — Q/Z

veZ vEZ

obtenu naturellement & partir des accouplements :

EXtEall( (0)* /(o)) (F Z) X H* 7" (k(v), Fy) — H*(k(v),Z) 2 Q/Z

associés aux formations de classes (Gal(k(v)®/k(v)),Z) pour v € Z : d’aprés le
théoréme de dualité de dualité pour les formations de classes (théoréme 1.1.8 dans
[Mil06]), ces accouplements sont des accouplements parfaits de groupes finis, et
donc I'accouplement

Ext},(F,G,,) x H>"(U, F) — Q/Z

est aussi un accouplement parfait de groupes finis. ]

2.4 Etape 3 : Le théoréme d’Artin-Verdier est vrai pour F
sur U si, et seulement si, il est vrai pour la restriction
de F' & un certain ouvert V de U

Nous allons maintenant voir que, si V' désigne un ouvert de U, alors o (U, F)

est un isomorphisme pour tout entier r si, et seulement si, o (V, F'|y/) lest. Cela

permettra en particulier de supposer que F' est localement constant et que |F5| est
inversible sur U.

Lemme 2.4.1. Soit 0 — F' — F — F" — 0 une suite exacte de faisceaux
constructibles sur U. Si o (U, F') et o (U, F") sont des isomorphismes pour tout
entier r, alors o" (U, F) est un isomorphisme pour tout entier r.
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Démonstration. La suite exacte de faisceaux donnée fournit deux suites exactes
longues de cohomologie :

. = Bxt[ (F", G,,) — Ext(F,G,,) — Bxt},(F',G,,) = Ext/; (F",G,,)...

o= HX(U,F) — H>"(U,F) = H*"(U,F") = H"(U, F')...

De plus, le foncteur Homgz(—, Q/Z) est exact puisque Q/Z est un groupe abélien
divisible injectif. Par conséquent, nous disposons d’un diagramme commutatif a
lignes exactes :

Exty ! (F!, G ) ———= Bxty; (F, Gmn) ——= Bxt}; (F, Gm) —— Ext{; (F', Gm) ——= Exty" (F”, Gm)
(HfT(jU, F)) —— (Hg"(llL F)) —— (Hf"'(lU, F))r —— (H?’"'(L, F)* —— (Hf"'(£ F))*
ou les fléches verticales sont données par les o”. Le lemme des cing permet alors
de conclure. O]

Proposition 2.4.2. Soit V un ouvert non vide de U. Alors o (U, F) est un iso-
morphisme pour tout entier r si, et seulement si, o (V, F|y) lest.

Démonstration. Nous disposons d'une immersion ouverte j : V < U et d'une
immersion fermée i : U\ V < U, et donc d’une suite exacte de faisceaux sur U :

0— ' F - F — i3 F—0.

D’aprés la deuxiéme étape, o (U, i,i* F') est un isomorphisme pour tout r, et donc,

d’aprés le lemme précédent, o (U, F') est un isomorphisme pour tout r si, et seule-

ment si, o (U, jij*F) lest.

Or, comme j* est un fonteur exact préservant les injectifs, Exty (jij*F, G,,) =

Exty (j°F, G,,), et d’aprés les propriétés de la cohomologie & support compact,

H'(U, j,5*F) = H5(V, j*F). A travers ces isomorphismes, o’ (U, j15*F) : Ext;(jij*F, G,,) —
(HI(U, jij*F))* s’identifie & o (V,j*F) : Exty,(j*F,G,,) — (HL(V,j*F))*. On en

déduit immédiatement le résultat. O

2.5 Etape 4 : Annulation de H' (U, F) pour r assez grand

Nous allons montrer que H. (U, F') est nul pour r > 4. Cela permettra de prouver
le théoréme d’Artin-Verdier pour r < 0.

Lemme 2.5.1. Soit V' un ouvert non vide de U sur lequel F est localement
constant. Soit S = Q \'V. Alors H"(V, F') est un groupe de torsion pour r > 0 et
H"(V,F){l} = H"(Gk.s, F57){l} pour tout nombre premier | inversible sur V.
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Démonstration. Comme F' est localement constant a tiges finies sur V, il existe
m > 0 tel que mF = 0 et donc H"(V, F') est de m-torsion. Reste donc & prouver
que H"(V,F){l} = H"(Gk,s, F5;){l} pour tout nombre premier [ inversible sur
V.SiV = X, le résultat est évident puisqu’il n’existe pas de nombre premier [
inversible sur V. On supposera dans la suite que V # X.

Soit Ok, l'ensemble des éléments = de Kg tels que, pour toute place w de Kg
au-dessus d’une place dans V', w(x) > 0. Rappelons que le revétement universel
de V est Spec Ok, et que m(V,7) = Gk,s. Sil'on note f : Spec O, — V, on
dispose alors de la suite spectrale de Hochschild-Serre :

H"(Gx,s, H*(Spec Ok, f*F)) = H"™(V, F).

Afin d’exploiter cette suite spectrale, nous allons étudier le terme H*(Spec Ok, f*F)
pour s > 0. Remarquons que, comme F' est localement constant sur V., f*F est
constant.
e Cass=1_:
Gréce a la proposition 5.7.20 de |Full|, comme f*F est constant a tiges finies,
on a :

Hl(SpeC OKsa f*F> = Hom(m(Spec OKsaﬁ)a F(Spec OKs)) =0.

e Cas s =2:
Soient [ un nombre premier inversible sur V' et m un entier naturel non nul.
Etudions le groupe H?(Spec O, Z/I"Z). Comme [ est inversible sur V, les
faisceaux Z/1"Z et pm sur Spec Ok, sont isomorphes, d’ott une suite exacte :

0—->7Z/1"2 — G,, » G,, — 0.
La suite exacte longue de cohomologie fournit une suite exacte courte :
0 — Pic(Spec Ok, ) — Pic(Spec Ok, ) — H*(Spec O, Z/1"Z) — Br(Spec Ok, )[I"] — 0.

Etant donné que :
Pic(Spec Ok,) = limy Pic(V")
V/

ot V' décrit les recouvrements étales finis de V', le groupe Pic(Spec Ok,) est
de torsion. Comme de plus la multiplication par [" dans ce groupe est injective,
on déduit que Pic(Spec Ok, ){l} = 0. Par conséquent, les groupes de ["-torsion
H?(Spec O, Z/1"Z) et Br(Spec O, )[l"] sont isomorphes. Notons maintenant
L une extension de K contenue dans Kg, contenant les racines primitives ["-
iémes de l'unité et sans places réelles. Soit S;, 'ensemble des places de L au-
dessus de places de S et Sic I’ensemble des places finies de Sp. Pour w € Sf,
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choisissons ¢,, € O, tel que w(c,) = 1, et posons L' = L el we S7). Soit Sy
Iensemble des places de L’ au-dessus de places de S et Si, l’ensemble des places
finies de Sr,. Comme pour chaque w € Sf le polynome X" — ¢, est d’Eisentein
de degré [, on déduit que pour toute place finie w’ € SL,, on a l"|[L!, : L,] ou
w = w'|. De plus, L' n’a pas de places réelles. Par conséquent, la fleche induite
par les restrictions

(@ Br(Lw)> 1" — € Br(L,)

wEST, w’ESL/

est nulle. Comme on dispose de suites exactes :

0 — H*(Spec Or.5,,G @ Br(K,) —» Q/Z — 0,

wEST,

0 — H*(Spec Op15,,,Gyn) = P Br(Ll,) = Q/Z — 0,

w/ESL/

la fleche induite par la restriction H?(Spec O s, , Gy,)[I"] — H?*(Spec O 5,,, Gy)
est nulle. Cela entraine que Br(Spec Ok, )[l"] = limy H?*(Spec O 5,,G,,)[l"] =
0. Par conséquent, H?(Spec O, Z/I"Z) = 0. Ceci étant vrai pour tout n,
comme f*F est constant a tiges finies, on déduit que H*(Spec Ok, f*F){l} = 0.
Cas s > 2:
Soient [ un nombre premier inversible sur V' et n un entier naturel non nul. Pour
L une extension de K contenue dans Kg sans places réelles, si Sy, désigne I'en-
semble des places de L divisant des places dans S, on sait que H*(Spec O s, ,G,,) =
0. Donc

H?(Spec Ok, Gy,) = IEHS(SpeC Ors,,Gn) =0.

La suite exacte 0 — Z/I"Z — G,,, — G,,, — 0 entraine alors que H*(Spec Ok, Z/I"Z) =
0. Ceci étant vrai pour tout n, comme f*F est constant a tiges finies, on déduit
que H*(Spec Ok, [*F){l} = 0.

Nous venons donc de prouver que H*(Spec Ok, f*F){l} = 0 pour tout s > 0. La
suite spectrale de Hochschild-Serre fournit alors des isomorphismes H"(V, F){l} =
H"(Ggs, Fy){l}. O

Lemme 2.5.2. Soit V un ouvert non vide de U sur lequel ' est localement constant

et tel que |Fy| soit inversible sur V. Alors H(V, F') = 0 pour r > 4.

Démonstration. Notons comme avant S = X \ V. On dispose de la suite exacte

longue :

= H(V,F) —» H"(V,F) - @ H"(K,, Fy) -
vgV
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A travers I'isomorphisme H"(V,F) = H"(Ggs, Fy;) du lemme précédent, 1'ap-
plication HT(V F) = @, cano H (K, F5;) s’identifie avec I'application naturelle
H"(Ggs, Fy) = D, e H' (Kv, F5;), qui est un isomorphisme pour r > 4 et qui
est surjective pour r = 3 d’aprés les résultats de cohomologie galoisienne, puisque
toutes les places de K divisant |F5| sont contenues dans S. On déduit alors que
H!(V,F) =0 pour r > 4. O

Proposition 2.5.3. On a HL(U, F) =0 pour r > 4.

Démonstration. Par définition, comme F' est constructible, on peut trouver V' un
ouvert non vide de U tel que F est localement constant sur V' et |Fy| est inversible
sur V. On a alors une suite exacte longue de cohomologie a support compact
associée a 'immersion ouverte V — U :

= @ H(k(v),F) = HI(V,F) —» H/(U,F) » @ H'(k(v

veU\V veU\V

Or, comme k(v) est un corps fini et donc de dimension cohomologique au plus 1,
on a H"(k(v), F5;) = 0 pour > 2. On en déduit que le morphisme HI(V, F) —
HI(U, F) est un isomorphisme dés que r > 3. Le lemme précédent impose que
H!(V,F) =0 pour r > 4, d’ou le résultat. O

2.6 Etape 5: Annulation du groupe Ext};(F,G,,) pour r assez
grand lorsque K n’a pas de places réelles

Nous allons montrer que Exty,(F,G,,) est nul pour » > 3 lorsque K n’a pas de
places réelles. Cela permettra de prouver le théoréme d’Artin-Verdier pour r > 3,
du moins sous ces hypothéses. Il ne restera plus qu’a montrer le théoréme pour
r=20,1,2,3.

Lemme 2.6.1. Soit V un ouvert non vide de U sur lequel ' est localement constant
(et constructible) et | Fy| est inversible. Le faisceau Exty,(F,Gy,) est de torsion pour
r =0 et nul pour r > 1.

Démonstration. Calculons les tiges de Exty (F, G,,) :

o en 7, Exty (F, G, )7 = Ext"(Fy, K°™). Ce groupe est de |F5|-torsion pour r = 0,
et il est nul pour » > 1 puisque K** est un groupe abélien injectif.

e en v pour v € V différent de n, Ext{, (F, G,,)s = Ext},(Fy, OF). Comme avant,
ce groupe est de |Fy|-torsion pour r = 0, et il est nul pour » > 1 puisque O}
est un groupe sur lequel la multiplication par |F5| est surjective.

Le lemme en découle immédiatement. O]
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Lemme 2.6.2. Supposons que K n’ait pas de places réelles. Soit 'V un ouvert
non vide de U sur lequel F' est localement constant (et constructible) et |Fy| est
inversible. Alors Exti,(F,G,,) = 0 pour r > 4.

Démonstration. Nous disposons de la suite spectrale des Ext :
H"(V,Ext;, (F,G,,)) = Ext{"*(F,G,,).

Le lemme précédent impose que les morphismes de bord H"(V, Hom, (F,G,,)) —
Exty, (F, G,,) sont des isomorphismes pour tout r. Par conséquent, il suffit de prou-
ver que H"(V,Hom,, (F,G,,)) = 0 pour r > 4.

Le faisceau Hom,, (F,G,,) étant de torsion, il est limite inductive filtrée de fais-
ceaux constructibles. Comme V' est quasi-compact et quasi-séparé, les foncteurs
H"(V,—) commutent avec les limites inductives. De plus, comme K n’a pas de
places réelles, HI(V,—) = H"(V,—) pour r > 4. L’étape 4 impose donc que
H"(V,Hom, (F,G,,)) = 0 pour r > 4. O

Proposition 2.6.3. Supposons que K n’ait pas de places réelles. Pour r > 4, on
a Ezt),(F,G,,) = 0.

Démonstration. Soit V' un ouvert non vide de U sur lequel F' est localement
constant et |Fj| est inversible. Notons j : V <= U et i : U\V <= U. On a
alors la suite exacte de faisceaux sur U :

0—jj*F - F — i F —0.
D’otu une suite exacte longue :
. = Ext (1407 F, Gy) — Ext (F, G,) — Exty(jij" F, G) — ...

Le lemme 2.3.1 impose que

Exty (04" F, Gn) = @D Extiliuquye wy) (Frs 2)-
veU\V

Pour chaque v € U \ V, le théoréme de dualité pour la formation de classes
(Gal(k(v)*/k(v)), Z) entraine alors que Eth;ll(k(v)S/k(v)) (Fy,Z) = (H* " (k(v), Fy))*.

Ce groupe est nul dés que r > 4.

D’autre part, comme j* est un foncteur exact préservant les injectifs, Exty, (715" F, G,,) =
Exty (5°F, G,,), groupe qui est nul pour r > 4 d’aprés le lemme précédent.

Ainsi, pour r > 4, Extf,(i,i* F, G,,,) et Exty;(jij*F, G,,) sont nuls, donc Exty, (F, G,,)
I’est aussi. O]
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2.7 Etape 6 : Décomposition de F

Nous allons voir que F' s’injecte dans une somme directe de deux faisceaux. L'un
des deux faisceaux sera a support dans un fermé strict : d’aprés ’étape 2, nous
savons qu’un tel faisceau vérifie le théoréme d’Artin-Verdier. L’autre faisceau est
obtenu a partir d'un faisceau constant sur une normalisation d’un ouvert V de U :
nous verrons comment traiter un tel faisceau a 1’étape suivante.

Proposition 2.7.1. Soit V' un ouvert non vide de U tel que F|y est localement
constant. Soit L une extension finie de K telle que la normalisation my @V, =V
de V dans L est étale et F|y, est constant. Soit my : U, — U la normalisation de
U dans L. Soit m > 0 tel que mF' = 0. 1l existe alors un faisceau F}, constructible
constant sur U, de m-torsion, un faisceau Fy constructible sur U a support fini et
un morphisme injectif F' — my, F, @ Fy.

Démonstration. On choisit pour F;, le faisceau constant sur U,, défini par le groupe
abélien fini F'(V,). Nous disposons alors d’un morphisme d’adjonction injectif
Fly = my,my(Flv) = mv.(Fnly,). Ce morphisme s’étend en un morphisme F' —
v« Fn. Le support du noyau de ce morphisme est contenu dans U \ V. Il suffit
donc de trouver un faisceau Fy constructible sur U a support dans U \ V et un
morphisme F' — F tel que le support du noyau soit contenu dans V. Si ’on note
i:U\V <= U, on choisit Fy = i,4*F, le morphisme F' — F étant le morphisme
d’adjonction. O]

2.8 Etape 7 : Comportement vis-a-vis de la normalisation

Nous allons maintenant étudier le comportement du morphisme o” vis-a-vis de la
normalisation, d’une part pour savoir traiter le faisceau 7wy, F,, de I'étape précé-
dente (voir étape 9), d’autre part pour savoir comment passer de K a une extension
de K et pouvoir alors supposer que K n’a pas de places réelles (voir étape 8).
Soit L une extension finie galoisienne de K. Soit U, la normalisation de U dans
L et notons 7 : U, — U. Afin de passer de U a U,, il convient de définir une
application norme 7,.G,, — G,,.

Pour ce faire, pour tout schéma Y, on note Y;, le site étale de Y et Yy, le site étale
restreint de Y (défini dans I'introduction de ce mémoire). On rappelle que, d’aprés
la proposition I1.1.5.2 de [Tam94|, nous disposons d’un morphisme de topologies
L1 Y — Yo qui induit une équivalence de catégories ¢, des faisceaux sur Y, vers
les faisceaux sur Y. De plus, ¢* est un quasi-inverse de .

Soit V' — U un morphisme étale de type fini. D’aprés 1.3.21 de [Mil80|, comme
U est un schéma normal, V' est un ouvert de la normalisation de U dans une K-
algébre finie séparable A. Comme V' — U est étale, le morphisme V xy U, — U,
est aussi étale. Le schéma U, étant normal, V Xy U, est aussi normal. De plus,
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comme U,, — U est fini, V xy U, — V est aussi fini. On déduit que V xy U, est
la normalisation de V' dans la L-algébre L ®x A.

Nous disposons de I'application norme usuelle L ®x A — A, qui se restreint en
une application 7,G,,(V) = G,,(V xy U,) = G, (V). Cela définit un morphisme
norme N[J;?/U : TGy — Gy, de faisceaux sur le site étale restreint Uye, d’ott aussi
un morphisme norme Ny, /iy = L*N(};jt/U - .Gy, — G, de faisceaux sur le site étale
Uet.

Lemme 2.8.1. Soit F,, un faisceau constructible sur U,. Pour tout r € Z, la
composée

N"(F,) : Extgn (Fny G) = Bzt (1 Fon, mGy) — Bty (1 Fn, Gp),

ot le premier morphisme est induit par le foncteur exact m, et le second par la
norme Ny, i, est un isomorphisme.

Démonstration. Soit V,, le plus grand ouvert de U, sur lequel la restriction de 7

est étale, et notons j, : V,, < U, I'immersion ouverte et i, : Z, = U, \ V,, — U,

I'immersion fermée. Nous allons montrer que N7 (j,,7:F,) et N7 (in, 05 F,) sont des

isomorphismes, ce qui impliquera que N"(F,,) est un isomorphisme grace a la suite

exacte 0 = JnJnFn — Fn = tniln Fr — 0.

e D’une part, comme 7 o j, est étale, le foncteur (7 o j,)* est exact, préserve
les faisceaux injectifs et admet (7 o j,)1 = m.j, pour adjoint & gauche. Par
conséquent, on dispose d’isomorphismes :

EXtT\;n (JnFn> Gm) = EXt{/n (JnFns (70 Jn) Gp))
= Exty (M fnidnFn, Gim).

Or, comme j; est exact et préserve les injectifs,
EXtTUn (jn'];,fm Gm) = EXt@n (];fnv Gm)?

d’ott un isomorphisme Exty; (jnijnFn, Gm) = Exty (7. jnijnFn, Gm). Cela impose
immeédiatement que N7 (j,,j5F,) est un isomorphisme.

e D’autre part, étant donné le choix de V,,, si 'on note Z = 7(Z,), on remarque
que Z, =7 YZ) = Z xy U,, et donc on dispose d’un diagramme commutatif :

ZZz_jﬁé*l]n

lﬂz lﬂ
AN
Ainsi, en utilisant le lemme 2.3.1 et en tenant compte du fait que 75 est fini

étale :

Ext]; (in.i5Fp, Gm) = Exty (it F,, Z) = Bxtly ' (it F,, 7y Z),
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Ext] (Myin, it Fry Gp) =2 Bxtly g, it F, Z) =2 Extly Nr g0 Fn, 7).
Vu a travers ces isomorphismes, N”(i,,i%F,) devient le morphisme de bord
Extly ! (15 Fn, myZ) — Exty (72005 Fn, Z)

de la suite spectrale Ext}, (i%F,, R°73Z) = BExt}"™ (725 F,, Z). Mais comme
7wz est fini, le morphisme de bord précédent est un isomorphisme, et donc
N7 (4,05 F,) est un isomorphisme.

e Finalement, comme on a une suite exacte :

0= 719" Fn = Fro = lnslin Fn — 0

et comme N” (770" Fn) €t N7 (i3, " F,) sont des isomorphismes pour tout r € Z,
le lemme des cinq impose que N"(F,,) est un isomorphisme pour tout r € Z.
m

Proposition 2.8.2. Soient F,, un faisceau constructible sur U, et r € Z. Alors
o’ (Up, Fn) est un isomorphisme si, et seulement si, o" (U, m,JF,) est un isomor-
phisme.

Démonstration. Supposons que U # X. Comme 7 est fini, on dispose d’un iso-
morphisme H?(U, m.G,,) — H3(U,,G,,). Notons Nmy, /v la composée :

H}(U,,G,,) — H}(U,7,G,,) — H>(U,G,,)

le deuxiéme morphisme étant induit par Ny, . Ce morphisme s’insére dans un
diagramme cubique :

Q/Z Q/Z
Nl B
|
Cores Q/Z Q/Z

ol toutes les faces du cube, a I’exception de la face droite, sont commutatives. Cela
entraine que la face droite est aussi commutative. On en déduit un diagramme
commutatif :

Exty; (Fn,Gn) x  HZ"(Un, Fo) — H3(U,, Gy) — Q/Z

o |

Ext], (74 Fn, Gp) x  H3(U,7.F,) — H3(U,G,,) — Q/Z
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et donc o' (U,, F,) est un isomorphisme si, et seulement si, o’ (U, m,F,) est un
isomorphisme.
Si U = X, on choisit U’ un ouvert strict de X. On a alors un diagramme cubique :

Q/Z Q/z
Hf(Ug,G{ H HS(Ume)/f
\
Ny o QfZ Q/Z
HS(U’,Gm)/7 = H?(U,G/

ou toutes les faces, a I'exception de la face droite, sont commutatives. On en
déduit la commutativité de la face droite. Il est maintenant possible de conclure
exactement de la méme maniére que sous I’hypothése U # X.

O

2.9 Etape 8 : Réduction au cas ot i n’a pas de places réelles
etoulU =X

Nous utilisons maintenant I’étape précédente pour nous ramener au cas o K n’a
pas de places réelles et ou U = X.

Proposition 2.9.1. Supposons que, pour tout corps de nombres K sans places
réelles, pour toul faisceau constructible F sur X, pour tout r, o (X,F) est un
isomorphisme. Alors, pour tout corps de nombres K, pour tout ouvert non vide
V de X, pour tout faisceau constructible F sur V', pour tout r, o"(V,F) est un
1somorphisme.

Démonstration. On montre par récurrence sur r la propriété suivante :

(P.) Pour tout corps de nombres K, pour tout ouvert non vide W de X ne
contenant aucune place divisant 2, pour tout faisceau constructible

localement constant F sur W, o (W, F) est un isomorphisme.

D’aprés I'étape 4, la propriété (P,) est vraie pour r < 0.

Soit 19 > 0 et supposons la propriété (P,) vraie pour r < ry. Soient K un corps
de nombres quelconque, W un ouvert non vide de X ne contenant aucune place
divisant 2 et F un faisceau constructible localement constant sur W. Soit L une
extension finie galoisienne de K non ramifiée en dehors de W telle que la restric-
tion de F a la normalisation de W dans L soit un faisceau constant. Soit W,, la
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normalisation de W dans le corps L(i). Comme W ne contient pas d’idéaux de O
divisant 2, le morphisme 7 : W,, — W est un morphisme fini étale galoisien de W
de groupe G = Gal(L(i)/K).

Comme F(Y) = F(Y xw W,)¢ = (m.*F(Y))Y pour Y étale sur W (voir la
proposition II1.1.4 de [Mil80]), nous pouvons définir un morphisme de faisceaux
tr: m,m*F — F par mm* F(Y) = F(Y),x = > .oz Au niveau des tiges, ce
morphisme induit ]-"gal(L(i)/K) = Fu, (To)oeGal(L(i)/K) ™ Dgecal(riiy/K) Tor DONC
tr est surjectif. Notons Fy = m,m*F et F; le noyau de la trace. Nous disposons
alors d’un diagramme commutatif & lignes exactes :

Ext}0 ™ (Fo, Gm) —— Ext{0 ™" (F1, Gm) —— Ext[%(F, Gm) —— Ext[% (Fo, Gm) — Ext(%(F1,Gm)
ar01<w.,fo>l aml(W,fl)l aww,f)l a’“O(W,fwl am(Wﬂ)l

He ™0 (W, Fo)* ——— He "0 (W, F1)* —— HZ "0 (W, F)* —— HZ™ (W, Fo)* —— H. ™" (W, F1)*
Or, si I’on note X,, la normalisation de X dans L(7), on a des équivalences :

a" (W, Fo) est un isomorphisme < o' (W,,, F|w, ) est un isomorphisme (étape 7)
& a" (X, F(W,)) est un isomorphisme

(étape 3 car Fly, est constant)

Mais cette derniére assertion est vraie par hypothése puisque L(i) n’a pas de places
réelles. Donc o (W, Fy) est un isomorphisme. De méme, o~ (W, F;) est aussi un
isomorphisme. De plus, par hypothése de récurrence, comme F; est constructible
localement constant sur W, o™~ (W, F;) est un isomorphisme. Donc o™ (W, F)
est injectif. Cela étant vrai pour tout faisceau constructible localement constant
F, le morphisme o' (W, F}) est aussi injectif. Le lemme des cinq permet alors
de montrer que o (V, F) est un isomorphisme. La propriété (P,,) est donc vraie.
Nous avons ainsi prouvé la propriété (P,.) pour tout r.

Considérons maintenant un corps de nombres K, un ouvert non vide V de X et
un faisceau constructible F sur V. Soit W un ouvert non vide de V' ne contenant
aucune place divisant 2 et sur lequel F est localement constant. Alors o (W, F|w)
est un isomorphisme pour tout r, et donc 'étape 3 permet de conclure que o (V, F)
est un isomorphisme pour tour r. O

Remarque 2.9.2. ¢ Remarquons que, dans la preuve précédente, pour initialiser
la récurrence, il est indispensable d’avoir prouvé ’annulation de H.(V, F) pour
r > 4 méme lorsque le corps K a des places réelles. Cela explique pourquoi, dans
la section 4, nous n’avons pas supposé que K n’avait pas de places réelles.

e En fait, nous avons prouvé un résultat plus fort que celui énoncé dans la propo-
sition : si pour tout corps de nombres K sans places réelles, pour tout faisceau
constant F sur X, pour tout r, (X, F) est un isomorphisme, alors, pour tout
corps de nombres K, pour tout ouvert non vide V de X, pour tout faisceau
constructible F sur V, pour tout r, o"(V, F) est un isomorphisme.
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e On ne peut pas prouver la proposition elle-méme par récurrence (c’est la pro-
priété (P.) que nous avons prouvée par récurrence) parce que Iétape 3 ne dit
pas que, si o (W, F|w) est un isomorphisme pour un certain r, alors o (V, F)
est un isomorphisme pour la méme valeur de r.

2.10 Etape 9 : Propriété d’hérédité

Cette étape est la clé de votite de la preuve du théoréme d’Artin-Verdier : grace a
I’étape 8, on se place dans le cas oit K n’a pas de places réelles et ou V' = X, puis on
utilise la décomposition de I’étape 6 ainsi que ’étude de I'étape 7 pour montrer que
si le théoréme d’Artin-Verdier est vrai pour r < rq, alors sous certaines conditions
il est aussi vrai pour r = ry. Cela permettra de raisonner par récurrence.

Lemme 2.10.1. Soit F un faisceau de torsion sur X (pas nécessairement construc-
tible). Alors les sous-faisceauz constructibles de F forment un systéeme inductif
filtrant et F en est la limite inductive.

Démonstration. Le fait que les sous-faisceaux constructibles de F forment un sys-
téme inductif filtrant est évident puisque, si F; et F> sont deux tels sous-faisceaux,
Iimage de F; & F2 — F est encore un sous-faisceau constructible de F. On note
(Fi); la famille de ces sous-faisceaux.

Nous disposons alors d'un morphisme canonique injectif li z‘]:i — F. Soit f :
V' — X un morphisme étale tel que V est affine. Soit s € F(V). Comme F est de
torsion et X est quasi-compact, F (V') est de torsion. Fixons donc n > 0 tel que
ns = 0. Il existe alors un morphisme Z/nZ — f*F qui envoit 1 sur s. Par adjonc-
tion, cela induit un morphisme de faisceaux fi(Z/nZ) — F dont I'image contient
s. De plus, 'image de ce morphisme de faisceaux est un sous-faisceau construc-
tible de F, puisque fi(Z/nZ) est constructible. On en déduit que h&l Fi; — F est
surjective. ]

Lemme 2.10.2. Soit F un faisceau constructible sur X. Alors il existe un mor-
phisme injectif F — I ou I est un faisceau flasque de torsion.

Démonstration. Soit P un ensemble de points géométriques tels que, pour tout
v € X, il existe un unique élément de P d’image v. Posons 7 = [, . p, usu*F. Par
adjonction, on dispose alors d’un morphisme injectif canonique F < Z. De plus,
pour u € P, comme u*F est flasque, u,u*F est flasque. On en déduit immédiate-
ment que Z est flasque. Finalement, F étant constructible, il existe m > 0 tel que
mJF =0, et alors Z est de m-torsion. O

Remarque 2.10.3. Le faisceau Z que nous venons de construire n’est autre que
le premier faisceau de la résolution de Godement de F par des faisceaux flasques.
On l'appelle parfois le faisceau induit de F.
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Proposition 2.10.4. Soit 7o < 3 un entier. Supposons que o (X,F) soit un
1somorphisme pour tout corps de nombres K sans places réelles, pour tout faisceau
constructible F sur X et pour tout r > rg.

(i) Supposons ro # 3. Pour tout corps de nombres K sans places réelles et pour
tout faisceau constructible F sur X, le morphisme o' (X, F) est surjectif.

(ii) On ne suppose plus que ro # 3. On suppose par contre que pour tout corps
de nombres K sans places réelles et pour tout m > 0 tel que K contient toutes
les racines m-iemes de l'unité, o' (X,Z/mZ) est un isomorphisme. Alors pour
tout corps de nombres K sans places réelles et pour tout faisceau constructible
F sur X, le morphisme o' (X, F) est un isomorphisme.

Démonstration. (i) Soient K un corps de nombres sans places réelles et F un
faisceau constructible sur X. Comme K n’a pas de places réelles, les foncteurs
H"(X,—) et H7(X,—) sont isomorphes. Fixons ¢ € H*0(X, F). A I'aide du
lemme précédent, nous pouvons trouver un faisceau flasque de torsion Z et une
injection F < Z. On sait que Z est la limite inductive de ses sous-faisceaux
constructibles (parmi lesquels se trouve JF). Par conséquent, comme H370 (X, —)

commute avec les limites inductives et comme H* (X, Z) = 0, il existe un sous-

faisceau Fy de Z contenant F et tel que I'image de ¢ dans H>~"0 (X, Fy) est nulle.
Soit F; le conoyau de 'injection F — Fy. Nous obtenons alors un diagramme
commutatif a lignes exactes :

(Ext}""l(}'o, Gp))t — (Ext}""l(}], Gm)) — (ExtQ(F,Gp))* — (Ext'Q(Fo,Gm))*
ZT(UT“H()Q}-O))* :T(GTOH(X,}H))* ](dm (X, F)* T(Q'IO(X,]‘—O))*

H?7"0 (X, Fo) H?7"0 (X, Fy) H3"(X, F) ——— H37"(X, Fp)
Ainsi, si (a"(X, F))*(c) = 0, alors ¢ = 0. On en déduit que (a™(X,F))* est
injectif, d’ou le résultat.

(ii) On reprend les mémes notations qu’au début de (i). Soit m > 0 tel que
mJF = 0. Comme F est constructible, on peut trouver un ouvert non vide V' de
X sur lequel m est inversible et un recouvrement étale fini connexe V,, — V tel
que Fly, est constant. On remarque alors que V,, est la normalisation de V' dans
une extension finie L de K. Notons 7y : X,, — X la normalisation de X dans L.
D’aprés 'étape 6, il existe alors un faisceau JF,, constructible constant sur X, de
m-torsion, un faisceau Fy constructible sur X a support fini et un morphisme
injectif F — wx,F, © Fr. On note Fy = mx,F, ® Fy. D’'aprés 'étape 2, on
sait que o (X, Fy) est un isomorphisme pour tout r. De plus, comme par hy-
pothése o’ (X,,,Z/m'Z) est un isomorphisme pour m’|m, il en est de méme de
a0 (X, F,) : I'étape 7 entraine alors que o (X, wx,F,) est un isomorphisme.
Par conséquent, o (X, Fy) est un isomorphisme.

Notons Fi le conoyau de 'injection F — Fy. Nous obtenons alors un diagramme
commutatif & lignes exactes :
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Ext T (Fo, Gm) <—— Ext2T! (F1, Gm) <~—— Ext2 (F,Gm) <—— Ext’2(Fo, Gm) <~—— Ext'2(F1,Gum)

a"0+1(x,f0)l~ a7‘o+1(x,fl)l~ aTU(X.,]-‘)l ar0<x,f0)l~ aTU(X,]-‘l)l/

H277‘0(X7]:0)* - H27TO(X7F1)* - H37’I‘O(X7F)* - HSiTO(X7 ]:O)* - HB*TO(X,]:l)*

Par chasse au diagramme, o’ (X, F) est surjectif. Cela étant vrai pour tout
faisceau constructible F, o™ (X, F;) est aussi surjectif. Une nouvelle chasse au
diagramme permet de conclure que ™ (X, F).

O

2.11 Etape 10 : Considérations combinatoires, caractéris-
tique d’Euler-Poincaré et propriétés de finitude

Afin de prouver le théoréme d’Artin-Verdier, nous allons procéder par recurrence
en utilisant ’étape précédente. Ainsi, si le théoréme est prouvé pour r > rg, la
proposition 2.10.4(i) permet de conclure que o™ (X, 7Z/mZ) est surjectif pour tout
m > 0. D’aprés 2.10.4(ii), pour savoir que le théoréme est vrai pour r = ry, il suffit
de montrer que o (X, Z/mZ) est un isomorphisme dés que le corps K contient les
racines m-iémes de I'unité. Comme on sait déja que ce morphisme est surjectif, il
suffit de voir que sa source et son but ont méme cardinal. C’est pour cette raison
que nous nous intéressons ici a des calculs combinatoires, en particulier au calcul
de la caractéristique d’Fuler-Poincaré :

Proposition 2.11.1. Supposons que K n’a pas de places réelles. Soient V' un
ouvert non vide de X et m > 1 un entier inversible sur V tel que K contient
toutes les racines m-iemes de ['unité.

(1) Les H™(V, i) et les HL(V, ) sont finis pour r > 0.

H° H2
(ii) Notons x(V, i) = |HO(V, pn) || HA(V, )|

| HAUV, ) [[HE(V, pian)

- t C ‘/J m
TV, o (V)] XV t0m)
Alors

XV, i) = 209,
Xe(V, pin) = m2 e,

Démonstration. Notons S = Qg \ V et Sy = X \ V. Comme m est inversible sur
V', on dispose d’une suite exacte de faisceaux sur V :

0=t — G, = G, — 0.

On en déduit une suite exacte longue :
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0— HO(V, i) — H(V, G) =2 H(V, G,
e H\(V. i) — H(V,G) =" H(V, G)
e HA(V i) — HA(V, ) =" H(V, G
e H3(V. i) — HY(V, ) =" HY(V, G)

- H4(‘/, :um) - H4(‘/a Gm) —> H4(V> Gm)
Or, d’aprés 2.2.1 :
ona HO(V,G,,) = O ¢ = u(K) x ZP71 o pu(K) est fini.
le groupe H(V,G,,) = Pic(Of s) est fini.
le groupe H?(V,G,,) est isomorphe & (Q/Z)1r171,
le groupe H"(V,G,,) est nul pour r > 3 : en effet, V # X puisqu’il existe un
entier m > 1 inversible sur V.
On en déduit que les H"(V, p,,) sont finis pour r > 0 et que x(V, p,n) = % =
m—sKQ
Maintenant, comme H?(V, i1,,) — €
posons d’une suite exacte :

00— Hg(V, Nm) - HO(V7 Mm) - €BveS HO(Kva Nm(KS))

ves H (K, fim (K®)) est surjective, nous dis-

- Hcl(v> Nm) - Hl(v7 Nm) - @ves Hl(Kvu Nm<KS))

—>Hc2(vvﬂm)_>H2(V7/Lm)_>® H2(Kva/Lm(KS))

veES

- HS(V’ /~Lm) - HS(V’ /~Lm) - @UGS H3(va Mm<Ks)) —0
et d’isomorphismes H(V, ) = H"(V, ) pour r > 3. On déduit que HZ(V, i)
est fini pour r > 0 et que :

X(V; i) '
vES§ X(GKm Mm(Ks»

Mais on sait que x(Gkg,, pim(K*®)) = [Ok, : mOg,]”' = |m|,, pour v € X. En
particulier, pour v € V, comme m est inversible sur V', x(Gk,, ttm(K?®)) = 1. Par

XC(V> /Lm) = H
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conséquent, la formule du produit [] |m|, = 1 entraine que :

UEQK

Xe(V, tim) = m2d,

[]

Remarque 2.11.2. Dans la suite, nous n’aurons besoin que de la proposition
précédente. Cependant, si 'on supposait connu le théoréme de Poitou-Tate, on
pourrait raffiner le résultat (voir théoréme I1.2.13 de [Mil06]).

Nous profitons maintenant de la proposition précédente pour prouver les énoncés
de finitude du théoréme d’Artin-Verdier :

Proposition 2.11.3. Rappelons que U est un ouvert non vide de X et que F' est
un faisceau constructible sur U. Le groupe H. (U, F) est fini pour r € Z.

Démonstration. e Soit V' un ouvert non vide de U ne contenant aucune place
divisant 2, sur lequel F' est localement constant. Considérons un morphisme fini
étale V' — V tel que V' est connexe et F'|y est constant. On remarque alors
que V' est la normalisation de V' dans une extension finie L de K, et on peut
supposer que L n’a pas de places réelles quitte a remplacer L par L(7). Si 'on
note G = Gal (L/K), on dispose alors de la suite spectrale de Hochschild-Serre :

H"(G,H*(V',F|y)) = H ™V, Fl|y).

e Montrons que H*(V’, F'|y/) est fini pour s > 0. D’aprés la proposition 2.11.1(i),
H*(V',Z/mZ) est fini pour tout m > 1 inversible sur V' tel que L contient
les racines m-iémes de I'unité. Le faisceau F|,+ étant constant, cela impose que
H*(V' F|y/) est fini pour s > 0.

e On déduit alors de la suite spectrale de Hochschild-Serre que H"(V, F|y/) est fini
pour tout r > 0. Par conséquent, la suite exacte 2.1.3(v) impose que H(V, F|y)
est fini et la suite exacte 2.1.3(iv) entraine que H! (U, F) est fini pour tout r € Z.

[

Proposition 2.11.4. Le groupe Ext;(F,G,,) est fini pour r € N.

Démonstration. e Soit V un ouvert non vide de U sur lequel F' est localement
constant et |Fy| est inversible. Considérons un morphisme fini étale V! — V
tel que V' est connexe et F|y, est constant. On remarque alors que V' est la
normalisation de V' dans une extension finie L de K, et on peut supposer que L
n’a pas de places réelles et contient les racines |Fy|-iémes de I'unité. Si l'on note
G = Gal (L/K), on dispose alors d’une suite spectrale :

H"(G,Ext}. (Fly,Gp)) = Exti P (Fly, G,,).
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e Montrons que Ext{, (F|y/,G,,) est fini pour s > 0. Comme F'|y/ est constant, il
suffit de vérifier que Exty, (Z/mZ, G,,) est fini pour tout m > 1. La suite exacte
0 = 7Z — Z — Z/mZ — 0 fournit une suite exacte longue :

. = Bxt3(Z/mZ, ) — H (V' Gyp) — H' (V' Gp) — ...

Exactement de la méme maniére que dans la preuve de 2.11.1, les calculs de
cohomologie réalisés dans I’étape 1 entrainent alors que Ext{,(Z/mZ,G,,) est
fini et donc Exty. (F|y+, G,,) est fini pour s > 0.

e La suite spectrale précédente permet alors de conclure que Exty (F|y,G,,) est
fini pour tout r. Mais, si 'on note j: V < U eti: X \ V < U, on a une suite
exacte de faisceaux sur U :

0—jj"F - F —i4F —0.
La suite exacte longue associée s’écrit alors :
. = Ext (10" F, G,) — Ext (F, G,,) =»— Exty (Flv, G) — ...

Les termes Ext}, (F|v,G,,) sont finis d’aprés ce que nous venons de voir. Les
termes Exty; (i.0*F, G,,) sont finis d’aprés I’étape 2 et la proposition 2.11.3. On
déduit que Exty, (F, G,,) est fini pour tout r.

[

2.12 Etape 11 : Preuve du théoréme d’Artin-Verdier

Nous sommes & présent en mesure d’établir le théoréme d’Artin-Verdier pour les
corps de nombres. Pour ce faire, on prouve :

Proposition 2.12.1. Pour tout corps de nombres K sans places réelles, pour tout
faisceau constructible F sur X et pour tout ro € 7Z, le morphisme o™ (X, F) est
un isomorphisme.

Démonstration. On procéde par étapes :

A. Pour ry > 3:
[’étape 5 entraine immédiatement que o™ (X, F) est un isomorphisme puisque
Ext(F,G,,) est nul.

B. Pourro=3:
Soit K un corps de nombres sans places réelles. Soit m > 0 tel que K contient
toutes les racines m-iémes de I'unité. La suite exacte courte de faisceaux 0 —
7 — 7 — Z/mZ — 0 induit une suite exacte longue de cohomologie :

. = Ext(Z/mZ,G,,) - H(X,G,,) — H'(X,G,,) — ...

39



Comme H*(X,G,,) = 0et H*(X,G,,) = Q/Z, on déduit que Ext (Z/mZ, G,,) =
L7/)Z. Dautre part, H*(X,Z/mZ) = Z/mZ. Vu A travers ces isomorphismes,
Paccouplement d’Artin-Verdier devient (z,y) — x§ pour x € ~Z/Z, y € Z/mZ
et § € Z un relévement quelconque de y. Cela impose que o®(X,Z/mZ) est
un isomorphisme. L’étape 9 entraine alors immédiatement que a3(X, F) est un
isomorphisme pour tout faisceau constructible F sur X.

C. Pourrg=2:
Soit K un corps de nombres sans places réelles. Soit m > 0 tel que K contient
toutes les racines m-iémes de 'unité. D’aprés 'étape 9, o(X, Z/mZ) est surjec-
tif. Pour voir que c’est un isomorphisme, il suffit de montrer que H'(X,Z/mZ)
et Ext%(Z/mZ,G,,) ont méme cardinal.
La suite exacte longue utilisée en B impose que

Ext (Z/mZ,G,,) = Pic(X)/mPic(X) = Clg /mCly.

D’autre part, si H,, est I’extension abélienne maximale non ramifiée de K d’ex-
posant m, on a

HY(X,Z/mZ) = Hom,(m(X,7), Z/mZ) = Homz(Gal(H,,/K), Z/mZ).

La théorie du corps de classes entraine alors que les deux groupes ont méme
cardinal. Par conséquent, o?*(X,Z/mZ) est un isomorphisme. L’étape 9 permet
alors de déduire que o?(X, F) est un isomorphisme pour tout faisceau construc-
tible F sur X.

D. Pour ro =1 :
Soit K un corps de nombres sans places réelles. Soit m > 0 tel que K contient
toutes les racines m-iémes de l'unité. D’aprés I'étape 9, o' (X, Z/mZ) est sur-
jective. Choisissons un ouvert V non vide de X sur lequel m est inversible, et
notons j : V — X et i: X \V < X. Nous disposons alors d’un diagramme
commutatif a lignes exactes :

-~ Ext}(Z/mZ, Gy) ~—— Extiy(Z/mZ, Gr) ~—— Extly (in(Z/mZ), Gr) ~—— ..
aT(V,Z/mZ)l aT(X,Z/mZ)l a” (X i« (Z/mZ))l

o~ H¥(V,Z/mZ)* ~—— H>"(X,Z/mZL)* ~— H*"(X,i.(Z/mZ))* ~—— ...
On a déja prouvé que o (X, Z/mZ) et o (X, i.(Z/mZ)) sont des isomorphismes
pour r > 1. De plus, o' (X, Z/mZ) est surjectif, et d’aprés la partie 2, o (X, i.(Z/mZ))
est un isomorphisme. Le lemme des cingq impose alors que o' (V,Z/mZ) est un
isomorphisme pour 7 > 1 et est surjectif pour » = 1; de plus, si o' (V,Z/mZ) et
a®(V,Z/mZ) étaient des isomorphismes, il en serait de méme pour o' (X, Z/mZ).
e Prouvons d’abord que a®(V,Z/mZ) est un isomorphisme. Comme K contient
toutes le racines m-iémes de I'unité, Homy (Z/mZ,G,,) = pin(K) = Z/mZ
est un groupe cyclique d’ordre m. D’autre part, les faisceaux Z/mZ et j,, sont
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isomorphes sur V| et, m étant inversible sur V, H3(V,Z/mZ) = H3(V, ) =
H3(V,G,,)[m] = LZ/Z. Vu a travers cet isomorphisme, ’accouplement d’Artin-
Verdier s’identifie avec le méme accouplement que nous avons décrit a ’étape
B. Donc o°(V,Z/mZ) est un isomorphisme.

e Reste a vérifier que o!(V,Z/mZ) est un isomorphisme. Pour ce faire, il suffit
de montrer que Exty,(Z/mZ,G,,) et H2(V,Z/mZ) ont méme cardinal.

Remarquons d’abord que 'on a deux suites exactes :
H(V,G,,) = H*(V,G,,) = Ext,(Z/mZ,G,,) — H' (U,G,,) — H'(U,G,,),
H'(V,G,,) = H'(V,G,,) = H*(V, i) — H'(U,G,,,) — H'(U,G,,),

ce qui entraine que Exti{,(Z/mZ,G,,) et H'(V, p,,) ont méme cardinal. Or,
comme " (V,Z/mZ) est un isomorphisme pour r = 0,2,3 d’aprés 'étape 3,
I’étape 10 impose que :

|H2(V. Z/mZ)|
[HY(V, )|

(on a utilisé ici que K n’a pas de places réelles et que K contient toutes les ra-
cines m-iémes de 'unité). Par conséquent, a'(V,Z/mZ) est un isomorphisme.
On déduit alors que o!(X,Z/mZ) est un isomorphisme. L’étape 9 permet alors
de déduire que o'(X,F) est un isomorphisme pour tout faisceau constructible
F osur X.
E. Pour ro =0 :
Reprenons les notations de 1'étape D. Nous avons vu que a'(V,Z/mZ) est un
isomorphisme. De plus, a(V,Z/mZ) est aussi un isomorphisme, et 1'étape 2
impose que a’(V,i.(Z/mZ)) est encore un isomorphisme. Par conséquent, a
'aide du diagramme dessiné a Pétape D et du lemme des cing, o®(X,Z/mZ)
est injectif. Il est aussi surjectif d’aprés I'étape 9. Donc c’est un isomorphisme.
L’¢tape 9 entraine donc que a®(X,F) est un isomorphisme pour tout faisceau
constructible F sur X.
F. Pour rg <0 :
[étape 4 entraine immédiatement que o’ (X, F) est isomorphisme puisque
H3™ (X, F) est nul.

3 [K:Q]
_ _ L2 _
= XV, Z/mZ)X(V, pim) = m2 "5 = 1

]

Les étapes 8 et 10 permettent alors de déduire le théoréme d’Artin-Verdier en toute
généralité :

Théoréme 2.12.2. (Théoréme d’Artin-Verdier)

Soit K un corps de nombres. Soit Ok son anneau des entiers. Soit X = Spec Ok.
Soit U un ouvert non vide de X. Soit F' un faisceau constructible sur U. Alors
pour tout r € Z, le morphisme o (U, F') est un isomorphisme de groupes abéliens

finis.
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Remarque 2.12.3. En travaillant juste un peu plus, il est possible de prouver un
théoréme d’Artin-Verdier pour des faisceaux Z-constructibles.

2.13 Un corollaire fondamental

Nous présentons ici un corollaire qui sera trés utile pour établir le théoréme de
Poitou-Tate :

Corollaire 2.13.1. Soit F' un faisceau constructible localement constant sur U
tel qu’il existe un entier m inversible sur U wérifiant mEF = 0. Notons FP =
Homy, (F,G,,). Il existe alors un accouplement parfait de groupes finis :

H" (U, FP)x H*"(U,F) - H}(U,G,,) = Q/Z.

Démonstration. Calculons d’abord Extf,(F, G,,) pour s > 0 en étudiant ses tiges :

e en 7, on a Extj (F,G,,); = Exty(F; K**) = 0, puisque K** est un groupe
abélien divisible et donc injectif.

e en U pour v € U\ {n}, on a Ext}, (F,G,,)s = Exty,(Fy, O"™) = 0, puisque O™
est un groupe abélien divisible par tous les nombres premiers autres que celui
qui correspond & la place v|gp de Q et donc par tous les diviseurs de m.

On déduit que Extj; (F,G,,) = 0 pour s > 0. La suite spectrale des Ext s’écrit :

H™(U,Ext} (F,G,,)) = Extl*(F, G,,)

et induit alors des isomorphismes H" (U, Hom, (F, G,,)) = Ext;,(F,G,,)). Le théo-
réme d’Artin-Verdier fournit donc un accouplement parfait de groupes finis :

H"(U FP) x H>"(U,F) - H}(U,G,,) = Q/Z.
O

3 Le théoréme de Poitou-Tate pour les corps de
nombres

Fixons un corps de nombres K et notons Ok son anneau des entiers. Soient K*
une cloture séparable de K (c’est aussi une cloture algébrique puisque K est de
caractéristique 0), et Gk le groupe de Galois absolu Gal(K*®/K) de K. On appelle
Qi l'ensemble des places (archimédiennes et non archimédiennes) de K et on fixe
une partie S de Qg contenant toutes les places archimédiennes. On note alors
Kg la plus grande extension de K contenue dans K*® non ramifiée en dehors de
S, et Ggs = Gal(Kg/K). Ainsi, si § = Qg, on a Gg g = Gk. Le théoréme de
Poitou-Tate permet alors de relier la cohomologie du groupe de Galois Gk s a la
cohomologie des groupes de Galois absolus des complétés de K. Plus précisément,
il concerne les groupes de Tate-Shafarevich dont nous rappelons la définition :
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Définition 3.0.2. (Groupes de Tate-Shafarevich)
Soit M un G g-module discret. On appelle groupes de Tate-Shafarevich de M
les groupes :

L (K, M) = Ker <H1(GK75, M) = [[H' (G, M))

veES

vES

1% (K, M) = Ker <H2(GK,S, M) — [ H* (G, M))

ou G, désigne le groupe de Galois absolu du complété I/(\U de K par rapport a la
valuation v.

Le théoréme de Poitou-Tate permet alors d’établir la finitude de ces groupes ainsi
qu’une relation de dualité entre eux :

Théoréme 3.0.3. (Théoréme de Poitou-Tate)

Soit M un Gk s-module discret fini tel que les places de K divisant | M| sont toutes
contenues dans S. On pose MP = Homz(M, K**). Alors les groupes I5(K, M)
et IU%(K, MP) sont finis et duaux pour la dualité de Pontryagin.

Dans la suite, nous allons retrouver ce théoréme avec des techniques de cohomologie
étale, et en particulier en faisant appel au théoréme d’Artin-Verdier.

3.1 Lecasou S = Qg

Dans cette section, nous supposons que S = Q, de sorte que Kg = K® et G g =
G k. Soient X = Spec Ok et F un faisceau constructible sur X.

3.1.1 Interprétation du deuxiéme groupe de Tate-Shafarevich dans le
cadre de la cohomologie étale

Soit U un ouvert non vide de X. Rappelons que nous disposons d’un morphisme
H?(U,F) — H?*(U,F). Nous avons aussi un morphisme naturel H°(U, F) —
HY(K, F;). Comme H*(U, —) est un foncteur cohomologique et H*(K, —7) est un
d-foncteur (par exactitude du foncteur associant & un faisceau sa tige au point
générique), on peut étendre ce morphisme en un morphisme de J-foncteurs :
H*(U,—) — H*(K,—7). On dispose en particulier d’un morphisme H*(U, F) —
H?*(K, F5;). On appelle alors D?(U, F) 'image de la composée f : H2(U,F) —
H*(U,F) — H*(K, Fy).

Remarquons maintenant que Spec K = lim_ V ol la limite est prise sur les ou-
verts non vides de U. On en déduit que, pour r > 0, H" (K, Fy) = ligv H"(V,F)
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ou la limite est encore prise sur les ouverts non vides de U. Le morphisme f est
donc aussi la composée de H*(U,F) — H?*(U, F) suivie du morphisme naturel
H*(U,F) — H*(K, Fy) en voyant H?*(K, F;) comme limite inductive.

Pour comprendre le morphisme f, il est donc important de comprendre les mor-
phismes H2(U, F') — H*(U,F) — H?*(V,F) pour V un ouvert non vide de U. Le

lemme suivant sera donc trés utile :

Lemme 3.1.1. Soit V' un ouvert non vide de U. Le diagramme suivant est com-
mutatif a lignes exactes :

@ng Hl(Kv’ F5) _>HC2(U? F) — H*(U, F) _>@ng H*(K,, )

| | | |

Doy H' (Ko, Fy) —= HX (V. F) —= H*(V, F) — @,y H*(K,, Fy)

Démonstration. La preuve est assez technique. Il suffit de vérifier les commutati-
vités de diagrammes. On notera j: V — U, jx : U — X et fx : X — Spec Z.
Carré de gauche : Il suffit de vérifier la commutativité de :

HY(K,, Fy) —= HZ(U, F)

| T

H (K, Fy) — H2(V, F)
pour v € X \ U puis la commutativité de :

HE(Spec Z, (fx.jx1F)o) == H2(Spec Z, (fx.jx F))

J'!j*FﬁFT j!j*FﬁF]
e (e s
H*(Spec Z, (fx.jx1jij* F)e) —=H(Spec Z, (fx.jx i F))
Par fonctorialité, la commutativité du second diagramme est évidente. Reste
donc a prouver la commutativité pour v € X \U. Sil’on note i, : Spec k(v) — X,

la commutativité du premier diagramme se rameéne a la commutativité de :

J——

1

. . f * . A~ . d_>f *i'lr*izf* . )
EXt%((ZU*ZvaIF) = EXt%pec Z((fX*Zv*Z) ’(fX*JX!F)A) ;’Ethpec Z(Z’ (fX*]X!F) )

j!j*FﬁF] j!j*FﬁFT j!j*F%FT

- . .
Fx vyt

Bxt (v, Z, jx ji F) 2 Extdec 2((fx.iuZ) (Fwjxcuig* By Ef))gt%pec 2(Z, (fx . Jx 03" F))
Mais la commutativité de ce diagramme est évidente par fonctorialité.

Carré central : En écrivant les groupes de cohomologie avec des Ext et en expli-
citant les différents morphismes, la commutatitivité du carré central est équiva-
lente a la commutativité du diagramme suivant :
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F—F . ~
Ethpec Z( (fX*]X']'] Fﬁ;EXtSpec Z( >(fX*]X1F))

—id

—id
S j1j* F—~F o
Ethpec Z(Zan*]X!j!]*F) u>EXt§pec Z(Zan*]XF)
Ix Ix
*F—F % .
EXtX(fXZ Ixfxaxag” F)]—>E tX(f)( i fxgxF)

Ficfx . —id Fifx—id

o 1j* P F R
Ext (f5Z, jxjij* F) —22—"~Ext% (f5Z, jx,F)

J% Jx
Ext? (j5 [ Z. jij* F) —22 Bxt? (j% [+ Z. F)
J* J*
Ext? (% f5 2, Jjij" F) 2225 Ext? (5755 f5 2, 5 F)

Mais la commutativité de ce diagramme est évidente par fonctorialité.
Carré de droite : 11 suffit de vérifier la commutativité de :
H*(U,F)— H*(K,, F5)

l |

H*(V,F)—— H*(K,, I5)
pour v ¢ U. Si l'on note f, : Spec K, — V, cela revient a montrer la commuta-

tivité de :

Ext? (Z, F) Exty, ((ju © fo)*Z, (ju o f,)*F)

|

Exty (jirZ, i F) Extie, (f130Z, [556F)
La commutativité de ce diagramme est évidente par fonctorialité.

Remarque 3.1.2. En fait, nous avons des diagrammes commutatifs :
Do H (Ko, ) —= H{(U,F) —= H'"(U, F) —= @,z H" (K., I;)

| | | |

Doy H' Ky, Fy) —= H{(V. F) —= H"(V. F) —= @ H' (Ky, ;)

pour tout r € Z : la preuve est identique.

Rappelons aussi que la fleche verticale H>(V, F) — H*(U, F') du diagramme pré-
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cédent s’insére dans une suite exacte longue :

= HXV,F) = HX(U.F) = € H*(k(v), Fy) - ...

veU\V

Mais ici, les corps résiduels k(v) sont finis, donc de dimension cohomologique au
plus 1. On en déduit que, pour tout v € U\ 'V, H?*(k(v), F;) = 0. Par conséquent,
la fleche H?(V, F) — HZ(U, F) est surjective. Cela implique immédiatement que
D*(U, F) C Ker(H*(K, Fy) = @,qy H*(K,, Fy7)). Cela étant vrai pour tout ou-
vert non vide V de U, D*(U, M) C 1§, (K, F5).

Réciproquement, si ¢ € 1§ (K, Fy), comme H*(K, Fy;) = lim,, H?*(V, F), on peut
choisir ¢ € H?(V, F) pour un certain V tel que ¢ s’envoie sur ¢ dans H?*(K, F).
Comme ¢ est dans le noyau de H*(V,F) — @,y H*(K,, I5), il existe b €
H?(V, F) s’envoyant sur ¢ dans H?(V, F'). Ainsi, si a € H*>(U, F) est 'image de c
par H>(V,F) — H2(U,F), alors f(a) = ¢, et ¢ € D*(U, F'). Par conséquent, on
obtient la proposition :

Proposition 3.1.3. On o« D*(U, F) = 11§, (K, Fy).

3.1.2 Interprétation du premier groupe de Tate-Shafarevich dans le
cadre de la cohomologie étale

Pour chaque U ouvert non vide de X, on peut définir comme avant un morphisme
g: H(U,F) =] HY(K,, F;). On note DY, (U, F) le noyau de g. On a donc
une suite exacte :

VEQK
0— DL(U,F) —» H(UF)— [] H(K,, Fp).
VEQK

Par exactitude de la limite inductive (puisque nous sommes en présence de caté-
gories filtrées), on obtient :

0 — lim DY (U, F) = H'(K, Fy) = [ H'(K., Fy).
U

vEQK
Par conséquent, si 'on note Dy, (F) =lim Dy, (U, F) :
Proposition 3.1.4. On a D}, (F) = 111§, (K,F).

3.1.3 Preuve du théoréme de Poitou-Tate dans le cas S = Qg

Soit U un ouvert non vide de X sur lequel F' est localement constant et |F5| est
inversible. Afin de mettre en évidence la dualité, il convient d’insérer D?(U, F)
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dans une suite exacte, qui sera en fait la suite exacte duale de :

0 — lim DY(U, F) = H'(K, Fy) — [ H'(K., Fy).
U

UEQK

Remarquons que le diagramme commutatif du lemme 3.1.1 permet de définir un
morphisme @ HY(K,, F;) — H2(U, F). Nous allons montrer que :

VEQK

Proposition 3.1.5. La suite :

& H#'(K,,Fy) - HX(U,F) - D*(U,F) -0

vEQK
est exacte.

Démonstration. Soit a dans le noyau de f. Comme H?*(K, Fy) = ling,, H*(V, F),
il existe V ouvert non vide de U tel que Iimage de a dans H?*(V,F) par la
composée H2(U,F) — H*(U,F) — H?*(V,F) est nulle. Comme H2(V,F) —
HZ?(U, F) est surjective, on peut trouver ' € HZ2(V,F) qui s’envoit sur a, et
alors o’ € Ker(H(V,F) — H?*(V,F)) d’aprés le lemme 3.1.1. On en déduit
que a' est dans Vimage de @, H'(K,, Fy) — HZ(V,F) et que a est dans
Vimage de @, ., H' (K, Fy) — HZ(U, F). Donc Ker(HZ(U, F) — D*(U, F)) C
Im(@veQK Hl(Kv? Fﬁ) - HcQ(Uv F))

Réciproquement, comme pour tout V ouvert non vide de U la suite @vgv HYK,, F;) —
H2(V,F) — H*(V, F) est exacte, en utilisant la commutativité du lemme 3.1.1, on
obtient que Ker(HZ(U, F) — D*(U, F)) = Im(@,cq, H' (K, Fy) — HZ(U, F)),
d’otu la proposition. O

Par conséquent, nous disposons de deux suites exactes :

0— DL(UF) = H'(UF) - [[ H(K, F),

’UEQK

&P H'(K.,FP) = HX(U,FP) - D*(U, F”) — 0.

vEQK
D’aprés le théoréme d’Artin-Verdier, les groupes H'(U, F) et H2(U, F'P) sont fi-
nis, et donc il en est de méme de D}, (U, F) et D*(U, FP). D’aprés les théorémes
de finitude pour les corps locaux, HUEQK H'(K,, F;) est un groupe compact et
@UEQK HY(K,, FWD) est un groupe discret. Par conséquent, la premiére suite exacte
est une suite exacte de groupes profinis, et la deuxiéme est une suite exacte de
groupes discrets.
Rappelons que A — A* désigne le foncteur Hom.(—, Q/Z). C’est en fait une anti-
équivalence de catégories entre la catégorie des groupes abéliens profinis et celle
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des groupes abéliens discrets de torsion. De plus, le théoréme de dualité de Tate
impose que ([T,cq, H'(Ky, Fy)) = @,cq, H'(K,, FP) , et le théoréme d’Artin-
Verdier entraine que H(U, F)* = H2(U, FP). On en déduit que la deuxiéme suite
exacte est en fait duale de la premiére, et donc DL (U, F)* = D*(U, FP). Mais
en fait D?(U, F'P) est indépendant de U, et donc D}, (U, F) T'est aussi. Cela en-
traine que D, (F') = DL (U, F). Par conséquent, en regroupant tous les résultats
présentés jusqu’ici, on obtient :

Théoréme 3.1.6. Les groupes g (K, Fy) et IE, (K, FP) sont finis et duauz.

3.2 Cas général

Maintenant, on ne suppose plus rien sur S et on fixe un faisceau constructible

F sur un ouvert non vide de X contenant Qg \ S qui vérifie les deux propriétés

suivantes :

(H1) les places de K qui divisent |F5| sont toutes dans S.

(H2) il existe un ouvert Uy non vide de X contenant Qx \ S tel que F|y, est
localement constant.

Grace a (H1), on peut supposer que | F5| est inversible sur Uy. Nous allons procéder

de maniére analogue au cas ou S = Q.

3.2.1 Interprétation du deuxiéme groupe de Tate-Shafarevich dans le
cadre de la cohomologie étale

Soit U un ouvert non vide de Uy contenant Qg \ S. Pour V et V' deux ouverts non

vides de U avec V' C V, nous disposons d’un morphisme H*(V,F) — H*(V' F).

Nous pouvons alors définir la limite inductive lim H?(V,F), ou la limite
VOQk\S

est prise sur les ouverts non vides V' de U contenant Qg \ S (bien sir, ici on
utilise 'hypothése (H2)). On note alors f la composée H*(U, F) — H?*(U,F) —
ligVQQK\S H?*(V,F). On pose finalement D%(U, F') = Im(f).

Exemple 3.2.1. (i) Si S = Q, la limite inductive ling, o H?*(V,F) n’est
autre que H?(K, F5;), f est bien le morphisme défini dans la section précédente,
et D, (U, F) = DU, F).

.o . . . . . . . 2 ] 2

(ii) Si S est fini, la limite inductive @V;QK\SH (V, F) n’est autre que H*(X \
S, F), et D4(U, F) est en fait le groupe D*(U, F') défini dans la section I1.3 de
[Mil06].

Soit V un ouvert non vide de U contenant Qx \S. D’aprés le lemme 2.5.1, pour tout
premier [ inversible sur V, H*(V, F){l} = H*(Gk q,\v, F5){l} (on utilise toujours
(H2)). En particulier, comme V contient Qg \ S, I'hypothése (H1) entraine que

48



cela est vrai dés que [ divise |Fy|. Les groupes H*(V, F') et H*(Gk q,\v, [5) étant
de | F;|-torsion, on en déduit que :

H*(V,F) = H*(Gga,\v, ).
Ainsi :
liy H*(V,F) = H* ( lim GK,QK\V,FU> = H*(Ggs, Fy).
VOQE\S VOQr\S
On prouve alors, exactement de la méme maniére que dans le cas S = Q, que :
Proposition 3.2.2. On o D%(U, F) = II%(K, Fy).

3.2.2 Interprétation du premier groupe de Tate-Shafarevich dans le
cadre de la cohomologie étale

Pour chaque U ouvert non vide de Uy contenant Qx \ S, on peut définir un mor-
phisme g : H'(U, F) = [],cg H' (K, ). On note D}, ¢(U, F) le noyau de g. Dot
une suite exacte :

vES

0— DY, 4(UF) = H\(UF) —» | H(K,, F).

veES

Par exactitude de la limite inductive, on obtient :

0— lim D) s(U,F) = H (Grs, Fy) = [ [ H' (K., Fy).
UDQx\S ves

Par conséquent, si 'on note D}, 4(F) = iy, o Dy, (U, F) :

Proposition 3.2.3. On a D}, o(F) = HIy(K, Fy).

Exemple 3.2.4. (i) Si S = Qg, D}, o (U, F) est tout simplement D}, (U, F), et
Dy, (F) est Dy, (F).

(ii) Si S est fini, Dy, o(F) = D}, 5(Qx \ S, F) n’est autre que le groupe D' (Qx \
S, F') défini dans la section 11.3 de [Mil06].

3.2.3 Preuve du théoréme de Poitou-Tate

Exactement comme dans le cas ou S = Qg, on insére D%(U, F) dans une suite
exacte :
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Proposition 3.2.5. La suite :
P H(K,,F;) - HX(U,F) = Dg(U,F) - 0

veES

est exacte.

Démonstration. La preuve est tout a fait analogue a celle de la proposition 3.1.5
O

De maniére identique au cas S = Q, cela entraine que D}, (F) et D(U, FP)
sont finis et duaux dés que U est contenu dans Uy, et donc :

Théoréme 3.2.6. Si F vérifie les hypotheéses (H1) et (H2), les groupes g (K, Fy)
et (K, FP) sont finis et duaur.

D’aprés la discussion dans [Mil80] & la suite de la proposition V.1.1, pour chaque
partie finie 7" de Qi contenant Q%, le foncteur I’ +— Fj est une équivalence de
catégories entre les faisceaux constructibles localement constants sur X \ 7" et les
Gk r-modules discrets. Le théoréme de Poitou-Tate en découle :

Théoréme 3.2.7. (Théoréme de Poitou-Tate)

Soit M un Gk s-module discret fini tel que les places de K divisant | M| sont toutes
contenues dans S. On pose MP = Homgz(M, K**). Alors les groupes 1I15(K, M)
et IH%(K, MP) sont finis et duaux pour la dualité de Pontryagin.

4 Le théoréme d’Artin-Verdier pour les corps de
fonctions

Dans cette section, nous allons expliquer comment on peut obtenir un théoréme
analogue a celui d’Artin-Verdier vu précédemment pour un corps de fonctions. En
fait, la preuve est trés similaire & celle du théoréme pour les corps de nombres, et
donc nous allons expliquer ici uniquement les points qui changent.

Fixons donc un corps de fonctions K de corps de constantes F,, ou ¢ = p* avec p
premier et a entier naturel non nul. Comme dans le cas des corps de nombres, on
note Qx ’ensemble des places de K. Pour v € Q, K, désigne le corps des fractions
de I’hensélisation O, de Ok en v. On fera toujours attention a ne pas confondre
K, et le complété de K par rapport a la valuation v : afin de faire clairement la
distinction, nous noterons K, ce complété et O, son anneau des entiers.

Soit maintenant X la courbe projective lisse sur F, de corps des fonctions K, et
posons 7 = Spec K et 7 = Spec K. Soit g :  — X. Fixons un ouvert U de
X non vide, ainsi qu’un faisceau constructible F' sur U. Dans cette section, nous
allons établir le théoréme d’Artin-Verdier, qui fournira ensuite une dualité entre
la cohomologie de F et celle de Hom, (F, G,,) :
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Théoréme 4.0.8. (Théoréme d’Artin-Verdier)
Pour tout v > 0, les groupes Exty,(F,G,,) et H> (U, F) sont finis et duauz pour
la dualité de Pontryagin.

Ici, H> (U, F) désigne la cohomologie & support compact, que nous définirons
dans la section suivante.

4.1 Etape 0 : Définition et propriétés de base de la cohomo-
logie & support compact

La définition de la cohomologie & support est nettement plus simple ici parce qu’il
n’y a pas de places réelles desquelles il faudrait tenir compte.

Définition 4.1.1. (Cohomologie a support compact)

Soit F un faisceau sur U. Notons jx limmersion ouverte jx : U — X. On
définit alors la cohomologie & support compact de F sur U par HL(U, F) =
H" (X, jx F).

Remarque 4.1.2. En fait, comme dans le cas des corps de nombres, on peut
définir plus généralement la cohomologie & support compact d’un complexe de
faisceaux F* par H! (U, F*) = H"(Spec Z, RfiF*®) ou f : U — Spec Z.

Les propriétés de base de la cohomologie a support compact sont les mémes que
dans le cas d’un corps de nombres :

Proposition 4.1.3. (i) Une suite exacte courte de faisceaquzr sur U :
0->F - F—=>F"=0
donne lieu a une suite exacte longue en cohomologie a support compact :
.~ H/(U,F)— H.(UF)— H,(UF") — ...

(ii) Pour toute immersion fermée i : Z — U avec Z # U et tout faisceau F sur
Z, les groupes H(U,1,.F) et H"(Z,F) sont isomorphes.

(1ii) Pour toute immersion ouverte j : V < U et tout faisceau F sur V, les
groupes H (U, 1 F) et HL(V,F) sont isomorphes.

(iv) Pour toute immersion ouverte j : V — U et tout faisceau F sur U, on dis-
pose d’une suite exacte longue qui permet de comparer la cohomologie a support
compact sur U a celle sur V' :

= HI(V.j*F) = HI(U,F) = € H'(k(v), Fy) = .
veU\V
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(v) Pour tout faisceau F sur U, on dispose d’une suite exacte longue qui permet
de comparer la cohomologie a support compact a la cohomologie usuelle :

> HI(U,F) = H'(U,F) = P H (K., Fy) = ...
vgU

Les preuves des propriétés sont similaires a celles des propriétés analogues pour
les corps de nombres (elles sont méme plus simples). Nous les laissons au lecteur.

4.2 Etape 1 : Définition de I’accouplement

Comme pour les corps de nombres, la proposition 2.1.3(i) nous permet alors de
définir un accouplement :

Ext},(F,G,,) x H>"(U, F) — H>(U,G,,).
Calculons H3(U,G,,) :

Lemme 4.2.1. (Cohomologie de G,,)

Notons S = Qg \ U.

(i) Le groupe H™(U,G,,) est isomorphe & O g pour r = 0, a Pic(Oks) pour
r =1, et est nul pour r > 4. De plus, on a une suite exacte :

0 — H*(U,G,) = @) Br(K,) = Q/Z — H*(U,G,,) — 0.

veS

(i1) Le groupe H'(U,G,,) est nul pour r = 2 et r > 4, et isomorphe ¢ Q/Z pour
r=3.

La preuve est identique a celle du lemme analogue pour les corps de nombres. On
dispose alors d’un accouplement :

Ext},(F,G,,) x H> (U, F) — Q/Z.
Cela fournit un morphisme o (U, F) : Ext},(F, G,,) — H2™"(U, F)*.

4.3 Etape 2 : Cas d’un faisceau a support dans un fermé
strict

Cette étape est identique a I'étape 2 pour les corps de nombres. Les résultats
suivants sont toujours valables, et les preuves sont les mémes :
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Lemme 4.3.1. Supposons que F est a support dans un fermé strict Z de U. Alors,
pour tout r > 0,

B Ext, (i3 F, Z) = Eutyy(F, Gr),

veZ
ou, pour v € Z, i, désigne l'immersion fermée Spec k(v) — U.

Proposition 4.3.2. Supposons que F' est a support dans un fermé strict Z de U.
Alors o (U, F) est un isomorphisme pour tout entier r.

4.4 Etape 3 : Le théoréme d’Artin-Verdier est vrai pour F
sur U si, et seulement si, il est vrai pour la restriction
de F' & un certain ouvert V' de U

Cette étape est encore identique & I’étape 3 pour les corps de nombres.

Lemme 4.4.1. Soit 0 — F' — F — F”" — 0 une suite exacte de faisceaux
constructibles sur U. Si o" (U, F') et o" (U, F") sont des isomorphismes pour tout
r, alors o (U, F) est un ismorphisme pour tout r > 0.

Proposition 4.4.2. Soit V' un ouvert non vide de U. Alors o/ (U, F') est un iso-
morphisme pour tout v si, et seulement si, &' (V, F|y) est.

4.5 FEtape 4 : Annulation de H' (U, F) pour r assez grand

Dans cette étape, nous modifions légérement le lemme suivant, parce que nous
aurons besoin de tenir compte du premier p = car(K).

Lemme 4.5.1. Soit V un ouvert affine non vide de U sur lequel F' est localement
constant. Soit S = Qi \'V. Alors H"(V, F') est un groupe de torsion pour r > 0 et
H"™(V,F) = H"(Gk.s, F5).

Démonstration. On prouve de la méme maniére que pour les corps de nombres que
H"(V, F) est de torsion et que H"(V, F){l} = H"(Gk.gs, F5){l} pour | # p. Reste
donc a prouver que H"(V, F'){p} = H"(Gk s, F57){p}-

Notons V le recouvrement étale universel de V. Nous allons encore exploiter la
suite spectrale de Hochschild-Serre :

H' (G5, H'(V, f*F)) = H(V, F),

ou f:V — V. Notons F le Frobenius sur V. Nous disposons alors de la suite
exacte de faisceaux sur V :

0—=7/pZ —= G, 2L G, 0.
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La suite exacte longue associée donne H*(V,Z/pZ) = 0 pour s > 2. On sait de
plus que :

HY(U,Z/pZ) = Hom,(m,(V), F(V)) = 0.
Par décalage, pour tout n entier naturel non nul et tout s > 0, on a H“”(f/, Z]p"7) =
0. Comme f*F est constant, on déduit que H"(V, F){p} = H"(Gks, F5){p} et
donc que H"(V, F) = H"(Gk,g, F7) pour r > 0. O

Le lemme suivant se prouve de la méme maniére que pour les corps de nombres :

Lemme 4.5.2. Soit V un ouvert affine non vide de U sur lequel F' est localement
constant et tel que |F5| soit inversible sur V. Alors H(V, F) = 0 pour r > 4.

Par contre, dans la proposition suivante, il faut faire attention si 'ordre de la tige
de F' au point générique est multiple de p :

Proposition 4.5.3. On a HL(U,F) =0 pour r > 4.

Démonstration. Nous pouvons écrire F' = P, premierFl o F} est de torsion [-
primaire. On prouve comme dans le cas d’'un corps de nombres que H. (V, @#p F)
0. Reste donc a prouver que H!(V, F,) = 0 pour r > 4.

On remarque que H" (U, F,,) = H (U, F,,) pour r > 4. De plus, d’aprés le corollaire
5.2 de Pexposé X de [SGAT3|, on a cd,(U) < dim(U) 4+ 1 = 2. On en déduit que
H! (U, F,) =0 pour r > 4. O

4.6 Etape 5: Annulation du groupe Ext};(F,G,,) pour r assez
grand

Le lemme suivant est modifié par rapport aux corps de nombres :

Lemme 4.6.1. Soit V un ouvert affine non vide de U sur lequel F' est localement
constant (et constructible). Le groupe H™(V, Ezt,(F,G,,)) est nul dés que r+s > 4.

Démonstration. Nous pouvons écrire F' = €, premierFl ou F} est de torsion [-

primaire. On prouve comme dans le cas d’un corps de nombres que H"(V, Exty, (D, F1, Gn)) =
0 pour r + s > 4. Montrons que H"(V, Exty, (F,,G,,)) = 0 dés que s > 2 ou r > 3.

Pour s > 2, on a Ext{,(F), G,,)) = 0 : il suffit de calculer les tiges.

Reste a étudier le cas r > 3. D’aprés le corollaire 5.2 de I'exposé X de [SGAT3],

cd,(V) < dim(V) 4+ 1 = 2. Donc H"(V, Exty (F,, G,,)) = 0sir > 3. O

Par contre, les preuves du lemme et de la proposition ci-dessous sont identiques a
celles pour les corps de nombres.

Lemme 4.6.2. Soit V un ouvert affine non vide de U sur lequel F' est localement
constant (et constructible). Alors FEzty,(F,G,,) = 0 pour r > 4.

Proposition 4.6.3. Pourr >4, on a Ext),(F,G,,) = 0.
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4.7 Etape 6 : Décomposition de F

Cette étape est identique a I’étape analogue pour les corps de nombres.

Proposition 4.7.1. Soit V' un ouvert non vide de U tel que F|y est localement
constant. Soit L une extension finie de K telle que la normalisation my : V, =V
de V dans L est étale et F|y, est constant. Soit my : U, — U la normalisation de
U dans L. Soit m > 0 tel que mF = 0. 1l existe alors un faisceau F), constructible
constant sur U, de m-torsion, un faisceau Fy constructible sur U a support fini et
un morphisme injectif F' — my, F, @ Fy.

4.8 Etape 7 : Comportement vis-a-vis de la normalisation

Encore une fois, cette étape est identique & I'étape analogue pour les corps de
nombres. On adopte les mémes notations et définitions et on a les mémes résultats :

Lemme 4.8.1. Soit F,, un faisceau constructible sur U,. Pour tout r € 7Z, la
composée

N"(Fn) : Exty, (Fn, Gn) — Exty (. Fn, mGy) — Enty (1. Fn, Gry),

ot le premier morphisme est induit par le foncteur exact m, et le second par la
norme Ny, v, est un isomorphisme.

Proposition 4.8.2. Soient F,, un faisceau constructible sur U, et r € Z. Alors
a"(Uy,, Fn) est un isomorphisme si, et seulement si, o (U, m.JF,) est un isomor-
phisme.

4.9 Etape 8 : Réduction au cas ot U = X

Comme pour les corps de nombres, nous allons voir que nous pouvons supposer
que U = X. Bien évidemment, cette fois-ci, nous n’avons pas a nous occuper
d’éventuelles places réelles!

Proposition 4.9.1. Supposons que, pour tout corps de fonctions K, pour tout
faisceau constructible F sur X, pour tout r, o (X, F) est un isomorphisme. Alors,
pour tout corps de fonctions K, pour tout ouvert non wvide V de X, pour tout
faisceau constructible F sur V', pour tout r, o (V, F) est un isomorphisme.

La preuve est identique a celle de la proposition analogue pour les corps de
nombres.
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4.10 Etape 9 : Propriété d’hérédité

Encore une fois, cette étape est identique a l’étape analogue pour les corps de
nombres.

Lemme 4.10.1. Soit F un faisceau de torsion sur X (pas nécessairement construc-
tible). Alors les sous-faisceauz constructibles de F forment un systéeme inductif
filtré et F en est la limite inductive.

Lemme 4.10.2. Soit F un faisceau constructible sur X. Alors il existe un mor-
phisme ingectif F — L ot L est un faisceau flasque de torsion.

Proposition 4.10.3. Soit 1o < 3 un entier. Supposons que o (X, F) soit un

isomorphisme pour tout corps de fonctions K, pour tout faisceau constructible F

sur X et pour tout r > ry.

(i) Supposons ro # 3. Pour tout corps de fonctions K et pour tout faisceau
constructible F sur X, le morphisme o™ (X, F) est surjectif.

(ii) On ne suppose plus que ro # 3. On suppose par contre que pour tout corps
de fonctions K, pour tout faisceau constructible F sur X et pour tout m >
0 tel que K contient toutes les racines m-iemes de ['unité, o (X,Z/mZ) est
un isomorphisme. Alors pour tout corps de fonctions K et pour tout faisceau
constructible F sur X, le morphisme o™ (X, F) est un isomorphisme.

4.11 Etape 10 : Considérations combinatoires, caractéris-
tique d’Euler-Poincaré

Encore une fois, cette étape est identique a I’étape analogue pour les corps de
nombres, a condition de considérer des ouverts affines :

Proposition 4.11.1. Soit V un ouvert affine non vide de X. Soit m > 0 premier
avec p tel que K contient toutes les racines m-iemes de ['unité.
(1) Les H™(V, i) et les HL(V, ) sont finis pour r > 0.

| HV, ) [JH?(V, )| | HAUV, ) HE(V, )|

it) Notons x(V, pim) = et xo(V, i) = .
( i” Vot = [0, ) [TV, )| X ) = TV, ) [V, o)
ors
X(‘/v /'Lm) - ]—7
XC(‘/ﬂ ILLm> =1L

Comme pour les corps de nombres, on a la proposition suivante :

Proposition 4.11.2. Rappelons que U est un ouvert non vide de X et que F' est
un faisceau constructible sur U. Le groupe Ext|,(F,G,,) est fini pour r € Z.

Remarque 4.11.3. La finitude de H] (U, F') découlera immédiatement de la dua-
lité d’Artin-Verdier.
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4.12 Etape 11 : Preuve du théoréme d’Artin-Verdier

Nous sommes & présent en mesure d’établir le théoréme d’Artin-Verdier pour les
corps de fonctions. Pour ce faire, on prouve :

Proposition 4.12.1. Pour tout corps de fonctions K, pour tout faisceau construc-
tible F sur X et pour tout ro € Z, le morphisme o™ (X, F) est nul.

Démonstration. On procéde par étapes :

A. Pourry>3:
L’étape 5 entraine immédiatement que o’ (X, F) est isomorphisme puisque
Ext¢ (X, F) est nul.

B. Pourro =3 :
On prouve que o3(X, F) est un isomorphisme pour tout faisceau constructible
F sur X comme dans le cas de corps de nombres.

C. Pourrg=2:
On prouve que a?(X,F) est un isomorphisme pour tout faisceau constructible
F sur X comme dans le cas de corps de nombres.

D. Pourro =1
Soit K un corps de fonctions. On prouve que o!(X,Z/mZ) est un isomorphisme
pour tout faisceau constructible F sur X et tout m > 0 non multiple de p comme
dans le cas de corps de nombres. Montrons maintenant que o*(X,Z/pZ) est un
isomorphisme.
D’aprés I'étape 9, o'(X,Z/pZ) est surjectif. Notons F' le Frobenius sur U. On
dispose d’une suite exacte de faisceaux sur U :

0—=Z/pZ G, 2 LG, 0.
Comme H"(X,G,) = 0 pour r > dim(X) = 1, la suite exacte longue de cohomo-
logie donne que H"(X,7Z/pZ) = 0 pour r > 2. De plus Homx (Z/pZ,G,,) = 0,
et donc a®(X,Z/pZ) est un isomorphisme. D’autre part, on dispose d’une autre
suite exacte de faisceaux sur U :
0 7 7 Z/pZ ——N0.
Comme Exty(Z/pZ,G,,) et H>™"(X,Z/pZ)* sont isomorphes pour r > 1 et r =
0, les suites exactes longues de cohomologie imposent que Ext’ (Z/pZ,G,,) et
H?*(X,Z/pZ) ont méme cardinal. On en déduit que o' (X, Z/pZ) est un isomor-
phisme. Par dévissage, on prouve que, pour tout entier naturel n, o' (X, Z/p"Z)
est un isomorphisme, et donc o!(X,Z/mZ) est un isomorphisme pour tout
m > 0. L’é¢tape 9 impose alors que a'(X,F) est un isomorphisme pour tout
faisceau constructible F sur X.
E. Pour rg =0 :

Reprenons les notations de ’étape D. Comme dans le cas des corps de nombres,
on prouve que o’(X,7Z/mZ) est un isomorphisme pour m non multiple de p. De
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plus, nous avons vu que oa°(X,Z/mZ) est un isomorphisme pour m = p. Par
dévissage, cette propriété est vraie pour m une puissance de p, et donc pour
tout m > 0. L’étape 9 entraine donc que a’(X, F) est un isomorphisme pour
tout faisceau constructible F sur X.
F. Pour rg < 0:

L’étape 4 entraine immédiatement que o’ (X, F) est isomorphisme puisque
H37 (X, F) est nul.

m

Les étapes 8 et 10 permettent alors de déduire le théoréme d’Artin-Verdier en toute
généralité :

Théoréme 4.12.2. (Théoréme d’Artin-Verdier)

Soit K un corps de fonctions de corps des constantes Fy. Soit X la courbe lisse
projective sur F, de corps de fonctions K. Soit U un ouvert non vide de X. Soit
F un faisceau constructible sur U. Alors pour tout r € Z, le morphisme o (U, F)
est un isomorphisme de groupes abéliens finis.

Remarque 4.12.3. ¢ Comme pour les corps de nombres, en travaillant juste un
peu plus, il est possible de prouver un théoréme d’Artin-Verdier pour des fais-
ceaux Z-constructibles.

e Remarquons que le théoréme est vrai méme si le faisceau F' a de la p-torsion.
C’est en fait uniquement dans le corollaire qui suit qu’il faudra supposer que F
n’a pas de p-torsion.

4.13 Un corollaire fondamental

Nous avons le méme corollaire que pour les corps de nombres et la preuve est
identique :

Corollaire 4.13.1. Soit ' un faisceau constructible localement constant sur U
tel qu’il existe un entier m premier avec p vérifiant mF = 0. Notons FP =
Homy, (F,G,,). I existe alors un accouplement parfait de groupes finis :

H" (U, FP)x H*"(U, F) - H}(U,G,,) = Q/Z.

4.14 Une autre preuve & partir de la dualité de Poincaré

Nous allons donner ici une autre preuve du corollaire précédent en utilisant la
dualité de Poincaré. Cette preuve ne donne cependant pas le théoréme 4.12.2 et
ne permet pas de traiter le cas des corps de nombres.

Commencons par rappeler le théoréme de dualité de Poincaré :
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Théoréme 4.14.1. (Dualité de Poincaré)

Soient X une courbe projective lisse sur [y, et U un ouwvert de X. Fizons un
entier naturel m premier avec p. Alors on dispose d’un isomorphisme naturel
HX(U, ) — Z/mZ, et pour tout faisceau constructible F sur U tel que mF = 0
laccouplement canonique :

Ext-

UZ/mZ(F7 ,um) X HCQ_T(U7 F) - HE(Ua ,um) = Z/mZ

est un accouplement parfait de groupes finis.

Remarque 4.14.2. e Ici on a not¢ H'(U,F) = H"(X, jxF) ot jx : U — X

désigne I'immersion ouverte. De plus, Exty /mZ(_’ ) désigne le r-iéme fonc-

teur dérivé du foncteur qui & un faisceau F de Z/mZ-modules sur U associe
Hom%(?, n)-

e Le théoréme est encore vrai lorsqu’on remplace Fy par un corps algébriquement
clos quelconque de caractéristique premiére avec m. Plus généralement, si X est
une variété lisse de dimension d sur un corps séparablement clos de caractéris-
tique premiére & m, il existe un isomorphisme naturel H24(X, u2?) — Z/mZ et
I’accouplement canonique :

Exty o (Fo St x HX (X, F) — H2(X, 1u5%) = 2/mZ
est un accouplement parfait de groupes finis si F est un faisceau constructible
de m-torsion.

e Pour une preuve du théoréme, on pourra aller voir le théoréme V.2.1 de |Mil80).

Corollaire 4.14.3. Soient X une courbe projective lisse sur [y, et U un ouvert de
X. Fizons un entier naturel m premier avec p. Alors pour tout faisceau construc-
tible localement constant F sur U tel que mF = 0 il existe un accouplement parfait
de groupes finis :

H"(U,F") x H*"(U,F) — HXU, ) = Z/mZ,

ou F = Homz(F, pi) = Homp(F, G,,).

Remarque 4.14.4. Dans la preuve, on notera Homg 7,7 (—, i) le foncteur qui a

un faisceau F' de Z/mZ-modules sur U associe Homp(F, i), et Exty; Z/mz(—, o)
son r-iéme foncteur dérivé.

Démonstration. D’aprés le théoréme de dualité de Poincaré, il suffit de montrer
que Extz Z/mZ(F, ) = H™(U, FD). Pour ce faire, on écrit la suite spectrale des
Ext :

H' (U, M%Z/mz(ﬁ’, fm)) = Ext%fg/mZ(F, L)
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Or, pour s > 0O et v € U, on a M%Z/mz(ﬁ’ fm)o = EXt%/mz<F§, Z]mZ) = 0

puisque Z/mZ est un Z/mZ-module injectif. Donc msﬁz/mz(77 tm) = 0 pour

s > 0 et la suite spectrale fournit des isomorphismes :
(7T TP\ ~ T ial
H(U,F)= EXtU,Z/mZ<F’Mm)'
O

Corollaire 4.14.5. Soit F' un faisceau constructible localement constant sur U
tel qu’il existe un entier m premier avec p vérifiant mF = 0. Notons FP =
Homy, (F, py,). 1l existe alors un accouplement parfait de groupes finis :

H"(U,FP) x H>"(U, F) — H}(U, ) = Z/mZ.

Démonstration. Remarquons d’abord que, comme H" (U, F'”) 2 Exty; 5.5 (F, fim),
on dispose bien d’un accouplement canonique :

H'(U,FP) x H}"(U, F) = H}(U, ptm) = Z/m’Z.
Notons maintenant :
o X =X Xy, F;.
e U=U XFq IFZ
e px : X — X et py: U — U les projections canoniques.
o jx :U— X et jx:U — X les immersions ouvertes.

o ['=piF.
Comme les morphismes px et py sont galoisiens de groupe Gal(F;/F,), on dispose
de deux suites spectrales de Hochschild-Serre :

H'(Gal(Fs/F,), H* (U, FP)) = H"™**(U, F")
H"(Gal(F3/F,), H* (X, pijx.F)) = H(X, jx, F).

Or pijx F = j¢ F et FD = F”. Les suites spectrales s’écrivent donc :

— —D

H"(Gal(F;/F,), H*(U,F ")) = H""(U, F")

H (Gal(F3/F,), H:(T, F)) = HI*(U, F).
De plus, comme le corps F, est de dimension cohomologique au plus 1, on a

H"(Gal(F3/F,), H*(U, F7)) = H"(Gal(F3/F,), H:(U, F)) = 0 dés que 7 > 1. On
en déduit des suites exactes :

0 — H'(Gal(Fs/F,), H* (U, F")) —H*"(U, F")
— HO(Cal(F/F,), H* (U, F")) = 0
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0 — H'(Gal(F;/F,), H, " (U,F)) — H[(U,F) — H°(Gal(F; /F,), H; (U, F)) — 0

Ces suites permettent d’établir la finitude de H3~"(U, FP) et H?(U, F). De plus,
grace au corollaire 4.14.3, on dispose d’isomorphismes :

Bl

HY(Gal(F:/F,), H. (U, F)) = H°(Gal(F:/F,), H. (U,
>~ H°(Gal(F/F,), H " (U,

)"
7))

B

H(Gal(Fs/F,), HI (U, F)) = H'(Gal(F:/F,), H. (U, F)*)*
~ [Y(Gal(Fs/F,), H (U, F"))".

Par conséquent, on obtient un diagramme commutatif & lignes exactes :

0 —— HY(Gal(F:/Fy), H: YU, F)) —— HI(U, F) —— H(Gal(F/F,), H, (T, F)) ——> 0
0 —— HO(Gal(FS/Fy), H3~"(U,F"))* — H*"(U, FP)* —— HY(Gal(F3/Fq), H2~"(T,F))* —0
Le lemme des cing permet donc de conclure. O

5 Le théoréme de Poitou-Tate pour les corps de
fonctions

Fixons un corps de fonctions K de corps de constantes F,, o ¢ = p* avec p
premier et a entier naturel non nul. Soient K* une cloture séparable de K, et Gk
le groupe de Galois absolu Gal(K*/K) de K. On appelle Qx I'ensemble des places
(toutes non archimédiennes) de K et on fixe une partie non vide S de Q. On
note alors Kg la plus grande extension de K contenue dans K°® non ramifiée en
dehors de S, et Gk g = Gal(Kg/K). Ainsi, si S = Qg, on a Gg g = Gi. Comme
pour les corps de nombres, le théoréme de Poitou-Tate permet alors de relier la
cohomologie du groupe de Galois Gk s a la cohomologie des groupes de Galois
absolus des complétés de K. Il concerne toujours les groupes de Tate-Shavarevich
qui sont définis comme dans la section 3 :

Définition 5.0.6. (Groupes de Tate-Shafarevich)
Soit M un G g-module discret. On appelle groupes de Tate-Shafarevich de M
les groupes :

L (K, M) = Ker (Hl(GKS, M) = [[H' (G, M))

veS
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HI%(K, M) = Ker <H2(GK75, M) — [ H* (G, M))

vES

ou G, désigne le groupe de Galois absolu du complété I/(\U de K par rapport a la
valuation v.

Le théoréme de Poitou-Tate s’exprime alors de la maniére suivante :

Théoréme 5.0.7. (Théoréme de Poitou-Tate)

Soit M un G g-module discret fini d’ordre premier avec p. On pose MP =
Homgz (M, K5*). Alors les groupes ULL(K, M) et I0%(K, MP) sont finis et duaux
pour la dualité de Pontryagin.

Nous allons voir qu’il est possible de retrouver le théoréme de Poitou-Tate a partir

du théoréme d’Artin-Verdier. La méthode est trés similaire a celle des corps de

nombres.

Fixons un faisceau constructible F' sur un ouvert non vide de X qui vérifie les deux

propriétés suivantes :

(H1) le nombre premier p ne divise pas |Fg|.

(H2) il existe un ouvert Uy non vide de X contenant Qg \ S tel que F|y, est
localement constant.

Nous allons procéder de maniére analogue au cas ou K était un corps de nombres.

5.1 Interprétation du deuxiéme groupe de Tate-Shafarevich
dans le cadre de la cohomologie étale

Soit U un ouvert non vide de Uy contenant Qg \ S. Pour V et V' deux ouverts non
vides de U avec V' C V, nous disposons d’un morphisme H*(V, F) — H*(V' F).
Nous pouvons alors définir la limite inductive @\/QQK\S H?(V, F), ou la limite
est prise sur les ouverts non vides V' de U contenant Qg \ S (bien sir, ici on
utilise 'hypothése (H2)). On note alors f la composée H*(U, F) — H?*(U,F) —
thQQK\S H?(V,F). On pose finalement D%(U, F') = Im(f).

Pour mieux comprendre le morphisme f, le lemme suivant, analogue au lemme
3.1.1, sera trés utile :

Lemme 5.1.1. Soit V' un ouvert non vide de U. Le diagramme suivant est com-
mutatif a lignes exactes :

Do H' (Ko, Fy) —= H2(U, F) — H*(U, F) —= @, o, H*(K,, Fy)

| | | |

@ugv Hl(KwFﬁ) _>H02(V7 F) —>H2(Vv F) —>@U¢V H2(Kv7Fﬁ)
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Démonstration. La preuve est similaire a celle du lemme 3.1.1. Il suffit de vérifier
les commutativités de diagrammes. On notera j : V — U et jx : U — X.
Carré de gauche : Il suffit de vérifier la commutativité de :

Hl(Kv’Fﬁ)—>Hc2(Ua F)

| T

HY(K,, Fy) — H2(V, F)
pour v € X \ U. Si l'on note i, : Spec k(v) — X, la commutativité du premier
diagramme se raméne a la commutativité de :

VAW .
Ext? (ip.Z, jx  F) — "> Ext% (Z, jx.F)

j!j*FQFT j!j*FQFT

Ext} (10, Z, jx juf*F) — Bxt} (Z, jx jij* F)
Mais la commutativité de ce diagramme est évidente par fonctorialité.
Carré central : En écrivant les groupes de cohomologie avec des Ext et en expli-
citant les différents morphismes, la commutatitivité du carré central est équiva-
lente & la commutativité du diagramme suivant :

Ext%(Z, jxijij* F Ext3 (Z, jx,F)

. ek

Ext? (j5Z, jij* F) 22225 Ext? (5 Z, F)

v :
SR o ey o IR
Exty, (7% Z, 5" juj* F Y == Ext}, (7% Z, j* F)

Mais la commutativité de ce diagramme est évidente par fonctorialité.
Carré de droite : La preuve est identique a celle de 3.1.1

) NjTF=F

]

Soit V' un ouvert affine non vide de U contenant Qx \ S. D’apreés le lemme 4.5.1,
on a H*(V,F) = H*(Gka,\v, I5) (on utilise toujours (H2)). Ainsi :

lig H*(V,F)=H? ( Hm GK:QK\V’FW> = H*(Gks, Iy).
VOQi\S VOQr\S
Remarque 5.1.2. C’est ici que l'on utilise que S est non vide!

On prouve alors, exactement de la méme maniére que dans le cas des corps de
nombres, que :

Proposition 5.1.3. On a D%(U, F) = II%(K, Fy).
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5.2 Interprétation du premier groupe de Tate-Shafarevich
dans le cadre de la cohomologie étale
Pour chaque U ouvert non vide de Uy contenant Q \ S, on peut définir un mor-

phisme g : H'(U, F) = [],cg H' (K, F5). On note D}, ¢(U, F) le noyau de g. Dot
une suite exacte :

vES
0— Dby, s(U,F) = H\(U,F) = [ [ H' (K., Fy).
veS

Par exactitude de la limite inductive, on obtient :

0— lim D} s(U,F) = H' (Grs, Fy) = [ [ H' (K., Fp).
UDQk\S veES

Remarque 5.2.1. Ici aussi on utilise que S # ().
Par conséquent, si 'on note D}, ¢(F) = iy, o, D, (U F) :

Proposition 5.2.2. On a D}, (F) = HIy(K, Fy).

5.3 Preuve du théoréme de Poitou-Tate

Exactement comme dans le cas des corps de nombres, on insére D%(U, F') dans une
suite exacte :

Proposition 5.3.1. La suite :
P H (K, Fy) = HX(U,F) = DU, F) > 0
veS

est exacte.

Démonstration. La preuve est tout a fait analogue a celle de la proposition 3.1.5.
m

De maniére identique au cas des corps de nombres, cela entraine, grace au théoréme
d’Artin-Verdier, que D}, (F) et Dg(U, FP) sont finis et duaux dés que U est
contenu dans Uy, puisque p ne divise pas |F5|, et donc :

Théoréme 5.3.2. Si F vérifie les hypotheéses (H1) et (H2), les groupes (K, Fy)
et 1L (K, FP) sont finis et duaud.

Exactement comme dans le cas des corps de nombres, le théoréme de Poitou-Tate
en découle.
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6 Le théoréme de Cassels-Tate pour les variétés
abéliennes

Dans cette section, nous allons montrer comment obtenir le théoréme de Cassels-

Tate pour les variétés abéliennes a ’aide du théoréme d’Artin-Verdier. Nous sui-

vons la partie I1.5 de [Mil06].

Soit K un corps de nombres. On note comme d’habitude X le spectre de son an-

neau des entiers. Soient U un ouvert non vide de X et A un schéma abélien sur U

(c’est-a-dire un schéma en groupes sur U propre, lisse, dont les fibres géométriques

sont connexes). On note alors A = A xy K : ¢’est une variété abélienne sur K. On

rappelle que, dans ce contexte, A est le modéle de Néron de A, c’est-a-dire que A

représente le faisceau g.A, ot g : Spec K — U. En particulier, A(U) = A(K), et

donc le théoréme de Mordell-Weil impose que A(U) est un groupe abélien de type

fini. D’autre part, pour chaque entier naturel m, on dispose du noyau A[m| de la

multiplication par m sur A. Lorsque m est inversible sur U, le schéma en groupes

A[m] est fini étale sur U : il représente donc un faisceau constructible localement

constant. Finalement, nous rappelons qu’il existe un schéma abélien dual de A,

que I'on note A’ et qui représente le faisceau Exty; (A, G,,), ainsi qu’une variété

abélienne duale de A, que 1'on note A’, qui représente le faisceau Ext} (A, G,,) et

qui n’est autre que la fibre de A’ au point générique. De plus, on a des isomor-

phismes (A")" = A et (A")! = A, et pour tout entier naturel m inversible sur U,

A'[m] représente le faisceau Hom,, (A[m], G,,).

Fixons un nombre premier p inversible sur U. On notera alors :

e H{p} =lim HI[p"| la torsion p-primaire d’un groupe abélien H de torsion.

o H'(U,A{p}) =lim H"(U, Alp"]).

e I,H = ILnPA[p"] pour chaque groupe abélien H.

o H'(U,T,A) = l'gln H™(U, A[p")).

o« HP — l'mn H/p™ le complété pour la topologie p-adique de chaque groupe
abélien l%

o Mgy = (),en- nH pour chaque groupe abélien H.

Nous avons d’abord besoin de quelques lemmes techniques. Le premier porte sur

la nature des groupes de cohomologie du schéma abélien A :

Lemme 6.0.3. (i) Le groupe H°(U, A) est de type fini.

(i) Pour r > 0, le groupe H" (U, A) est de torsion et sa partie p-primaire est de
type cofini.

(iii) Le groupe H?(U, A) est de torsion el sa partie p-primaire est de ltype cofini.

Démonstration. (i) Ce n’est autre que le théoréme de Mordell-Weil !
(ii) On sait que A représente le faisceau g,A sur U. On peut alors écrire la suite
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spectrale de Leray :
H"(U,R°g,A) = H(K, A).

En calculant les tiges de R°g.A, on prouve aisément que, pour s > 0, R°g, A
est un faisceau de torsion. Comme U est quasi-compact, cela entraine que
H" (U, R°g,A) est de torsion pour r > 0 et s > 0. De plus, H"(K, A) est de
torsion pour r > 0. La suite spectrale entraine alors que H" (U, .A) est bien de
torsion.

Reste & prouver que H" (U, .A)[p] est fini. On dispose d’une suite exacte :

0—=>Ap] - A—A—0.

Comme A[p] représente un faisceau constructible localement constant de p-
torsion avec p inversible sur U, H" (U, A[p]) est fini pour tout r. La suite exacte
longue de cohomologie permet alors de déduire la finitude de H" (U, A)[p].

(iii) On a une suite exacte :

.= EB YKy, A) — H>(U,A) — H*(U, A) —

UEQK\U

Comme les H'(K,, A) sont de torsion et comme les H' (K, A)[p] sont finis, grace
a (ii), on conclut que H2(U, A) est de torsion et sa partie p-primaire est de type

cofini.
O]

Nous aurons aussi besoin des suites exactes suivantes, qui relient H'(U, A'{p}) a
HY (U, AY{p} et H>(U,T,A) a T,H?(U, A) :

Lemme 6.0.4. [l existe des suites exactes :
0 — H°(U, A" @z (Q/Z){p} — H (U, A{p}) — H' (U, AY{p} — 0,
0— H' (U, AP — H*(U,T,A) — T,H*(U, A) — 0.
Démonstration. e Pour chaque entier naturel n on dispose d’une suite exacte :
0— Ap"] - A" — A" — 0.
La suite exacte longue de cohomologie fournit alors une suite exacte courte :
0— H°(U,AY/p" — H (U, A'[p"])) — H' (U, A)[p"] — 0.
En prenant la limite inductive, on obtient la suite exacte :

0 — H(U,A") @z (Q/Z){p} — H'(U, A'{p}) » H'(U, A"){p} — 0.
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e Pour chaque entier naturel n on dispose d’une suite exacte :
0= Ap"]—-A—A—0.
La suite exacte longue de cohomologie fournit alors une suite exacte courte :
0 — H, (U A)/p" — H (U, A]p"]) — HZ(U, A)[p"] — 0.

Comme HZ2(U, A[p"]) est fini, H! (U, A)/p" Dest aussi, et donc l'gls) HNU, A)/p" =
0. Par conséquent, par passage a la limite projective, on dispose d'une suite
exacte :

0— H U, AP = HX(U,T,A) — T,H>(U, A) — 0.
O

Nous aurons finalement besoin des accouplements suivants, qui proviennent du
théoréme d’Artin-Verdier :

Lemme 6.0.5. (i) Il existe un accouplement canonique :
H'(U, A{p}) x H:(U, T,A) — Q/Z

qui est non dégénéré.
(i1) 1l existe un accouplement canonique :

HY(U, A" x HY(U, A) — Q/Z.

Démonstration.

(i) Pour chaque entier naturel n, les schémas en groupes A[p"] et A*[p"] représentent
des faisceaux constructibles localement constants sur U et le faisceau représenté par
At[p"] est (A[p"]))? = Hom, (A[p"],G,,). D’aprés le corollaire 4.13.1, on dispose
d’un accouplement canonique :

HY(U, A'[p"]) x H2(U, Ap"]) — Q/Z,

qui est non dégénéré. 11 suffit alors de passer a la limite pour obtenir un accouple-
ment non dégénéré :

HY(U, A'{p}) x H>(U, T, A) — Q/Z.
(ii) On dispose d’un accouplement canonique :

Ext} (A, G,,) x H{(U, A) - H}(U,G,,) = Q/Z.
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De plus, la suite spectrale des Ext s’écrit :

H"(U,Ext}; (A, G,,)) = Ext};(A,G,,).
Or Hom, (A, G,,) = 0. On en déduit l’existence d’un morphisme naturel :

HY (U, Exty; (A, G,)) — BExt? (A, G,,).
Mais A* représente le faisceau Ext;; (A, G,,), d’ott un morphisme :

HY(U, A" — Ext} (A, G,,)
et un accouplement :
HY (U, A" x HNU, A) — Q/Z.
O

Nous allons maintenant passer a la preuve du théoréme de Cassels-Tate. Pour ce
faire, nous posons D'(U, A) = Im(H}(U,A) — H' (U, A)) = Ker(H*(U, A) —
EBUEQK\U H'(K,,A)). Cest un groupe de torsion dont la composante p-primaire
est de type cofini. L’intérét de définir ce groupe vient du fait qu’il est isomorphe
au groupe de Shafarevich :

Lemme 6.0.6. L’application naturelle H (U, A) — H'(K, A) induit un isomor-
phisme DY (U, A) 2 IIY (K, A), ou IIT' (K, A) = Ker(H' (K, A) — [] HY(K,,A)).

’UGQK
Démonstration. Rappelons que A représente le faisceau g,A. Or la suite spectrale
de Leray s’écrit :

H"(U, R°g,A) = H(K, A).

Cela fournit alors une suite exacte courte :
0— HI(U, A) — Hl(K, A) — HO(U, ng*A).

Soit P un ensemble de points géométriques tels que, pour tout v € U, il existe un
unique élément de P d’image v. On sait alors que R'g, A s’injecte dans [ ], . p u.u*R'g, A
(c’est le premier terme de la résolution de Godement). On en déduit que H°(U, R'g, A)
s'injecte dans [[,cpu.u*R'g. A(U) = [[,ep(R'9:A)w = [Lernpp H' (K7, A). De
plus, comme A a bonne réduction sur U (puisque A est un schéma abélien sur

U tel que A = A xy Spec K), d’aprés la proposition 1.3.8 de [Mil06], on a
HY(Gal(K" /K,), A(K")) = 0. Par conséquent, d’aprés la suite d’inflation-restriction,
la restriction [[,epn gy H' (Koy A) = Tl,ein g H' (K7, A) est injective, et donc on
obtient une suite exacte :

0— H'(UA) - H(K,A) - [] H'(K.,A.
veU\{n}
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De plus, on dispose aussi de la suite exacte :

0— D' (U,A) —» H'(UA) »  H'(K, A).

’UEQK\U

On déduit que la suite suivante est exacte :

0— DU, A) = H'(K,A) = [] H'(K.,A),

vEQ K
d’otu le résultat. O

Afin d’établir un théoréme de dualité pour le groupe de Shafarevich, il convient
donc d’établir un théoréme de dualité pour le groupe D'(U, A) :

Proposition 6.0.7. Il existe un accouplement canonique :

DY (U, A){p}/ (D' (U, A){p})ai x D' (U, A){p}/ (D' (U, A){p})div — Q/Z
qui est non dégénére.
Il convient d’établir préalablement le lemme suivant :

Lemme 6.0.8. La suite :

P H(K, AP - H(U, AP - DU, AP — 0
UEQK\U

est exacte.

Démonstration. Nous disposons d’une suite exacte :

P H(K, A) - H(U,A) - D'(U,A) -0,

UEQK\U

d’ou des suites exactes pour tout n :

P H(K.,A)/p" — H(U,A)/p" = D'(U,A)/p" — 0.

veEQR\U

Notons K, = Ker(H, (U, A)/p" — D' (U, A)/p") et K, = Ker (D, o0\ (Ko, A)/p" —
K,,). On obtient alors deux suites exactes :

0— K, — HNU,A)/p" — D*(U,A)/p" — 0,

0— K/ — @ HY(K,, A)/p" — K, — 0.

veEQR\U
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Comme K, et K/ sont finis, on a lgns) K, = 'mg) K! = 0. On peut donc passer a
la limite projective dans les deux suites précédentes, ce qui fournit la suite exacte :
P H(K, AHP - H(U AP - DU, AP — 0.
’UEQK\U

]

Démonstration. (De la proposition 6.0.7)
e Rappelons que, d’apreés le lemme 6.0.5, nous disposons d’un accouplement non
dégénéreé :
H' (U, A'{p}) x H(U, T,A) = Q/Z,
d’ott un isomorphisme H'(U, A{p}) — H*(U,T,A)*. On dispose aussi d’un
accouplement :
HY(U, A" x HNU, A) — Q/Z
qui induit pour chaque entier naturel n un accouplement :
HY (U, A)[p"] x H, (U, A)/p" — Q/Z
d’oul un accouplement obtenu par passage a la limite :
HYU, AY{p} x H(U, AP — Q/Z.
Ainsi on obtient un diagramme commutatif a lignes exactes (que I'on appellera
diagramme (1)) :
0——= H(U, A') @z (Q/Z){p} — H"(U, A{p}) — H"(U, A'){p} —0

| | |

0 (T,HZ(U, A))* (H2(U, T, A)" — (H(U, A)P) —=0
De plus, nous disposons aussi d’'un autre diagramme diagramme commutatif &
lignes exactes (que 1’on appellera diagramme (2)) :

00— Dl(U7 At){p} - Hl(U’ At){p} - @veQK\U Hl(va At){p}

| | 5

0— (DY (U, A)P)* — (H (U, A)P)" —= B eq, v (H (K, A)P))*
Le morphisme vertical de droite est bien un isomorphisme d’aprés le théoréme
de dualité pour les variétés abéliennes sur un corps local (corollaire 1.3.4 de
|Mil06]).
e Montrons d’abord que Ker(DY(U, A){p} — (DY (U, A)P)*) est divisible. En
utilisant les diagrammes (1) et (2) et le lemme du serpent, on obtient :
Ker(D'(U, A"){p} — (D'(U, A)P)*) = Ker(H'(U, A"){p} — (H:(U, A)")")
= Coker(H(U, A") @z (Q/Z){p} — (T,H;(U, A))")
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Comme HZ?(U, A) est de torsion et H2(U, A){p} est de torsion de type cofini, le
groupe (T,H2(U, A))* = (T,(H2(U, A){p}))* est isomorphe a (Q,/Z,)" pour un
certain entier r : il est donc divisible. On en déduit que Ker(D'(U, A){p} —
(DY(U, A)®)*) est divisible.

Remarquons maintenant que D' (U, A) est de torsion et que sa partie p-primaire
est de type cofini. Cela entraine que le morphisme naturel D'(U, A){p} —
DY (U, A)® induit un isomorphisme D' (U, A){p}/(D (U, A){p})aiy = D (U, A)P,
On en déduit d’une part que

Ker(D'(U, AY{p} — (D"(U, A){p})*) = Ker(D' (U, AN{p} — (D' (U, A)*))")

est divisible et d’autre part que Ker(D'(U, A){p} — (D' (U, A"){p})*) contient
(DU, A){p})aiv- En remplagant A par A’, on obtient aussi que Ker(D'(U, A){p} —
(DU, A){p})*) est divisible et que Ker(D' (U, A){p} — (DU, A){p})*)
contient (DY(U, A"){p})div- Cela fournit donc un accouplement non dégénéré :

DY U, A){p}/ (DY (U, A){p})aiv x DU, A){p}/ (D' (U, A){p})aiv — Q/Z.
m
Donnons-nous maintenant une variété abélienne A sur K (qui n’est pas définie

comme la fibre au point générique d’un schéma abélien) et montrons enfin le théo-
réme de Cassels-Tate pour les variétés abéliennes :

Théoréme 6.0.9. (Théoréme de Cassels-Tate pour les variétés abéliennes)
Soit A une variété abélienne sur K. Alors il existe un accouplement non dégénéré
de groupes de torsion

I (K, AY) /T (K, AY) giy x T (K, A) /TN (K, A) giy — Q/Z.

De plus, I (K, A?) et 1T (K, A) sont de torsion, el leurs composantes p-primaires
sont de type cofini pour tout premier p.

Démonstration. Soit p un nombre premier. Soit U un ouvert non vide de X sur
lequel A a bonne réduction et sur lequel p est inversible. Sous de telles hypothéses,
le modéle de Néron A de A sur U est un schéma abélien. On déduit alors de tout ce
qui préceéde que I'on a des isomorphismes I (K, A) = DY(U, A) et IIT! (K, A*) =
DY(U, A?). Cela impose que II'(K, A) et II'(K, A?) sont de torsion, que leurs
composantes p-primaires sont de type cofini, et qu’il existe un accouplement non
dégénéré :

T (K, A"){p}/ (I (K, A){p})aiv x T (K, A){p}/ (I (K, A){p})aw — Q/Z.

Cela étant vrai pour tout p, on obtient bien un accouplement non dégénéré :

I (K, AY) /T (K, AY) gy x T (K, A)/HTYK, A) gy — Q/Z.
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