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Plagons-nous dans le plan V', muni d’un systéme de coordonnées, de telle sorte que V' est
identific 4 R? I’ensemble des couples de nombres réels. On note O Dorigine. Dans V, on
appelle R le réseau des points réticulaires, c¢’est-a-dire I’ensemble des points & coordonnées
entieres.

But de la séance : étant donnée une partie X du plan V, établir des liens entre I’aire de
X et le nombre de points de R contenus dans X.

0. (a) Soit N un entier naturel. Existe-t’il un réel positif S tel que toute partie X de V
d’aire supérieure S contient au moins N points de R 7

(b) Soit S un réel positif. Existe-t’il un entier naturel N tel que toute partie X de V
contenant au moins N points de R est d’aire supérieure a .S7

1 Le cas ou X est un polygone : la formule de Pick

Soit X un polygone (plein) non croisé dont les sommets sont des points du réseau R. Soit
I(X) (resp. F'(X)) le nombre de points de R a l'intérieur de X (resp. sur la frontiére de
X). Dans cette partie, nous allons exprimer ’aire A(X) de X en fonction de I(X) et F'(X).

1. En faisant appel a des exemples bien choisis, conjecturer une expression de A(X) en
fonction de I(X) et F(X). Vérifier la conjecture sur les deux polygones suivants :
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2. Montrer la formule pour les rectangles dont les cotés sont paralléles aux axes de coor-
données.

3. Montrer la formule pour les triangles rectangles dont les cotés de I’hypothénuse sont
paralléles aux axes de coordonnées.

4. Montrer la formule pour les triangles.
5. En déduire la formule en toute généralité.

6. Comment modifier la formule dans le cas ot X est un polygone "a g trous" 7 Voici un
exemple de polygone & 3 trous :

2 Le cas ou X est un disque

Soit X le disque de centre O et de rayon r. Soit N(r) le nombre de points de R qui sont a
Iintérieur ou sur la frontiere de X.

1. Calculer N(5).
2. Donner sans preuve une estimation de N(r) quand r est trés grand.

.. 2 2
3. Montrer que, pour tout réel positif r, on a : « (7’ — \/§) < N(r)<m7 (r + \/§) . Cet
encadrement confirme-t’il I’estimation précédente ?

4. En déduire que : (\/W— \/ﬂ>2 <AX) < (M—F \/ﬂf

5. (Une application arithmétique) Pour tout entier naturel n, on note 7'(n) le nombre

d’entiers naturels m < n tels que '’équation z? + y?> = m n’a pas de solutions entiéres.

Déduire des questions précédentes que pour tout n >0, on a T'(n) > %.



3 Le cas ou X est convexe : la théorie de Minkowski

Soient X une partie de V' d’aire A(X). Le but de cette partie est d’établir le théoréme de
Minkowski, qui affirme que, sous de bonnes hypothéses, si A(X) est assez grande, alors X
contient des points de R. Pour ce faire, il est utile d’introduire quelques notations : étant
donnés A(ai,az) et B(b1,b2) deux points de V, on note A + B le point de coordonnées
(a1 + b1,as + be), —A le point de coordonnées (—ay, —az) et, pour s un réel, sA le point
de coordonnées (sap, saz).

1. Dans le cas ou A(1,2) et B(3,—3), dessiner C = A+ B, D =—-A FE=A+(—B) et
F = (24) — (3B).

2. (Lemme de Blichtfeld) Montrer que, si A(X) > 1, alors il existe deux points distincts C
et D de X tels que C' + (—D) € R.

3. (Théoréme de Minkowski) Supposons que X soit convexe (c’est-a-dire que si deux points
sont dans X, alors le segment qu’ils définissent est entiérement contenu dans X) et symé-
trique par rapport a l'origine. Montrer que, si A(X) > 4, alors X contient un point de R
différent de 'origine. Pourrait-on remplacer 4 par une constante plus petite dans l'inégalité
A(X) > 47

4 Généralisation aux réseaux quelconques

Considérons A(ai,az) et B(bi, ba) deux points de V.
1. Montrer que laire du triangle OAB est %|a1b2 — agby|.

Supposons maintenant que O, A, B ne sont pas alignés. On rappelle qu'un tel triplet de
points permet de définir un repére (O, A, B), c’est-a-dire que chaque point de V' g’écrit de
maniére unique sous la forme sA + tB avec s et t réels. On appelle réseau de V' engen-
dré par A et B l’ensemble des points C' tels qu’il existe deux entiers m et n tels que
C =mA+ nB, et on le note R(A, B). On appelle maille élémentaire de R(A, B) l'en-
semble des points C' tels qu'il existe des nombres réels s et ¢ dans [0, 1] vérifiant C' = sA+tB.
Son aire est appelée covolume de R(A, B).

2. Reconnaitre le réseau engendré par A(1,0) et B(0,1). Dessiner sa maille élémentaire.
Que vaut le covolume ?

3. Dessiner le réseau engendré par A(2,—1) et B(3,1), ainsi que sa maille élémentaire.
Montrer que R(A, B) est constitué des points (z,y) tels que x et y sont entiers et = 3y
mod 5. Calculer le covolume.

4. Soient m un entier relatif et n un entier naturel. Trouver deux points A et B tels que
Pensemble des points de coordonnées entiéres (x,y) vérifiant = my mod n soit le réseau

engendré par A et B. Quel est le covolume de R(A, B)?

5. Comment modifier les résultats des trois premiéres sections si 'on remplace R par un



réseau quelconque ?

6. Que dire des réseaux engendrés par les points suivants 7

(1) Al(l,O) et Bl(O, 1)

(ii) A2(1,1) et By(0,1).

(iii) As(1,1) et Bs(1,2).

(iv) A4(2013,—-2012) et B4(—2014,2013).

Et que dire de leurs covolumes ? Emettez une conjecture. Donnez-en trois preuves a 1’aide
de la question 5.

5 Retour au théoréme de Minkowski pour un réseau quel-
conque

La théorie de Minkowski (section 3) pour un réseau quelconque (section 4) a d’importantes

applications en arithmétique, comme le théoréme des quatre carrés, qui affirme que

tout entier naturel est somme de quatre carrés, ou I’é¢tude des solutions entiéres de ’équa-
tion 22 — dy? = 1 dite de Pell-Fermat. Voici une application plus accessible :

Application. Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 4. On admet qu’il existe un
entier x tel que 22 =1 mod p. Montrer que p est somme de deux carrés.

FIN




