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TD12 : Lemme de Nakayama

Diego Izquierdo

L'exercice 0 est à préparer avant la séance de TD. Nous traiterons les exercices dans

l'ordre suivant : 0, 1, 2, 4.

Exercice 0 (à préparer) : TD11
Faire les questions 1 et 2 de l'exercice 9 du TD11, les exercices 10 et 12 et la
question 1 de l'exercice 2 du TD11.

Exercice 1 : Toujours TD11
Faire les questions 1 et 3 de l'exercice 3 ainsi que l'exercice 5 du TD11.

Exercice 2 : Lemme de Nakayama
Soient A un anneau commutatif unitaire. Soient I un idéal de A contenu
dans le radical de Jacobson de A, et M un A-module de type �ni.

1. Montrer que si on a IM =M , alors M est le module nul.
Le cas le plus courant d'utilisation est le cas local. Supposons donc de plus
A local d'idéal maximal m. Soit N un sous-A-module de M .

2. Montrer que si on a M = N +mM , alors N est égal à M .

Exercice 3 : Application du lemme de Nakayama
Soient A un anneau commutatif local et M un A-module de type �ni.

1. En utilisant le lemme de Nakayama, montrer que les familles généra-
trices minimales de M ont même cardinal.

2. Rappeler un contre-exemple d'une telle a�rmation pour un Z-module.

Exercice 4 : Semi-continuité de la dimension
Soient A un anneau commutatif unitaire et M un A-module de type �ni.
Soient X = Spec A et

d : X → N
p 7→ dimk(p)Mp/pMp

.

Soient p ∈ X et n = d(p). Soit α : k(p)n → Mp/pMp un isomorphisme de
k(p)-espaces vectoriels.
On commence par établir l'existence du diagramme commutatif suivant (pour
un certain f ∈ Ar p).

A[f−1]n //

γ

��

Anp //

β

��

k(p)n

α

��
M [f−1] //Mp

//Mp/pMp
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1. Montrer que α se relève en une surjection β : Anp →Mp de Ap-modules.
2. Montrer qu'il existe f /∈ p tel que β se relève en une surjection γ :
A[f−1]n →M [f−1] de A[f−1]-modules.

3. En déduire que d est semi-continue supérieurement, c'est-à-dire que
{p ∈ X | d(p) ≥ n} est fermé pour tout n ≥ 0.
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