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Compléments sur les anneaux
Travaux dirigés du 9 et du 12 décembre 2025

3% Exercice 1. Un contre-exemple
Soient V le k-espace vectoriel k™ et A=End (V). Montrer que les A-modules A et A% sont isomorphes.

Si V estun k-espace vectoriel quelconque qui s’écrit comme une somme directe de sous-espaces vectoriels V = Vi@V,
on a une bijection ® : A = Endy (V) = Homy (W4, V) x Homy(Vs, V) qui correspond aux restrictions a V; et V,. On
peut munir les Homy(V;, V) de structures de A-modules par composition a gauche et ces structures font de ® un
isomorphisme de A-modules.

Dans le cas qui nous intéresse, en notant (e,),en la base canonique de V = k™ on dispose d'une décomposition
V =VieV, avec V] = vect(ez,) nen €t Vo = vect(ez,+1) nen. Lintérét de cette décomposition est que 'on a a des isomor-
phismes a1 : V = V1, e, — eap et az: V= Va, e, — eany1, dont on déduit des bijections Homy (V;, V) — End(V) en
précomposant par les ;. Ces bijections étant A-linéaires, on en déduit un isomorphisme de A-modules A = A2

3 Exercice 2. Anneau opposé

Si (A, +,+) est un anneau, on peut regarder la loi de composition inversée x x y = y - x sur A et définir I'anneau opposé
ACPP := (A, +,%). Sil’anneau A est commutatif, on a bien stir A = A°PP . Si M est un A-module, on notera End 4 (M)
I'anneau des endomorphismes A-linéaires de M. Soit n = 1 un entier.

1. Montrer que I’on a un isomorphisme d’anneaux M, (A)°PP = M,, (AOPP ) Qu’en déduire si A est commutatif ?

On note * la multiplication dans M,,(A)°PP et o celle dans M, (A°PP). Pour qu'une bijection f : M, (A°PP) =
M, (A)°PP soit un isomorphisme d’anneaus, il suffit qu’elle vérifie f(M) * f(M') = f(M o M’) pour tous M, M'. Or
on calcule

(fOD * FM); = (FIM)FOMD), . = Z (f), ; (FaD); = Z (fOD);  * (FMY), ;-
] J

En prenant /(M) = ' M, on obtient

(fD* fIMY); =3 My j* M ;= (Mo M) = (f(Me M), .,
J

ce qui conclut la premiére partie de la question. Si A est commutatif, on a donc M,,(A)°PP =M, (A).

2. Montrer que u— u(1) induit un isomorphisme d’anneaux End 4 (A) — A°PP

Si u € End(A), pour toutae Aona u(a) = u(a-1) = a- u(l) donc I'application est bijective. De plus, on déduit du
calcul que uov(1l) = u(v(1)-1) = v(1) - u(1). Comme on a aussi id(1) =1 et (u+ v)(1) = u(1) + v(1), 'application est
un isomorphisme d’anneaux.

3. Plus généralement, soient M un A-module libre de rang n et e,..., e, une base de M. Pour u € End4 (M) on note
Mat, u = (u; ;) € M, (A) I'élément déterminé par les relations u (e;) = X" u;,je;, pour 1 < j < n. Montrer que

End (M) — M, (A°°P), u— Mat, u

est un isomorphisme d’anneaux.
L'application est bijective, additive, et envoie 1 sur 1. De plus, on calcule

nevten = (Z ) = Y vpsutep) = Y vie Y usjer =YY v s jer = X3 sk vy s,
J J J i i i
d’ott Mate(uov)); = Zj (Mat, u); j x (Mate v) j . = (Mat, u » Mat, v); i, ce qui conclut.

3 Exercice 3. Théoréme de la base de Hilbert

On se propose de montrer que si A est un anneau (commutatif) noethérien, alors A[X] aussi. Procédons par contra-
posée en se donnant un anneau commutatif A tel que A[X] n’est pas noethérien. Soit I un idéal de A[X] qui n'est
pas finiment engendré. On construit par récurrence une suite (P;),en d’éléments de A[X] en prenant Py de degré
minimal dans I et pour n = 1, P,, de degré minimal dans I — (Py,..., P,;—1). On obtient une suite (a;) ,en d’éléments de
A en prenant a,, le coefficient dominant de P, pour tout n = 0.
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1. Montrer que la suite croissante (J,,) ,eny d'idéaux de A, définie par J,, = (ay, ..., a,) pour n = 0, n'est pas stationnaire.
On note d,, = deg P, pour n € N, la suite (d,) ,en est croissante par définition des P,. Supposons la suite (J,;) nen
stationnaire, il existe donc n € N tel que a4 € (ag,...,a,). On peut donc trouver Aq,...,1, € A tels que a1 =
Y Aia;. Alors le polynome Q := Pp1 =Y A;Xn1=dip; e T est de degré strictement inférieur a celui de Py,
donc est dans (Py,..., P;). Mais alors, P11 = Q+ Z?:o /I[Xd"“‘d" P; e (Py,...,P,); absurde!

2. En déduire que A n’est pas noethérien.

On utilise la caractérisation des anneaux noethériens avec les suites croissantes d’idéaux.

3. En déduire que si A est un anneau noethérien, alors A[Xj,..., X4] est noethérien pour tout d = 1.
Comme A[Xy, ..., Xg+1] = AlXy,..., X41[X4+1], on conclut par récurrence sur d.

% Exercice 4. Anneaux intégralement clos

Soit A un anneau intégre de corps de fractions K. On note A I'ensemble des éléments x € K tels qu'il existe P € A[X]
unitaire avec P(x) = 0. On a toujours A € A. On dit que A est intégralement clossiona A = A.

1. Montrer qu'un anneau factoriel est intégralement clos.
Soit x € A, il existe P = X"+ A,,.1 X" 1 +---+ 1o qui annule x. On peut écrire x = % aveca€ A, be A—{0}. On obtient
(4)" + An (%)n_l +--+Ag=0etdonca®=-A,_1a" 'b—---—Ayb" et b| a", mais par factorialité de A on peut
supposer a et b premiers entre eux. Dans ce cas, on obtient b| a d’ol1 x € A, ce qui conclut.

Soit k un corps.

2. Soit Ale sous-anneau de k[X] formé des P vérifiant P(0) = P(1). Montrer que A n’est pas intégralement clos.
On remarque que X (X —1) € A, etdonc X(X —1)k[X] € A < k[X] puis Frac k[ X] = Frac A donc il s’agit de trouver un
élément de k(X) — A qui annule un polyndme unitaire a coefficients dans A. On remarque que X € k(X) — A annule
Y(Y-1)- X(X—-1) € A[Y], ce qui conclut.

3. Soit Ale sous-anneau de k[X] formé des P vérifiant P’ (0) = 0. Montrer que A n’est pas intégralement clos.
Le raisonnement est analogue a celui de la question précédente : on remarque que X € A, et donc Frack[X] =

Frac A et il s’agit de trouver un élément de k(X) — A qui annule un polynéme unitaire a coefficients dans A ; on
remarque que X € k(X) — A annule Y2 — X? € A[Y], ce qui conclut.

Exercice 5. Caractérisation de Motzkin-Samuel des anneaux euclidiens

Soit A un anneau commutatif. On définit par récurrence une suite de sous-ensembles {E; (A)},>o de A en posant
Eo(A) =, El,(A) =E,(A) U {0} et
Ent1(A) ={ac Al aA+E),(A) = A}

On pose aussi Eucl(A) = U0 E;(4), et pour a € Eucl(A) on note v(a) le plus petit entier n = 0 vérifiant a € E;; 41 (A).

1. Déterminer E; (Z) pour tout entier n = 1, ainsi que v.

On constate que 'on a E;(Z2) = {k eZ|0< k| < 2”} . En effet, c’est clair pour n = 0. De plus, pour m € Z on constate
que Z/mZ est recouvert par les classes des entiers +k avec |k| < 2" si et seulement si on a 0 < |m| < 2", et on
conclut par récurrence. Enfin, pour m € Z non nul on a montré que v(m) est le plus petit entier n tel que |m| < 2"+,
Autrement dit, v(m) vaut le nombre de chiffres de m dans son écriture en base 2, moins 1.

2. Pour k un corps, déterminer E, (k[ X]) pour tout entier n = 1, ainsi que v.

Par division euclidienne, on constate par récurrence sur n > 0 que E, (k[X]) est'’ensemble des polyné6mes non nuls
et de degré < n dans k[X]. On a donc v = deg.

3. Montrer E; (A) = A* et que {E;,(A)} =0 est croissante pour l'inclusion.
OnaxeE|(A) <= Ax=A< x~1<= xe A*. On aclairement Eq(A) CE;(A) et E;(A) = A* € E»(A). Mais pour
X, YcAavecXcY,etae A, alors aA+ X = Aimplique aA+Y = A. On en déduit E, (A) € E, 11 (A) pour tout n=0
par récurrence sur 7.

4. On suppose A euclidien pour le stathme ¢. Montrer v < ¢ et A= Eucl(A4) u{0}.
Soit a € Anonnul avec ¢(a) < n. Il suffit de montrer quel'ona v(a) < n,i.e. a€ E,+1(A). On procede par récurrence
sur n = 0. Supposons n = 0. Par euclidianité et ¢(a) =0, ona 1l =aq+r avec r =0, donc a € A* = E;(A) par la
question précédente. Pour n général, on constate par euclidianité que A/aA est recouvert par les classes de 0 et
des b € Anon nuls avec ¢(b) < ¢(a) < n. Par récurrence, un tel b est dans E,;(A), ce qui montre bien que a est dans
En+1 (A).
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Réciproquement, montrer que si on a A = Eucl(A) U {0} alors A est euclidien pour le stathme v.

Supposons enfin A = Eucl(A) U {0}, de sorte que v est bien définie sur A —{0}. Soient a,b € A avec b # 0. Posons
n=v(b). OnabekE, ;1 (A) doncla classe de a dans A/bA est soit nulle, soit celle d'un certain r € E,;(A). Autrement
dit,onaa—r e bA avec soit r =0, soit v(r) < n=v(b).

Exercice 6. Anneaux de valuation discrete

Une valuation discrete sur un corps K est une application surjective v : K — Z U {+0o0} telle que v(0) = +oo et pour tous
x,ye€K, vixy) =vx)+ vy et v(x+y) = min(v(x), v(y)) ; 'ensemble {x € K | v(x) = 0} est alors un anneau que 'on
appelle anneau de valuation associé a v. On dit qu'un anneau intégre A est un anneau de valuation discrete s’il existe
une valuation discrete v sur le corps des fractions de A telle que A est'anneau de valuation associé a v.

1.

Pour K = Q et p premier, on pose vy, : Q — ZU {+oo} la valuation p-adique. Quel est'anneau de valuation associé ?
Lanneau de valuation associé est {% laeZ,beN*,(a,b)=1,ptb}. Cet anneau est le localisé de Z par rapport au
sous-ensemble multiplicatif Z — (p).

Remarque culturelle : en général, si A est un anneau commutatif et p en est un idéal premier, le sous-ensemble
S:= A—p < A est multiplicatif donc on dispose du localisé S~' A que I'on appelle localisé de A en p et on note Ap.
Ici, 'anneau de valuation est donc Z ).

Pour K = k(X), on peut écrire tout polyndme non nul P(X) de maniére unique comme P(X) = X" Py(X) ol1le terme
constant de Py(X) est non nul. On pose vx(P) = n et vx(P/Q) = vx(P) — vx(Q). Quel est 'anneau de valuation
associé ?

L’anneau de valuation associé est {% | P(X) € k[X],Q(X) € k[X]*, (P(X),Q(X)) = l,XJ(Q(X)}. Cet anneau est le

localisé de k[X] par rapport au sous-ensemble multiplicatif k[ X] — (X) ; suivant la remarque culturelle faite dans la
réponse a la question précédente, c’est le localisé k[X](x) de k[X] en son idéal maximal (X).

Soit A un anneau de valuation discrete.

3.

Montrer que A a un unique idéal maximal m (on dit que A est local), et que pour tout n = 1 et tout xy avec v(xg) = 1,
ona
m" ={xeK|v(x)=n}=(xg).

On commence par remarquer que les inversibles de A sont les éléments de A inversibles dans K dont l'inverse
appartient a A, c’est-a-dire les éléments de A de valuation nulle.

On fixe xg avec v(xp) = 1. Soit I un idéal non nul de A. On pose n = min(v(I)) € N, de sorte que x, "I est un idéal de
Aet contient un inversible de A (i.e. un élément de valuation nulle). On a donc x;"I = A puis I = (x}). On a montré
que les seuls idéaux non nuls de A étaient les (x}) pour n = 0. Comme on a (xg‘“) C (x{) pour n = 0 (regarder les
valuations), on en déduit que A est local d’'unique idéal maximal m := (xp). On termine la question en écrivant que
pourn=0onam’" = (x{f),etxg”{xe[(l vx)=znl={xeK|vx)=0=Adonc{xeK|v(x)=n}= (xg).

En déduire que A est euclidien.

On va montrer que pour tout a € A et tout b € A— {0}, il existe un couple (g,7) de Atelque a=bg+r etr=0ou
v(r) < v(b). Soitdonc ae€ Aet be A—{0}. Si v(a) = v(b) ona ab~' € A donc on peut prendre g = ab™! et r = 0. Si
v(a) < v(b), on peut prendre g =0 et r = a. Cela conclut.

. Quels sont les sous- A-modules du corps des fractions de A ?

On fixe xy avec v(xg) = 1. Soit J un sous- A-module non nul de K. On pose n =inf(v(J)) € Z U {—o0}.

Sin € Z,le sous-A-module xg”] de K est inclus dans A donc c’est un idéal de A (on dit que J est un idéal fraction-
naire ; on peut le multiplier par un élément de A et obtenir un idéal de A). De plus, x, " J contient un inversible de
A (un élément de valuation nulle) par minimalité de n, donc x;"J = Aet J = x[ A.

Si n = —oco, comme v(J) est stable par k — k+ 1 (multiplier par xp) on a v(J) = Z. Ainsi, pour tout x € K on peut
trouver un inversible de A dans x~'J,donc 1€ x™'Jetx€ J. Onadonc J = K.

Les sous- A-modules du corps des fractions de A sont donc 0, K et les x]A pour n € Z (ce sont tous des idéaux
fractionnaires).



