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Autour du groupe symétrique
Travaux dirigés du 7 et du 10 octobre 2025

¥ Préambule. Actions k-transitives

Soient G un groupe agissant sur un ensemble X, k = 1 un entier, et x € X.

1. Montrer que G agit (k + 1)-transitivement sur X si, et seulement si, G agit transitivement sur X et Gy agit k-
transitivement sur X — {x}.
Posons Y = X — {x}. Alors G, agit naturellement sur Y. On a clairement |X| = k+ 1 <= |Y| = k. Supposons que
G agit (k + 1)-transitivement sur X. Alors G agit transitivement sur X. Soient (xi,...,x¢) et (y1,..., yx) deux k-
uples d’éléments distincts de Y. Alors (x,x1,...,xg) et (x, y1,..., yk) sont des (k + 1)-uples d’éléments distincts de
X. Par (k+ 1)-transitivité de I'action de G, il existe g € G avec g(x) = x et g(x;) = y; pour i = 1,...,k. On a donc
g € Gy, et Gy est bien k-transitif sur Y. Réciproquement supposons que G agit transitivement sur X, et que Gy
agit k-transitivement sur Y. Soient (x,...,Xg41) €t (yl,...,yk+1) des (k + 1)-uples d’éléments distincts dans X.
Par transitivité de G sur X, il existe g,h € G tels que g(x1) = x et h(y1) = x. Les k-uples (g(x2),...,§ (Xg+1)) et
(h(y2),..., h(xk+1)) sont bien constitués d’éléments distincts de Y. Par k-transitivité de Gy sur Y, il existe o € Gy
vérifiant o (g (x;)) = h(y;) pour tout 2 < i < k+ 1. Ainsi, I'élément h~'o g envoie x; sur y; pour2<i < k+1, et aussi
pouri=1.

2. En déduire que si G est fini et agit k-transitivement sur X, alors 'entier | X|(| X|-1)(1X|—-2)--- (| X]| - k+1) divise |G].
Ona |G| =|X||Gy| parlaformule orbite stabilisateur car G agit transitivement sur X. On raisonne par récurrence sur
k. Le cas k = 1 est simplement la formule que l'’on vient d’écrire. Pour k > 1 on sait que G agit (k—1)-transitivement
sur Y = X —{x}, et donc |G| est multiple de | Y|(|Y|—-1)--- (Y] — k+2). On conclut par |G| = | X||Gx| et |Y]| =|X|-1.
Deuxieme méthode : notons Ay ; 'ensemble des k-uplets d’éléments de X deux a deux distincts. Alors G agit
transitivement sur Ax ; donc |Ax | divise |G| (c’était la question 1 de I'exercice 1 du TD n°2, conséquence de
la formule orbite-stabilisateur lorsqu’il n'y a qu'une orbite) et on conclut en calculant |[Ax x| = [X|(IX]| - 1) (1 X] -
2)--- (I X]|—k+1).

3 Exercice 1. Quelques faits sur S,

1. Montrer que le centre de S, est trivial pour n > 2.

Soit o dans le centre de S,,. Ecrivons que o commute a la transposition (i j). Ona (i j) = o(i j)o™! = (o(i) o(})),

i.e. o({i, j}) =i, j}. Ainsi, si o préserve toutes les parties a 2 éléments de {1,...,n}. Comme on a n = 3, pour tout
i €{l,...,n} on peut trouver j,k € {1,...,n} avec i, j, k distincts. On a alors {i} = {i, j} n{i,k} puis o(i) =i : o est
l'identité.

2. Soit n = 2 un entier. Montrer, sans utiliser la classification des sous-groupes distingués de S,;, qu'’il existe un unique
morphisme non trivial S,, — {+1}. En déduire que A, est le seul sous-groupe d’indice 2 de S,,.

Un morphisme de groupes f : G — G’ avec G’ abélien est constant sur les classes de conjugaisonde G: siona g, x €
G alors f(gxg’l) = f@f@f@ "= f@f(@ ' f(x)= f(x). Comme deux transpositions sont conjuguées dans
S, tout morphisme S,, — {+1} prend la méme valeur € € {+1} sur chaque transposition. Comme les transpositions
engendrent S, il ya donc au plus deux morphismes S;, — {+1}. Pour € = 1, le morphisme est nécessairement trivial
(et existe bien). Pour € = —1, il existe encore : c’est la signature. Ensuite, pour tout sous-groupe H d’indice 2 d'un
groupe G on a vu en cours qu'il existe un morphisme G — {+1} de noyau H. En effet, on sait que H est distingué,
et on regarde alors la composée de la projection canonique G — G/H et de 'unique isomorphisme G/H = {+1}.
Comme il n'y a qu'un morphisme non trivial S, — {£1} par ce qui précede, a savoir la signature, A, est le seul
sous-groupe d’indice 2 de S,,.

3. Montrer que si un sous-groupe G € S, agit (n —2)-transitivement sur {1,...,n}, alorsona G=A, ou G=S§,,.

Le fait que S,, et A,, agissent respectivement n-transitivement et (n — 2)-transitivement sur {1,..., n} est du cours.
Réciproquement, si G < S, agit (n — 2)-transitivement sur {1,...,7n} on a que ”5' divise |G| par le second point du
préambule. On en déduit que G est d’'indice 1 ou 2. Mais on a vu a la question précédente que A, est I'unique
sous-groupe d’indice 2 de S,,.

¥ Exercice 2. Quelques contre-exemples avec A4

1. Montrer que A4 ne posséde pas de sous-groupe d’ordre 6.

On a |A4] = 12. Si A4 admet un sous-groupe H d’ordre 6, ce sous-groupe est donc d’indice 2, puis le noyau d'un
morphisme surjectif Ay — {+1}. Or il n'y a pas de tel morphisme (soit on invoque le cours, soit on dit que A,, est
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engendré par les 3-cycles et si ¢ est un 3-cycle et f : A, — {£1} un morphisme, on a f(c) = 1 puisque f(c3) =
f(©)® =1d'une part et f(c) = +1 d’autre part (plus généralement, si on a un morphisme f: G — G’ et g € G tels que
'ordre de g est premier a |G’ |, alorsona f(g) =1)). Cest le contre-exemple a la réciproque naive du théoréme de
Lagrange.

Soient G, H, K trois groupes avec H <K et K <G. En examinant A4, vérifier que I'on n’a pas nécessairement H <G.
Montrer que si H est caractéristique dans K (c’est-a-dire stable par tout automorphisme de K), alors on a H <G.
On pose G =A4 et K =K4. On a K<G. Soit H le sous-groupe ((1 2)(3 4)) de K4. C’est un sous-groupe d’ordre 2
et distingué dans K, ce dernier étant abélien. Mais il n’est pas distingué dans A4, car (12 3)(12)(34)(123)7! =
(23)(1 4) ¢ H. Pour la deuxieme partie de la question, soit g € G. Alors 'automorphisme « := intg de G vérifie
a(K) = K car K est distingué dans G, de sorte que 'on a ax € Aut(K). Comme H est caractéristique dans K, on a
ax(H) = H,i.e. gHg ! = H. On a montré que H est distingué dans G.

Exercice 3. Classes de conjugaison de A,

Soit o € A;,. On dira que o est non spécial s'il existe 7 € S, avec 70 = 07 et £(1) = —1, et qU'il est spécial sinon.

1.

Montrer que o est non spécial si, et seulement si, il existe une o-orbite de cardinal pair ou deux o-orbites de méme
cardinal impair.

Supposons que o possede un cycle ¢ de cardinal pair. Alors T = ¢ convient. Supposons que o possede deux cycles
de méme cardinal m impair, disons (i1 iz ... i) et (j1 jz2 ... jm). Alors T = (i1 j1)(i2 j2) ... (im jm) est de signature
(-1)™ = —1 et vérifie To7~! = 0. Si o a deux points fixes i et j alors 7 = (i j) convient aussi. Supposons enfin
o =cic2--- ¢, avec les ¢; de longueur impaires distinctes, et au plus un point fixe. Soient C le centralisateur de o
dans S, et 7 € C. On sait que les cycles de To7~! = o sont les 7¢;7~'. Par unicité des longueurs des cycles, on a
donc 7¢; 77! = ¢; pour tout i. En particulier, T préserve le support S; de chaque c;, ainsi que I’éventuel point fixe de
0. Quitte a multiplier 7 par un élément du sous-groupe H = {cy, 2,...,c;) < C, on peut supposer que 7 admet un
point fixe dans chacun des S;. La formule 7¢;7~' = ¢; montre alors T|s; = ids;, puis 7 = 1. On a montré C = H. On
conclut car € (¢;) = 1 pour tout 7, et donc £(C) = {1}.

. Montrer que si o est non spécial, on a Conjg (o) = Conj, (o).

Supposons o € A, non spécial. Soit T € S,, avec 70 =0T ete(t) = —1. Pourtout g€ S,— A,onagog~! = gro(gr)!
avec g7 € Ap. Linclusion évidente Conj 4, (0) < Conjg (o) est donc une égalité.

On suppose o spécial et s€ S, — Ap. Montrer Conjg (0) = Conj, (0)[I1Conj,, (sos™1).

Supposons o € A, spécial et fixons se€ S, — A,. Ona S, =A,[[ A;s car A, est d'indice 2 dans S;,. On en déduit
que pour g € S, — A, ona g = hs pour un certain i € A,, puis gog~' = hsos™'h™!. Cela montre Conjg, () =
Conj, (o) U Conj, (sas’l). Supposons enfin que 'on a gog™! = hsos™'h™! avec g, h dans A,,. Alors I'élément
s7'hlge S, commute avec o et il est de signature -1 : absurde.

En déduire des représentants des classes de conjugaison de A4 et As.

Par le cours, des représentants des classes de conjugaison de S, incluses dans A4 sont 1, (1 2)(3 4), (1 2 3). Les
éléments 1 et (1 2)(3 4) sont non spéciaux dans S, mais (1 2 3) y est spécial. Des représentants des classes de
conjugaison de A4 sont donc 1, (1 2)(34), (12 3) et (21 3) (on a pris s = (1 2)). De méme, des représentants des
classes de conjugaison de S5 incluses dans As sont 1, (12)(34),(123) et(12345). Les éléments 1, (12)(34), (123)
sont non spéciaux dans S5, mais (1 2 3 4 5) y est spécial. Des représentants des classes de conjugaison de A4 sont
donc1,(12)(34),(123),(12345)et(21345).

Exercice 4. Une présentation de S,

Pournz=2etl<i< j<nondéfinit m; ; en posant m;; =2,m; j =3 pour j =i+1, et m; j = 0 sinon. Soit G un groupe
engendré par des éléments s, ..., s, Vérifiant (s,-sj)mi’f =lpourtoutl<i<j<n.

1.

Vérifier que pourtout 1 <i,j<nona sl? =1, s;s; = s;s; pour |j—i| > 1, ainsi que s;8;115; = $;4+15;5;+1 (relation de
tresse) pour i < n-—1.
Pouri=jona sl? =1. Maissiona sl? = s; =1, lesrelations s;s;s;5; =1 et s;5;5;5;5;5; = 1 s’écrivent respectivement
SiSj=SjS;etsis;s; =S8;8;Sj.
On pose f; = §;Si+1:+-Sppour 1 <i < n, et f; = 1. Montrer que pour tout g€ G, ilexiste I <si<net he(sy,...,Sp—2)
vérifiant g = f; h.
On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial, car on a G = {1, 51}. On suppose n > 1. Soit g € G. Utilisant
s2 =1 on peut écrire

g=hisyhosp---sphy, (x)
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pour un certain k = 1 et des éléments hy, ..., hx dans H :=(sy,...,Sy—1). Siona k=1, alors g est dans H, etiln'y a
rien a démontrer. Sinon, I’élément h, s’écrit par récurrence hy = $;Sj+1 - Sp—1 h’2 avecl<i<net h’2 € (81, ) Sp_2).
Supposons d’abord k > 2. Comme s,, commute aux s; avec i < n— 1 par hypothese, on a donc

/
SphoSy = SiSiz1-+- Snsn—lsnhz

Larelation de tresse permet de remplacer s; $;,—1 S, par Sy—15,Sn—1. Le nombre k d’occurences de s, dans I’écriture
(%) de g a donc chuté de 1. Par récurrence sur k, on peut donc supposer k = 2, i.e. g = h;s,hy. Ecrivons h; =
SjSj+1 ~-sn_1h’1 avecl<js<net h’1 € (s1,...,8p—2). Comme s, commute aux s; avec j < n—1onadonc

g=hisyhy = SijJrl"'Snflth; hy ijh; hy EfjH

3. En déduire que G est fini de cardinal < n!.
On raisonne par récurence sur n. C’est évident pour n = 1 car alors G = {1, 51} est de cardinal < 2. Le sous-groupe
H de G engendré par les s; avec i < n satisfait 'hypothese de récurrence, et donc vérifie |H| < n!. On a donc
|Gl < (n+1)n! = (n+1)! par la question précédente.

4. Montrer S, = (s1,...,5p-11(sis;)" =1,1<i<j<n).

On constate que les n transpositions ¢; := (i i +1) de S,+1, avec 1 < i < n, satisfont (t[ tj)2 =lpouri=jet|li—j|>1,
etquel’élément ¢; ;. = (i i +1i+2), pour i < n, vérifie aussi (¢; ti+1)3=1.Soit T le groupe de droite défini par les
générateurs s; avec 1 <1 < n, et les relations (sisj)"”'j =1 pour tout 1 <i < j < n. Par la propriété universelle de T,
on a un unique morphisme de groupes

[:T—=Sp

vérifiant f (s;) = ¢; pour tout i = 1,...,n. Mais les #; engendrent S, par le cours, donc f est surjectif. On a aussi
IT'l < (n+1)! par la question précédente. Le morphisme f est donc un isomorphisme.

Exercice 5. Taquin et serpents (A. E Archer, "A modern treatment of the 15-puzzle" (1999))

Le taquin est un jeu constitué d'un carré 4 x 4, lui-méme constitué de 15 cases 1 x 1 mobiles numérotées de 1 a 15,
et d'une case vide. Partant de la configuration initiale Ey indiquée a gauche ci-dessous, et en déplacant d'une case
autant de fois qu’on le souhaite la case vide, on se trouve donc dans un état du jeu comme I'état E; représenté juste a
droite de Ey. On se propose d’étudier les états possibles du jeu et de déterminer si A, B et C ci-dessous en font partie.

Ey E; A B C
112 |3]4 511213 112 |3]4 1123 1123
516 |78 6 10| 7 | 4 5|6 |78 415|167 415|167
9 10|11 |12 9 11| 8 9 |10 (11|12 8119|1011 8119|1011
13114 |15 13114 15|12 13115 |14 12113114 |15 12113 15|14

Notons & 'ensemble des états possibles du taquin. A chaque état E € & on associe son serpent
S(E) qui est la suite (x1, X2,...,X15) de tous les nombres de 1 a 15 obtenue en lisant le taquin
dans!’ordre indiqué par le serpent de mer ci-contre et en omettant la case vide. Par exemple, le
serpent de I'état initial Ey € & du jeu est la suite s (Ep) = (1,2,3,4,8,7,6,5,9,10,11,12,15,14,13).
Pour E € & et s(E) = (x1, X2, ..., X15), on note aussi o (E) 'unique élément de S5 tel que x; = o (7).

1. Soient E, F € & tels que F est obtenu a partir de E et d'un seul déplacement de la case vide. Vérifier que I'élément
o(E)"'o(F) € S15 ne dépend que des positions originale et finale de la case vide (et non de E), et donner son type.
Si la case vide est déplacée horizontalement pour passer de E a F, ou plus généralement en suivant le serpent, on
a s(E) = s(F) et donc o(F) = o(E). Sinon nous allons voir que o (E)'o(F) est un cycle de longueur 3, 5 ou 7 qui
ne dépend pas de E. En effet, supposons par exemple que la case vide se trouve a la i-éme case de la deuxieme
ligne et monte verticalement en premiere ligne. Ecrivons s(E) = (x1, X2, X3, X4, X5, X6, X7,...). Alors selon que l'on
ai=1,2,3, I'élément s(F) vaut (xo, X3, X4, X5, X, X7, X1,...), (X1, X3, X4, X5, X, X2, X7,...) €t (X1, X2, X4, X5, X3, X6, X7,...)
respectivement. On constate donc que 'on a o(F) =0 (E)o0; avec

01=(1234567),02,=(23456)eto3=(345).
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En étudiant de méme la montée de la case vide en partant des lignes 3 et 4, on trouve les permutations suivantes
(conjuguées de celles ci-dessus par x— x+4 et x— x+8):

(789), (678910), (567891011), (9101112131415), (10111213 14) et (1112 13).

Bien entendu, lorsque 'on descend la case vide au lieu de la monter, on obtient les cycles inverses a ceux ci-dessus.

2. (Probleme de Loyd) Le dessin A est-il un état du taquin ?
Soient E = Ey, ..., E;, = F une suite d’états du taquin obtenus par mouvements élémentaires successifs. On a

o(BE) 'o(F) = (0 (E)) o (E) (0 (E2) 0 (E3))...(0 (En-1) Lo (F). (%)

Ainsi, on constate que o(E)'o(F) est un produit de n — 1 éléments parmi les 9 cycles ci-dessus et leurs inverses.
Comme tous ces cycles sont de longueur impaire, il est dans A;s. Sile taquin A donné était dans & on aurait donc
0 (Eg)"1o(A) = (13 14) € A;5, une contradiction. (Le créateur de casse-tétes Sam Loyd avait promis mille dollars a
qui trouverait comment obtenir I’état A sur le taquin !)

3. Déterminer {o(E)'o(F) | E,F € &} < S;5. En déduire quel dessin, parmi B et C, est un état du taquin.

La formule (x) de la question précédente ainsi que la question 1 montrent que I'ensemble G de 'énoncé est un
sous-groupe de S5 inclus dans Aj5. Mieux, c’est le sous-groupe de A;5 engendré par les 9 cycles indiqués plus
haut. On constate que G agit 3-transitivement sur {1,...,15}. En effet, la transitivité est claire rien que grace aux
trois 7—cycles. La transitivité du stabilisateur G; sur {2,...,15} est aussi claire a cause de (23456), (5678910 11)
et (91011 12 13 14 15). Enfin, la transitivité du stabilisateur (G;)» sur {3,..., 15} est encore claire a cause de (3 4 5),
(567891011)et (91011121314 15). On conclut par le premier point du préambule. Comme G contient le 3-cycle
(34 5), il contient par conjugaison tous les (o (3)o(4)o(5)) avec o € G et donc tous les 3-cycles par 3-transitivité de
G. On amontré G = A;5. Pour la deuxieme partie de la question, on a o(C)"to(B) = (13 14) donc un seul de B ou C
est un état du taquin par ce qui précede. Onas(B) =(1,2,3,7,6,5,4,8,9,10,11,15,14,13,12), et donc on constate

9 10 11 12 13 14 15

_1 _
o (Ep) "o(B)= 9 10 11 13 14 15 12 |’

qui vaut aussi (4 6 85 7)(12 13 14 15). Il n'est pas dans A;5 : c’est donc le C qui est un état du taquin.

4. Montrer |&| = % =10461 394 944 000.
1 est clair que I'on a s(F) = s(F’) si, et seulement si, F’ est obtenu a partir de F et d'un déplacement de la case vide
le long du serpent. Iy a donc exactement 16 tels F’ a F donné. Il est équivalent de se donner s(F) et o (F), ou encore

son translaté o (Ep) " o (F). Lapplication & — G,F — o (Eo) "o (F), est donc surjective, et toutes ses fibres ont 16
éléments. On en déduit |§] = 16| Aj5| = 16!/2.

¢ Exercice 6. Une action exotique de S5

Dans cet exercice, on va décrire de deux maniéres différentes une action transitive de S5 sur un ensemble a 6 éléments.
On commence par le point de vue développé dans I'article "A description of the outer
automorphism of Sg and the invariants of 6 points in the projective space" publié en
2007 par Howard, Millson, Snowden et Vakil. Soit ¢4 le graphe non orienté et complet de 5 2
sommets {1,2,3,4,5}. Ce graphe a exactement 10 arétes.

1

1. Un circuit hamiltonien sur ¢ est un circuit de longueur 5 passant une et une seule
fois par chaque sommet (voir ci-contre, en gras). Montrer qu’il existe exactement 6
partitions des 10 arétes de ¢4 en réunion disjointe de deux circuits hamiltoniens.

11 existe 4! = 24 circuits hamiltoniens orientés (on choisit 'ordre des 4 sommets distincts de {2, 3, 4,5} qui suivent le
sommet 1), donc 24/2 = 12 circuits hamiltoniens et 12/2 = 6 partitions en deux circuits hamiltoniens. Les voici :
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4 3 4 3 4 3
1 1 1
4 3 4 3 4 3

Hormis dans le cas du pentagone a, on constate que chaque pentagone est formé d'un poisson et d’'une
chauve-souris ! Notons {a, b, ¢, d, e, f} 'ensemble de ces 6 partitions de 4.

Notons X 'ensemble de ces 6 partitions de ¢ (on les appelle les 6 pentagones mystiques). L'action naturelle de S5
sur {1,...,5} induit une action de S5 sur X. Montrer que cette action est transitive.

Il est aisé d’étudier I'action de chaque élément de S5 sur X. Un exemple particulierement simple est celui de la
permutation (1 2 3 4 5) de S5, qui fixe manifestement le pentagone a et permute cycliquement les 5 autres, via
(bcdef).Onadonc¢p((12345))=(bcd e f). Autre exemple: ona ¢((12)) =(a d)(b c)(e f). En effet, (1 2)
envoie le contour (1234 5)duasur (21345) (poisson du d), le poisson (12354) dubsur(21354)
(chauve-souris du ¢), et la chauve-souris (1254 3) du esur (215 3 4) (poisson du f). Cela démontre que 'action
de S5 sur X est transitive, comme annoncé. De méme, on verrait que le 3-cycle (1 2 3) agit comme (a f ¢)(b e d) et
le 4-cycle (1 2 3 4) comme (a c e b).

Donnons maintenant une autre description de I'action ci-dessus. Soit Y I'’ensemble des sous-groupes d’ordre 5 de Ss.

3.

Montrer que |Y| =6 et que I'action de S sur Y, via (o, H) — 0 H o~1, est transitive.

On a|Y| =6 car un sous-groupe d’ordre 5 est engendré par un 5-cycle, et contient en fait un unique 5-cycle
envoyant 1 sur 2, i.e. delaforme (12 a b c) avec {a, b, ¢} = {3,4,5}. L'action est transitive car deux 5-cycles
quelconques sont conjugués dans Ss.

Montrer que cette action de S5 est isomorphe a celle sur les pentagones mystiques.

Tout sous-groupe H = (c¢) d’ordre 5 de S5 définit un unique pentagone p(H) donné par les deux chemins non
orientés c*! et ¢*?. Lapplication p: Y — X, H — p(H), est manifestement bijective. Enfin, pour o € S5 et

un isomorphisme d’action.

On va voir avec cette deuxieme description que I'action est fidele et 3-transitive. Soit G le sous-groupe de Sg
engendré par (12345) et (12)(36)(54).

5.

6.

Montrer que l'action naturelle de G sur {1,2,...,6} est 3-transitive.

Onposec=(12345), t=(12)(36)(54). Lorbite de 6 sous I'action de G contient 3 = ¢(6), puis

{1,2,3,4,5} = {ci B)lie Z}, ainsi bien str que 6 : I'action en question de G est donc transitive. Pour montrer qu’elle
est 2-transitive, on utilise le premier point du préambule. Il suffit de voir que Gg agit transitivement sur
{1,2,3,4,5}, mais c’est clair car on a ¢ € Gg. On constate enfin que I'on a

ct=(12345)(12)(36)(54)=(1364)

Mais toujours par le premier point du préambule, 'action de G est 3-transitive si, et seulement si, celle de G, N G5
est transitive sur {1,3,4,6}. On conclut car on vient de voir (136 4) € Go N Gs.

En déduire que I'action de Ss sur les pentagones mystiques est fidéle, et que'ona G = Ss.
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On déduit de la question précédente et du second point du préambule que |G| est divisible par 6-5-4 = 120. Mais
on a construit au début du présent exercice un morphisme ¢: S5 — Sx avec X = {a, b, ¢, d, e, f} envoyant (1 2) sur
(ad)(bc)(e f)et(12345)sur(bcd e f). Identifiant X a {1,...,6} en envoyant respectivement a, b, c, d, e, f sur 6,
1,2,3,4,5,etdonc Sy aSg, onaalors t =¢((12)) etc=¢((12345)). Onadonc G < ¢p(Ss). Mais on a a la fois

|¢)( S5)’ ker(/)| =|S5| =120 et |G| = 120. Cela montre ker ¢ = {1} (donc 'action correspondante est fidele) et
G=¢(Ss5)=Ss.

Cette action est a I'origine de nombreuses autres constructions autour de la géométrie des ensembles de petit
cardinal. Elle permet notamment de construire un automorphisme non intérieur de Sg. Elle est trés spécifique : on
peut montrer qu’elle est unique a isomorphisme pres, que S,, n'admet pas d’action transitive sur un ensemble a n + 1
éléments pour n # 5, et que tout automorphisme de S;, est intérieur pour n # 6.

Exercice 7. Le groupe de Mathieu M;; (J. Conway, "Three lectures on exceptional groups" (1993))
Soit M1; le sous-groupe de A;; engendré par les éléments a=(1234567891011) et b=(37118)(41056).

1. Montrer que M;; posséde des éléments de type 11,128, 1 52,12 3% et 1% 42. Pour cela, on pourra vérifier les
égalités b>a=(1211)(3510)(689), aba 'b™ 1 =(19473)(5108611) etaba=(1311281096)(4 7).
Les égalités données se vérifient immédiatement en appliquant I’algorithme donnant la décomposition en cycle
d’une permutation. Etant donné la notation pour les types discutée en cours, les éléments a, b, b2a, [a,b] et aba
sont respectivement de type 11, 1342,12 33,152 et 12 8.

2. En déduire (sans calcul) que M;; agit 3-transitivement sur {1,...,11}.

Comme G :=M;j; possede un 11-cycle, il agit transitivement sur E = {1,2,...,11}. On va appliquer de nombreuses
fois le critéere de multiple transitivité du préambule. Observons que si G posséde un élément g ayant un point fixe
x dans E, alors pour tout y € E, il existe h € G de méme type que g, et avec en outre h(y) = y. En effet, comme G
agit transitivement sur E, il existe 0 € G avec o(x) = y, et h = ogo ™' convient. On déduit de cela que pour tout

x € E, le stabilisateur G, de x dans G, qui agit naturellement sur E' = E — {x}, posséde des éléments de type 1% 42,
133,52 et 28 vus dans Spr. La présence de 2 8 et 52 par exemple montre que G, agit transitivement sur E'.
Rappliquant I'observation ci-dessus a G, agissant sur E’, on en déduit que pour tout y € E’, (Gx)y=Gx NGy
posséde des éléments de types 1 42 et 33 vus comme éléments de Sp» avec E” = E — {x, y}. Cela force la transitivité
de (Gy) ysur B ". En effet, on peut dire qu’une orbite de ce dernier doit étre de cardinal a la fois multiple de 3, et
égalal,4,1+4,4+40ul+4+4. Laseule possibilité est le cardinal 9.

Soit E=1{1,...,11}. Pour F € E on pose Gr = {g € M1, | g(F) = F}.

3. Montrer (sans calcul) que si F € E a trois éléments, alors Gr agit transitivement sur E — F. En déduire que M;; agit
transitivement sur ’ensemble des parties a 4 éléments de E.
On a vu que G agit 3-transitivement sur E. En particulier, il permute transitivement les parties a 3 éléments de E.
Soit F une telle partie. Noter que G préserve F et son complémentaire E — F, mais que Gr n’agit pas
nécessairement trivialement sur F. D’apres la premiere question, observons que Gr contient des éléments de
type 42, 12 32 et 8 vus comme éléments de Sp_r (c’est une variante de I'observation de la question 2). Il suffit de
voir que si G possede un élément g ayant une partie stable S < E a 3 éléements, alors il existe h € Gy tel que hjr a
meéme type que g|s et jz_r a méme type que g|g-s. Mais comme 'action de G permute transitivement les parties
a3 éléments de E, il existe 0 € Gaveco(S)=F,et h= crgo‘1 convient. Cela conclut I’observation. Comme Gg
possede un élément qui agit comme un 8-cycle sur E — F, il agit bien transitivement sur E — F, puis transitivement
sur les parties a 4 éléments de E.

4. Soient F ¢ E avec |F| =4, et f : GF — Sr le morphisme naturel. Montrer (sans calcul) que f (Gr) contient un
4-cycle et un 3-cycle. En déduire f (Gr) = Sf.
Comme G agit transitivement sur les parties a 4 éléments de E, 'argument ci-dessus et la question 1 montrent que
Gr contient des éléments de type 1 3 et 4 vus comme permutations de F. Il reste a voir qu'un sous-groupe H de Sy
engendré par un 4-cycle et un 3-cycle est S4. On peut le faire a la main, ou observer que le cardinal de H serait
multiple de 3-4 = 12 par Lagrange, donc H serait d’'indice 1 ou 2. Mais A4 est 'unique sous-groupe d’ordre 12 de
S, (c’était la question 2 de I'exercice 1), et H contient un 4-cycle, non dans A4, on a donc bien H = Sy.

5. Montrer que M) agit 4-transitivement sur {1,2,...,11}, puis montrer que |Mi; | est multiple de 171,' =7920.

La seconde assertion découle de la premiére et du second point du préambule. Pour la premiére, soient

(x1, X2, X3, X4) €t (yl,yg, V3 y4) des 4-uplets d’éléments distincts de E. On pose X = {x1, X2, X3, X4} et

Y ={y1,¥2,¥3, ya}. Par la question 3, il existe g € My; avec g(X) = Y. Posons x; =g (x;) pour tout 1 <i<4.Parla
question 4, il existe h € Gy avec h (x;) = y; pour tout 1 < i <4. L'élément gh € G envoie bien x; sur y; pour tout
1<i<A4.
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Mathieu a démontré I'égalité [M;;| = 7 920 et que M; est simple : c’est le plus petit des groupes simples dits
sporadiques. Mathieu a en fait construit explicitement, entre 1861 et 1873, 5 groupes simples M, < S,,, pour n =11,
12, 22, 23 et 24. La détermination de leur cardinal fut un temps controversée, ou méme simplement le fait qu’ils ne
sont pas égaux a Ay,.



