Algebre 1, TD n°9, corrigé ENS-PSL, 2025-2026

Autour des anneaux d’entiers quadratiques
Travaux dirigés du 2 et du 5 décembre 2025

Rappels (voir I'exercice 7 du TD précédent pour les preuves)

Soit d € Z non carré, soit v/d € C une racine carrée de d (pour fixer les idées on suppose vVd € RY UiR}). On consideére
les sous-anneaux de C

ZIVdl:=Z+zVd et QVd]:=Q+QVd.
Pourx,yEQ),etz:=x+y\/3,onpose
E::x—y\/ﬁ et N(z):=zz=x*-dy,

on dit que z est le conjugué de z et que N(z) est la norme de z. Alors z — Zz est un automorphisme des anneaux @[\/3]
et Z[Vd), les éléments de Q[vV/d] sont les a/b avec a,b € Z[Vd) et b #0, et N: Q[v/d]* — Q* est un morphisme de
groupes qui vérifie N(Z[vd]) € Z. On en déduit

ZIVd)* ={z€Z[Vd] IN(z) = +1},

dot Z[i]* = {*1,+i} et Z[Vd]* = {+1} pour d < —1. Dans le cas d > 0, on peut montrer que Z[Vd]* estinfini, que tout
élément > 1 de Z[Vd]* est de la forme x + yvd avec x, y = 1, qu'il existe un unique plus petit tel élément 1,4 (appelé
unité fondamentale de Z[Vd)), et quon a Z[Vd]* = (-1,n4) = Z/2Z x Z.

% Exercice 1. Exemples et contre-exemples

Soit d € Z non carré.

1. Montrer que six € Z[v/d] est de norme irréductible dans Z, alors 7 est irréductible dans Z[vd].

Si on a m = ab, on déduit du fait que +N () est un nombre premier que N(a) = +1 ou N(b) = +1 et donc a ou
bez[Vd)*.

2. Enjustifiant que les éléments de norme 4 de Z[v/-3] sont irréductibles, montrer que la réciproque a I'assertion de
la question précédente est fausse.

On rappelle que les unités de Z[v/—3] sont +1. Comme x* +3y? = 2 n'a pas de solution (x,y) € Z?, il n'y a pas
d’élément a € Z[v/—3] de norme +2. On en déduit que les éléments de norme 4 de Z[v/-3] sont irréductibles : ce
sont les 6 éléments +2, +(1 +v/3) et +(1 — v/3).

3. (Un élément irréductible mais pas premier) Montrer que 2 n’est pas premier dans Z[v/—3].

Lélément 2 de Z[v/—3] ne divise pas 1+ v/—3, car sinon on aurait 1 +v-3 = 2(x + yv/-3) = 2x + 2yv/-3 et donc
2x=+let2y=+lavecx,y € Z: absurde. Pourtant il divise 2.2 = (1 — v/=3)(1 + v/=3) : il n’est donc pas premier.

4. Montrer que Z[v/d] vérifie la propriété de factorisation.

Vérifions par récurrence sur l'entier [N(a)| = 1 que tout a € A non nul est produit fini d’irréductibles et d'une
unité. Si a est une unité (i.e. |[N(a)| = 1) ou est irréductible, il y a rien a démontrer. Sinon, on a a = bc avec
1 <|N(D)|,IN(c)| < IN(a)|. Ainsi, b et ¢ sont produits finis d’irréductibles et d'unités, et donc a = bc également.

5. (Un anneau non factoriel qui vérifie la propriété de factorisation) Montrer que 'anneau Z[v/—3] n’est pas factoriel.
Ona22=(1-+v-3)(1++v-3)alors que 2,1+ v=3 et 1—+v/—3 sont irréductibles deux 4 deux non associés.

6. Montrer que pour d € {-2,—1,2}, 'anneau Z[Vd] est euclidien pour |N| (donc principal, donc factoriel).
Observons qu'il suffit de montrer que pour tout ¢ € Q[vVd], il existe g € Z[vd] avec IN(t — q)| < 1. En effet, si
ona a,be Z[Vd) avec a,b # 0, appliquant ceci a t = a/b € Q[Vd] il existe g € Z[Vd] avec |N(a/b— q)| < 1. Par
multiplicativité de la norme, on a |[N(a — bq)| < [N(b)| puis r := a — gb convient.

Pour montrer 1'observation on écrit t = x + y\/a avec x,y € Q. Il existe u,ve Zavec lu—x|<1/2et|v—y|<1/2.
Posons g = u+ vvd € Z[Vd]. On abien [N(t — ql<x-— w? + ld|(y— )2 < HT“” <1 pour|d| <3.

Exercice 2. Noethérianité de tous
Soient d € Z non carré et A= Z[Vd].

1. Montrer que tout idéal non nul I de A contient un entier n € N*.
Soit z € I non nul. On constate N(z) = zz € I. Mais N(z) est un entier non nul.
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Montrer qu'il n'y a qu'un nombre fini d’idéaux de A contenant un entier n € N* donné.

Comme on a Z[Vd] = 72, on a aussi Z[Vd]/nZ[Vd] = (Z/nZ)?. En particulier, c’est un groupe fini, et il n’a donc
qu’'un nombre fini de sous-groupes. On conclut car les sous-groupes de Z [\/E] /nZ[\/ﬁ] sont en bijection naturelle
avec ceux de Z[v/d) contenant nZ[V/d] (dont les idéaux contenant n font partie).

Montrer que A est noethérien, et que tout idéal non nul y est d’indice fini.

Soit I un idéal non nul de A. On a vu que I contient (1) = nA pour un certain entier n = 1. Observons que les sous-
groupes de 72 contenant nZ? sont clairement de type fini, engendrés par (n,0), (0,n) et par un sous-ensemble
de I'ensemble fini des (a, b) avec 0 < a,b < n. On en déduit que tout idéal de A (isomorphe a Z> comme groupe
abélien) est finiment engendré comme groupe abélien, et donc a fortiori de type fini comme idéal. Ona nAc< I et
nA d’indice fini dans A, donc I est d’indice fini dans A (en clair, on a une surjection A/nA — A/I).

Montrer que A n’a qu'un nombre fini d’idéaux principaux zA avec N(z) fixé.

On peut supposer N(z) non nul. Ona z€ zA donc N(z) € zA et on a vu qu’il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux de A
contenant N(z).

Exercice 3. Non-principalité de certains

On se propose de montrer que Z[v/d] est non principal pour d < —2. On pose a = v/d si d est pair, a = 1 + V/d sinon.

1.

Traiter directement les cas d = -3, —4.

On a vu a la question 5 de I'exercice 1 que Z[v/=3] est non factoriel, donc non principal, en examinant I'identité
2-2=010+v=3)(1-+v=3). De méme, Z[vV—4] = Z + 2Zi est non factoriel & cause de I'identité 2-2 = —(2i)(2i). En
effet, Z[v/—4] n'a pas d’élément de norme +2, puisque x> +4y? = +2 n’'a aucune solution x, y € Z. Cela montre que
+2 et £2i sont irréductibles. Ils sont non associés car les inversibles de Z[2i] sont +1 (bien noter que +i n'est pas
dans Z[2i]).

. Montrer 2,a) =27+ aZ.

OnaZ[Vd]=Z+Za. Ainsi, l'idéal (2, @) = 2(Z+aZ) + a(Z +aZ) est engendré comme groupe abélien par 2, a, 2a et
a?. Mais les éléments 2a et a? sont dans 2Z+aZ (si d est pairona a® = d, et si d estimpairona a® = d—1+2(1+/d)
). Onadoncbien 2,a) =2Z+ aZ.

Montrer que pour d < —4, les éléments de Z[Vd] de norme < 4 sont 0, +1, +2.

Léquation x*> — dy® < 4 avec x, y € Z implique bien y=0et x =0, 1 ou 2.

En déduire que I'idéal (2, &) n’est pas principal.

On déduit de la question 2 que 'on a (2, @) # Z[V/d], car 1 n'est pas de la forme 2n + am avec m, n € Z (on aurait
m = 0). Ainsi, si on suppose (2,a) = (z) avec z € Z[V/d] on a N(z) > 1. Mais on a aussi z | 2 car 2 € (2), et donc
N(z) |N(2) =4 dans Z. D’apres la question précédente, cela implique z = +2. Mais on a aussi z | @ car a € (z). Mais
il est clair que 2 ne divise pas « (les multiples de 2 dans Z + Za ont leurs coefficients en 1 et a qui sont des entiers
pairs).

Exercice 4. Ftude des idéaux dans des cas non principaux

Soit A est un anneau commutatif integre. Si I et J sont deux idéaux non nuls de A, on dira que I et J sont équivalents,
eton notera I ~ J, s’il existe a, b € A— {0} avec al = bJ. C’est clairement une relation d’équivalence sur les idéaux non
nuls de A, dont on notera CI(A) I’ensemble des classes.

1.

Montrer qu'un idéal non nul de A est principal si, et seulement si, il est équivalent a A.

Sional=xAavec x #0alorsona I ~ A. Réciproquement, siona al = bA avec a,bnonnuls,onabe al € aAet
donc b = ac pour un certain c € A, puis al = acA, et comme A est integre, I = cA est principal.

En déduire que A est principal si, et seulement si, on a | CI(A)| = 1.

On a toujours [A] € Cl(A), et par la question précédente A est principal si et seulement si on a Cl(A) = {[Al]}.

On considere A = Z[Vd] avec -7 < d < -3.

3.

Soit t € Ravec 0 < t < 1++/3. Montrer que pour tout z € C, il existe v € Z+Zit avec soit |z—v| < 1, soit |z—v/2| < 1/2.

Soit z € C, on écrit z = x + ity avec x et y des réels. On cherche v de la forme a+ itb avec a et b des entiers relatifs.
On peut toujours trouver a € {|x], [x] + 1} tel que |x — al| < 1/2. On veut majorer |y — b| plus finement. Supposons
qu’on puisse avoir |y — b| < r pour un r > 0 que 'on déterminera plus tard. On a alors

lz—v|* = (x—a)* + t*(y - b)* < 1/4+ t°17,
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ce qui implique |z - v| < 1 si on prend r = v/3/(2¢), ce que I'on fait. Si maintenant on ne peut pas trouver un entier
b tel que |y — b| < r, alors y est loin de Z donc proche de 1/2 + Z ; en effet on a

vellyl+nlyl+1-rl=[(lyl +1/2)-1/2-71),(ly] +1/2) + (1/2-r)].

Donc on trouve b =2|y| +1 € Z tel que |y — b/2| < 1/2 — r. Comme plus haut, on trouve aussi a € {2|x],2(|x] + 1)}
tel que |[x—a/2] <1/2. On a donc

lz—v/21? = (x—al2)? + 2(y - b/2)> <114+ 2(1/2—1)* = (1 + (1 — V3)?) /4,

et on conclut puisque (¢ — \/§)2 < 3.

4. En déduire que pour tout a,b € A avec b # 0, il existe des éléments g, € A avec N(r) < N(b) et soit a = gb + r, soit
2a=qgb+r.
On a3 < 2v3 et donc v/|d| < v/7 < 1++/3. On pose z = a/b. Par la question précédente, il existe g € A avec soit
N(a/b—-q) <1,soitN(a/b—q/2) <1/4. OnaN(r) < N(b) avec r = a— gb dans le premier cas, et r =2a — gb dans le
second.

5. Montrer que tout idéal non nul de A est équivalent a un idéal contenant 2 A.
On choisit z € I non nul et avec N(z) € N* minimal. On a Az € I car I est un idéal. Soit a € I non nul. Par la question
précédente, on peut écrire soit a = gz +r, soit2a = gz +r, avec N(r) <N(z). Onar € I et donc r = 0 dans les deux
cas, par choix de z. On a donc 21 £ Az. On a montré zAc [ < %ZA. En multipliant ces inclusions par I'élément
2 € Q[Vd]*, elles s'écrivent aussi 2A € I' € A avec I' = 2], qui est donc un idéal non nul de A. 1l vérifie zI' = 21 : il
est équivalent a 1.

6. Montrer que les idéaux de A contenant 2A sont 24, J et A, ot J est'idéal (2, @) comme défini dans I'exercice 3 (on
rappelle que J n’est pas principal pour d < —4).
Soit I unidéal de A contenant2A. Ona A =7Z@& Za. Le groupe quotient A/2A = 7/27 x Z/2Z a donc pour représen-
tants0,1,a,a+1. SiIcontient lonal=A.SiIcontientaona /< I, puis!=Joul= Acar]estdindice2. Enfin,
si I contient a + 1, alors I contient aussi a(a + 1) = a® + a. Si d est pair on a a?=de27 <1, donc I contient a, puis
l1=1+a—-a, etdonc I = A. De méme, sidestirnpaironaoc2 =2a+d-letdonca(a+)+a=3a+d—-1€a+2A,
etdonc a € I puis encore 1 € [ etdonc [ = A.

7. Démontrer CI(A) = {[A], [J]} et que J est non équivalent a A.
D’apres les deux questions précédentes, tout idéal non nul de A est équivalent a 24, J ou A. Comme A et 2A sont
principaux, on a Cl(A) = {[A], [J]}. On en déduit que I'idéal J est équivalent a A si et seulement si A est principal,
par la question 2. On sait que J n’est pas principal pour d < —4. Pour d = -3, on a vu que A est non factoriel en
cours, donc non principal, donc J est non équivalent a A aussi dans ce cas.

¢ Exercice 5. Une équation diophantienne

Soient x, y € Z tels que y? = x3 — 2. Considérons la factorisation
y+V-2)y-v-2)=x°
dans Z[v—2]. On a vu a I'exercice 1 que ce dernier est euclidien, donc principal et factoriel.

1. Vérifier que y + v -2 et y — v —2 sont premiers entre eux dans Z[v —2].
Il suffit de voir qu’il n'y a pas d’irréductible 7 divisant y + v/ -2 et y — v/ —2. Mais un tel 7 diviserait 2v/ -2 = —v/ —23,
et donc V=2 (car 7 est également premier), et donc y. Mais alors N(v/-2) = 2 diviserait N(y) = y* dans Z : absurde
car y est impair (2 n’est pas un cube dans Z/47).

2. Justifier que si dans un anneau factoriel A, on a une relation a” = bc avec b et ¢ premiers entre eux et n = 1, alors il
existe d € Aet ue A* telsque b= d"u.
On décompose a, b et c en irréductibles et on utilise la propriété d’unicité.

3. En déduire les solutions (x, y) € Z? de I'équation y* = x> - 2.
On déduit de la question précédente et du fait que Z[v—-2]* = {1} I'existence de z € Z[v-2] tel que y + V-2 =
+2% = (+2)3. Posons +z = u+ vv/-2 avec u, v € Z. On a donc

y+V=2=(u+vv-2?° =1 -6uv’ + (3utv-20%) V-2

En prenant la coordonnée en v-2, il vient 1 = v (3 u? —2v2), d’ou l'on tire v = +1 puis 3u?=v+2etdoncv=1
etu=+1. Onadoncy= u® —6uv? = +5, puis x% =27, et donc nécessairement x = 3, ce qui conclut ! Les seules
solutions (x, y) € 7% de I'équation y2 =x3—2sont (3,5) et (3,-5).
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¥ Exercice 6. Irréductibles de ’'anneau des entiers de Gauss

On se propose d’étudier les irréductibles de ’anneau Z[i] des entiers de Gauss.

1.

Montrer que tout irréductible de Z[i] divise un et un seul nombre premier p € Z usuel.

Soit 7 un irréductible de Z[i]. Alors n := N(7r) = 77 est un entier n > 1. Comme 7 est premier, car Z[i] est principal,
il divise donc dans Z[i] I'un des facteurs premiers de n dans Z. Soit p un tel facteur. On a p = #n avec n € Z[i]. On
en déduit p? = N(m)N(n), puis N() = p ou p?. Cela montre que p est uniquement déterminé par 7, d’ot1 'unicité.

Soit donc p € Z un nombre premier usuel.

2.

Si p=2, montrerquona2=—i(l+ )% avec 1 + i irréductible (de norme 2).
Lirréductibilité de 1 + i découle de la question 1 de I'exercice 1.

Si p =3 mod 4, montrer que p est irréductible dans Z[i] (de norme pz),

Supposons p = 3 mod 4. Si p n'est pas irréductible, on peut écrire p = aff avec a,f dans Z[i] de normes > 1.
Comme on a N(p) = p? = N(a)N(f), on a donc N(a) = p. Ecrivant @ = a + bi avec a,b € Z on a alors p = a® + b°.
Comme p est impair, alors a et b n’'ont pas méme parité, et donc on a p =1 mod 4 : contradiction.

Si p =1 mod 4, montrer qu'on a p = 77w avec 7 et 7 des irréductibles de Z[i] non associés (de norme p).
Supposons enfin p = 1 mod 4. Montrons que p n'est pas irréductible. On va utiliser le fait que —1 est un carré
modulo p (en effet, le groupe (Z/pZ)* est cyclique donc admet un élément @ d’ordre p—1 ; on a dans Z/pZ
légalité 0 = a? 1 =1 = (aP" D2 - 1)(@P~V'2 + 1), donc —1 = aP~V/% = (a[”’”/‘*)z est un carré). Il existe donc
n € Z tel que p divise n®+1. Onala décomposition n?+1=n+i)(n-1i dans Z[i]. Si p était irréductible dans
Z[i], il serait premier (car Z[i] est factoriel), et on aurait donc p | n+1i ou p | n—i dans Z[i]. C’est absurde car
pZ[i] est 'ensemble des a + bi avec a € pZ et b € pZ, et n+i n'a pas cette propriété. On en déduit p = af avec
a, f non inversibles, puis N(a) = N(f) = p comme a la question précédente. Posons 7 = @ = a+ bi. On a montré
p=N(r) = a? + b?, et donc que p est somme de deux carrés. En outre 7 est irréductible car de norme premiere, et
p = n7 est donc sa décomposition en irréductibles. Il ne reste qu’a voir que 7 et 7 sont non associés. Mais comme
onaZ[i]* ={+1,+i},les associés de 7 = a+ bi sont a+ bi,—a— bi,—b+ ai et b— ai. Cette liste contient 7 = a — bi
si et seulement si b =0, a =0 ou encore a = +b, et donc p € {a?, b?,2a?} : aucune de ces solutions n’est possible (on
ap>2).

On va maintenant présenter des applications de la classification des irréductibles de Z[i] que I'on vient d’établir.

5.

Factoriser —3 + 157 et 4+ 7i en irréductibles dans Z[i].

Les irréductibles de Z[i] sont de norme 2 (pour 1+ i), ou p premier = 1 mod 4 (pour 7 et 7 dans |'écriture p = n7),
ou p? avec p =3 mod 4. On a donc une bonne idée de la factorisation en irréductibles d'un z € Z[i] en factorisant
d’abord N(z) dans Z.

Ona —-3+15i =3(—1+5i) et 3 estirréductible dans Z[i] donc on se ramene a décomposer —1 + 57 en irréductibles.
OnaN(-1+5i)=1+25=26=2-13. Onsait que 1 + i doit diviser —1 + 5i, et c’est bien le cas

—1+5i
1+1i

1 1
= E(—l+5i)(1—i) = E(4+6i)=2+3i.

De plus 2+ 3i est irréductible (de norme 13), on a donc la décomposition en irréductibles =3+ 15i = 3(1+1)(2 - 31).

Demeéme,onaN@+7i)=16+49=65=5-13. Onab5=12+2% = (1 +2i)(1 —2i), et les deux irréductibles de Z[i] de
norme 5 sont donc les associés de 1 +2i. Un seul des deux divise 4 + 7i. On a en effet

4+7i

1+2i
4470 1 . L1 . .

-=—4+71)1+2i)==(—-10+15i) = -2+ 31.
1-2i 5 5

= %(4+7i)(1—2i) = %(18—1’), et

On a donc la décomposition en irréductibles 4 + 7i = (1 —2i)(—2 + 3i) dans Z[i]. On aurait pu éviter tout calcul en
observant quel'ona4+7i =—-1+2i mod 5Z[i], et donc c’est 1 —2i qui divise 4 + 7i (car il divise 5).

Trouver tous les (x, y) € ZZ avec y? = x3 - 1.

On va montrer que la seule solution est (x, y) = (1,0). Soit (x,y) € Z? avec y*> = x> — 1. On a dans Z[i] la relation
x3=y?>+1=(y—1i)(y+i). Vérifions que y — i et y + i sont premiers entre eux dans Z[i].

Sinon, il existe un irréductible 7 de Z[i] divisant y+i et y—i. Onaalors 7 | (y+1i) — (y —i) = 2i, donc 7 divise 2, puis
m~1+i(carona2=—i(l+1)?) et N(r) =2. Mais comme 7 divise y2 +1=x3o0na que 2 = N(xr) divise x8 et donc
x est pair. C’est absurde car alors on a y> = —1 mod 4.
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Comme Z[i] est factoriel, on en déduit comme a I'exercice 5 que 'ona y+i = uz’ avec z€ Z[i] et u € Z[i]*. Ona

u* =1, donc y+i= (u"'z)3. Bcrivons u~'z = a+ bi avec a,b € Z. On a donc
y+i=(a+bi)}= (a3 —Sabz) + (3ba2 - bg) i

puis 1 = b(3a* — b?). Celaentraine b= +1, puis 3a* =1+ b, b=-1,a=0, y =0 puis x = 1.

Montrer que tout nombre premier p = 1 mod 4 s'écrit de maniére unique sous la forme p = a® + b? avec a, b € N.
Soit p premier = 1 mod 4. On a vu que la décomposition en irréductibles de p dans Z[i] est p = n7, avec 7 et T des
irréductibles (non associés). En particulier, posant 7 = a+ bi,ona p = a + b2,

Supposons maintenant que 'on a x, y € Z avec x> + y> = p. Lélément z = x + iy vérifie donc N(z) = p = zz. C'est
donc un facteur irréductible (car de norme premiere) de p dans Z[i]. Par factorialité de Z[i], les seules possibilités

sont donc z ~ w ou z ~ 7. Mais on a Z[i]* = {+1, +i}, de sorte que les 4 associés de 7 sont a + bi,—a— bi,—b+ ai et
b—ai, et ceuxde 7w sont a— bi,—a+ bi,—b— ai, et b+ ai. Au final, on a bien (x, y) = (+a,+b) ou (+b, +a).

Pour finir, on présente un choix de représentants des irréductibles de Z[i].

8.

10.

11.

Montrer que 4 et 2(1 + i) forment une Z-base de I'idéal (2 + 2i) de Z[i].

Comme 1 et i forment une Z-base de Z[i], le groupe abélien sous-jacent a (2 +2i) est engendré par 2 +2i et par
i(2+2i) = —-2+2i, ou ce qui revient au méme par 4 et 2+ 2i. Ces deux éléments sont R-linéairement indépendants,
donc Z-libres.

En déduire un isomorphisme de groupes abéliens bien défini Z/47Z x 7/27 — 7[i]/ (2 +2i), (@, b) — a+ bi. A quelle
conditionsur a,be Z a-t-on a+ bi =3 mod 2+2i ?

Comme 1 et 1+ i forment une Z-base de Z[i], et comme ¢+ d(1 + i) est dans (2 + 2i) si, et seulement si, on a
c¢=0mod 4 et d =0 mod 2 par la question précédente, on en déduit que le morphisme de groupes additifs Z/4Z x
7127 — Z1[ill (2 + 2i), (a, E) — c+d(1+1), qui est bien défini et surjectif, est un isomorphisme. Pour la condition
demandée dans 1’énoncé, on écrita+bi=a—b+b(1+i)etonadonc b=0mod2eta—b=3mod 4.

On munit A:= Z[i]/(2 +2i) de sa structure d’anneau quotient. Montrer que 'application naturelle Z[i]* — A™ est
un isomorphisme de groupes.

Onnote f : Z[i] — Alaprojection canonique (un morphisme d’anneaux). Posons £ = f(1+i). Ona i(2+2i) = (1+i)®
dans Z[i], et donc €3 = 0 en appliquant f. On aaussi (1+17)Z[i] =2Z+(1+1i)Z, et donc € A est'’ensemble des classes
des c+d(1+ i) avec c pair. Il y a 4 tels éléments, tous non inversibles car €3 = 0. Les 4 éléments restants sont +1 et
tl+e=+i.

Montrer que 'ensemble des irréductibles de Z[i] de la forme 1+ 7, ou congrus a 3 modulo 2 + 2i, est un systéme de
représentants de tous les irréductibles.

Soit 7 un irréductible de Z[i] non associé a 1 +i. On sait alors qu’il est premier a 1 + i, et donc par Bézout qu’il
existe u, v € Z[i] avec um + v(1+i) = 1. En appliquant f on en déduit que f(u) f() + ef(v) = 1. Comme on a vu
a la question précédente que A* = A—¢A avec ¢ la classe de 1 + i dans A, on a donc f(u) f(7) € A* et donc f(m)
est inversible dans A. D’aprés la question précédente, il existe ainsi une unique unité w de Z[i] tel que f(wmn) =
fw) f(r) = -1 mod (2 +2i) (noter que 'on a 3 = —1 dans A). Ainsi, wr est 'unique associé de 7 qui est congru a 3
modulo (2 +27).



