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Une petite expérience

Pierre Cutie 1895 N ................. ll ......................... l ............ T ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
« Propriétes magnetiques T T T
des corps a diverses [ l T l ........................... l ................ /

températures »

Micro-aimants qui
pointent vers le haut ou
vers le bas, voisins ayant
tendance a s’aligner

Expliquer ce phénomene est une des
grandes questions du début du XXeme
siecle

 Montrer qu’il existe une température critique 1

e Etudier le systeme au point critique



Une petite expérience

Pierre Curie 1895

« Propriétés magnétiques
des corps a diverses
températures »

Expliquer ce phénomene est une des
grandes questions du début du XXeme
siecle

Foret avec des arbres qui
brulent et des arbres qui
ne brulent pas, favorisant
voisins dans le méme
état

 Montrer qu’il existe une température critique 1

e Etudier le systeme au point critique



La modelisation de Lenz et Ising

Objectifs de la these d’Ising (1925)

* Proposer une modélisation des
Interactions entre les aimants
elémentaires favorisant les
configurations alignées

Lenz Ising

* Prouver analytiguement qu’il existe
Article fondateur 1920 une transition de phase

Les moment magnétiques elémentaires
ne peuvent prendre que deux directions

matérialisées par +1 et -1

Modele 1D n’admet pas de transition de phase

[ A R



La modelisation de Lenz et Ising

. & un sous-graphe fini de Z~
o« & I’ensemble des faces de &

« x € ]0; 1{, représente le colt pour
casser |I'alignement entre voisins
Configuration de spins

c=(0,),cs € {il}‘o’z
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Collection de contours
séparant spins opposes
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La modelisation de Lenz et Ising

* Monotonicité correspond
au sens physique, permet
de construire en volume
INfini

—+ —+

gn[g()] Z €

[0()]

. Construction mesure sur Z*

. o . =4/2 -1 X <X,
» Modele qui fait apparaitre une x.> e - e \/_
une transition de phase e Point critique non trivial Pierels (1936)

(du second ordre) , B
* Temperature critique par Onsager (1944)

Energie libre par site

 Nombreux calculs exacts par la suite

f(x) := lim log Z(%,, x, +) (McCoy, Wu, Baxter, Perk ...)

noo ‘?nl




La modelisation de Lenz et Ising

2J

Kauffmann-Yang-Onsager| Sur 7% avec x = e~

_ 1 : . 1.4 1
. SiJ < —log(l +4/2), lim E*|o,0,| = (1 —sinh*(2J))3

2 V' — 00

. SiJleog(1+\/§), Iim [ [aoao] = ()

> m 1Oy
McCoy-Wu

SiJ = l10g(1 +12), E [5(0 O)G(nn)] ~ %”ﬁl

- 2 - Qo

Preuves modernes dans chapitre 2, formalisme des séries de Fourier



Objectif de la these

« Etudier de maniere précise la géomeétrie aléatoire au point critique et
au voisinage du point critique

* Montrer que la géométrie locale n’influe pas sur le comportement a grande
distance du modele (remplacer le réseau carré par des réseaux generaux)

* Unifier les différents formalismes et explorer une classe de nouvelles
limite d’échelles



Une transformation locale du modele

e Transformation triangle-étoile
comme pour les réseaux électriques

* Poids généraux pour une configuration
(xe)eE%

+ . 1
| ?(0) - Z(Cga (xe)eega +) H e

e=(uv)eé&,o,#o,

Recherche de poids invariant par triangle-
étoile : P, et | coincident

_|_
T\(v°)

i Baxter propose une solution a ce
Equations de Yang-Baxter systeme d’equations



Une transformation locale du modele

e Transformation triangle-étoile
comme pour les réseaux électriques

* Poids généraux pour une configuration
(xe)eE%

+ . 1 ’
| ?<0) - Z(Cga (xe)eega +) H e

e=(uv)eé&,o,#o,

Recherche de poids invariant par triangle-
étoile : P, et | coincident

_|_
T\(v°)

i Baxter propose une solution a ce
Equations de Yang-Baxter systeme d’equations



Une transformation locale du modele

La solution de Baxter

» Fixe 3 angles abstraits 6’_1 + 6’_2 + 6’_3 =7

0. =2 _ o 0. =" et 0.=2_0
. =——20,, , == — e == —
12 2 3 13 2 ) 23 2 1

« Parametre elliptique k € iR U [0; 1], unique pour tout le graphe

K'(k)
K(k)

)

Paramétrisation alternative g := exp(—nx

k et g jouent le role de la température



Les poids Z-invariants de Baxter sur les graphes isoradiaux

e Graphe isoradial : Graphe planaire ou
chaque face est inscrite dans un cercle

rayon O , centre du cercle € face

 Fixer un parametre elliptique ¢

| " pour toute la grille
“ih”%.’é + Choisir pour angles abstraits 6),

| h’.'“ > Poids Z-invariant de Baxter

les angles geometriques des

>( .‘.’ . | ' losan
SO
D

* Lien entre geométrie et modele




Les poids Z-invariants de Baxter sur les graphes isoradiaux

e Graphe isoradial : Graphe planaire ou
chaque face est inscrite dans un cercle

rayon O , centre du cercle € face

Poids Z-Invariant de Baxter

/ /  Fixer un parametre elliptique ¢
! pour toute la grille

» Choisir pour angles abstraits 0,
Transformation triangle-étoile sur graphe isoradial les angles geometriques des
losanges

BAP : les angles géométriques 0; sont bornés
inférieurement * Lien entre géometrie et modele



Les poids Z-invariants de Baxter sur les graphes isoradiaux

Avec la parameétrisation de Baxter

* Transition de phase du second ordre

divergence logarithmique de 1" par
Boutillier, de Tiliere et Raschel (2017)

o Criticalité pour g = 0

Poids Z-Invariant de Baxter

* En suivant travaux de Lis (2014) . Fixer un paramétre elliptique ¢
Magnétisation positive g > 0 oour toute la grille

Décorrélation exponentielle g < O

S | » Choisir pour angles abstraits 0,
» Decorrelation polynomiale par Chelkak les angles géométriques des

et Smirnov (2011) g = 0 losanges

 Lien entre géométrie et modele



Invariance conforme sur le réseau carre

 |nvariance conforme du modele d’lsing critique

predite par physiciens de la CFT : Belavin, Polyakov

Zamolodchikov (1980’)

e Diverse simulations numeériques par Langlands et
collaborateurs (1990°)

Limite d’échelle existe, et compose bien avec les
applications conformes entre domaines simplement

connexes

Y(limite d'echelle sur Q)

> ® “
limite d'echelle sur ¥(Q)

* |ntroduction du SLE par

Schramm (2000)

o Utilisation de I'analyse
complexe discrete par
Keynon (Dimeres 2000-2002)

Smirnov (Percolation 2001)

Discrétisation d’un domaine



Invariance conforme sur le reseau carre

* Converge interface FK vers SLE(16/3) par Smirnov (2006
puis interface spins vers SLE(3) Smirnov et al. (2013

S

r
)
’
3

 Convergence de I’ensemble des boucles par Benoist et
Hongler vers CLE(3) (2019

e Convergence de la densité d’énergie normalisée
Eqgp += 0430, par Hongler et Smirnov (2013) vers la

A

meétrique hyperbolique (+ these d’Hongler 2010
_Q5[8a5] T _([:5[8@5]

> —C o(a)

o0—0 T

e Convergence des correlations de spins par Chelkak
Hongler et Izyurov

n

+
8 - o0 o0
Q, [Guis 0]

ug S %7;(0%1...6””)5
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Invariance conforme sur le reseau carre

 Converge interface FK vers SLE(16/3) par Smirnov (2006)

D
puis interface spins vers SLE(3) Smirnov et al. (2013) o/

 Convergence de I’ensemble des boucles par Benoist et .
Hongler vers CLE(3) (2019)

e Convergence de la densité d’énergie normalisée
par Hongler et Smirnov (2013) vers la

meétrique hyperbolique (+ these d’Hongler 2010)
“o L€l — E¢ e,] ]
\/5 (s Cs

—
) 5—>O) /A Q(a)

e Covariance conforme des corrélations de par Chelkak

Hongler et Izyurov (2015)

—<E+ n +
2 95[%?'"%?] A G50y, 0y ) s
%

1
<0u1'"0un>5 — <0‘P(u1)°"G‘P(un)>\_|1;(Q)H ‘ ¥ (ul) ‘8

<n




Invariance conforme sur le reseau carre

 Converge interface FK vers SLE(16/3) par Smirnov (2006)

D
puis interface spins vers SLE(3) Smirnov et al. (2013) o/

 Convergence de I’ensemble des boucles par Benoist et .
Hongler vers CLE(3) (2019)

e Convergence de la densité d’énergie normalisée

Eqgp += 0430, par Hongler et Smirnov (2013) vers la
meétrique hyperbolique (+ these d’Hongler 2010)
Co,l€a0] — Eg,l€4] 1
\/5 Qs Cs ) —fQ(CZ)
o) 0—0 T

e Covariance conforme des corrélations de par Chelkak
Hongler et Izyurov (2015)

—<E+ n +
2 95[%?'"%?] A G50y, 0y ) s
%
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Universalité des correlations sur les graphes isoradiaux

1 ..
. Régime massif ¢ = —md Theoreme: Chelkak, lzyurov, M.

2

sur le réseau de pas o

|| existe une fonction de corrélation en
volume infini pour m € |

e m € R, appelé masse

5_7‘(’%)[6 50 o] — G2 E(|u, — uy |, m)

us 6—0

Theoreme: Park (2018) Invariance par rotation et universalité sur
Pour m < 0 et 0Q2 lisse, réseau carré les graphes isoradiaux
massif, 4 une fonction de corrélation L , ,

) Normalisation du reseau carre
5L a0g] — o)

0=>0 Universalité sur simplement connexes

Hypothese sur d€2 importante (Park 2021) 3 bord lisse

Formule de Baxter _%‘i (0] = (1 — kz)%



Méthode pour trouver la limite d’échelle

Observables holomorphes discretes [+ 5(z), a partir d’Ising caractérisées par

 Holomorphie discrete Smirnov,Hongler
Chelkak, lzyurov
flgFé(Z)dZ — () * f holomorphe
' | Im[ f?dz] =0 sur 0Q
* BVP sur aQ(S Convergence J /
o0 S N\2 6 — 0 , .
H|F°| = J'm[F (z)7dz] =0 ” e Singularite dans le continu

e Singularités discrete

Co-invariance de f prouve I'invariance conforme du modele



Méthode pour trouver la limite d’échelle

Observables masssives-holomorphes FZ(z), g =—mo

2

Smirnov,Hongler
Chelkak, lzyurov

aEF,f;(z)dz = H mF3(2)dA(z) T2

* Holomorphie massive discrete |
* f massive-holomorphe

of +imf =0

e BVP SUr aﬂé Convergence . /|'|m[f2dz] =O Sur aQ

H[F?] = Jlm[F,;?l(z)zdz] =0 0—=0
 Singularité dans le continu

e Singularités discrete

Existence d’une limite d’échelle du modele



Universalité des correlations sur les graphes isoradiaux

J '§

* Dérivée logarithmique des corrélation (CHI 2015, Park 2018) uf |

_Q5[0 50, ]

= 1+Re|a®) -l —ul)| +0(5)

uj

[Gu](SG ]

+ (m) [0 G, ] CJSIm[F(S(Z) G[u 1(2)dz] via formule de Cauchy pour F°

(analogue de F(a) = 2i F(z) - : dz) avec G[il] explicite via exponentielles discretes
¥/ — d

. Corrélation continue primitive naturelle de la forme discrete, &/ Egu ) coeff
it R L)

expansion de f

(Q2,w,s)

<0u10u2>2_2’(m) = eprRe[Qi(m) dwds

Normalisation du réseau rect
McCoy-Wu (preuve chapitre 2)



Le modele d’Ising quantique

» Modele de spins sur Z X |

O I
B @

« Deux paramétres positifs 0, T P : : ¢
» PPP*(7) indépendants su les lignes £25 S : | :
J.l | @ | |

« Configuration admissibles de +1 ou — 1, flip : : : B
autorisé sur points de PPP*(7) S0 AN AN ?
+1 | | |
| N R B

Plo] = —expl0#Z°(0)] 25

/
Hamiltonien favorise les voisins verticaux
H°(0) = Leb°(8) — Z [Gy_l_gydy alignes
O’




Le modele d’Ising quantique

Transition de phase du modele
Bjornberg-Grimmett (2009) ° 0

Duminil-Li-Manolescu (2018)
0
. Sur-critique — < 2
T

v,
, Critique — = 2
T

yo

v,
. Sous-critique — > 2

T

°A
)

°A |
i
i
Tt

Limite sur les graphes isoradiaux applatits
lorsque € tend vers O Invariance conforme de l'interface

FK vers SLE(16/3) par Li



Invariance conforme du modele quantique

» Modele critique sur €25 Theoremes: Li, M.
1 2
T=——etf = — . s 4y 7 . g
S 5 » Covariance conforme densite d’energie critique
* Densite energie nozrmalisee —53[805] 1
- > _fg(a)
E,=0,,.50,_5— — 0 -0

Y/

—+
o L

» Sur A, isoradial densité

> (€448, )0

, . 2€ SN 50
d'energie p- | o -
COS = — € * Covariance conforme des correlations critiques
ngpe sge \ _ﬂ _+ n +
Boutillier, de Tiliere (2011) 53 & [qu""’ug] N Cg0<(;u1...0un>g

0—()

e 0 =21



Invariance conforme du modele quantique

Theoremes: Li, M.

 |nvariance par rotation du modele . Extension de PAC au réseau semi

O discret par Li et Bjornberg (2016-18)

. Magnétisation en volume infini — > 2
T * |ntroduction du formalisme de
> 0 .1 Kadanoff-Ceva semi-discret pour
*\ _ T+ _ 2 * (N2
A(0,07) = Eclog] = (07 + 07 ) (9*) )* les corrélateurs
v,

Distance de décorrélation — < 2  Normalisations et constantes via
) T polyndmes orthogonaux
(adaptation chapitre 2)

= — lim —log E* = —log —
5 n—-oo N 5 C[GOGH] 2 5 0*

* Impossible d’échanger directement

 Corrélation critique . e —> 0 et — 0 sans perdre la
dépendance verticale




Interpretation d’'un operateur quantique

Chaine quantique de spins sur Z par Pfeuty
1 1
Opérateurs de Pauli ¢ = ((1) 0) 0" = (0 _01>

Opérateur a§’<> coincide avec I'identité en dehors
de la coordonnee x

H:= — 6’2 0(3)0(3) — TZ 0(1) Hamiltonien A
X~y
quantique qui agit sur ®Cz ou ® C? i | N

Etudie I'opérateur exp(—pH,) ,intégrale de
chemin par Aizenmann, Klein, Newman R X

et & processus de Poisson
ID jusqu’au temps [, apparition
d’opérateur et K, qui sont
CLde o'V, 6 et Id

K )(a))' est le produit temporel

| —n;n]j X X

e Pt = J% P)(w)dw



Interpretation d’'un operateur quantique

* Travaux de loffe (2009) ;leli%nt les corrélations de |la représentation graphique sur

avec des spins sur [—g; g] et I'intégrale de chemin de I'opérateur exp(—ﬁH%)

» Expression explicites pour la limite d’échelle de la représentation graphique donnent
expression explicite des corrélations du modele quantique.

_1H, F_'H,
(+1e M6 P6®) 7T M| 4 )

Tr exp[ — éHn]

O

1
Fixe (x, 1) € (EZ X R). Alors _[lf%-l]-i[O;ﬁ] 900G +10] =

. . . . s __|_
. Limite thermodynamique n — oo puis état fondamental / — oo donne H, [0(%,00(% +1J)]

DD DDDD

2
- - _ Hs ["<§,r>"<§+1,r>] T 1
. Correlation explicite sur le demi-plan p > —
Tt

n

rTPPDODO 5



Et apres ?

e Comprehension tres precise des grilles isoradiales critiques et massives ou seules
manqgue |’étude des interfaces massives (Chelkak, Park, Wan 2022+)

» Cadre isoradial est trop restreint, CNS sur I’existence d’un graphe isoradial par
Kenyon et Schlenker

e Criticalite doit étre abstraite

 Graphes critiques doublement périodiques, * Limite d’echelle requiert un
Cimasoni et Duminil-Copin (2012) plongement

* [sing sur les cartes aléatoire , conjecture de
convergence vers la Gravité Quantique de
Liouville

Le choix du plongement (dessin)
est crucial



L’idee de la construction

« Construire un plongement a partir d’un graphe modéré (G, x), puis prouver, lorsque
cela est possible, des résultats de convergence. ldée de Chelkak (2017)

Une observation sur les graphes isoradiaux critiques

e (G le graphe primal, notés v°
e (G° le graphe dual, notés v°
« A(G) :=G*U G’ bipartite

« Y(G) des coins, matérialisé par
des coins ¢,,, = (vl;v;) notés /\

Equation de propagation
(Dotkenso, Perk, Mercat)

X(cpq) = cos 0,X(c

c,1—q

)+ sin 6,X(c,_,,)




L’idee de la construction

« Construire un plongement a partir d’un graphe modéré (G, x), puis prouver, lorsque
cela est possible, des résultats de convergence. ldée de Chelkak (2017)

Une observation sur les graphes isoradiaux critiques

 Construction de corrélateur ordre-désordre

e Sur les graphes isoradiaux, équivalent a
I’holomorphie discrete de Smirnov

__1
. Z(c) := (I’[v*(c)] =T°[v°(c)]) * solution de
’équation de propagation

+ Primitive discréte de 2 est bien définie (EP) FggcigﬁgocjePgﬁPﬁ/lg;ggg

. T°[v*(c)] = I°[v°(c)] = L(c)

X(c,,) = cos @, X(c.,_,) +sin0,X(c_, )

c,1—q




L’idee de la construction

« Construire un plongement a partir d’un graphe modéré (G, x), puis prouver, lorsque
cela est possible, des résultats de convergence

Une observation sur les graphes isoradiaux critiques

 Construction de corrélateur ordre-désordre

e Sur les graphes isoradiaux, équivalent a
I’holomorphie discrete de Smirnov

) @
=1
. Z(c) := (I’[v*(c)] =T°[v°(c)]) * solution de
’équation de propagation
« Primitive discréte de 2 est bien définie (EP) Equation de propagation

(Dotkenso, Perk, Mercat)

. T°[v*(c)] = I°[v°(c)] = L(c)

X(c,,) = cos @, X(c.,_,) +sin0,X(c_, )

c,1—q

Reproduire pour un graphe abstrait



Définition d’un s-plongement

e On sedonne (G, x, Z), un graphe pondéré muni d’une solution complexe 2 de I'EP
On définit le s-plongement de (G, x) via & comme la fonction & o : A(G) = C

S 2(v'(€) = S4(v°(0)) := L(c)*

e Definition est consistante

e Translation, rotation, homothétie, conjug
des s-plongements le restent

« Géométriqguement, une face de z € A(G)
est un quadrilatere tangent de rayon 7,

Procédure fonctionne pour tout graphe pondeére



Définition d’un s-plongement

e On sedonne (G, x, Z), un graphe pondéré muni d’une solution complexe 2 de I'EP
On définit le s-plongement de (G, x) via & comme la fonction & o : A(G) = C

S 2(v'(€) = S4(v°(0)) := L(c)*

e Definition est consistante

e Translation, rotation, homothétie, conjug
des s-plongements le restent

« Géométriqguement, une face de z € A(G)
est un quadrilatere tangent de rayon 7,

Le plongement n’est pas forcément propre, des faces peuvent se
recouvrir selon le choix de X



Définition du s-plongement

e On sedonne (G, x, Z), un graphe pondéré muni d’une solution complexe 2 de I'EP
On définit le s-plongement de (G, x) via & comme la fonction & o : A(G) = C

S a(v'(€)) = S 2(v°(0)) == ()’

N

AL LoD
Rl 10=~5
RN |

) N
S\l AP
AN | "B7
L es resultats ne concernent que les s-plongement propres

(G, x, 1) q Plongement propre ?q

Convergence



Exemples de graphes abstrait admettant un plongent propre
* Tout graphe fini admet un s-plongement propre (Chelkak)
=1
» Graphe isoradial infini équipé des poids critiques X = (v’(c) — v°(c)) ’

» Graphe isoradial infini équipé des poids massifs & via exponentielles discrétes (CIM)

» Graphes doublement périodiques critiques & via solutions périodiques EP (Chelkak)

* Réseau carré par couche (chapitre 2) pour toutes les constantes de couplage (CHM)

 Modele sur les Circle Pattern (Lis)
Et bien d’avantage

Une maniere de vérifier I’existence d’un s-plongement propre est de trouver une solution
de I'EP dont on maitrise les asymptotiques a I'infini (CLR2 suivant Kenyon-Sheffield)



Exemples de graphes abstrait admettant un plongent propre

<1>< < >
m—l—3 m+ m—l—l
SO O
Oom+3| |O2mi2| |O2m+1
< > < >
v=(—2m—2,0)
><-> - M1 - My - - - - < - K- - - 0K - -
< > < >
O2m+3 O2m+1
YO O

Com+s Comye Comy1r  Cop

Formalisme qui unifie tous les precédents

Quid d’une forme de criticalité?
Quid des résultats de convergence ?



La fonction d’origami et le pas du réseau

Pour & = & o un s-plongement propre, on définit la fonction d’Origam
Q = Qq : A(G) — R dont les incréments incréments sont donnés par

0, (v'(c)) — Qo (v(0)) := | L(c) |

Pour un quadrilatere tangent, somme alternée
des longueurs est nulle

Consistance vient de I'EP

Correspond aux repliement le long des diagonales

@ est une fonction 1-Lipchitz i St

Graphe isoradial @ = 0 sur $(G*) et @ = 0 sur &(G”°)



Définition du pas du plongement

» Pour une grille irréguliere, il n’y a pas de définition naturelle du pas o0 du réseau. On
utilise I’'origami pour définir le pas du réseau (CLR1)

e Fixex < 1. & vérifie I’hypothese Lip (k, 0) si I’'Origami est x-Lipchitz au-dela de la
distance 0: |8 () —S8@)| <o0=> Q) — Q)| <k|&()—-5E)]

» (Q contracte les distances d’un facteur strictement meilleur que 1
Ve l .’).‘
. ‘,\\/
,{’/4. pas_:= inf{¢’, Lip (x, ¢") est verifiee}

ﬂ\‘ ‘




Définition du pas du plongement

Pour une grille irréguliére, il n’y a pas de définition naturelle du pas o du réseau.
On utilise I'origami pour définir le pas du réseau (CLR1)

Fixe k < 1. & vérifie I’hypothese Lip (k, 0) si I’Origami est k-Lipchitz au-dela
deladistance o: |8 () -S| <o6= |0k - Q)| <k|S()—-5E)]

(@ contracte les distances d’un facteur strictement meilleur que 1

Limite d’échelle 0 — 0O correspond a une sous-suite 0, —, .
vérifiant Lip (k, 0,) pour la méme constante k

L T | Q(z) — Q(Z) |
Grille infinie de pas = 1, hypothese a vérifier lim sup <1

i—oo |8(2) = 8(2)



Un premier théeoreme de criticalité : RSW pour FK-Ising
» Hypothese principale est Lip (k, 0)

» Contrainte géométrique locale (régularité des observables) LENTGH-EXP-FAT(0) :

pour tout y > 0O 2 diam (z) = 05_o(1)
ZE€E @, 1, < exp(—y5~1)
« Seconde hypothese demande que les faces exponentiellement petites en 5!
n’envahissent pas le graphe

Formulation usuelle pour une grille infinie de pas 0 = 1

. | Q(z) — Q(Z) |
1m Sup—mmm <
J 7,7 — 00 ‘ CS)(Z) N CS)(Z,) ‘

. Z diam (2) = o(n)

ZEONA, ,r,<exp(—yn)
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Une forme générale de criticalite (RSW pour FK-Ising)
Lip (x,6) LENTGH-EXP-FAT(5)

. Magnétisation spin-Ising: grilles & 5 recouvrant lim inf E*/"/ [cfmpabmmm] > ()

5-0 A
. RSW pour FK lim inf[ ;ﬁf ’;e [Il existe un circuit ouvert dans l’anneau] > ()
0—( ’
Ttop wired
Chelkak (2020)
fre f UNlF(é) et FLAT(&)

Obottom wired
Spin FK

Traite toutes les grilles présentées précédemment (hypothese LENTGH-EXP-FAT(0)
vérifiee avec marge énorme), qui peut étre affaiblie



Une forme générale de criticalite (RSW pour FK-Ising)
Lip (x,6) LENTGH-EXP-FAT(5)

. Magnétisation spin-Ising: grilles & 5 recouvrant 2% lim int _gwf [Gmpdbmmm] > ()

0—()

. RSW pour FK lim inf'[ ;I({if ge)e [Il existe un circuit ouvert dans l’anneau] > ()

0—()

O bottom wired

Spin FK

. Pas d’angles bornés ou
de comparabilité entre la
taille des faces

Traite toutes les grilles présentées précédemment (hypothese LENTGH-EXP-FAT(0)

vérifiee avec marge énorme), qui peut étre affaiblie



Un forme génerale de criticalité (RSW pour FK-Ising)
Lip (x,5)  LENTGH-EXP-FAT(5)

. Magnétisation spin-Ising, lirgl ionf _gwf [Ump%ozmm] > ()

. RSW pour FK lim inf | ;I(if ge)e [Il existe un circuit ouvert dans l’anneau] > ()
0—( ’

Ces deux théoremes sont faux sur les grilles hors-critiques
» Réseau carré hors-critique : constante de Lipchitz optimale pour @ vaut 1

« Réseau carré massif: la constante de Lipchitz optimale pour @ tend vers 1
lorsque |m| — o0

Lip est I’hypothese cruciale dans les conclusions de ce théoreme



Limite d’echelle des observables

Géneralisation des observables sur les s-plongements
Convergence interface FK vers SLE(16/3) sur graphes
doublement périodiques (Chelkak 2020)

Formalisme développé va au-dela de ces résultats

@° est 1-Lipchitz et définie a constante additive prés
OPS que @° — 9 uniformément sur les compacts

ﬂgFé(z)ch’é + iF%2)d@° = 0 , ﬂg fdz + ifd9 = 0

q

HO[F?] = Jlm[FfS(z)zdsé] + | F) 2d@ = Jlm[fzdz] +If12d9

Structure de la limite d’échelle va au de la de I’lholomorphie massive



Une résultat de convergence pour les observables

« Considere I'observable FK-Ising (martingale),

arc libre (ab)® et arc branché (ba)° (Smirnov
2010)

« Complexification [ ° du corrélateur
Kadanoff-Ceva Xé(C) — _gg [U(ba)oﬂ(ab).ﬂcdc]

« H°[F°] = H°[X°] = 0 sur (ab)’ (F(2)dS? + iF(z)d@® = 0
HO[F°] = H°[X°] = 1 sur (ba)’

» Pré-compactie des observables F 2 (CLR1)

. Q. approxime Q, bord est de classe &' §

. (0° - 9 supposée de classe €~ PR

e Grille supposée UNIF(0) (peut s’affaiblir)



Convergence de I'observable FK

9 classe €% Q lisse

» Sous les hypotheses précédentes, [ 0
converge vers |'unique fonction f

i;fdz + ifdd = 0

h = Jlm[fzdz] + \f|2d19 vaut 0 sur (ab)"
et 1 sur (ba)°

Nouveau controle conditions de
bord (discret/continu) : hypothese

sur 0€2 et extension du graphe

Hypothese sur & peut-étre affaiblie
(probleme d’unicite dans le continu)

Nécessité de traiter condition de
bord rugueuses pour la convergence
des interfaces

Permet de controler les conditions
de bord d’autres observables



Une mellleure description dans R (Chelkak)

. condition sur la forme CJEde + ifd& = 0 est difficile a interpréter

* Relation s’observe comme de I’holomorphie massive apres changement de variable.
’idée centrale est de considérer (z, 9(z)) C R>!, métrique de Minkowski

I |
» Paramétrisation conforme par { € D @ =Sf - (2)2 +¢f - (Z)?

E@fﬂ = im(§ )ﬂ
m({) = %oourbure moy(({) X eln}nt 1g({)
(191" = lzel”)”
m(g) =
2( Iz | =1zl

Holomorphie sur les surfaces
minimales (CLR2)




Idée cruciale : plonger le graphe dans R-!

2,1

. Replonger le graphe &° comme une surface discrete ($°, @°) C |

Expression explicites sur les surfaces minimales pour ¢ avec h = Jlm (p?*d(]

® I'uniformisation de D vers Rx]0: 1[, a~ ., b=l - + 00, alors @ =/ D

. Massive isoradiale ¢ = —mo, (z, ¥(z)) de courbure moyenne proportionnelle a m

2

interprétation géomeétrique
de la distance de corréelation




Applications et perspectives potentielles

e Construction explicite de surfaces et interfaces sur les surfaces minimales

. Graphe Z* avec poids aléatoires
e Convergence genérale des corrélations

e Comprehension des surfaces aléatoires

MERCI DE VOTRE ATTENTION



