Equivalences de Fontaine multivariables
Lubin-Tate et plectiques pour un corps
local p-adique

par Nataniel Marquis

Abstract. — Let A be a finite set. We adapt the techniques of Carter-Kedlaya-Zabradi to obtain a multivariable
Fontaine equivalence which relates continuous finite dimensional IF,-representations of ], o Or, ((x) to multiva-
riable p-modules over a IF;-algebra which is a domain. From this, we deduce a multivariable Lubin-Tate Fontaine
equivalence for continuous finite type O -representations of [ . G, where K|Q,, is a finite extension. We
also obtain a plectic Fontaine equivalence and two equivalences for the subgroup Gx g1ec Of the plectic Galois
group.

Résumé. — Soit A un ensemble fini. Nous adaptons les méthodes de Carter-Kedlaya-Zabradi pour obtenir une
équivalence de Fontaine multivariable pour les représentations continues de [ ], A G, ((x) de dimension finie sur
F, qui les fait correspondre a des p-modules multivariables sur une IF,-algebre integre. Nous en déduisons une
équivalence de Fontaine multivariable Lubin-Tate pour les représentations continues de [], . Gx de type fini
sur Ok, ol K'|Q, est une extension finie. Nous en déduisons également une équivalence de Fontaine plectique et
deux équivalences pour le sous-groupe Gk olec du groupe de Galois plectique.
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Introduction

Soit p un nombre premier et / une extension finie de @, de corps résiduel fini kx. L’archétype d’une équi-
valence de Fontaine est le Théoreme 3.4.3 dans I’article de J.-M. Fontaine [Fon91]]. Ce théoréme établit une
équivalence de catégories explicite

D : Repy Ok = Mod® (N x Tk, 0¢) : V.

Ici, 1a source est la catégorie des Zj,-représentations de type fini continues de G := Gal (@|K ) La catégorie de
droite est celle des (¢, 'k )-modules étales cyclotomiques (topologiques), des objets qui se sont avérés cruciaux
en théorie de Hodge p-adique (voir [Her98], [Col10] et [EG23]).

Ces équivalences ont été généralisées dans deux directions. Bien que 1’équivalence de Fontaine originelle
considere I’extension cyclotomique K (p,0c ) pour se ramener a un corps de caractéristique p, il est possible de lui
substituer extension de Lubin-Tate Ky .. On obtient dans ce cas une équivalence de catégories explicite (voir

[FouO5| §1.4.1], ou [Sch17a] pour une exposition détaillée)

]D)LT : RepngK = %Odét(goll? X FK,LT705K> : VLT

entre les Ok -représentations de G de type fini et continues et les (¢4, O} )-modules étales (topologiques). Cette
équivalence rend transparente la théorie du corps de classes locale dans la description des (¢4, O )-modules de

dimension 1. De plus, remarquer que I';,p = ( Ooﬁ (1)) C GLy(K) donne des espoirs pour adapter certaines idées
de [Coll0].

Simultanément, de récents travaux sur un foncteur de Colmez pour des groupes réductifs (Q,,-déployé
et sur une compatibilité locale globale pour GL2(Q,r ) utilisent des catégories de (¢, I')-modules sur
des anneaux multivariables. Parallelement, [Zab18b] et [CKZ21]] établissent des équivalences de catégories entre
les Z,,-représentations libres et continues du produit finis G A = Ha eA G et des catégories de (o, I')-modules
cyclotomiques sur des anneaux multivariables.




Nous proposons dans un premier temps dans cet article de résoudre une question mentionnée dans 1’intro-
duction de [CKZ21]| : comment mixer les deux directions ci-dessus et obtenir une équivalence de Fontaine multi-
variable Lubin-Tate ? Pour énoncer notre équivalence, nous avons besoin des constructions suivantes. Fixons une
uniformisante 7 de O, un polyndme de Lubin-Tate f associé & 7 et une famille 7° = (7 )n>1 telle que f(m1) = 0,
w1 # 0etVn, f(mp41) = 7. Nous utiliserons les séries formelles [y]pr ¢ € Ok [T] pour v € Ok qui appa-
raissent dans le O i -module formel construit par la théorie de Lubin-Tate. Soit A un ensemble fini. Définissons le
monoide ®a 4 := [[oca <p§7q équipé de la topologie discrete et le groupe topologique I're 11 A := [ ca Ox.
Soit

O€K,A = (OK[[Xa ‘ S A]] [XEIDAP’ XA = HX(x

muni de la topologie d’anneau dont une base de voisinages de 0 est donnée par les

(7" Og e n + XROK[Xo |a € A])

n,m>0"

Il est également muni d’une action O -linéaire continue du monoide (®a , X 'k 11 A ). Laction de ®a 4 vérifie
v‘P = (@Z?q)GEA € q)A,Lp \V/B € A? @(Xﬂ) = fo"e (Xﬂ)

L’action de I' g 17 A Vérifie

VY = (Ya)aea €Tk ira, VB € A, v(X5) = [vs)ire(Xp).

Cet article démontre le théoréme suivant.

Théoreme 0.1 (Voir Théoreme [3.4). Il existe une équivalence explicite de catégories symétriques monoidales
fermées
6t
Darr : Repp, Gx,a & A od 4, (Paq X Trrra, O n) = Varr,

ou la catégorie au but est celleﬂ des Og,. ,-modules de type fini D dont le dévissage ™" P [z"+1 D est fini projectif
sur O¢x a [nOg,. 5, munis d’une action semi-linéaire continue de (P a o X Gxc A) pour laquelle I'image par I'action
des 4 engendre encore D.

La preuve de notre théoreme commence, comme dans [Fon91]], par établir une équivalence de Fontaine pour

oo

des représentations modulo p de G 4 . Ici, le corps perfectoide E choisi est F (X7 ) = ITLT\JTb pour g = |kk|.
La démonstration de ce résultat intermédiaire suit la stratégie de [CKZ21]] qui consiste a utiliser le lemme de
Drinfeld pour les diamants. Nous la modifions en nous assurant de conserver tous nos anneaux de coefficients de
p-modules et tous nos diamants sur [F,. Grice au lemme de Drinfeld pour les diamants, il suffit de construire un

objet en IF,-espaces vectoriels dans une certaine catégorie de diamants FEt (Ha €A, Spd(F,) Spd(E , EO) | ® A7q)
pour obtenir une représentation de Gz .

Nous obtenons alors une équivalence de Fontaine multivariable pour E dont I'anneau de coefficients Ex
des p-modules correspondants est integre : il s’agit d’une IF,-algebre et non d’une (®a€ Aﬁqu)-algébre. Cette
intégrité est un premier ajout aux résultats de [CKZ21]). A ce stade de ’article, elle permet de contourner certains
des arguments les plus délicats dans I’analyse des morphismes de comparaison et ’essentielle surjectivit€é du
foncteur D . Plus tard, avoir une structure canonique de IF;-algebre sera cruciale pour I’équivalence multivariable
Lubin-Tate. _

Dans un second temps, un choix de topologie adéquat sur Ea permet de déperfectoidiser I’équivalence précé-
dente pour que nos ¢-modules soient a coefficients dans Ea = F,[X, |« € A][X']. Dans un troisiéme temps,
I'utilisation du (7, u)-dévissage introduit dans [Mar24b, Section 4] permet d’obtenir une équivalence entre des
Ok -représentations de type fini continues de G 4 et une catégorie Mod® (a4, Ogy ) de Og,. ,-modules.
Notons également que notre équivalence capture les représentations sur Zj, qui ne sont pas nécessairement libres
pour des corps de caractéristiques p. L’article [Zab18b|] obtenait une telle équivalence en utilisant I’action de I'a
et [CKZ21] ne traite que les représentations libresﬂ Nous retrouvons également par coinduction les équivalences
de Carter-Kedlaya-Zabradi.

Pour terminer la preuve du théoréme comme dans le cas univariable, nous regardons plus attentivement I’an-

neau de comparaison Og, caché jusque 1a. Pour obtenir I’équivalence pour le corps F, nous avons utilisé une
A

1. Pour une définition plus précise, se référer a [Mar24b| Définiton 5.19].

2. Nous renvoyons a [Mar24al| pour des exemples d’extensions de représentations qui ne se décomposent pas comme somme directe de
représentations libres sur chaque Z/p"z et sur Zj. Ce sont ces représentations dont 1'image par une équivalence de Fontaine est caractérisée en
utilisant [Mar24b].

3. Voir les énoncés de [CKZ21| Théoremes 4.5, 4.30, 4.31 et 6.15]. Dans la preuve de [CKZ21, Théoreme 4.39], il est méme explicitement
dit que les (¢a, Ik, A )-modules considérés sont finis projectifs.



action de (Pa x Gg ,). Pour obtenir une équivalence Lubin-Tate il reste a étendre I’action précédente en une
action de (Pa,q X Gk,a), ol 'on a identifi€ G5 , a [loca Gxir. C Gk . et que cette action induisent sur
Og, A Iaction déja décrite.

Ce texte démontre également des équivalences de Fontaine plectique et glectique. Le groupe de Galois plec-
tique, introduit par J. Nekovar et T. Scholl dans [NS16] et [NS17]], est défini par

QK,pleC = Autg (K ®Qp @p) .

Pour des données de Shimura globales associées a la restriction Res(g(H ) d’un groupe algébrique H sur une
extension finie F'|Q, ils remarquent que la cohomologie étale est munie d’une action ad hoc de Gp pec (et non
seulement d’une action de Gg) et conjecture que cette action peut-étre construite fonctoriellement. En choissant
(m,f, ) comme dans le cas Lubin-Tate-multivariable, nous obtenons une équivalence de Fontaine pour ce groupe
de Galois dans le cas local p-adique.

Théoréme 0.2 (Voir Théoreme [4.11)). I existe une équivalence explicite de catégories symétriques monoidales
fermées
ét
DpleqLT : RepOKQK,pleC = Q//Odﬂ_dv(TK}pleC, Ofk,plcc) : Vplec,LT-

Soit P := {7 : K — Q,} qui est de cardinal [K : Q,]. Dans le théoréme qui précede, le monoide topologique
Tk plec 8 €écrit
TK,plec = (q)’P,q X 1—‘I(,LT,'P) A plec 6777

ou Gp agit sur le facteur de gauche en permutant les copies de (pllj et 'k 7. En écrivant comme un produit en
couronne
gK,pleC = H gK A plec 67’7
TEP

I'anneau Og,. .. se comprend comme I’anneau multivariable Lubin-Tate & /P variables ot I’on a ajouté une action
de &p qui permute les variables.

Je me suis intéressé a un sous-groupe du groupe de Galois plectique, le groupe de Galois glectique, et nous
obtenons également dans cet article plusieurs équivalences de Fontaine pour ce dernier. Enoncons nos résultats
dans le cas ou K|Q, est galoisienne. Le groupe glectique G giec est le sous-groupe de G piec contenant G p
qui correspond dont I’'image dans G est égale a I'image de Gal (K|Q,) par I’action de composition a droite sur
les plongements. Nous établissons deux équivalences glectiques.

Théoreme 0.3 (Voir Théorémes et 4.33). 11 existe deux équivalences explicites de catégories symétriques
monoidales fermées

. ét .
Dsglec,LT : SRep(’)KgK,glec = -/%Odﬂ.dv(TK,gleaOSK,dgleC) . nglec,LT-

ét
]D)glec,LT : RepOKgK,glec = %Odﬂ—.dv(TK,gleca OEK,glec) : Vglec,LT'

Ici, la catégorie sRepg,, Gk glec est celle des O -représentations semi-linéaires continues de type fini ol
Gk glec agit sur O via son quotient Gal (K|Q,). Le monoide Tk glcc s’ écrit

TK,glec = (((bpvq x FK,LT’P) Hglec ng/IK)/’”WIt/IK’”

ol W(JQSP agit en permutant les copies de goqN et I'x L et ol le quotient identifie (¢, 4)rep € Pp 4 au générateur
de W} /1. Les anneaux Ot cgiee €t Oty .. cOrrespondent quant a eux 2 ajouter sur I’anneau multivariables
Lubin-Tate Og,. , une action de W(Egp /Ix qui permute les variables et se souvient des degrés des plongements.
Pour K = Q,s par exemple, les variables sont indexées par [0, f — 1] et le générateur Frob € ng / IQp , agit
Frob(X;) = X1 et Frob(X;_1) = f(Xo). Le groupe de Galois glectique ouvre donc deux portes. D’un c6té,
la description de I’anneau de coefficients dans le cas non-ramifié rappelle les (¢, O ) de [Bre+22|]. De I’autre,
obtenir une représentation glectique a partir d’une représentation de Gx p consiste a préciser 1’action d’un sous-
groupe canonique Gg, C Gk glec, OF ce genre d’action abondent dans les constructions provenant de la géométrie.

Les résultats de [Mar24b]] donnent une liste de conditions a vérifier pour obtenir une équivalence de Fontaine.
Dans le cas plectique, elles reviennent a construire le bon anneau de comparaison et le monoide a faire agir, ou
sont déja démontrées par le cas multivariable Lubin-Tate.



Le chapitre 1 propose une introduction aux lois de Lubin-Tate et aux anneaux de 1’équivalence de Fontaine
Lubin-Tate. Il s’agit principalement de fixer les notations pour la suite. Le chapitre 2 établit 1’équivalence de
Fontaine multivariable pour des O g -représentations et groupes de Galois de corps perfectoides de caractéristique
p. Nous commencgons d’abord par établir la version perfectoide en caractéristique p grace au lemme de Drinfeld,
puis a déperfectoidiser et dévisser. Le chapitre 3 construit les anneaux multivariables Lubin-Tate et établit le Théo-
reme [0.1] Le chapitre 4 démontre les Théoreéme [0.2]et [0.3] L’annexe A effectue une étude détaillée et technique
des anneaux Fa, qui aurait coupé le rythme du chapitre 2. I’annexe B liste des constructions et résultats sur les
monoides topologiques dont les équivalences plectique et glectiques ont besoin.



Notations et conventions

Dans tout cet article, nous fixons un premier p et une cloture algébrique @p de Q. Nous notons C, la com-
plétion p-adique de @ avec son anneau d’entiers O, et son idéal maximal mc,. La lettre ¢ désigne toujours un
entier de la forme p/. Pour une telle puissance ¢ et un anneau A dans lequel p = 0, nous appelons g-Frobenius
I’endomorphisme d’anneaux donné par la puissance g-iéme. Lorsque ¢ = p, nous I’appelons parfois Frobenius
absolu. Nous fixons également [, une cloture algébrique de F,, et nous appelons [, son sous-corps a g-€léments,
sur lequel le g-Frobenius agit trivialement.

Ecrire une extension de corps I|k suppose la donnée d’un plongement k& < [. Pour un corps k et une cloture
algébrique k fixée, nous notons Gy, := Gal (E|k) le groupe de Galois absolu muni de la topologie profinie.

Quand nous parlons d’action continue d’un groupe (ou d’un monoide) topologique G sur un espace topolo-
gique X, nous voulons dire que 1’application déduite G x X — X est continue. Ainsi, I’action de Gy, sur k avec
la topologie discrete est continue. Pour un monoide (topologique) S et un anneau (topologique) R muni d’une
action de S par morphismes d’anneaux, nous avons défini et étudié dans [Mar24b] la catégorie Mod (S, R) des
R-modules munis d’une action semi-linéaire de S. Nous utilisons sans rappel la sous-catégorie pleine des mo-
dules étales finis projectifs de rang constant Mod’ffrj (S, R). Lorsque 1’on spécifie un élément r pour lequel R est
séparé complet et sans torsion, nous utiliserons la variante Modffdv (S, R) des modules a r-dévissage projectif,
i.e. tous les 7" D /r"*1 D sont projectifs sur R/r. Lorsque nos anneaux et monoides sont munis de topologies,
nous utiliserons les variantes .#0d** (S, R), .#0d%. (S, R) et .#0od%, (S, R).

prj r-dv

1 Léquivalence de Fontaine Lubin-Tate

1.1 Lois de Lubin-Tate

Soit Q,|K|Q, une extension finie. Nous donnons ici les résultats essentiels de la construction des lois de
groupes formels de Lubin-Tate et de I’extension abélienne associée. Pour une exposition plus détaillée ayant pour
but la théorie du corps de classes locale, les lecteurs et lectrices pourront se référer a [[Yos06]. Nous fixons pour ce
chapitre une uniformisante 7 de K et nous notons ¢ le cardinal de son corps résiduel.

Définition 1.1. Un polyndéme de Lubin-Tate est un polynéme (de degré ¢) unitaire f € Ok [T tel que
f(T) = T? + «T mod (xT?).

Exemple 1.2. Pour K = Q, et 'uniformisante p, il existe un polynéme de Lubin-Tate bien pratique (147" — 1.
Pour K général, une choix naturell consiste a prendre f = 79 + 77

Nous fixons pour la suite un polynéme de Lubin-Tate f.
Proposition 1.3. 11 existe une unique série entiére Ty +11 5 To € Ok [T, T2 telle que
Ty +1r Te =Ty + T mod (Ty,T)? et f(T1 +urs To) = f(T4) +ur s £(12).
Cette série est associative et commutative au sens ou
(T +ure To) +rrs Ts = Th +urs (To +ors T3) et Ty +rre To = To +rr s T

De plus, il existe une unique série i € Ok [T] telle que T +11 5 i(T) = 0.
Pour tout a € Ok, il existe une unique [a|irr € Ok [T] tel que

[alur s = aT mod T2 et [alursof=folalur:-

Nous avons utilisé qu’il est possible de composer des séries formelles dans TOk [T] et/ou Ty Ok [T1, T2] +
T50k [Ty, T»]. Pour la suite, nous remarquons qu’une série dans I’'un de ces deux anneaux s’évalue correctement
sur mc, .



Corollaire 1.4. Les séries construites précédemment vérifient
Olure =0, Uure =T, i=[-1urs et Vn>1, [7"]ppe ="
Va,b € Ok, [a+blurs = [a]ur,e +rr,e [Dlurs
Va,b € Ok, [ablurs = [a]urs o Dlur .

Exemple 1.5. Pour le cas particulier de K = Q,, et f = (1 + T)? — 1, nous obtenons

Ty +urs To =T + 1o + Th'Tz, i(T) = Z(_l)nTn

n>1
et [a]LTJ =1+T7T)-1:= Z (Z)Tn
n>1

Définition 1.6. Pour m > 1, nous définissons I’extension finie galoisienne QTP|KLT7f_’m|K comme le corps de
décomposition de £° sur K. Définissons

Kirys = U Kim£,m-
m>1

Définissons I’ensemble (it ,,, des racines de £°"* dans Ky ¢, et ,ufxm = g m \ £, m—1-

Théoréme 1.7. 1. Pour tout x € ,ufxm, Uextension Ky ¢ m est engendrée par x.

2. Pourtout x € puf°, les éléments de pf°, sont précisément les éléments de la forme [a|yr ¢ (z) pour a € Oj.
3. Au regard des points précédents, I’application

tr : O = Gal (Kpp¢|K), a— |z € U pfm — lalir ()
m>1

est correctement définie. C’est un isomorphisme de groupes topologiques.

Définition 1.8. Par la suite, nous utiliserons le caractere

—1
xurs : Gx = Ok, o= (0K, -

1.2 Corps de normes imparfait dans Ay

Nous définissons le corps complet de valuation discrete E := F,((X)) et fixons une cloture séparable E5P.
L’équivalence de Fontaine pour les corps de caractéristique p, dont on trouve I’énoncé original dans [Fon91,
Proposition 1.2.6], établit en premier lieu une équivalence pour les représentations sur O de Gg. Récapitulons
comment en déduire I’équivalence de Fontaine version Lubin-Tate.

Définition 1.9. Un systeme de Lubin-Tate associé a f est un générateur du O -module libre de rang 1 donné par

1}31 Ht,m -
m>0
a—f(a)
Concrétement ¢’est une famille 7 = (1) telle que 1o = 0, 1 € pf; et Vm, f(mmq1) = 7. Un tel élément
s’identifie a un élément de (Clb,.

—

Proposition 1.10. Le corps Kyt ¢ est un corps perfectoide. L’élément 7° de son basculé est une pseudo-uni-
formisante et le morphisme de corps topologiques

—b b

jF(XP 7)) = Kirg, Xom

est un isomorphisme de corps perfectoides.



Puisque la théorie de Galois d’un corps ne change pas en complétant, en prenant des extensions radicielles et
en basculant des corps perfectoides, les corps E et K1 ont la méme théorie de Galois. Plus précisément, pour
des clotures séparables de F (X 4~7")) fixées et un choix d’extension de I’isomorphisme j précédent de la cloture
séparable vers C}, la fléche qui 2 toute extension finie de E envoie Kilﬁf N j(EF,(X9 ™))* est une bijection
entre extensions finies, respecte le caracteére galoisien et donne des isomorphismes de groupe de Galois. Nous
définissons Hy 1t := GKypr < 9K, isomorphe a G, canoniquement si I’on fixe des clotures séparables et une
extension de j. Il devient plausible de promouvoir I’équivalence de Fontaine pour Gg quitte & définir correctement
nos anneaux.

Définition 1.11. Définissons N
Of == Og[X] et Og :==0OF [X71]"".

Proposition 1.12. 1. 11 existe une Og-algébre Og qui est T-adiquement séparée et complete, telle que
Og;/w = EP°P. Elle est unique a isomorphisme pres.
Nous supposons désormais une telle algebre fixée.
2. Pour tout h € Endan,(E5P) tel que h(E) C E et tout f € Endo, (Og) tel que (f mod 7) = hg, il
existe une unique f1 € Endo, Og telle que (f1)0. = f et (fi mod ) = h.
3. Pour toute extension finie E°°P|F|E, il existe une unique sous-Og-algébre Or de Og, T-adiquement
compléte et séparée, de corps résiduel F'. Nous notons Oj{- la cloture intégrale de O; dans Ox.
4. Dans le cadre du deuxiéme point, si h stabilise ' (resp. F'T), alors I’extension de f stabilise OF (resp.
O%).
Démonstration. Conséquences de [Stacks, Tag 04GK] et [[Stacks| Tag 08HQ]. O

Nous avons donc choisi un G-anneau topologique O avec la topologie m-adique tel que Og = ng\r.
Soit Ax := Wo x ((C:Z) que I’on munit de la topologie faible, i.e. la topologie produit en écrivant que ((C;)N =
Wo, (C)) via (xn) = 2,50 7" [wn]. 1l est également muni d’une structure de (p} X Gx )-anneau topologique

en relevant O g -linéairement les actions sur (C;

Proposition 1.13. 1/ existe un élémen {7®Ypr dans Ag, topologiquement nilpotent, tel que :

a) NOus avons {n°}pr mod 7 = n°.

b) L’application _
Or = A, X = {n"}ur

.. . . —b N
est injective, d’image contenue dans W o, (KLTJ ) et stable par (<pq X Gk ).

¢) L’image est invariante par Hy 11 ¢ et l'action Ok -linéaire de (<p1§ X (’)IX() déduite sur O¢ vérifie
0q(X) =1(X) et Ya € OF, a-X = [a]ur¢(X).

d) La topologie d’anneau induite sur Og est la topologie faible qui a pour base de voisinage de zéro les
(PO + X™OF),, s

e) L’application précédente s’étend en une injection de Og dans Ag. Son image est canonique, stable par
(9015 X Gk ). L'action de Gk, .. s identifie,via I’identification des théories de Galois précédemment construite,
a laction de Gg sur la hensélisation.

La topologie induite est encore la topologie faible.
On appelle Og, et (’)g?? les (<p§ X Gk )-anneaux topologiques obtenus ci-dessus.
Remarque 1.14. Pour toute extension galoisienne K|/ de groupe de Galois localement isomorphe a Z,, la

théorie du corps des normes imparfait dans [Win83] permet d’identifier la théorie de Galois de K, avec celle de
F,((X)). C’est une autre méthode pour construire une action de G sur E.

4. Notons que I’on peut retrouver f 2 partir de 7” : nous nous épargnons donc des indices inutiles.


https://stacks.math.columbia. edu/tag/04GK
https://stacks.math.columbia. edu/tag/08HQ

2 Equivalence de Fontaine multivariable pour certains corps perfec-
toides de caractéristique p

Dans ce chapitre, nous commengons par établir une équivalence de Fontaine pour les représentations p-adiques
de produits de groupes de Galois absolus de corps perfectoides de caractéristique p. Suivant I’idée de [CKZ21],
nous commengons par utiliser le lemme de Drinfeld pour les diamants pour passer de modules sur un anneaux
perfectoides multivariables EA a des EA -algebres finies étales puis a des ensembles avec action du produit de
groupes souhaité. Nous nous attachons a conserver I'intégrité de nos anneaux. Le cas qui nous intéresse pour
les corps locaux p-adiques est celui des corps perfectoides F, (X7 ~ )); nous avons déja dit qu’ils ont la méme
théorie de Galois que des extensions de Lie de nos corps locaux p-adiques. Nous établirons en un deuxiéme temps
une équivalence de Fontaine imparfaite pour ces corps, d’abord pour des représentations de caractéristiques p puis
en dévissant grice a [Mar24b] pour capturer toutes les représentations p-adiques de type fini.

2.1 Construction du foncteur D, modulo D

Le formalisme développé dans [Mar24b| souligne que les point délicats d’une équivalence de Fontaine sont
de deux natures : la définition correcte de 1’anneau de comparaison avec sa topologie et son action de monoide
d’un coté, I’ obtention des isomorphismes de comparaison de I’autre. Nous commengons ainsi par définir anneaux
adaptés a une équivalence de Fontaine pour des corps perfectoides de caractéristique p. EN caractéristique p, les
conditions topologiques pour appliquer le formalisme dans [Mar24b|| sont aisées : pour les anneaux de le chapitre
[I] si I’action de G sur le corps de normes imparfait est uniquement continue pour la topologie X -adique, celle
de G est continue pour la topologie discréte sur £°°P. Malheureusement, nous voulons utiliser ici la théorie des
perfectoides ce qui nous force a considérer tout de méme des topologies plus malines sur nos anneaux.

Fixons pour cette section un corps perfectoide E' de caractéristique p tel que E' N F3FP est fini de cardinal g.

Nous fixons une structure de [F;-algeébre sur E, une cloture séparable ES°P et un plongement de F,, dans ladite
cloture séparable. Le groupe de Galois absolu G = G sera tou]ours muni de sa topologie profinie. Fixons egalement
w une pseudo-uniformisante de E, et notons E+ := E° son anneau d’entiers. Pour toute extension finie F |E
I’élément w est encore une pseudo-uniformisante et la cloture algébrique de IF), dans F est encore finie. Nous
noterons ¢/ son cardinal.

L adjectif multivariable implique de se fixer un ensemble fini A. Pour chaque o € A, nous considérons un
corps perfectoide E muni d’un isomorphisme avec E et d’une extension de cet isomorphisme a leurs clotures
séparables. Ainsi, nous fixons pour toute extension finie F|E une extension isomorphe E, |E,, et une structure de
IF,r-algebre. De maniere générale, pour chaque objet obtenu a partir de E, nous notons avec un indice o I objet

obtenu pour E‘a a partir d’un objet choisi pour E et du choix d’isomorphismes précédents. Nous définissons

G5.a= 1] 95,

a€A

Nous voulons établir une équivalence pour des représentations F,.-lin€aires de Gz , pour IF,. C .

Définition 2.1. Définissons le monol'deE] Pap = [laca @E,p 11 sera toujours muni de la topologie discrete. Pour
b > 1, nous notons

b -
Pa,pt = Pa et PApb = ((poz,p”)ocEA-

Pour p®|p®, nous définissons

DA pppo = (PApa, Papr | EA) < Dp .

Pour a = b, nous simplifions cette notations en ® Aph-

. . . PR gp
Nous pouvons plonger les monoides simplifiables ® 5 ,» ,. dans leurs symétrisés Apb e

Commencons par définir une IF,-algebre analogue du I de Fontaine dans le cas multivariable perfectoide. Ici,
nous faisons agir le groupe % 4. - des g-Frobenius sur chaque copie qui encodent les actions des différents G B
et un Frobenius r-Frobenius global qui permet de redescendre a des IF',. représentations. La construction entre dans
le cadre de [CKZ21, Section 4.1].

5. Il est effectivement isomorphe 3 N2 mais nous préférons nommer une base de manidre suggestive.



Définition 2.2. Soit Esep|ﬁ|E une extension finie. Dans le produit tensoriel

® (X’

acAF,

appelons encore @, 'image de @, € ﬁ;, notons (@) = (wq | € A) et wa = [[en @a-

Définissons
N=)
+ +
FA’q = F
a€cAF,

~ ~ 1
Fng:=Ff |—
Aq Aq |:wA:|

Trois topologies seront utilisées pour ces deux anneaux Sur ﬁx 4 Ces trois topologies sont la topologie
discréte, la topologie wa-adique et la topologie (w)-adique. Sur ﬁA’q, ce sont la topologie discrete, la topologie
d’anneaul’| ayant pour base de voisinages de 0 la famille (wZﬁX q) que nous appelons topologie adique et

%/ n>0

la topologie colimite des topologies (zo)-adiques via I’ écriture
Fa, = colim —— Ft
=co
Aa =000 wh A

que nous appelons fopologie colimite.
Le produit tensoriel des FJr est muni d’une structure de &% q,--anneau topologique pour la topologie (m)-

adique, I’élément ¢, 4 agissant par le g-Frobenius sur Fj et ’identité sur les ﬁg et’élément A , agissant par le
r-Frobenius. En complétant, on obtient une structure de <I>gp »-anneau topologique sur ﬁ* muni de la topologie

(w)-adique. Cette action du monoide est également une structure de <I)gp ,-anneau t0p010g1que sur FA muni
de la topologie wa-adique ou de topologie discrete. Apres locahsatlon l’actlon du monoide fournit donc une
structure O’ A q.--anneau topologique sur Fa 4 pour chacune des trois topologies ci- dessusﬂ

Soient Esep|]5|E' une extension finie et ¢/ le cardinal de la cloture séparable de F,, dans F'. Nous utiliserons

les <I>gqu -anneaux topologiques FJr et Fs obtenus comme 2 la définition précédente en considérant F comme
extension ﬁme de lui-méme, i.e. en falsant les produits tensoriels sur F
Puisque nos produits tensoriels ne sont pas sur IF,,, nous ne pouvons decomposer le Frobenius absolu et obtenir

un @?’ p-anneau contrairement aux anneaux dans [CKZ21|]. En revanche, nous prouvons que 1’anneau Ea est
integre.
Proposition 2.3. Pour une extension finie E5°P|F|E, I’anneau FX o €5t parfait, réduit et sans EZ—torsion. En
particulier I’anneau EZ est integre.

1l en découle que ’application FX’ q — Faq estinjective. L'anneau Fp 4 est parfait, réduit et sans En-

torsion. En particulier I’anneau E A est intégre.
Démonstration. Reléguée en annexe au Corollaire O

Remarque 2.4. Le balancier entre les idéaux (w) et (twa ) est une subtilité importante de ces anneaux. Puisque
nous commencons par prendre la complétion (w)- ad1que il serait naturel d’essayer d’en conserver une trace to-
pologique. Malheureusement, la famille d’idéaux de Et " donnée par (w )* ne définit par sur EA une structure
d’anneau topologlquel "0l Pour en garder une trace, il faut considérer la topologie colimite, dont nous nous servi-
rons d’ailleurs a la section [2.4] Toutefois, nous voudrons utiliser nos anneaux dans contextes pour lesquels cette

6. Les trois topologies sont utiles respectivement pour les considérer comme coefficients de catégories de -modules, comme espace
adique a la section|2.2|ou pour un raisonnement fin a la section
7. Voir [Bou71} §6.3] pour les axiomes que doivent vérifier une telle base de voisinages.
8. Il n’est pas si clair que a ce stade que }?K’ a s’injecte dans ﬁAﬂ. L’abus de notations sera vite réparé (voir Proposition .
9. C’est plus subtile pour la topologie colimite car les Frobenius ne stabilisent par les termes de la colimite.
10. Par exemple, chaque idéal (w)* /e contient un élément w” /= ce qui démontre que le produit n’est pas continu au point (wgl7 0)



topologie n’est pas adéquate : dans la section nous voulons considérer (Ex, EX) comme une paire de Huber.
Pour la topologie colimite, une base de voisinage de zéro s’écrit

U (’Zﬂw)z n

n>0

(my) € NN telle que m, 41 > m, + |A|

dont aucun n’est contenu dans EZ. Nous n’aurions pas une paire de Huber. Le ticket d’entrée dans la théorie des
espaces adiques est précisement d’utiliser la topologie adique.

Dans cette section cependant, nous n’aurons besoin que de la topologie discrete puisque les actions de Galois
considérées pour notre équivalence de Fontaine sont toutes a stabilisateurs ouverts. En réalité, pour 1’équivalence
modulo p, nous pourrions appliquer les méthodes dans [Mar24b|] avec n’importe laquelle des trois topologies;
les conditions de continuité sont vides dans chacun des cas pour les @gﬁ q.~—modules finis projectifs sur Fa.
Cependant, le dévissage de la section [2.5| fonctionne bien mieux avec la topologie discrete.

Remarque 2.5. Nous spécifierons notre étude a des corps perfectoides plus agréables a la section et nous
décrirons completement 1’anneau E A dans ce cas. Les lecteurs et lectrices souhaitant avoir une prise plus concrete
sur ces anneaux pourront lire dés a présent la Remarque [2.60]

Nous définissons a présent I’analogue de E*°P dans le cadre multivariable perfectoide .

Définition 2.6. Soit £5°P|F'|E une extension finie galoisienne. L’action de G 7 sur FToest IF-linéaire, continue
pour les topologies discrete et cw-adique, commutant au Frobenius. L’action de Gz , sur le produit tensoriel des
FF facteur par facteur se compléte (w)-adiquement en une action sur FK 4 continue pour la topologie discrete,
commutant a I"action de % .

gp

Nous obtenons donc une structure de (<I> A g

X G . A)-anneau topologique sur ZEK 4 En localisant, nous

obtenons une structure de ((Dg; ar X g B A) -anneau topologique sur Fa g.

Lemme 2.7. Soit Galg; la catégorie des sous-extensions finies galoisiennes de E dans E*°P avec les inclusions
pour morphismes. La construction _ _
F— FA}q
~ ) . . b . , . gp
ou I’on met la tol?ologle discrete est ca.nomqueme.nt un folnc.’teu.r de Gal vers la catégorie des ( Aqr X g B, NS
anneaux topologiques. Tous les morphismes déduits sont injectifs.
La construction _ _
F FA
est canoniquement un foncteur depuis la catégorie de Galg vers la catégorie des anneaux topologiques. Pour

toute tour d’extensions finies galoisiennes F'|F|E, le morphisme associé
FA — FIA

gp

est une injection q)A,qf' -

-équivariante.

Démonstration. Grossieérement, il faut prendre le produit tensoriel, compléter puis localiser les injections ¢, p-
équivariantes

o+ o+

Fl — F.".

‘e . = o L, . jad , .. f
Pour la deuxieéme construction et £ C f , nous écrivons E~’ le corps de décomposition de X? — X. Le
morphisme a déconstruire se décompose via E'y . Le morphisme E/y, — Fa est simplement donné par la premiére
construction. Pour E’| F, on sait grice a [Bou81, V §5, Proposition 9] que E|Fq est réguliere : I’anneau E ®F, ]qu

est donc un corps et une analyse des dimension montre qu’il est canoniquement isomorphe a E’. On peut donc
compléter et localiser I’injection

® E;r‘—> ® EOT @)[F(I]qug ® E‘gf.

acA, F, acA, Fy a€A, F ¢
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Définition 2.8. Définissons le (@gA'p} ar X9 B A )-anneau topologique discret

~ep
EL" = colim Fa 4.
FGgalE

Proposition 2.9. L’anneau EX" est parfait, réduit et sans E-torsion.

Démonstration. Rassembler les résultats de la Proposition [2.3|et du Lemme O

Remarque 2.10. La topologie est toujours discrete ici. Nous ne complétons pas wa-adiquement; si nous le
faisions, I’action de G , cesserait d’étre continue pour la topologie discrete sur le complété et certains groupes
de cohomologie continue ne s’annulent pas pour la topologie adique.

Remarque 2.11. Nos ¢-modules multivariables vivront sur E 'A- Si cet anneau de coefficients integre, ce n’est pas

le cas de I’anneau de comparaison E'X". En effet, il existe une injection
™ rsep
Q) Fy— EXP.
acA,F,

Nous imitons la construction du foncteur de Fontaine et obtenir un foncteur

Prj

ﬁ)A : Rep]FTgE,A — ///Odét ((I)gAp’q’r’EA> .

Pour cela, il reste essentiellement a démontrer que la descente galoisienne fonctionne pour des anneaux multiva-
riables.

Lemme 2.12. Le morphisme canonique

77Sep o _ msep o . [ SeP o _ I rsep
Exrap (B op, - (BP0 Fag)) - EX
est un isomorphisme de G A -équivariant.

Démonstration. Puisque les injections F5°P — EX" sont G & -€quivariantes, I’équivariance est automatique.
o
De plus, quitte a passer a la colimite, on se restreint & prouver une identité similiaire entre Fj q €t Fa q pour

une extension finie F'|F'.

Nous introduisons, pour toute paire (A, w) formée d’un anneau et d’un élément admettant des racines p”-
iemes pour n arbitraire, la catégorie (A, w)-Mod des presque-A-modules par rapport a 1’idéal Rad(w). De la
méme maniere, nous appelons presque-(A, tw)-isomorphisme un morphisme de A-modules qui devient un iso-
morphisme dans (A, @)-Mod.

Gréce a [[Sch12| Proposition 5.23], nous savons que F'* estun (ﬁ*, w)-module uniformément libre de type
fini. Choisissons une famille (z)1<x<q dans F'* telle que

d
@F%k BT
k=1

est un presque—(ﬁJ’7 w)-isomorphisme. Le morphisme

D | Q i) loa-| & £F

(ia)€[1,d]> \a€A,F, acA €A, F,

est un presque-((@Fq ﬁj ) ,wA>—isom0rphisme en le décomposant comme suite de changement de base du

presque-isomorphisme précédent. Puisque la structure monoidale sur (A, w)-Mod vient du produit tensoriel sur
les A-modules (voir [GRO02} §2.2.5]), le morphisme ci-dessus est encore un presque-isomorphisme aprés quotient
par (z)™. En passant a la limite[ﬂ nous en déduisons que

@ ﬁZﬂ H Liaa =7 ﬁ/A—t_q

(ia)€[1,d]2 acA

11. La catégorie (A, w)-Mod admet toutes les limite puisque la localisation A-Mod — (A, w)-Mod admet un adjoint a gauche (voir
[GRO2, Corollaire 2.2.15]).

11



N

est un presque-(ﬁiq,wA)-isomorphisme. En décomposant a nouveau, le terme de gauche est presque-
-(ﬁg’yq, wA )-isomorphe

s, (BT s~ o o -, T

F, ®Fa+ (Fﬂ ®Fg— (Fé ®F5+ FA,q)) .

En inversant wa, nous obtenons 1’isomorphisme escompté. O

Corollaire 2.13. 1. Pour toute extension finie E*?|F|E, I'inclusion Fx (Esep) "% est une égalité.

2. Pour tout objet D de //lod;trj ( N g X g5 A EA ) le morphisme de comparaison

ESep Q. Inv(D) —» D
est un isomorphisme.

Démonstration. Grace a la description ci-dessus, nous youvons appliquer [Mar22, Théoreme 3.6]. La descente
fidelement plate des modules projectifs pour FA q — EXY (resp. pour En — Ebep) établit une équivalence de

catégorie entre les FA q-modules finis projectifs et les Ebep—modules finis projectifs munis d’une action lisse de
Gz A- Celaimplique les deux énoncés. O

Définition/Proposition 2.14. Le foncteur

gE,A

Da : Repg, G o = Mod (9, Bs), Vo (B3" @x, V)

est correctement défini et son image essentielle est incluse dans .# odprJ (fbgAp @ A). Cette derniere catégorie

est une sous-catégorie pleine monoidale fermée et ]D)A commute naturellement au produit tensoriel et au Hom
interne.

Démonstration. Nous identifions la catégorie de représentations a .# od;trj (g A ]Fr) et nous décomposons le

foncteur D A comme suit.
™ . 6t trlv 6t
Da : Modls; (G5, Fr) — odlyy (92, % G5 )

[

Mod (@%,,, Ea ) 45 Mod (92, x G 5, E3")

Pour montrer que Ex et Inv préservent les sous-catégories, nous utilisons [Mar24b} Propositions 5.14 et 5.15]
respectivement pour le morphisme de (<I>ip Y B A )-anneaux topologiques discrets F,, — EX* et pour EXP
avec comme sous-monoide G = Ba < (<I> Agr X g . A). Les conditions de [Mar24b, Proposition 5.14] sont déja
démontrées lors la construction des anneaux. Nous listons et démontrons les conditions de [Mar24b| Proposition
5.15].

Condition 1 : le sous-monoide G = 7. est distingué et le groupe topologique quotient s’identifie 2 % g, Tout
découle de ce que (D%, . x G5 7.a) estun produit direct.

g ~
Condition 2 : I’anneau topologique En s’identifie a Ebep "% L'identification ensembliste est I’objet du

premier point du Corollaire [2.13] Puisque les anneaux sont discrets, la condition topologique est vide.

Condition 3 : I'inclusion Ex C EX" est fidelement plate. Le Lemme démontre que c’est une suite de
changement de bases le long de morphismes de corps, a fortiori un morphisme fidelement plat.

Condition 4 : les morphismes de comparaison sont des isomorphismes. C’est 1’objet du deuxieéme point du
Corollaire 213 O
Remarque 2.15. Puisque ®%° . est discret les catégories ./ odIDrJ (@gAp o EA> et ModffrJ ((I»gqu - EA) coin-
cident (voir [Mar24b, Exemple 5.6]) pour n’importe quelle topologie.
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2.2 Equivalence de Fontaine multivariable perfectoide modulo p pour certains corps
perfectoides de caractéristique p

Pour démontrer une équivalence de Fontaine perfectoide modulo p, il nous reste a montrer que le candidat
naturel a étre quasi-inverse de D est correctement défini. Pour ce faire, nous aurons besoin de démontrer un
autre isomorphisme de comparaison, beaucoup plus délicat. Nous suivons la stratégie dans [[CKZ21]] qui consiste
a utiliser le lemme de Drinfeld pour les diamants afin d’obtenir d’une autre maniére une [F,.-représentation de G BA

a partir d’'un ®%° A q,--module sur EA Dans la preuve de [CKZ21|, Proposition 4.20], les trois auteurs utilisent la
commutation de leur foncteur au dual, peu évidente a ce stade de démonstration. Nous préférons utiliser activement
I’intégrité des anneaux dans notre version de 1’équivalence pour contourner une partie des arguments.

gp

PN o
Lemme 2.16. L’inclusion F,. C (Esep) " est une égalité d’anneaux topologiques.

Démonstration. Puisque les topologies sont discrétes, ¢’est un énoncé algébrique relégué au Corollaire[A.T5] O

En admettant le Théorémquui occupera la majorité de cette section, nous pouvons démontrer que D A est
une équivalence de catégories.

Définition/Proposition 2.17. Le foncteur

HEP
v 6t A,q,r
Va : Mod®, (‘PAW >HMod (QEA,IFT), DH( Fer D)
est correctement défini et son image essentielle est incluse dans Repy G5 5. De plus, le foncteur @A commute
naturellement au produit tensoriel et au Hom interne.

Démonstration. Nous décomposons le foncteur VA comme suit en se souvenant que la condition de continuité a
la source est automatique :

@A : /A/Odgﬁ!J ( Aqr’EA) tm ,/ﬂodlitrJ ( Aqr X QEA,EA)

[

Mod (@gp F, ) ¢——— Mod (cbgfjw x gEA,EZep)

A,q,r

pIj
considérée. Nous utilisons [Mar24b, Propositions 5.14 et 5.15] respectlvement pour le morphisme de
(%, % 95 a)-anneaux topologiques discrets En  — ESP et pour EXP avec comme sous-monoide

R (@gAp g X 95 a)- Les conditions pour Ex sont encore une fois démontrées au fil de la construction
des anneaux. La liste des conditions 2 démontrer pour Inv est similaire 2 la Proposition [2.14] La condition 1 est
automatique ; la condition 2 est contenue dans le Lemme [2.16 , la condition 3 découle de ce que IF,. est un corps;

la condition 4 est ’objet du Théoreme [2.19] O

Puisque Repy, G5 A s’identifie 3 .Z0d%t, (g A F ) il faut prouver que Ex et Inv préservent la sous-catégorie

Théoreéme 2.18. Les foncteurs Da et Va forment une paire de foncteurs quasi-inverses et établissent une équi-
valence de catégories symétriques monoidales fermées

™) . _ — ét . <7
Da : Repg, Gz o = ModS, (@Aqr,EA) N
Démonstration. Reste a prouver que les foncteurs sont quasi-inverses I’'un de I’autre. Grice aux isomorphismes

de comparaison naturels que nous avons obtenus en étudiant les foncteurs, prouver que D o VA est isomorphe a
I’identité revient a passer aux G , -invariants I’isomorphisme de comparaison naturel

EsAep QF,. VA(D) = EsAep QrF,. Inv <E5Aep ®EA D) = EsAep ®EA D
et a prouver que
P1)

X ~ ~ 95
VD € Mod%t, (‘I"O’Ap,q,,., EA) , Iapplication D — (EsAep ®F, D) ®% st un isomorphisme.

La Proposition permet d’utiliser [Mar24b, Proposition 3.10] pour conclure. L’autre composition se traite de
méme. O
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s 1z . . . . ét gp _ 7sep
Il reste & démontrer que le morphisme de comparaison est un isomorphisme pour .2 od,;; (<I> Agr X g B.A EX

Grace au Corollaire[2.13| la descente galoisienne établit une équivalence de catégories

Tnv : Aodsh; (9%, % G 5, EX?) = Aodty (0%, Ea) + Bx

prj prj

On se ramene donc a prouver le théoréme suivant.

Théoreme 2.19. [voir Théoreme|2.58)] Pour tout objet D de Moditrj (@i"’q’r,

EA), le morphisme de comparaison

Ezep X, @A(D) — Efp ®EA D
est un isomorphisme.

Suivant I’idée de [[CKZ21]| et adaptant les preuves a notre contexte, nous construisons par une méthode géo-
métrique un foncteur V z puis nous I’analysons pour obtenir I'isomorphisme de comparaison. Nous aurons besoin
d’utiliser tous les foncteurs Vz avec F |E‘ finie pour analyser WNIA. Bien que ce qui suit est rédigé avec E et q,
gardons en téte que nous démontrons les résulats également pour chaque Fet q.

Nous définissons la notion de catégorie galoisienne que nous pouvons comprendre comme une liste de condi-
tions pour étre équivalente a une catégorie de représentations d’un groupe profini. Les lecteurs et lectrices souhai-
tant un exposé détaillé de la théorie pourront se réferer a [GRO4, V, §4].

Définition 2.20. 1. Soit C une catégorie ayant toutes les limites et colimites. On dit qu’un objet X est C-
connexe si pour tout monomorphisme f : Y — X, I’objet Y est initial ou le morphisme f est un isomor-
phisme.

2. Soit F' : C — D un foncteur entre deux catégories ayant toutes les limites et colimites finies. On dit
qu’il est exact s’il envoie les objets initiaux (et finaux) sur des objets initiaux (et finaux), et que pour tout
diagrammes (X — Y «+ Z) et (X' «+ Y’ — Z’), les morphismes naturels

F(X Xy Z) — F(X) XF(Y) F(Z) et F(X/) uF(Y/) F(Z/) —)F(X' Uy Z’)

sont des isomorphismes.

3. Toujours pour un tel foncteur £, on dit que F' reflete les isomorphismes si pour tout morphisme f de C, si
F(f) est un isomorphisme alors f aussi.

Définition 2.21. Une catégorie galoisienne est un couple (C, F'), ol C est une catégorie essentiellement petite et
F : C — Ens est un foncteur, tel que :

— La catégorie C a toutes les limites et colimites finies.

— Tout objet de C est une union disjointe finie d’objets C-connexes.

— Le foncteur F' est a valeurs dans les ensembles finis.

— Le foncteur F' est exact.

— Le foncteur F' reflete les isomorphismes.

Théoreme 2.22. Soit (C, F') une catégorie galoisienne. Définissons le groupe fondamental 71 (C, F') comme le
groupe d’automorphismes du foncteur F'. Il s’identifie a un sous-groupe du groupe topologique profini

H Srx)
XeDp

ou D est une petite sous-catégorie de C qui lui est équivalente. Pour tout objet X, 'action de 7w1(C, F') sur F(X)
est donc a stabilisateurs ouverts et I' se promeut en une équivalence de catégories

F : C — m1(C, F)-EnsFinis
oul cette derniére catégorie est celles des 71 (C, F')-ensembles finis a stabilisateurs ouverts.

La géométrie fournit quantité de catégories galoisiennes intéressantes parmi le groupes fondamentaux des-
quelles nous pouvons trouver G B.A- Pour cela, nous utilisons la théorie des diamants dont nous donnons ici une
exposition adaptée a nos besoins, avec pour référence [SW14] et [Schl7b]. La premiere référence fournit une
approche plus accessible et plus vaste aux perfectoides, diamants et objets qui en découlent. La deuxieme est plus
compacte et technique mais nous servira pour avoir des énoncés millimétrés. Les lecteurs et lectrices souhaitant
d’abord de familiariser avec la géométrie adique et les perfectoide pourront se référer a [Mor].
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Définition 2.23. Une paire de Tate perfectoide est une paire (A, A™) ol A est un anneau topologique, AT un
sous-anneau ouvert borné et intégralement clos et possédant un élément 7 vérifiant que :

— La topologie sur A™ est la topologie m-adique et AT est m-adiquement complet.
— Nous avons p € TP AT,
— Le morphisme d’anneaux déduit A* /rat — AY /zpat 2 — P est un isomorphisme.

Un tel élément 7 s’ appelle une pseudo-uniformisante. La définition de paire de Tate perfectoide requiert 1’existence
d’une pseudo-uniformisante et non d’en choisir une.

A toute paire de Tate perfectoide, nous associons un espace topologique Spa (A, A*) muni de deux faisceux
d’anneaux que nous appelons espace affinoide. L’ ensemble sous-jacent sera

a valeurs dans un groupe abélien totalement ordonné,
/N.

Semi-norme multiplicative | . | A>T U {0} continue pour la topologie de I’ordre sur T",
telle que [AT|CI<;.

La topologie a pour base d’ouverts les ouverts rationnels

(LI ) o {1 vtteque Vi, (7] <ol £ 0} pour (oo fy) = A

+

Spa(A,A+) sont caractérisés par leurs valeurs sur

Cet espace est spectral. Les faisceaux d’anneaux Ogpa(a,44) €t O
les ouverts rationnels :

1,..., fr . AT T
o0 () (1 £) )

1,... r A AT
nga(A7A+) (U (f’g’f>> = cldture intégrale de (AJr [];1, e J;})

dans <A+ [ﬁ’.“7ﬂ}>m [1] .
g g ™

Définition 2.24. Un espace perfectoide est un triplet (X, Ox, 0% ) formé d’un espace topologique et de deux
faisceaux d’anneaux, localement isomorphe a un espace affinoide (Spa (A4, A™), Ogpaca,a+4), (’)gpa(A.AJr)). On
note souvent X un tel triplet par négligence. Les morphismes d’espaces perfectoides sont les morphismes d’es-
paces annelés f : (X,O0x) — (Y, Oy) induit localement par un morphisme continu d’anneaux tel que 1’image
de f~1(O5) soit contenue dans OF.

On dit qu’il est de caractéristique p (resp. de caractéristique mixte) si Ox a pour valeurs des anneaux de
caractéristique p (resp. de caractéristique mixte).

Proposition 2.25. La catégorie des paires de Tate perfectoides a pour morphismes (A, AT) — (B, BY) les
morphismes d’anneaux continus f : A — B tel que f(A') C BY. L'association (A, AT) — Spa (A, AT)
fournit un foncteur pleinement fidele de la catégorie opposée des paires de Tate perfectoides vers celle des espaces
perfectoides.

Remarque 2.26. Pour toute paire de Tate perfectoide (K, KT) telle que K est un corps, I'ensemble des élé-
ments bornés O vérifie que (K, Ok) est une paire de Tate perfectoide. L’espace Spa (K, O) n’a qu’un seul
point donné par la classe d’équivalence des valuations ﬂ—adiquesE] pour toute pseudo-uniformisante 7 et Ok est
I’anneau de valuation associ€. L espace Spa (K, KT) peut avoir plus de points, mais Spa (K, O ) y est dense.

Définition 2.27 (voir Définitions 6.2 et 7.8 dans [Sch17bf). Soit f : ¥ — X un morphisme d’espaces perfec-
toides.

1) Le morphisme f est dit fini étale si pour tout ouvert affinoide Spa (R, R*) = U C X, son image réciproque
est affinoide disons f~1(U) = Spa (A, AT) et le morphisme R — A est fini étale, identifiant A" a la cloture
intégrale de R™ dans A. Il suffit de le vérifier sur un recouvrement ouvert du but (voir [Sch12, Section 7]).

2) Le morphisme f est dit étale s’il se factorise localement sur Y comme la composée d’une immersion ouverte
et d’un morphisme fini étale.

3) Le morphisme f est pro-étale s’il existe un recouvrement de Y en ouverts affinoides V = Spa (A4, AT) C
Y, tels qu’il existe f(V)) C U = Spa (R, R™) affinoide, un petit systéme cofiltré d’espaces affinoides (Spa (4;, A7) )
et un morphismes de diagrammes formé de morphismes étales (Spa (A4;, A;") ), — Spa (R, R") tel que f)y
s’identifie a la limite de ce diagramme.

I
I

12. C’est une valuation de rang 1 non discréte définie par ||, = lim,, p~ min{k € z|a™ € =k AT}/n,
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Exemple 2.28. Soit I un corps perfectoide. Les espaces perfectoides finis étales sur Spa (F, O ) sont isomorphes
aux
|_| Spa (FL', Opz)
i€l
ou I est fini et ol les F;|F sont des extensions finies séparables.
En particulier si F' est algébriquement clos, les seuls espaces finis étales sur Spa (F, Or) sont des unions de
copies de ce point.

Définition 2.29 (voir Définition 8.1 dans [[Sch17b]]). Nous définissons la sous-catégorie pleine Perf des espaces
perfectoides dont les objets sont les espaces perfectoides de caractéristique p. Nous la munissons canoniquement
de la toplogie pro-étale : les recouvrement de X sont les familles (f; : X; — X ); de morphismes pro-étales tels
que pour tout ouvert quasi-compact U de X, il existe un sous-ensemble fini J C I et des ouverts quasi-compacts
V; C X vérifiant que U C U f;(V;). La catégorie Perf munie de cette topologie sera appelée le site pro-étale
Perf.

Gréce a [Sch17bl Corollaire 8.6], il se trouve que la topologie sur le site pro-étale Perf est sous-canonique, au
sens oll pour tout espace perfectoide X de caractéristique p, le préfaisceau Z — Hompe,¢(Z, X)) est un faisceau
sur le site pro-étale Perf (voir [Stacks, Tag 00WP] and [Stacks, Tag 00WQ]). Nous n’opérerons aucune différence
de notation entre 1’espace perfectoide et le faisceau associé, d’autant plus que cette identification est pleinement
fidele. Les propriétés générales des topos, en particulier lorsqu’une topologie sous-jacente est sous-canonique,
et plus généralement la notion de morphismes représentables de faisceaux peuvent se trouver dans [[Stacks| Tag
00UZ] et [Stacks, [Tag 0021].

Définition 2.30. Un diamant est un faisceau X sur le site pro-étale Perf de la forme Xo/r. Ici Xy est un espace
perfectoide de caractéristique p et R est une relation d’équivalenceE] sur X telle que R est un faisceau représen-
table et que les compositions & — Xy X Xy =2 X sont des morphismes pro-étales d’espaces perfectoides.

Les especes perfectoides de caractéristiques p, vus comme faisceau représentables, forment une sous-catégorie
pleine de la catégorie des diamants.

Tout espace perfectoide de caractéristique p étant muni d’une action du Frobenius absolu, c’est encore le cas
de tout diamant. Tout morphisme de diamant est Frobenius-équivariant.

Définition 2.31. Pour tout corps discret k de caractéristique p, nous notons abusivement Spd (k) le faisceau sur le
site pro-étale Perf qui a un affinoide Spa (A, A™) envoie I’ensemble des morphisme d’anneaux & — A. Ce n’est
pas un diamant.

Pour notre puissance ¢ de p et pour tout diamant X sur Spd(Fy), le g-Frobenius est un automorphisme de
diamant sur Spd(F,).

Proposition 2.32 (Similaire a la Proposition 11.4 dans [Sch17b]l). Soient X,Y deux diamants sur Spd(F,). Le
Jaisceau pro-étale X Xgpq(r,) Y est un diamant.

Pour une introduction plus compléte que les définitions qui suivront, nous renvoyons les lecteurs et lectrices a
[Sch17b, Section 11].

Définition 2.33 (voir Définitions 10.1 et 10.7 dans [Sch17b]). Un morphisme de diamants X’ — X est appelé fini
étale (resp. immersion ouverte) lorsque, pour tout espace perfectoide X et tout morphisme de faisceaux ¥ — X,
le produit fibré Y x x X' est représentable et le morphisme d’espaces perfectoides Y x x X’ — Y est fini étale
(resp. est une immersion ouverte).

Dans le cas d’une immersion ouverte, nous dirons par abus de langage que X’ est un ouvert de X.

Proposition 2.34 (voir Proposition 10.4 dans [Sch17b]). Soient f : Y = Y1, 9 : Y1 = Yo eth : X — Y des
morphismes de diamants.

1) Si f et g sont finis étales alors g o f aussi.

2) Si g o f et g sont finis étales, alors [ aussi.

3) Si f est fini étale, alors le morphisme Y xy, X — X est fini étale.

Définition/Proposition 2.35. 1. Un point géométrique d’un diamant X est un morphisme de faisceaux sur
Perf
T : Spa(K,0Ok) —» X

ou K est un corps perfectoide algébriquement clos.

13. Une relation d’équivalence sur un faisceau X est sous-faisceau R de Xo X X qui induit une relation d’équivalence au niveau des
sections sur chaque objet de Perf.
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2. Deux points T; et T sont dits équivalents s’il existe un corps perfectoide algébriquement clos K et un
diagramme commutatif

Spa (Kla OKl)

Spa (K, OK/ \‘ X

Spa (KQ, OK2)

Soit X un diamant. L’ensemble des points géométriques a isomorphisme preés est noté | X|. Si X est un
espace perfectoide, I’ensemble |X | s’identifie 4 I’espace topologique sous-jacent et le munir de cette topo-
logie. Si X = Xo/Rr est un écriture comme quotient d’un espace perfectoide, la topologie quotient sur | X |
induite par | X | ne dépend pas de I’écriture. Nous appelons espace sous-jacent au diamant, encore noté X,
I’ensemble | X | muni de cette topologie.

3. Les ouverts de X correspondent exactement aux ouverts de I’espace topologique | X |.

4. Un diamant X est dit connexe s’il n’admet pas d’écriture comme union disjointe de deux ouverts non vides.
Cela équivaut a ce que |X| soit connexe.

Définition 2.36. Soit X un diamant. La catégorie FEt (X)) a pour objets les morphismes de diamants finis étales
Y — X et pour morphismes les morphismes de X -diamants (qui sont automatiquement finis étales).
Soit T un point géométrique de X. Nous définissons le foncteur fibre

Fibz : FEt (X) — Ens, [Y = X] — |Y xx 7.

Théoreme 2.37. Soit X un diamant connexe et T un point géométrique. Le couple (FEt (X),Fibgz) est une
catégorie galoisienne dont on notera ¢ (X, T) le groupe fondamental. Les diamants FEt (X )-connexes sont les
diamants connexes.

Exemple 2.38. Soit F' un corps perfectoide. Soit T un point géométrique de Spd(F, Or) donné par le choix d’une
cloture algébrique F*'# et le morphisme

Z : Spd(Fel%,0 ) — Spd(F, OF).

L’exemple décrit les diamants X dans FEt (Spd(F, OF)). Le foncteur Fibz est isomorphe au foncteur

qui envoie Spd(F;, OF,), ou F;|F est finie, sur I’ensemble de plongements de F; dans Falg, action du groupe
de Galois G par post-composition sur ces plongements fournit des endotransformations du foncteur fibre. Elle
identifie 7i¢* (Spd(F, Or),Z) a Gp.

Nous souhaitons ajouter 1’action d’un groupe localement profini.

Définition 2.39. Soit I un groupe localement profini.
1. Nous définissons I le faisceau en groupes sur Perf donné par I'(X) = (| X|,T).
2. Une action de T" sur un diamant X est un morphisme de faisceau sur Perf

I'xX =X

qui fait commuter les diagrammes d’actions de groupes.
3. Un diamant X avec action de I est dit I'-connexe s’il n’est pas I’union de deux ouverts non vides stables
parI'.

Remarque 2.40. Une telle action de I" sur X induit une action continue de I' sur | X|. Les ouverts I'-stables de X
correspondent bijectivement aux ouverts I'-stables de | X|.

Définition 2.41. Soit I" un groupe localement profini et X un diamant muni d’une action de I'. La catégorie
FEt (X]T") a pour objets les morphismes finis étales I'-équivariants Y — X ol Y est un diamant avec action de
T". Les morphismes sont les morphismes de X -diamants I'-équivariants.

Soit T un point géométrique de X, nous définissons le foncteur fibre

Fibz : FEt (X|T) — Ens, [Y — X] — |Y xx 7|.
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Théoreme 2.42. Soit X un diamant muni d’une action de T qui le rend T'-connexe. On suppose également que
Paction est libre, i.e. que NZ, U'action de T C €(|Z|,T) sur X (Z) est libre. Alors, le couple (FEt (X|TI') , Fibz)
est une catégorie galoisienne dont on note T (X|TI', Z) le groupe fondamental.

Les objets FEt (X |T)-connexes sont les diamants T'-connexes.

Démonstration. Se déduit du Théoréme en construisant le diamant X /r et en prouvant que le couple (FEt (X |T') , Fibz)
est équivalent a la catégorie galoisienne (FEt (X/r) , Fibz). O

Proposition 2.43. Soit I'y — T'y un morphisme continu de groupes localement profinis. Soit Y un diamant avec
action de 'y et X un diamant avec action de T's, qui le munit en particulier X d’une action de 1. Supposons
que les deux diamants vérifient les conditions du théoréme Soit Y — X un morphisme de diamants I'1-
équivariant. Soit y un point géométrique de Y. Le foncteur suivant est correctement défini.

FEt (X|Ty) — FEt (Y|I'y)
Z————— ZxxY

f—— fxxIdy
1l existe un morphisme de groupes profinis

m (V|01 7) = = (X]02,9)
qui rend le diagramme suivant commutatif

’ ibs .
FEt (X|Ty) —o% 7fét (X|T5,7) — EnsFinis

~

! !
7 -

FEt (Y|Ty) T 7 (Y |I'y,7) — EnsFinis

out le foncteur de droite est obtenu grdce au morphisme entre groupes fondamentaux ci-dessus.

Démonstration. La définition du foncteur ne pose aucun probleme. Pour ce qui est du morphisme entre groupes,
soit T' un automorphisme de Fiby : FEt (Y|I'y) — EnsFinis. Pour tout objet Z de FEt (X|I'z), I'’ensemble
Z X x 7y peut s’identifie a (Z X x Y) Xy 7 sur lequel agit la bijection T'(Z x x Y). Cette famille de bijections

étant naturelle en Z, elle fournit un automorphisme du foncteur FEt (X|I'2) — EnsFinis, soit un élément de
7€ (X|TI'y, 7). Nous vérifions qu’il s’agit d’un morphisme de groupes topologiques et qu’il fait commuter le
diagramme. O

Apres cette introduction assez générale, nous allons nous replacer dans un contexte plus propice a notre équi-
valence. Resaisissons-nous de notre puissance ¢ du premier p et I’ensemble fini A.

Proposition 2.44. Soient (X, )aca des diamants sur Spd(F,). Le diamant donné par
I x
aeA, Spd(Fy,)

posséede une unique action du groupe @fq telle que action de g 4 est un morphisme de Ha#g X-diamants
©A,q est celle du g-Frobenius.

Définition 2.45. Soit X un diamant sur Spd(FF,) muni d’une action de <I>gAp7 o telle que I"action de pp 4 est le
¢-Frobenius. Nous appelons FEt (X || ® ,) la sous-catégorie pleine de FEt (X O q> dont les objets sont les

diamants tels que I’action de ¢ 4 est le g-Frobenius.

Théoreme 2.46 (Lemme de Drinfeld). Soient (X )aca des diamants connexes et localement spatiaux sur Spd(F ).
Soit également T un point géométrique du diamant ], . A Spd(Fy) Xo. La paire

FEt H X,

aeA, Spd(Fq)

(I)Aﬂ 5 Flbf
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est une catégorie galoisienne.
De plus, la famille de morphismes ¢, q-équivariants

II X.—xa
a€eA, Spd(Fq)

construit un morphisme

w{et H X

a€eA, Spd(Fq)

_ £ét _
Dp g, T | — H " (Xa, T)
acA

qui est un isomorphisme de groupes profinis.

Démonstration. Montrer que la catégorie est galoisienne se fait en deux étapes. Singularisons 8 € A. D’abord, il
faut montrer que

FEt H X,
a€A, Spd(Fq)

Daq | Fibs | = [ FEt [ X5 xspagr,) 11 Xa/h | Fibg
a€A\{B}, Spd(F,)

Puis, il faut démontrer que ce dernier produit est un diamant connexe.
O

Proposition 2.47. Soit E un corps perfectoide de caractéristique p, extension de F ;. Soit F'|E une extension finie,
extension de o pour F o |F,. Soit A un ensemble fini. Il existe un foncteur canonique

FEt 11 Spd(ﬁa,ﬁ;)H@A’q/ — FEt I[I spdE.. EY)
a€A, Spd(F,/) aeA, Spd(Fq)

‘ Paq
Soit T — HaeA, Spd(F, ) Spd(ﬁa, ﬁj) un point géométrique. Le morphisme déduit

gﬁA %Wfét H Spd(ﬁavﬁ;) HCDA,qu _>7r§ét H Spd(EaanT) H(I)A,qvx ggEA
a€A,Spd(F,/) a€eA,Spd(F,)

déduit grace au lemme de Drinfeld correspond a ’inclusion.

Démonstration. Par propriétés universelles, nous construisons un morphisme ®%” o -€quivariant
:

II  spdF.EH)—  J[  Spd(Ea,EY).
a€A,Spd(Fy) a€A,Spd(Fy)

Le tiré en arriere par ce morphisme fournit le foncteur annoncé entre catégories galoisiennes.
Pour tout 8 € A, la construction de notre morphisme canonique fournit un diagramme commutatif :

HaGA,Spd(IFq/) Spd(Fo, Ff) —— Spd(ﬁﬂ,ﬁ;)
HaGA,Spd(]Fq) Spd(Eou E;—) — Spd(EB, EZ;)

Dans le diagramme obtenu en passant aux groupes fondamentaux, 1’énoncé précis du théoreme affirme que
les morphismes horizontaux s’identifient aux projections

95,4 = 95, © G = Y95,
Or, en se rappelant comment on identifie G B, AUX automorphismes du foncteurs fibres sur FEt <Spd(§5, Eg)),
les morphismes verticaux de droite correspondent aux inclusions G 7 C G B, € qui conclut. O

Lemme 2.48. Soit I' un groupe localement profini, X un diamant muni d’une action libre de T qui le rend T -
connexe et T un point géométrique de X . Notons T I’équivalence de catégories FEt (X|I) = 7t (X |, 7) -Ens.
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1. Il'y a un isomorphisme naturel entre foncteurs de 7i¢* (X |, T) -Ens dans Ens
HP = OrboT

o HY est le foncteur des composantes I'-connexes et Orb est le foncteur des orbites.

2. Soit k un corps fini et V un k-espace vectoriel. Soit Z un objet en k-espaces vectoriels de FEt (X|T) qui
représente le faisceau constant associé a 'V’

FEt (X|T) — k-EspacesVect, Y VHAY)
Alors T(Z) isomorphe au k-espace vectoriel V avec action triviale de w1 (X |L, 7).

Démonstration. 1. Conséquence de la théorie générale des catégories galoisiennes et de la description des
objets connexes dans FEt (X|T).

2. Le k-espace vectoriel V avec action triviale de wi¢* (X |L, 7) représente le foncteur
7€ (X|I,Z) -Ens — k-EspacesVect, A Hom see (x|p 7)-£ns (4, V) = Y Orb(A),
Or, T(Z) représente par hypothése le foncteur
7 (X|I,7) -Ens — k-EspacesVect, A Hompg ) (T"Y(A),2) = VHROT T (A)

D’apres le premier point, les deux foncteurs sont isomorphes ce qui conclut.
O

Nous sommes préts a construire le foncteur Vz qui nous permettra de mieux comprendre appréhender I’iso-
morphisme de comparaison.

Proposition 2.49. Soit D un objet de Modffrj <<I> Agors EA>, le foncteur
Jp : Ea-Alg = Ens, T (T @z, D)%,

ot YA agit sur T’ comme de r-Frobenius, est représentable par une E-algébre finie étale que I’'on nomme Sp.

Démonstration. Etape 1 : soit R une F,-algebre et ¢, le r-Frobenius. Soit D un objet de Modét(golf, R) qui est
libre de rang fini comme R-module. Alors le foncteur

R-Alg — Ens, T+ (T @z D)* "

est représentable par une R-algebre finie étale. Fixons B = (ei)lgigd une base de D et A la matrice de ¢, p dans
la base B, autrement dit

V(Z‘Z) S Rd, ©r,D Z xie; | = Z xfai,jej.
1<i<d 1<i,j<d
Pour toute R-algebre T, le produit tensoriel 7’® r D est un 7-module libre de base Bet ) . tie; € (T ®g D)“"T:Id
si et seulement si
J J i
Ceci équivaut a
Vj7 tj = thai,j.
i
Comme D est étale, la matrice A est inversible d’inverse B et on obtient

thej S (T QR D)(’DT:Id =4 V], t; = Ztibid'
J i

Le foncteur est donc représenté par la R-algebre EITil /(17 — 3, b; ;T:)1<;<q4. La jacobienne de la famille de poly-
ndmes définissant le quotient vaut B en tout point d’annulation ce qui prouve que la R-algebre est finie étale. Par
Yoneda, cette R-algebre ne dépend pas de BB a isomorphisme pres.
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Etape 2 : en général, puisque D est fini projectif, le Lemme [Stacks, Tag 00NX] affirme qu’il est localement
libre de rang fini. Sur tout ouvert affine V() tel que D[2~1] est libre, nous construisons S, avec la premiére étape.
Yoneda fournit une immersion ouverte f;, . : Spec(S,) — Spec(S;) pour toute inclusion V(y) C V(z). D’apres
[Duc, §5.2.2.2], on peut recoller les Spec(S,) le long des f, .. On vérifie que le schéma sur Spec(Ex ) obtenu est
le spectre de 1’algebre finie étale escomptée. O

Nous démontrons au Corollaire que la paire (EA, EX) est une paire de Huber perfectoide. Comme

I’anneau Sp est une Ea -algebre finie étale, nous pouvons le voir comme un diamant muni d’un morphisme fini
étale o
Spd(SD, SB) — Spd(E‘A7 EX)

Proposition 2.50. Le diamant Spd(Sp, S},) est naturellement muni d’une structure d’objet de FEt (Spd(EA, EK) [l @A,q) )

Démonstration. Le sous-anneau SB est par définition la cloture intégrale de EZ. Puisque EZ est un sous-®%° o

anneau de F'a, toute structure de @gAp 4,r-anNNEau sur Sp compatible a la structure de Fa-algebre se restreint-

corestreint en une structure sur S, et fournit une action sur le diamant. Pour obtenir un objet de FEt (Spd(E A, E‘X) | ‘ o A,q> ,
il reste donc a construire une action telle que ¢ 4 coincide avec le g-Frobenius.
Construisons 1’action de ® 4. Soit &« € A et T" une Ea-algebre. Le morphisme

Teg, D— ¢, 0@, D, t®d— (181)® paqn(d)
est oA --équivariant et naturel en T, ce qui fournit une application naturelle en T’
pa,r=Id * pa,r=Id
(T®g, D) = (¢6.T ®5, D)
qui se réinteprete en une transformation naturelle
U, : HomEA_Alg(SD, -)= HomEA_Alg(SD7 (pg,q—).

Définissons 9, p := Vo (Sp)(Ids,).

Pour n’importe quel ¢1 € @, nous construisons de méme ¥y et ¢ p : Sp — ¢1Sp a partir de I’action de
1. Commengons par prouver que les 1/ p se comportent bien vis-a-vis de la composition. Pour tout morphisme
de EA—algébres g : Sp — T, le diagramme suivant commute :

¥a(Sn) *
HomEA_Alg(SD,SD) 4>D HomEA.Alg(SDﬂ‘pa,qSD)

lfog l—osai,qg

o (T) %
HomEA_Alg(SD,T) —_— HomEA_Alg(SD, gaa7qT)

et en suivant I'image de Ids,,, on trouve que ¥, (T')(g) = ¥}, ,9 © ¥a,p- En particulier,

©ha¥8.D ©Ya,p = Valph ,S) (VD) = [Ya(ph Sp) o ¥s(Sp)](Idsy,) (*1)

Appelons ir 'isomorphisme naturel en T' de (pa,q95,¢)"T & ¢4 (95 ,T)- Grace a un diagramme similaire, il
fournit une égalité les foncteurs (f > i o f)oWag, ot Wqp estassocié a pa,q9p,q €t Ya (@) ,—) 0 V5. Appliqué
a I’équation (*1), cela donne

iSp © Yap,D = Pag V8,0 © Ya,D-

Nous pouvons généraliser ce résultat a ¢, @2 € @A 4. En particulier, nous avons
. _ *
ioap = Sﬁal,q’wazua[A\,D ©---0 1/JOC\A|7D

oui : YA SD = Ph g @Z‘Al 5D etoua p estconstruit & partir du Frobenius relatif oA 4. Ainsi, démon-
trer que les v, p sont inversibles se réduit a démontrer que 1A p est inversible.

Soit U la transformation naturelle obtenu a partir du Frobenius relatif. Pour tout EA-algébre T, nous considé-
rons le linéarisé du Frobenius relatif

gt t T =T, @t xtl.

Nous obtenons le diagramme commutatif suivant :
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(T ®EA D)SaA’T:Id - (QD:;T ®EA D)SOA,r:Id In(py) (T ®EA D)‘PA.r:Id

l | * l

W(T)=p;(-)ova.n e
Homg, A, (Sp,T) — Homg, A, (Sp,¢yT) —— Hompg, ., (Sp,T)

Si’on considere Y ¢; ® d; en haut a gauche, son image en haut a droite est exactement

th ® @a,q,n(di) = ‘PA,q,T®D(Z ti ®d;) = Z t; ® d;.

Il en découle que la composée du bas est Iidentité. En appliquanta 7" = Sp et a Ids,,, il vient que ¢ 0 A p =
Ids,,, autrement dit que 1A p est simplement I’inverse du Frobenius absolu sur Sp.

Nous venons de finir de prouver que les 1, p sont inversibles. Le fait qu’ils soient £ -linéaires, les relations
qu’ils vérifient et I’expression de ¢ p prouvent précisément que leurs inverses fournissent une structure d’objet

de FEt (Spd(Em EX) I q’A:q)' .

Notre construction atterrit désormais dans une catégorie davantage adaptée au lemme de Drinfeld. En re-
vanche, nous vivons toujours sur Spd(Ea, EX) et non sur Xz = [Loca spacr,) SPA(Ea, EF ). Ce sont deux
espaces distincts : philosophiquement, certaines valuations autorisent que tous les w,, ne sont pas toplogiquement
nilpotents sur le premier espace, la ou le deuxieme les force a étre tous topologiquement nilpotents. Nous donnons
un énoncé précis.

Lemme 2.51. Définissons U,, := {| - | € Spa (EA,EX) |V, B, |wa|™ < |wgl|}. Cest un ouvert rationnel
de Spa (EA, EX)

Appelons Y5 Iespace perfectoide réunion des ouverts U, de Spa (EA, EX) et le diamant associé.

Les diamants Y et X5 sont canoniquement isomorphes. L’action de @gAp, g Sur Spa (EA, EZ)se restreint-

. - o ~ L . —
corestreint sur Y et correspond a I'action sur X g construite & la Proposition

Démonstration. Prouvons d’abord que les points de Y7 sont précisément les valuations | - | € Spa (EA, EK)

telles que Vo, |wq|™ — 0. Soit | - | € U,. Puisque wa € FR°, nous avons |wa|™ — 0. Puisque | - | € U, nous
obtenons
Va, |we|™A < |wal

d’otl |ww,|™ — 0. Réciproquement, supposons que Vo, |wws|" — 0. Pour tout couple (v, 8) 'identité |, |™ <

|| est vraie pour m assez grand. Pour m assez grand, elles sont toutes vérifiées et | - | € Up,.
Pour prouver que les deux diamants coincident, commengons par trouver une famille de morphismes Yz —

Spd(Ea, E:{) Posons jusqu’a la fin de la section (EAﬂmﬁg m) 1a paire de Huber correspondant a 1’ouvert
rationnel U,,,. Soit m > 1 et o € A. Nous venons de prouver que pour tout | - | € U,,, nous avons |w,|"” — 0, ce
qui implique que @, € ER’,, puis que I"application canonique

Ea — EA — EA,m
est continue L’image de ET est contenue dans EZ puis dans EK m- Nous avons construit un morphisme

U, — Spa Eq, E;“) En passant a la colimite, nous obtenons un morphisme g, : Yz — Spd(ff?a, Ej{)

Nous prouvons 1’isomorphisme en construisant une naturelle au niveau des Spa (A, A™)-points des faisceaux
sur Perf Xz et Yz. A f € Homper(Spa (A, AT), Y5), on associe la famille des (g4 o f)a € X5 (Spa (A, A1)).
Réciproquement, pour une famille (f,)q, I'image de chaque w, appartient & A°° ce qui permet de compléter

(wm)-adiquement et localiser ® f,, en un morphisme f : Spa (A, AT) — Spa (EA, EX) Or,

V| -] € Spa (A,A+) ,ae A, f(]- |)(wa)n = |fa(wa)|" =0

puisque fo(w,) € A°°. Ainsi, f se factorise par Y. Nous laissons les lecteurs et lectrices vérifier que les deux
applications tout juste définies sont inverses 1’une de ’autre.

14. En effet, puisque tous les wg sont inversibles dans FA les conditions |wwg| # O peuvent étre sous-entendues. De plus, les w"
engendrent un idéal ouvert de ﬁg de type fini. B

15. N’oublions pas que w, est une pseudo-uniformisante pour E, . Attention au fait que la premiére application de cette composée n’est
pas continue puisque tw, n’est pas topologiquement nilpotente dans E A-
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L’action sur Spa (EA, EZ) se retreint-corestreint a Yz puisque (04%)a(Um) C Upygmax na —ng|- L' action

de ©q,q ’identifie a celle sur Xz : cette derniere est caractérisée par la commutation des diagrammes

pq si B=a et Id sinon

Spd(Ep, Ef) Spd(Es, E)

| |

Pa,q
X5 X5

O

Remarque 2.52. Le lemme précédent retrouve, dans le cas de X, qu’un produit d’affinoides est un diamant
union strictement croissante d’affinoides perfectoides.

Lemme 2.53. Considérons les morphismes d’anneaux

EA — HO (YE’ OSpa(EA,EZ>)
et

E{ — H° (YE, O;pa(EA,Ez)>'
Le deuxiéme est injectif et wa-presque surjectif. En particulier, le premier morphisme est injectif.

Démonstration. Voir [CKZ21] Proposition 4.27]. O

Remarque 2.54. Les deux derniers lemmes terminent de justifier notre définition de EA~et sa topologie. Le
Lemme fonctionnerait pour la complétion wa -adique du produit tensoriel a la place de EJAF. Cela signifie que

notre espace X ; possede deux €paissements affinoides, le plus petit étant Spa(EA, EK) Les points supplémen-
taires de 1’autre épaississement correspondent par exemple aux valuations w,-adiques. Il semblerait raisonnable
de les considérer mais ce second épaississement est un peu trop gros et le Lemme [2.53| ne fonctionnerait plus. Il
est donc important de compléter (w)-adiquement dans la définition de Fa.

En revanche, comme nous 1’avions déja évoqué a la Remarque équiper EX de sa topologie wa -adique est
primordial pour lui associer un espace perfectoide.

Définition 2.55. Gréce a la Proposition[2.50] le produit fibré
Zp = YE XSpd(EA,Ez) Spd(SD7 SB)

est un objet de FEt (YE || @ A,q). Soit ¥ un point géométrique de Y. Le lemme de Drinfeld équipe I’ensemble
fini V(D) := |ZD Xyg §| d’une action de Gz A.

Lemme 2.56. Le diamant Z p posséde une structure canonique d’objet en F,.-espaces vectoriels dans FEt (X 5@ A’q/).
L’ensemble V (D) appartient canoniquement a Repy G A.

Démonstration. Chaque (T Q. D) #ar =1 o5t muni d’une structure de [F,-espace vectoriel naturelle en 7. Cela
munit Sp d’une structure naturelle de EA -algebre en [F,.-espaces vectoriels. Puisque F,. C EIA"* ,actionde ®x 4
est F,.-linéaire ce qui fait de Spd(Sp, S};,) un objet de FEt (Spd(EA, EZ) I <I>A7q> en [F,-espaces vectoriels.
Nous en déduisonsE] la structure sur Zp par restriction a Y.

L équivalence de catégorie entre FEt (X5 || ®a,q)etles G 7. a-ensembles finis conclut pour V(D). O

Proposition 2.57. Supposons que V (D) est isomorphe a la représentation triviale Fd. Alors D est isomorphe a
E% dans M 0d®! (@gp EA).

Prj AW/R

Démonstration. Etape 1: soit Spase la E A-algebre finie étale donnée par Ea[X]/(x" — Xx) avec I’action semi-

linéaire de @ A , qui laisse fixe la classe de X . Cette action fournit une structure d’objet de FEt (Spd(EA, EZ) || @ A,q)

sur Spd(Shase, S;rase). Nous notons Zj,,s sa restriction a Yz qui est encore un objet de FEt (YE Il @A,q). Remar-
).

. ., s s v ét gp
quons que Sp,se est I’algebre finie étale associée a Ea € A odprj (CID A g

16. Considérer plutdt qu’une structure d’objet en espaces vectoriels est un famille de morphismes avec conditions pour le déduire.
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Montrons que Spd(Spase, S;-

base)» VU comme faisceau en IF,.-espaces vectoriels sur FEt (Spd(EA, EI) I <I>A7Q>

est le faisceau constant associé a F,.. Soit Z un objet connexe de FEt (Spd(EA7 EX) I @qu). Un morphisme

vers Spd(Shase, Shase) correspond a une section globale ® A g-invariante z de Z telle que [, cp (2 —a) = 0. Les
sections (z — a) engendrent deux a deux le faisceau d’idéaux structural Oz ; leur lieux d’annulation sont donc dis-
joints. De plus, leurs lieux d’annulations sont des fermés ® o ,-stables. Par connexité, on en déduit que z appartient
a IF,.. La décomposition des objets en union disjointe de composantes I'-connexes montre qu’un morphisme vers
Spd(Shase; SgLas e) correspond a une fonction a valeurs dans F,. constante sur les composantes I'-connexes. Par tiré
en arriere, Zpase st encore le faisceau constant associé a IF,. et le Lemme|2.48| affirme alors que la représentation

de G5 , obtenue grice au lemme de Drinfeld est la représentation triviale sur IF..

Etape 2 : dans cette étape, nous cherchons a décrire Sp.

L’étape 1 montre que 1’objet Li; Zhase dans la catégorie galoisienne FEt (YE || @ A,q) a la représentation tri-
viale IFff. Ainsi, nous obtenons Zp = Uy Zpase dans cette catégorie galoisienne. Bien que le terme de droite
coincide avec Z Fas tout notre travail consiste a remonter cette identification a Sp puis a D. Nous venons de
calculer Spd(Sp, S$)|YE' Nous allons en déduire un calcul sur I’épaississement Spa (EA, EX) Il s’agit de la
partie la plus technique de la preuve.

Puisque Sp est finie étale, elle est plate et de présentation finie d’ol I’existence d’une présentation comme
module fini projectif : on se fixe une telle présentation sous la forme d’un isomorphisme de E-module

Spd M = @ EAej.
J<N

En localisant et complétant on obtient pour tout ouvert affine V' de Spa (EA7 EX) un diagramme commutatif
aux lignes exactes

0 Sp @jSN EAej M
’ HO (V. 1Ospu(sp.55)) — By HO (VifiOsp(y p)) & — HO(V. )

ou f désignera toujours le morphisme structural vers Spa (EA, EK) En passant a la limite ce diagramme sur la
famille des ouverts U,,,, on obtient

0 Sp EBjSNEAej M 0

| |

0 —— H()(Yﬁ,f*OZD) E— GBJSN HO (YE7OSpa(EA,EX)) €j — HO(YE,M)

Le Lemme [2.53] affirmant que le morphisme vertical central est injectif donc celui de gauche aussi. Dans la suite
de la preuve, nous identifions les quatre modules du carré de gauche a des sous-modules les uns des autres. En
inversant les roles de Sp et M, le morphisme vertical de droite est également injectif. Le lemme du serpent affirme
alors qu’un élément de 1<£n Sp,m appartient & Sp si et seulement si ses coordonnées dans la base e; appartiennent

A Ea.
Soit z une section P ,-invariante de H° (Y, f«Oz, ) et prouvons qu”elle appartient a Sp.
Soit v € A. Par définition de Y, pour tout | - | € Yz, 3n, V3, |ws|? < |w,l|. Autrementdit, [[5, ©5
@, s | L2y
W

envoie | - | dans 1’ouvert rationnel U = Spa (ﬁA, ﬁg) ( . Ce dernier est quasi-compact et contient

donc un domaine fondamental. Sur le domaine U, 1’écriture

ol =@a x [[ @8/,
pa

17. Ne pas oublier que la topologie sur Sp est la topologie initiale sur un module fini projectif.
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illustre que w,, est une pseudo-uniformisante. Nous fixons alors un entier % tel que

2y € wyt Y HP (U 1.0 (SD’S+)>.

L’action du Frobenius absolu est triviale sur les points de Y7 ; I’espace Y est donc recouvert par les | | Bta gog’s q ).
Prenons ¢ € ® A\ (},q- L'invariance de x donne

Ty = (Y(@) ) = Y(w)

ce qui entraine que
U) Gw( _kH()(U f*OJr (SD,S+))>

Cw,” Z H° (MU)’ f*O;Pa(SD’SgD

ol le passage a la deuxieme ligne utilise le fait que ¢, 4 n’apparait pas dans 1 et se souvient que ®n , , agit
sur Spa (S D, SB) dans la catégorie des Spa (EA, EX)—espaces perfectoides (voir la discussion au début de la

Proposition . Comme la topologie sur Sp est la topologie initiale, il se trouve que Sp N (> j EX@_]‘) est
ouvert et nous savons également que SB est borné ; nous pouvons fixer m tel que

55 Y wam e,
J

Pour tout ouvert affine V' de Spa (EA, E‘X), nous avons encore
—m 770 .
(V /0 Spa SD,S+ > Z @A H < OSpa(EA,E+)) €

Ainsi, les coordonnées de = dans la base (e;) appartiennent a @ """ H° <1/)(U), O; a(Ba.F +)> pour tout
P ASLA

1 (U). En recollant, les coordonnées de x appartiennent donc a

_(k+m)H0 <Y~ O w;(k+m+1)EJAr

Spa(EA EX )) c

grace au lemme Les coordonnées sont donc dans Ea, ce qui conclut.
Nous savons que

Zp = |_| hase = Y XSpa(EA E+) Spa H EalX (XT Xi), H EAlX; ]/
d 1<i<d 1<i<d

Les X, s’interpretent comme des sections globales <I>gAp q ~-invariantes de Zp. Tous les monomes en X; sont des
sections globales et % q,--Invariantes de Zp et appartiennent donc a Sp. Elles vérifient les mémes relations ce

qui permet de déduire un isomorphisme de EA—algébres
H Sbase-
1<i<d

Etape 3 : construisons une bijection de V(D) dans D®2ar,
Grace a I’isomorphisme de I’étape 2, il est possible d’écrire la suite de bijections suivantes :

V(D) = F

NHOIHE Alg( H SbaseaEA)

1<i<d
= HomEA-Alg(SD’ EA)

o D‘PA,T=Id

Nous construisons le diagramme commutatif de [F,.-espaces vectoriels suivant :
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1®Id,§A R¥a,q,D

on,r=Id
D¥a.r=Id )

(@z,qEA ®EA D DWA,q'ZId

| J

HomEA_Alg( I Sb.dse,EA) - HomEA_Alg< I Sbase,<p;,EA> - HomEA_Alg< T Sbase: Ea
1<i<d P 1<i<d 1<i<d
Soa,q(')o"/’a,q,base

Le carré de gauche est issu des définitions a la Proposition[2.50] Le deuxi¢me carré est donné par Yoneda. L'image
d par la ligne supérieure devient ¢, 4 p(d). L’élément d est envoyé en bas a gauche sur un morphisme g tel que
9(X;) € F,. Une application de cette forme est laissé fixe par la ligne inférieure. Ainsi, pour notre module, nous
avons DPa.ar = Dwar=Id,

~

Etape 4 : nous avons construit un isomorphisme F,.-linéaire F¢ =~ D®a..r En tensorisant par £, nous

ObtenOnS un iSOmOrphiSme EA—linéaire
d ~ P ”
EQ = EQ ®]F7‘ D*¥4q

Sa post-composition par Ea ®p, D®2ar — D est un morphisme dans Mod (<I> Ag.rs EA) dont nous voulons
prouver qu’il s’agit d’un isomorphisme. B

Prouvons que Ex ®p, D®2ar — D est injectif. Puisque E est intégre, cette injectivité se vérifie apres
tensorisation par Frac(EA). Soit alors >, -, ; ® d; dans le noyau de ce dernier morphisme, dont on suppose
le nombre de termes non nuls minimal. Quitte a diviser par z1, nous pouvons supposer que z; = 1. L’identité
> x3d; = 0 se transforme par application de pa , en dy + ) 5., -, 27 d; = 0. En soustrayant, ceci implique que
Y o<i<k(®i — 7)) ® d; est également dans le noyau. Par hypothése de minimalité, tous les x; valent xj. Puisque
Frac(EA) est un corps, ceci implique que tous les z; sont des éléments de F,.. La relation ), <i<k xid; = 0
originelle s avere étre une relation dans D47, s0it Y, o, ., #; ® d; = 0.
ét

Le résultat du paragraphe précédent est un morphisme injectif dans Mod,,;

(@qu/ﬂ,, EA) que nous notons
i Ei — D. L’identification de Sp a I’étape 2 affirme de plus que d est la dimension locale de D. Soit z € Ex
tel que D[27!] est libre de rang d. L’action de ¢a , s’étend & Fa[271]. Par extension des scalaires comme en

[Mar24b, Proposition 3.3], nous obtenons un morphisme injectif dans Modf)trj (Lpi’r, Ex [z_l]) de la forme

iy (EA[z_l})d% DY

Posons B3 une base de D[z~] et A € My(Ea[27!]) la matrice de I'image de la base canonique par i, dans B.
Soit également B la matrice de ¢, p[.-1] dans la base B. Puisque i, est o --€quivariante, son image est stable
par pa ;. p[.—1] et 'image de la base canonique est formé d’éléments invariants. Matriciellement, cela se traduit

par Bo(A) = A dans My(Ea ). En termes de déterminant, cela implique que det(B) det(A)™ = det(A). Puisque
i, est injective, son déterminant est non nul. Par intégrité de Fa, on en déduit que det(A) est inversible dans

Fa, d’inverse det(B) det(A)"~2. On en déduit que 'image de i, engendre D[z ~!]. Autrement dit que 7 est un
isomorphisme. Par conséquent, le morphisme % est un isomorphisme ce qui conclut. O

Nous démontrons a présent le théoreme au centre de toutes les équivalences de cet article. Pour ce faire, nous
utilisons la discussion qui précede pour toutes les extensions finies de F.

Théoreme 2.58. Pour tout objet D de Modf)trj (@i‘i o EA), le morphisme de comparaison

ESAEP XF,. @A (D) — EZEP ®EA D
est un isomorphisme.

Démonstration. Pour cette preuve, nous utiliserons encore la notation V z puisqu’il nous faut absolument garder

en mémoire le corps de base sur lequel nous travaillons. Pour toute extension finie ﬁ|E et ¢’ associé, nous appele-
rons dans cette preuve Ex le foncteur défini en [Mar24bl Définition 3.2] pour le groupe oL o €t le morphisme

d’anneaux Ex — Fa du Lemme Nous appelerons également dans cette preuve Ex . I’analogue pour le

groupe (I)gﬁ),q,r et le morphisme d’anneaux Ex — Fa 4.
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Etape 1 : soit F' une extension finie de £. Nous commengons par montrer que I’extension des scalaires Ex

correspond a un foncteur d’oubli. Plus précisément, soit D un objet de Modf;zj (@f @ E A). Montrons que

Vﬁ (EXﬁ(D)) =~ VE(D)‘gﬁ,A .
Pour toute ﬁA-algébre T, nous avons la suite de bijections naturelles suivante :

pa,r=Id oa,r=Id
(T ®p, Exz(D)™ = (T'wg, D)™
= HomEA—Alg(SD’ T)

& HomﬁAfAlg(ﬁA ®EA SD,T)

Ainsi, la F 'A-algebre finie étale SEXﬁ( p) ’identifie ﬁA DF . Sp. Cette identification est compatible a 1’action de
o o et alastructure de IF,-espace vectoriel. En restreignant a Yz, on obtient

Ziss(p) = YE Xvy (YE XSpa(Ba, 5L ) SPA (5D75$)>

= Yﬁ XYE ZD
en tant qu’objet en [F,.-espaces vectoriels de FEt (Y}; KN ) La Proposition conclut que

Vﬁ(EXﬁ(D)) =~ VE(.D)|Q~

F.a°

ét

Etape 2 : prenons toujours D un objet de Mody,;

<<I)g§ @ E‘A) et fixons d son rang. Considérons une exten-
sion finie F |L~? telle que I’action de G F.A delag B A-Teprésentation lisse V z (D) est triviale. D’apreés la premiere
étape, cela signifie que la représentation V z(Exz(D)) est triviale. Puisque Exz préserve le rang, la premiére
étape fournit un isomorphisme dans ./ ods;; (@gAp)q,’T, FA) entre F% et Exz(D).
La Proposition [A.T3|démontre que
~ @gAp ~
~ 3 24,7
Fa 4 = Coind gep / (Fa).
Aq'r
En appliquant [Mar24b, Lemma 3.13] pour R = Fa o, T = Fa, PR, < X, . d’indice fini et i la projection
sur la coordonnée du neutre, nous obtenons un isomorphisme dans Mod @gAp @ Fayq

Ex; (D) = Coindya™ (Exz(D)),

Ay

puis une suite d’isomorphismes dans Mod (@i")q,r, fA)q)
Exg (D) 2 Coindiizz;z(Exﬁ(D)) o coindiizz;T‘T(ﬁg) ~Fd ..

En particulier, en étendant des scalaires & EX”, nous obtenons un isomorphisme dans Mod (@gAp g ESAEP)

entre ! Ezep ®F, D) et (Ezep)d. Le caracteére isomorphique du morphisme de comparaison découle du Corol-

laire O

18. On démontre un isomorphisme uniquement algébriquement, puisque I’on ne s’est pas fatigués a s’occuper de I’action de Gz , . Comme
le morphisme de comparaison est automatiquement équivariant et ne dépend pas ensemblistement de 1’action galoisienne, cela suffit.
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2.3 Construction du foncteur pleinement fidéle D, modulo p

Dans cette section et la suivante, nous cherchons a déperfectoidiser notre équivalence. Nous fixons £ un corps
de caractéristique p, de valuation discrete et complet pour cette valuation, tel que la cloture algébrique de IF,, dans
son corps résiduel k est de cardinal fini g. En fixant X une uniformisante, nous savons que E' est isomorphe a
k((X)). Définissons également E le complété de la cloture radicielle de E. C’est un corps perfectoide et nous

pouvons le décrire par
AX

E=|JkXx""] [H

n>0

que I’on nomme traditionnellement k(X9 ™). Les théories de Galois de E et de E étant identiques, nous cher-
chons a obtenir une équivalence de Fontaine pour Repyr Gr A a partir de I’équivalence perfectoide précédente,
tout en obtenant des anneaux de coefficients imparfaits plus aisément manipulables du c6té des ¢-modules.

Nous nous plagons dans le contexte de la section pour le corps E, avec X comme choix de pseudo-
uniformisante. En fixant E°°P, nous fixons aussi une cloture séparable E°P de E. Nous imitons dans la suite les
définitions de la section [2.1] ce qui nous épargne des preuves identiques.

Définition 2.59. Soit E°°P|F'|E une extension finie. Nous définissons

ANX)

F{,=| @ Ff

aceAF,

Xa

Trois topologies seront utilisées pour ces deux anneaux respectivement pour le considérer comme coefficients
de catégories de ¢-modules, comme coefficients d’une catégories de (p, I')-modules et pour un raisonnement fin
a la section suivante. Sur FX g ces trois topologies sont respectivement la topologie discréte, la topologie Xa-
adique et la topologie (X )-adique. Sur Fa 4, ce sont la topologie discréte, la topologie d’anneau ayant pour base

1
FA,q = FX#Z l::l .

de voisinages de 0 la famille (X AFX q) que nous appelons topologie adique et la topologie colimite des
"/ n>0

topologies (X)-adiques que nous appelons topologie colimite.

Le produit tensoriel des F~ est muni d’une structure de ® 4 --anneau topologique pour la topologie (X)-
adique, I’élément ¢, 4 agissant par le g-Frobenius arithmétique sur £ et I'identité sur les Fg et ’élément @A
agissant par le r-Frobenius arithmétique. En complétant, on obtient une structure de ® A , -anneau topologique
sur FX, o pour chacune des trois topologies. Apres localisation, elle fournit une structure $ 4 4 --anneau topolo-
gique sur F'a , pour chacune des trois topologies ci-dessus.

Lorsque E5°P|F|E est finie galoisienne, I’action de G sur F'* est F -linéaire, continue pour les topologies
discrete et X-adique, et commute au Frobenius. L’action de Gg A facteur par facteur sur le produit tensoriel
des F se compléte en une action sur FJr A4 continue en particulier pour les topologies discretes et adique, et
commutant a I’action de @A 4. Nous obtenons donc deux structure de (P 4. X Gg, A)-anneau topologique sur
F+7 A+ En localisant, nous obtenons deux structures de (®a ¢,» X Gp,a)-anneau topologique sur Fa 4.

Remarque 2.60. Nous avions annoncé que dans le cadre de cette section, nous pouvions décrire explicitement les
anneaux perfectoides et les anneaux imparfaits. Commengons par les anneaux perfectoides. Nous décrivons E
comme

= N[a~1]
Et = E adXd (aq)€ (®QEA,]Fq k) telle que
deN[g—1] vreN[g™'], {d<r]|aq#0} estfini.
Nous obtenons que
~ Nlg—1)A
EK = E adXd (ai)6(®aeA,]Fq k) tel que
de(N[g—1])2 B vreN[g!], {d| >oda<r, et ai;éO} est fini

Pour cet anneau perfectoide, notons que les complétions (X )-adiques et (XA )-adiques du produit tensoriel ne
coincident méme pas algébriquement : a deux variables par exemple, I’élément X gang appartient a la
complétion (X, X3)-adique mais pas a la complétion Xy, sy-adique.
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Pour comprendre de maniere graphique les complétions pour deux variables, nous représentons une série par
une famille de points dans une grille labellisés par les coefficients correspondants. Par exemple, la représentation
du polynéme

Q= X;/qXﬂ - XaX;+1/q+1/q2 _ Xi+1/q2X;+l/q2 n Xé+1/q+l/q2X;/q2 n XZ+1/ng+1/q

est illustré comme suit.

degré de Xj

degré de X,
FIGURE 1 — Représentation du polynéme @ sur la grille pour ¢ = 3

Un élément de la complétion (X, X3)-adique posseéde une représentation telle que son intersection avec
toutes les zones triangulaires coincide avec la représentation d’un élément de £ ®F, E;

depré de Xz

degré de X,

Cela signifie exactement que I’intersection avec toute zone triangulaire ne contient qu’un nombre fini de points.

19. Les zones triangulaires correspondent a des quotients par I, A. De maniere équivalente, nous pourrions considérer les quotients par
(X)™ et obtenir des zones carrées
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De maniére analogue, un élément de la complétion X, X g-adique posséde une représentation telle que son
intersection avec chaque zone en L provient de la représentation d’un élément de EF QF, E;

degré de X

degré de X,

ce qui revient a choisir une représentation telle que I’intersection avec toute partie rectangulaire verticale d’une
zone en L ne contient qu’un nombre fini d’abscisses, que sur les droites correspondant a ces abscisses la re-
présentation soit d’intersection finie avec tout compact, et la condition analogue pour les parties rectangulaires
horizontales et les ordonnées.

Ceci nous permet de comprendre pourquoi ano X g;nXgn appartient a une complétion mais pas a I’autre
via sa représentation :

degré de X

B degré de X,

FIGURE 2 — Représentation de 3, -, Xg‘"Xg" pour g = 2

En inversant X A, nous pouvons écrire

zlg— 1A
~ d (ai)e(®a€A,lF k:) tel que
FEA = Qa, X* —1 ¢ .
A z : d2 VreN[g™ ], {d| S da<r, et ai;éO} est fini et que
de(Zg—1])A IN>0, Vd,Va, ag#0 = do>—N

De maniere similaire, nous obtenons
A

z
Ea = E GQKQ (ag)e (®QGA,[Fq k) tel que
deza IN>0, Vd,Va, ag#0 = do>—N
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Remarquons que dans le cas imparfait, les complétions (X)- et X a-adiques coincident algébriquement puisque
la finitude de I’intersection avec chaque zone triangulaire implique la condition sur les zones en L.

Toute extension finie E5P|F'| E s’écrit [((Y")) pour une uniformisante Y et une extension finie [|k ce qui fournit
une description semblable de ﬁA,q et F'a 4 en remplagant X par Y et (®QGA7 F, k:) par (®QGA’FQ l).

Cette description explicite nous fournit également sans argument technique une famille d’injections Fas 4 <
Fa g pour A" C A.

Nous pouvons faire le lien entre les anneaux perfectoides et imparfaits.

Lemme 2.61. Pour toute extension finie galoisienne E*°P|F|E nous appelons F = EF Dextension finie galoi-
sienne de E associée.

11 existe une injection de (P a q.» X Gg, A)-anneaux ngq — ﬁg’q naturelle en F'.

Pour toute famille finie de multi-indices (d;)1<i<n € (N®)", I'image réciproque de I'idéal (X) est engen-
drée par les mémes éléments.

Démonstration. Construire I’application et calculer les images réciproques des idéaux s’obtient a partir de la
description de nos anneaux a la Remarque [2.60] Nous vérifions que I’application construite coincide avec le
produit tensoriel des injections F;7 < F.F, complété et localisé. L’équivariance et la naturalité découlent de cette
seconde construction. O

Corollaire 2.62. 1. Les anneaux F' X q Sont réduits et sans EJAr -torsion. Il en découle que I’application FX g
Fa q estinjective, que Fa 4 est réduit et sans Ea-torsion. En particulier, ’anneau E est intégre.

2. Soit Galg la catégorie des extensions finies galoisiennes de E dans E°°P avec les inclusions pour mor-
phismes. La construction
F— FA,q

oit I’on met la topologie discrete est canoniquement un foncteur de Galg, vers la catégorie des (P q,r X
G a)-anneaux topologiques. Tous les morphismes déduits sont injectifs. De plus, localiser les injections
du Lemme [2.61)fournit une transformation naturelle vers le foncteur du Lemme[2.7}

Définition 2.63. Définissons les (®a 4. X Gg A )-anneaux

ESPY = colim Fit et ESSP = colim Fa .
A FeGaly 24 a FeGaly 7

Nous pourrons munir ce dernier de la topologie discrete ou de la topologie adique, ayant pour base de voisinages
de 0 les (XXESACP’+),LZO. Les deux fournissent une structure de (®a 4 X Gg,a)-anneau topologique. Nous
n’utilisons que la topologie discrete dans cette section.

Lemme 2.64. Pour toute extension finie E5P|F|E, le morphisme canonique
E;ep KF, (E;ep ®Fﬁ cee (E;ep K F;s FA’q)) — Ezep
est un isomorphisme de G a-équivariant.

Démonstration. Identique au Lemme [2.12] les presque mathématiques en moins. En effet, le F'"-module F'T est
libre de rang fini pour toute extension finie F’|F ce qui donne méme un isomorphisme

Féj_ ®F(j' (F[; ®Fg- (FéJr ®Fs+ FX,q)) — F/qu.

O

Corollaire 2.65. Nous obtenons que :

1. L’anneau EX" est réduit et sans Ea-torsion.

2. Linclusion Ex C (EZSp)gE’A est une égalité.

3. Pour tout objet D de //lodf)trj (Paqr X Gu,A, EXY), le morphisme de comparaison

B ®p, Inv(D) — D
est un isomorphisme.

Démonstration. Identique a la Proposition[2.9)et au Corollaire [2.13] O
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Définition/Proposition 2.66. Le foncteur
Da : Repg, Gra — Mod (Pagrs En), Vi (EXP @p, V)922

est correctement défini, pleinement fidele et son image essentielle est incluse dans Modgrj (Pa g Ea). Cette

derniere catégorie est une sous-catégorie pleine monoidale fermée. Le foncteur Do commute naturellement au
produit tensoriel et au Hom interne.

Démonstration. ldentique a la Proposition [2.14] mise a part la pleine fidélité que nous n’avions alors pas traitée.
Soit V1, V2 € Repyp_ Gr,a. En utilisant la commuation naturelle de DA au Hom interne puis I’isomorphisme de
comparaison pour Hom(V7, V2), nous obtenons des isomorphismes dans Mod (®a 4, X Gg.a, EX")

EX® ®@p, Hom(Da(V1),Da(V2)) <= EX® ®@p, Da (Hom(V1,V2)) = EXP @F, Hom(V3, Va).

Calculons les invariants par (Pa q.r X Gr.A). A gauche en utilisant [Mar24b, Proposition 3.10] pour Gg A, la
EA-algebre sans torsion EXP et le Ex-module fini projectif Hom(Da (V1), Da(V2)). A droite, le Corollaire
couplé al'injection EXP — E‘Zep donne F, = (EZEp)q)A"‘”' ; on applique ensuite [Mar24b,, Proposition 3.10]
a I'inclusion F,, C EX”. On obtient

HOHlRepFTgE,A(Vl, V2) — HOHlMod(@A,w,EA) (DA(‘/l)amA(‘@))

et I’on vérifie qu’il s’agit de 1’application donnée par fonctorialité@ O

2.4 Equivalence de Fontaine multivariable modulo p pour certains corps de caracté-
ristique p

Il reste a démontrer que DA est essentiellement surjectif et a expliciter son quasi-inverse. A dessein, nous
avons commencé par 1’équivalence de Fontaine perfectoide pour pouvoir en déduire des propriétés de Da.

Définition 2.67. Appelons Ex : Modf,ij (Pa,qr, Ea) — Modf)tr_j ((DA,W, EA) le foncteur obtenu a partir de

Iinclusion de ®A 4 ,-anneaux du Lemme[2.61]en suivant [Mar24b| Proposition 3.3 1.].

La stratégie consiste a démontrer que D A ExoD A pUuis que Exest pleinement fidele. Grace a la commutation
au Hom interne [Mar24b|, Proposition 3.3 3.], il suffit de démontrer que

vD e MOdf)ij ((I)A,q,7-7EA) , D@A,q,r o E\;((D)':I’A,q,r_

Rappelons brievement la stratégie de preuve de ce énoncé dans le cas univariable. Soit d € (E ®@p D)¥=1d

que 'on écrit d = > x;e; pour une E-base (e;) de D. Nous munissons (E QF D) de son unique structure de E-

espace vectoriel topologique pour la topologie adique sur E. Quitte a choisir correctement la base, nous pouvons

supposer que
(@ XE%—) C(E@p D)t = {de E®p D] (d) — 0}

n—-+oo

et que (@ Ete;) est stable par ¢p. Pour N assez grand, on peut écrire o™ (z;) € E + X E™T. Nous en déduisons
que

d="(d) =Y ()N (e:) € D+ (E®g D).

En appliquant ¢, pour n arbitrairement grand on en déduit que d est dans 1’adhérence de D, i.e. dans D.

Dans le cas multivariable, la topologie adique sur En ne permet pas de décalquer la preuve. En effet, si I’on
considere x = ano X3"+4"" aucun @X’q(x) n’appartient a Ea + XAEX. Il faut considérer la topologie
colimite, malgré son apparence tarabiscotée.

Lemme 2.68. Le sous-anneau Ea est fermé dans E A muni de la topologie colimite.

20. Nous utilisons les deux premiers points du Corollaire
21. Cette identification de 1’application est déja contenu dans [Mar24b} Propositions 3.3].
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Démonstration. Au niveau entier, utilisons la description de nos anneaux a la Remarque- 0l Soitz € E \EJr
1l existe un monéme aX? apparaissant dans = avec d € N[g~!]*\N2. Ce terma apparait encore (X)-adique
localement, d’ou 1’on tire que EX est fermé dans EK.Avec I’égalité EA N X A”EJAr =X A”EJAr on fait le méme
raisonnement sur chaque terme de la colimite. [

Lemme 2.69. Soient R C T un sous-anneau fermé d’un anneau topologique T et D un R-module fini projectif.
Puisque D est plat sur R, il est possible de voir D comme un sous-espace du T-module fini projectif (T ®pr D).
Le sous-espace D est fermé pour la topologie initiale.

Démonstration. Fixons une présentation D ® D’ = R* de D. L’écriture (T ®p D)@ (T ® g D') = T* fournit une
présentation de (7' ®z D). Puisque R C T est fermé, c’est encore le cas de R* C T avec les topologies produits.
La topologie initiale sur 7' ® D étant la topologie induite depuis 7%, on en déduit que D = (T’ ®r D) N R est
fermé dans T ®p D. O

Proposition 2.70. Soit D un objet de Modfﬁrj (®a.q.rs Ea). Linclusion
DLPA,7~=Id C E;((D)LPA,T=I<1

est une égalité.

Démonstration. Prenons (e;)1<;<q une famille génératrice de D et posons A = (a; ;) € Mg(Ea) une matrice de
wA,rp dans la famille (e;). Quitte & considérer la famille génératrice (XXe;), on A est a coefficients dans EJAF.
Nous avons alors par récurrence immédiate

VN > 07 @X,r (Z( Zel> Z Ael

i

En particulier

pour la topologie initiale déduite de

Z(X)Eiei c (EA Qp, D)t = {d € (EA YN D)

i

n
Cam i) DT 57570 }

la topologie colimite sur Ea

Prenons a présent une écriture d = »_ e, ded € (EA®p, D)“"Aﬂ‘:ld. Grace a la description de 1a Remarque
nous savons que les mondmes des x; de degré total inférieur a 1 sont en nombre fini. En particulier, leurs
dénominateurs sont des puissances de p divisant un certain V. Nous en déduisons

d= SOZ,T,E\;((D) Z@A T xl)@A ,r,D el D + Z EXBJ g |:D + (EA ®EA D)++:| .

Ecrivons une telle décomposition d = dg + d* . Alors,

d= lim px rD(dO)

n—-+o0o

pour la topologie initiale associée a la topologie colimite sur EA. Les Lemmes et combinés démontrent
que D est fermé dans (E'A QREA D) pour la topologie initiale, d’ou d € D. O

Nous en tirons le corollaire qui nous servira vraiment en prenant les invariants dans la Proposition [2.70}

Corollaire 2.71. Soit D un objet de Modffrj (Pa g Ea). Linclusion suivante est une égalité

D®aar C Ex(D)%aar,

Nous identifions les deux catégories MoclprJ (Cbgﬁ o EA> et ModgrJ ((I) Ag,rs ) dans la suite..

Proposition 2.72. Q Les foncteurs D A et ExoD A sont isomorphes.
2) Le foncteur Ex est pleinement fidéle.
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Démonstration. 1) Soit V' un objet de Repp Gr a. Considérons le morphisme d’anneaux (®a g, X Gr A)-
équivariant EXP < Ezep obtenu a partir de la Propositon m En tensorisant par V' et passant aux invariants par
GE A, il fournit une application E-linéaire et ®a , -équivariante Da (V) — ﬁ)A(V), puis comme fDA(V) est
un E‘A—module, une transformation naturelle S ExoD A= D A-

Puisque En — EX" est fidelement plat, nous vérifions qu’il s’agit d’un isomorphisme de foncteur apres
changement de base. La transformation naturelle entre foncteur au Corollaire [2.62] fournit I'isomorphisme de

gauche du diagramme suivant

EX* ®5, (EA ®FEa DA(V)) EXP N Da(V)

] |

EXP @ per (EAP SR DA(V)) —— EXP @pser (EAP ®F, V) — = B V

1d®S(V)

ol les fleches non labellisées sont les isomorphismes de comparaison déja étudiés. Pour que S(V') soit un isomor-
phisme, il suffit de vérifier la commutation du diagramme .

2) Soient D1, D> deux objets de Modffrj (®a,q.r Ea). Lapplication donnée par Ex au niveau des morphismes

s’obtient selon [Mar24b, Proposition 3.5] en prenant les ® A , ,-invariants de la composée

LDy,Dy

HOIIIEA (Dl, DQ) — EX(HOH’IEA (.Dl7 DQ)) 7) I‘IOI’IIEA (]EX(Dl), EX(DQ)),

oll tp, p, est construit dans [Mar24b, Lemme 2.14]. C’est un isomorphisme puisque D; est fini projectif. En
passant aux invariants par ® A , ., le premier morphisme devient un isomorphisme d’apres le Corollaire |T_7Tl O

Lemme 2.73. L’inclusion F,. C (Ezep)q)A’q”' est une égalité.

Démonstration. Combiner le résultat sur Ezep au Lemme et injection EX" — EsAep obtenue en passant a
la limite dans le Lemme 2,611 O

Théoreme 2.74. Le foncteur )
Da : Repg Gpa — Modlys (@ g, Ea)

Prj

est une équivalence de catégories monoidales fermées. Un quasi-inverse est donné par

Va : Mody (Pa g, Ea) = Repg, Gp.a, D= (EX? @y D)T277.

Démonstration. Nous avons vu que Dp = EEO]D)A en Proposition , que DA est une équivalence au Théoreme
et que DA et Ex sont pleinement fideles aux Propositions et Cela suffit a prouver que DA est une
équivalence de catégories.

Soit V' une représentation. Nous avons prouvé en Proposition [2.66|un isomorphisme de comparaison naturel

Ezep QEa ]DA(V) = EZGP ®r, V.

En décomposant dans une [F,.-base de V, les ®a 4 --invariants du terme de droite redonnent V. Passer aux inva-
riants fournit donc un isomorphisme naturel

VaoDa = 1d.
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2.5 Deévissage vers une équivalence de Fontaine multivariable pour certains corps
de caractéristique p

Dans cette section nous cherchons a démontrer une équivalence de Fontaine multivariable imparfaite pour des
coefficients de caractéristique mixte. Nous fixons encore F un corps de caractéristique p, de valuation discrete,
complet pour cette valuation, tel que la cldture algébrique de IF), dans son corps résiduel k est de cardinal fini g.
Nous fixons également K une extension finie de @, de corps résiduel de cardinal r tel que ¢ = rf.Soit L = K Qq.
La lettre 7 dénote toujours une uniformisante de K, qui est également une uniformisante de L.

Nous fixons un ensemble fini A. Puisque Q,, = K N Q2*, il existe un r-Frobenius canonique sur L. L’action
de ®p 4, sur Op, par son quotient Pa.ar /4, = @ A/fr fournlt une structure de ® A 4 ,-anneau topologique pour
la topologie m-adique. 7

Nous fixons une famille O;ﬂ de Oy -algebres m-adiquement séparées et complete, d’anneau résiduel en I’idéal
7 égal 2 E et munies d’un relevement semi-linéaire ¢, du 7-Frobenius sur £ . On notera toujours X, une
uniformisante de E,, ou un relevé dans O, . Exactement comme dans la Proposition[I.12]et la Définition|[T.12] on
choisit des G, -anneaux Oz £ ainsi que leurs sous-anneaux Or, et O . pour chaque extension finie Es°P|F|E.
En appliquant [Stacks| Tag O8HQ] pour le r-Frobenius sur les corps remduels on peut étendre 1’endomorphisme

®a,r €n un endomorphisme Oy -semi-linéaire de Ogm qui stabilise chaque Or, et commute a I’action galoisienne.

Définition 2.75. On note alors

A(m,X)

1 AT
of, = & 0f etO]:A:<O {XAD :

acA,Or

Ces anneaux ne dépendent pas du choix de 7 ni de celui des X,,. Ce sont des O -algebres m-adiquement séparées
et completes d’anneaux résiduels en 7 FA et F'a 4.

Nous les munissons de deux topologles D’abord de la topologie m-adique. Parallelement, nous munissons
(’)}A de la topologie (7, X a)-adique et Ox, de la topologie ayant pour base de voisinages de 0 les sous-groupes
(W"O o+ X EO;A)n7m> o- Cette deuxieme topologie sera appelée topologie faible.

Le produit tensoriel des ¢, tous Op-semi-linéaires par rapport au 7-Frobenius, les ¢ng et ’action de G A-
terme 2 terme fournissent aprés complétion et/ou localisation une structure de (P Agr X GE, A )-anneaux topolo-
giques sur OJJ{-A et Ox, pour chacune des deux topologies. Les injections depuis Op, sont des morphismes de
® A 4,r-anneaux topologiques.

Définition 2.76. Nous définissons comme au Corollaire deux diagrammes de (®a 4, X Gr, A )-anneaux dont
nous définissons
Ex FeGaly X EX | Xa

Nous munissons ce dernier anneaux de deux topologies d’anneau : la topologie m-adique et la topologie dont une
base de voisinages de 0 est donnée par (7 ”(’ﬁ _+ XX Ogm )n,m>0 que nous nommons topologie faible. Les deux

AT
Oor_ .= (cohm (’)+A> et O := O {1] .

fournissent une structure de (®a 4 X Gg, A)-anneau topologique. Dans cette section, nous ne nous servons que de
la topologie m-adique.

Lemme 2.77. Nous avons H' (P 4., EXY) = {0}.

Démonstration. La suite restriction-inflation et le résultat du Leme [2.16 pour r = ¢ donnent
1 N 1 se 1 se
0—H (@Aw/ﬁpxq’]}?q) — H (Pp g, EX") = H (Pa g, EX").

La base normale de Hilbert affirme que F, est induit comme IF,.-module avec action de Gal (F,|F,.) = ¢ ./} ..
Il est acyclique.

Pour analyser le terme de droite, nous avons besoin des deux résultats qui suivent.

Premier résultat : soit 3 € A. Il y a une égalité ESAQ{’ o = = (EX?)*? 9=l goit P |E une extension finie que
nous écrivons [((Y)) pour une certaine uniformisante Y et /|k. Selon la Remarque nous pouvons décrire

A

z
FA,q — E adx@ ((Li)e(®a€Aqu l) tel que
AN>0, Vd, Vo, aqg7#0 = do>—N
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De cette description se déduit I'inclusion Fa\(s1,4 © FA] W = Soit 2 = >~ aqsY? non nul dans les invariants.
Munissons Z* de 1’ordre lexicographique par rapport a un ordre sur A de minimum f et considérons dy,;, =
min{d|ag # 0}. Le coefficient de (¢dmin,g, da, - - ) dans g 4(2) vaut g (aq,,, ). Puisque g 4 est injectif sur
(@, 1), c’est donc le degré minimal de @3 4(z). Il en découle que dpin, 3 = 0. Appelons

y=Y_ apaY " € Fasyq
deZAP)

Il se trouve que = —y est encore invariant mais n’a aucune terme de degré en 5 nul. Nous obtenons donc z —y = 0
soit x € FA\{beta},q-

Deuxieme résultat : soit 3 € A. L’endomorphisme de Ea\ (3}-espaces vectoriels (¢q,q — Id) est surjectif sur
EX". Chaque polyndme 7' — T — x étant scindé sur E3°", nous savons que I’endomorphisme est inversible sur
E". Le Lemme affirme en particulier que

Egep 2 <Eze€{6} OFa\(s) EA) = EXP

ce qui permet de conclure.

Utilisation des résultats : nous choisissons 5 € A et utilisons la suite exacte restriction-inflation pour wg g <
(0] A.g -
4

0— H' (Pa\(py,q (EXT)?70=) — H' (®p 4, EXP) — H' (¢} - EXT) .

Le premier résultat identifie le terme de gauche 2 la cohomology de E% A\ (5} Par récurrence sur |A|, on se rameéne
donc a démontrer que le terme de droite s’annule. Or, soit f un 1-cocycle. Les relations de cocycles imposent que

Vn >0, f(e Z 80,34 f(es.q))-

0<i<n

N

Ainsi, pour (¢g, — Id)(y) = f(¢p,q), qui existe grice au deuxieme résultat, le cocycle f est le cobord associé a

Y. O
Lemme 2.78. La K-théorie de E vérifie Ko(Ea) = Z.
Démonstration. Voir [Zab18b, Lemma 2.3]. O

Théoreme 2.79. Les foncteurs

GE,A
A RepngEA — Mod (‘I)Aﬂ,r,OgA), V= (OEE Kok V)

(pA, NE
ML 4, (P 4.0 Oss) = Mod (.8, 0k), D (Ogp @0, D)

ou les topologies en jeu sont les topologies m-adiques, sont correctement définis et sont lax monoidaux fermés.
Leurs images essentielles sont contenues respectivement dans M odw av(®a,qr Oc,) et Repp, G A. Leurs
corestrictions forment une paire de foncteurs quasi-inverses.

Démonstration. Démontrer la définition correcte et les propriétés sur leurs images essentielles se fait en décom-

posant les deux foncteurs comme aux Proposition [2.14] et [2.17] Nous appliquons pour chaque foncteur [Mar24b,

Proposition 5.22] respectivement aux inclusions O C (’)5ur et Og, C (’)5,;, puis [Mar24b, Proposition 5.26] au
A

(Paq.r X Gr,.A)-anneau O muni de la topologie 7r—ad1que pour seule topologie respectivement pour les sous-

Fur
monoides Gg A et P 4. 11 nous faut pour cela vérifier plusieurs conditions que nous listons. Les deux premiéres
vérifient que nous nous placons dans un cadre cohérent avec [Mar24b, Section 4]. La troisieéme justifie les utili-
sations de [Mar24b| Proposition 5.22]. Les suivantes vérifient les conditions multiples de [Mar24bl Proposition
5.26].

Condition 1 : les couples (7, Ok), (7, Og,) et (m, (’)gu,) sont des contextes de dévissages (voir [Mar24b|
Définition 4.1]).
Les anneaux sont par construction 7m-adiquement séparés et complets. Reste a démontrer qu’ils sont sans 7-torsion.
C’est évident pour O . Le produit tensoriel des (’)Jr est sans 7r-torsion puisque chacun des termes I’est, a fortiori

sont complété et séparé. De méme, en passant a la cohmlte puis en complétant, OSL\r est sans m-torsion.
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Condition 2 : pour chacun des trois anneaux, et chaque endomorphisme f dans 1’action des monoides, les
idéaux engendrés par () et 7 coincident. Ici, 7 est méme invariant par chaque action.

Condition 3 : les inclusions O C Oz et Og, C Oz soient m-adiquement continues et équivariantes.

gur gur

C’est le cas par construction.

Condition 4 : les anneaux topologiques (’)gE 2 et OQA “r

coincident respectivement avec avec Og, et Ok.

L’identification des topologies m-adiques (resp r egahte algebrlque) s’obtient par dévissage (resp. et complétion)
a partir de I’injectivité du morphisme modulo 7 (resp. d’une identification algébrique modulo 7). C’est alors
exactement I’injectivité dans le Corollaire 2.62ou simplement la définition de la caractéristique (resp. les résultats
du deuxieéme point du Corollaire 2.65]et du Lemme [2.16).

Condition 5 : les inclusions En C EX” et F, C EX" sont fidelement plates.
La deuxieéme était déja utilisée dans la Proposition et est conséquence du Lemme

Condition 6 : I’é1ément 7 est irréductible dans O¢,, et O
Cela équivaut a I'intégrité de Ea démontrée au Corollaire [2.62]et a celle de I,

Condition 7 : nous avons Ko (Fa) = Z et Ko(F,.) = Z.
La premiere est démontrée au Lemme De plus F,. est un corps.

Condition 8 : la topologie m-adique a de bonnes propriétés de m-dévissage.
C’est une remarque nous faisions dans [Mar24b, Example 5. 27]

Condition 9 : les groupes de cohomologie de monoides H, . (Gr A, EXT) et HL  (PA 4., EX’) 8’ annulent.
Le deuxieme équivaut a I’énoncé du Lemme[2.77| puisque tous les objets en jeu sont discrets. Pour le premier, nous
utilisons le résultat du Lemme [2.64] pour des extensions finies. Comme nous I’avions déja évoqué pour démontrer
la descente galoisienne, cela implique par base normale de Hilbert que chaque Fa 4 est un Ea-module induit pour
I’action de [ [ Gal (F,,|E,,), a fortiori acyclique. Nous en déduisons I’énoncé puisque

1 sepy .__ . 1 sep\GFr,a | _ : 1
Hoon(Gp.a, EXT) = colim H };[AGal(Fa|Ea),(EA ) = golim H al;[AGal(Fa\Ea),FA,q

Condition 10 : les deux morphismes de comparaison sont des isomorphismes pour les objets de .# odprJ (Paqr X Gr.n, EXT).
Le troisieme point du Corollaire @] prouve déja I’isomorphisme de comparaison pour les invariants par Gg A.
Comme cela implique que I’extension des scalaires et la prise de Gg a-invariants fournissent une équivalence de
catégorie entre ///odm (Pagr Ea) et (///odf,ij (Pa,qr X GE,A, EXY), le Théorémeet la décomposition
des deux foncteurs implique que I’extension des scalaires et la prise de ® g --invariants fournissent une équi-
valence de catégorie entre Repy,. Ge,A et A odf)trj (@A%T X GE A, Esz). Ceci contient en particulier 1’autre
isomorphisme de comparaison.

Une fois que nos deux foncteurs sont construits, démontrer qu’ils sont quasi-inverses ’'un de 1’autre se fait
comme a la démonstration du Théoréme [2.18] en passant aux invariants ’isomorphisme de comparaison et en
utilisant [Mar24b| Proposition 4.16]. Ceci utilise la premiere partie du Corollaire affirmant que E'X" est sans
E A -torsion. O

2.6 Comment récupérer les équivalences de Carter-Kedlaya-Zabradi?

Dans les sections précédentes, deux versions des premieres équivalences de Carter-Kedlaya-Zabradi ont été
démontrées. Précisément, le Théoréme 2.18] pour = p fournit un analogue de [CKZ21], Théoréme 4.6] ol tous
les corps sont identiques.

Les versions de ce texte ont plusieurs avantages. Nous avons conservé 1’obtention d’une équivalent pour les
corps de caractéristique p sans avoir besoin d’utiliser I’action supplémentaire de I'; c’est déja un avantage de
[CKZ21] par rapport a [Zab18b]. Enfin, ces équivalences, contrairement a celles de [[CKZ21], considerent des
catégories de modules étales sur des anneaux integres; les sections précédents utilisent d’ailleurs ces questions
d’intégrité pour faire fonctionner différemment les preuves@ Cette section est consacrée a retrouver a partir de
nos versions sur des anneaux integres 1’un des théoremes de [|[CKZ21]].

Le lien entre les équivalences de ce texte et celles de [CKZ21]] repose sur le fait que les anneaux non integres
introduits par Carter-Kedaya-Zabradi sont coinduits a partir des anneaux inteégres considérés dans ce texte, idée
déja présentes pour se ramener au cas intégre dans le Théoreme[2.58] De surcroit, les sections précédentes illustrent
que I’essentiel du travail consiste a obtenir une équivalence en modulo p pour des corps perfectoides. Le reste

22. Voir les preuves de la Proposition puis celle du Théoreme qui s’en sert.
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consiste a dévisser, passer a la limite, ajouter des actions, en bref tout un tas de joyeuseries qui s’adaptent pour
obtenir 1’équivalence de votre choix. Pour ne pas surcharger ce texte, on se contente de retrouver une version
imparfaite de [[CKZ21| Théoréeme 4.6] avec nos méthodes.

Nous continuons de fixer un corps E de caractéristique p, de valuation discrete, séparé complet pour cette
valuation, et tel que la cldture algébrique de I, dans le corps résiduel k est finie. La complétion de sa perfection

est notée F.

Définition 2.80. En imitant les définitions et avec des produits tensoriels sur I, nous définissons pour
tout extension finie galoisienne F'|E les ($a , X Gg, A )-anneaux topologiques discrets

ANX)

1
+ + — T
FA,p T ® Fa ) FA,p T FA,p |:)(A:|
acAF,

E5P = colim Fa .
AP pegaly 7

Proposition 2.81. 1. 1l existe un isomorphisme de ® A ,-anneaux topologiques discrets
~ v gD
Enp= Comdtbii;p (En),

out la coinduite est munie de la topologie limite.
2. 1l existe un isomorphisme de (P a , X Gg A )-anneaux topologiques discrets

sep ~u . 1PA pXGE.A sep
ExL = Comdq)A,w ST N (EX"),
out la coinduite est munie de la topologie limite.

Démonstration. Reléguée a la Proposition[A.T9] sous une écriture simplifiée. O

Définition/Proposition 2.82. Le foncteur
sep GE,A
DA,CKZ : Rep]Fng,A — Mod ((I)A,p, EAJ)) s V= (EA,p ®]F,, V)

est correctement défini, pleinement fidele et son image essentielle est incluse dans Modffrj (Pap, Eap). Cette

derniére catégorie est une sous-catégorie pleine monoidale fermée et DA ckz commute naturellement au produit
tensoriel et au Hom interne.

Démonstration. Identique a la Propositon en démontrant des analogues des lemmes qui la précédent pour
sep
B O

Une version imparfaite du Théoréme 4.6 de [|[CKZ21], dans le cas ou tous les corps perfectoides considérés
sont isomorphes a F, se formule comme suit :

Théoreme 2.83. Le foncteur
]D)A,CKZ : Rep]Fng7A — Modlé)trj (@A’p, EA,p)

est une équivalence de catégories monoidales fermées. Un quasi-inverse est donné par

. PAp
Vackz : ModS (@a, Eay) = Repg G o, D (EA‘; ®pa, D) .

prj
Démonstration. Considérons le diagramme suivant :

. A
Coindug *
Mod (®a,q.p, Ea) ﬁ Mod (@A p, Ea p)

U ]
Modpy; (Pa.q,p: Ea) » Modyg; (a5, Bap)
DAT { ‘m
Repr, G5 A
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Le foncteur DA est une équivalence d’apres le Théoreme Le premier morphisme horizontal I’identification
de Enp 2 Coindii”q’ (EaA) comme ® A p-anneau a la Proposition et par la construction dans [Mar24b,

sP
Proposition 3.11]. La fleche en pointillé indique que Modf;j (®a p, Eap) est contenu dans I’image essentielle de
la coinduction ; ceci découle du Lemme et de [Mar24b, Proposition 3.19].

Prouvons que I’enveloppe de ce diagramme commute. Soit V' une représentation dans Repr g £ .A» que nous
ét
prj
scalaires. Nous appliquons [Mar24b, Lemme 3.18 2.] au sous-monoide d’indice subtil fini ®p 4, < Pa p, au

voyons comme objet de Mod (q’A,p X Gz A Fp). La premiére étape de D et DA ckz consiste a étendre les

(@A,p X QE!A)-anneau F,, au (@A,q’p X gfé’A)-anneau EXP, alinclusion F, < E%" et a la représentation

V'; on obtient un isomorphisme dans Mod (@A,p X Gg s Efi)

ApXGE A
A,q,pxgE‘A

(EXP) @r, V = Coindy>" 752 (E5P @, V).

,q,pXQE,A

@
ESAB’I; ®r, V = Coindg

En passant aux invariants, on obtient un isomorphisme dans Mod (® N A,p) naturel en V'

A,q

g5 _
D ckz(V) = (EAI; ¥, v) % = Coindy?” ((EZEP ®F, V)%a) = Coindgs” (Da(V)).

C’est exactement la commutativité du diagramme que nous recherchions.
La fleche pointillée démontre alors que DA ckz est essentiellement surjective. On trouve 1’expression d’un
quasi-inverse comme pour le Théoreme [2.74] O

Nous Bourrions €tablir la version perfectoide [CKZ21} Théoréme 4.6] de maniére similaire. Malheureusement,
I’anneau R dans I’article de Carter-Kedlaya-Z4bradi est un complété de la colimite ESAQI; que nos stratégies nous

poussent a définir. Nous préférons ainsi éluder une telle preuve pour nous épargner un énoncé de décomplétion des
invariants. Il est d’ailleurs a noter une subtilité dans [CKZ21|] puisque I’espace Spa(R, §+) obtenu par construc-
tion produit n’est pas pro-étale sur Spa(R, R™). Pour appliquer la descente pro-étale, il faudrait remplacer iz
par la complétion wa-adique de la colimite des constructions produits sur les extensions finies de E, et non sa
complétion (w)-adique.

3 Equivalence de Fontaine Lubin-Tate multivariable

Soit Q,|K|Q, une extension finie dont le corps résiduel est de cardinal . Soit A un ensemble fini. Dans
ce chapitre, nous obtenons une équivalence de Fontaine Lubin-Tate multivariable laissée ouverte dans [CKZ21].
Pour préparer 1’équivalence glectique semi-linéaire, nous autorisons un choix de loi de Lubin-Tate différent pour
chaque o € A. Pour chaque oo € A, nous nous donnons une uniformisante 7, de K, un polyndme de Lubin-Tate
f,, associé a 7, et un systéme de Lubin-Tate ﬂg associé a f,,.

Définition 3.1. Considérons la situation de la section[2.5|pour £ = F,((X)), pour I’extension K = L, I’ensemble
fini A, une famille (E,,) de corps valués isomorphes a F et la famille de O -algébres m-adiquement séparées et
completes d’anneau résiduel £ en m données comme a la Définition par

ou-(ormi[3])”

munies du relevement Ok -linéaire du g-Frobenius vérifiant ¢y ¢(Xo) = fo(Xo).
Pour toute extension finie galoisienne £°°P|F|E, considérons les (¢} , X Gp, )-anneaux topologiques Oj'_-a

de la Définition Les plongements dans A construits 2 la Proposition a partir des 7, les munissent
d’une structure de (gosia x G )-anneaux topologiques pour la topologie faible que 1’on appelle Oj{-K.u . Laction de

23. Etde choix de clotures séparables de chaque Fg (X gfm )) et d’isomorphismes avec U[ K| Kym]<oo (K’ [/(I})b Puisque nous avions

déja choisi une identification des clotures séparables de Ea et E, cela revient a faire un unique choix pour E.

39



(®a,q X Gi,A) terme a terme sur le produit tensoriel des O}K  se complete et localise sur O, en une structure
de (®a,q X Gk, a)-anneau topologique pour la topologie faible que nous appelons O, ,.
Dans la Définition [2.76] les injections sont Gx A-équivariantes. Cela permet de passer a la colimite et com-

pléter en une structure de (@ A,g X Gr a)-anneau topologique sur Oz que ’on nomme Og/m\ Comme dans

gnr
le paragraphe qui précede la Définition aprés choix des 77, et d’une extension de 7, le groupe G B, S’iden-
tifie canoniquement a un sous-groupe de Hx 11,a de Gk a. Via cette identification, le (®a 4 X Gr a)-anneau

sous-jacent a (’)gf,r\ est (’)

Nous notons egalement F Kim,A =]
gK’A/HK,LT,A-

O que nous identifierons canoniquement a [ |

acA aEA

Remarque 3.2. Nous pouvons décrire le ($a 4 %'k 17, )-anneau topologique obtenu explicitement. Nous avons

O+

1 AT
fren = Ok[Xala€ Al et Ogp \ = (OK[[Xa |a e A {XA]>
avec la topologie d’anneau ayant pour base de voisinages de 0 les (7" Og, o + XZO;K A Jn,m>0- L'action de
(®aq X Tk A) est donnée par la seule action de Ok -algébre topologique telle que

(Pas), (Xp) = £5"7 (X5)

V(Za)a € Trira, (Ta)a(Xp) = [zaluT.t, (Xp)-

Pour obtenir une équivalence de Fontaine multivariable Lubin-Tate, il nous reste & analyser la topologie faible,
dont nous n’avions pas 1’usage pour les corps de caractéristique p. Cela conduit a se replonger dans les topologies
adiques sur nos anneaux de caractéristiques p, également évincées des précédents raisonnements.

Lemme 3.3. Pour tout couple (n,m) € N2, nous avons les égalités suivantes.

1. Dans E5", I’égalité
XREX" T NEx = XRES.

2. Dans Osnr’ I’égalité

( " Ogr + XKO%) NOgy = 7"0¢, + XROF .

3. Sim > 0, dans Ogm, I’égalité

( 7" Oggs + mogﬁﬂ) N Ok = 1"Ok.

Démonstration. 1. On se ramene a le prouver pour chaque FZ o Pendant la démonstration du Lemme [2.64}
nous avions démontré un isomorphisme de EX—modules

F;®E3’ (F/;L®E;"'(FJ®E;EZ>> EFK.,q'

Puisque chaque F est un E.-module libre de type fini et I’'on peut compléter {1} en une base[ﬂ il existe
une Ea-base de Fa 4 de la forme {1} U B telle que FZ’q = E{ ® @P,c5 EL. Lappartenance a XZFZ;q
se lit sur les coordonnées ce qui conclut.
2. On établit le résultat par récurrence sur n. Si n = 0, le résultat est vide. Supposons le résultat vérifie pour
n > 0 et soit x dans I'intersection pour (n + 1). En considérant (x mod ), nous savons qu’il appartient
XZLESCP’+ N Ea, donc a X’A”EA par le premier point. Ainsi, il existe y € OF tel que z — XXy
est nul modulo 7. Gréce au premier point du Corollaire [2.65] H nous savons que £\ est sans X 3'-torsion;

nous savons aussi que Ogm est sans w-torsion (voir la condition 1 dans la demonstration du Théoreme

. Il en découle que XAOSnr N ﬂ'OSM = WXZ(’);E. En écrivant par hypothese z = 7"z + X X2y
A

avec z € OF_.

o Nous obtenons que 7| X3'(z2 — y) donc que 23 —y € 7rX’”(’)+ Ainsi (x — y) €

( "Oz gm KO}) et I’hypothese de récurrence conclut.
A

24. Pour le voir, considérer que pour une extension finie non ramifiée ou totalement ramifiée, il existe un élément primitif tel que F+ =
E[x]. Toute extension finie se décompose comme extension totalement ramifiée d’une extension non ramifiée.
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3. Raisonnement similaire.

Théoreme 3.4. Les foncteurs

Hi,Lr,A
Dayr : RepOKgng — Mod ((I)Ag x g 1r.A, OgKA) , Vi (Ogm Kok V)

DA g
VA,LT %Odﬂ' dv((I)A,q X FK,LT,A7 OEK,A) — Mod (gK,A’ OK) ; D= (OE“‘ ®05K A D) ’

ou les topologies en jeu sont respectivement la topologie m-adique sur Ok et la topologie faible sur Og, ,,
sont correctement définis, lax monoidaux et fermés. Leurs images essentielles sont contenues respectivement dans
///odﬂ av(®ag X Trrr A, Ogye o) et Repo, G A. Leurs corestrictions forment une paire de foncteurs quasi-
inverses.

Démonstration. La démonstration est similaire au Théoréme et utilise méme des résultats démontrés audit
théoréme. Ici, nous aurons crucialement besoin de la variante des S-modules topologiques sur R a r-dévissage
projectif introduit dans [Mar24b, Définition 5.24]. Nous décomposons alors le foncteur Dy, o comme d’habitude
comme Inv o Ex o triv mais nous voudrions a présent qu’il se corestreigne comme suit :

Dapr : ModSt av(Gr.A, Ok) triv Modt av(®a.q X Gr A, Ok)

[

&t
MOdL g (Pag X Trcrra, O n) 4 M0 4y (Pag X Grea, Hicra, O

ol les topologies sont : la topologie 7-adique sur la premiere ligne, la topologie faible pour le premier monoide et
m-adique pour le sous-monoide H g 1;1,A €n bas a droite, la topologie faible en bas a gauche. De méme, le foncteur
Vir,a se décompose comme Inv o Ex o triv et nous voudrions qu’il corestreigne comme suit :

Varr : ///()dﬂ av(Pag X Trrr A, ®ag Ogpen) —— v, ///Odw av(®aq X Gr,A, Pa g, Ogc. N
lEx
AModS o, (G p, OK) —————— M0d 4, (Pa g X Gron, Pa g, Ogr7)

ol les topologies sont faibles pour les premiers monoides et m-adiques pour les seconds. On remarquera que,
puisque la topologie sur ® A , est discrete et que son action sur chaque anneau est continue pour les deux topolo-
gies, nous avons bien coincidence des deux sous-catégories

///Odﬂ dv(‘I’A,q X g 1r,a, Pag, OgK,A) et %Odfrt—dv(q)A,q x Txrr,A, Osx,A)'

Pour justifier 1a définition correcte, nous devons vérifier une liste de condition pour utiliser les mémes résultats
de [Mar24b] qu’au Théoreme [2.79]

Conditions 1, 2, 5,6, 7 et 8 : ce sont les mémes conditions puisque les anneaux sous-jacents sont ceux du
Théoreme

Condition 3 : les inclusions O C O 7

&a et Ogyen C (’) sont continues pour les topologies m-adiques et

faibles. Elles sont (Pa 4 X Gx.A)- equlvanantes C’est le cas par constructlon

H
KLTAetO

Condition 4 : les anneaux topologiques O ¢ coincident avec Og,, , et P A 4 pour les topologies

mw-adique et faible. Seule la coincidence des tgpologles falbleAs n’est pas contenue ad verbatim dans la condition
analogue au Théoreéme [2.79] Nous avons méme démontré une version forte au Lemme [3.3]

Condition 9 : identique a la condition 9 du Théoréeme Nous soulignons cependant que les énoncés co-
homologiques requis par [Mar24b] ne concernent que la topologie discrete, bien que nos modules prennent deux
topologies différentes en compte, une pour 1’action du le monoide, I’autre pour 1’action du sous-monoide afin de
contrdler aisément le dévissage et pour garantir 1I’annulation de la cohomologie galoisienne continue.

Condition 10 : les morphismes de comparaisons sont exactement ceux des objets de .#Z odprJ (Paq X Gr.n, EXT),
sauf qu’ils ont le bon goiit d’étre aussi G a-équivariants. La condition se déduit donc immédiatement de celle au
Théoreme 2.79] O
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Nous voyons que la démonstration du théoreme a partir de 1’équivalence pour les corps de caractéristique p
revenait a construire les bons anneaux, choisir les bonnes topologies et utiliser le formalisme général.

Remarque 3.5. En utilisant la méme stratégie que [[Zab18bl Proposition 2.2] mais en remplacant I’utilisation de
[Zab18al Proposition 2.1] par la généralisation de Grosse-Klonne au cas Lubin-Tate dans [Gro18], nous obtenons
que //lodf;trj (Paq X Tk ur,a, EA) = //lodét@)Aﬂ xTk 1 A, Ea). Nous en déduisons que ///odff_dv(q)Aﬂ X
Frrra, O n) = Mod*(Da 4 x Trrr.n, Oy 5 ). 1l est cependant intéressant de se souvenir de la décom-
position des modules a (7, p1)-dévissage projectif obtenu en [Mar24b|, Corollaire A.8].

Remarque 3.6. Pour obtenir une version Lubin-Tate multivariable de I’équivalence, il était crucial de pouvoir
considérer le produit tensoriel sur O et d’obtenir un anneau dont les invariants par ®x , valent Og. Avec
I’anneau non integre de [CKZ21]], il n’est pas clair de savoir comment relever en caractéristique mixte nos anneaux,
et méme si nous y parvenions par exemple pour une extension non ramifiée, les invariants par ® A , seraient Z,, et
non Og. Le probleme est encore plus visible modulo p : il faut trouver un sous-monoide de M < ®4 ,, par lequel
quotienter, qui fasse encore marcher le formalisme d’une équivalence de Fontaine et tel que £ gf » = Fg. Mais de
quel I, est-il question ?

4 Variantes pour les groupes de Galois plectiques et glectiques

Dans [NS16] et [NS17], J. Nekovar et T. Scholl formulent différentes conjectures plectiques. Elles prédisent
que, pour un corps de nombres F', les représentations obtenues dans la cohomologie de la donnée de Shimura
associ€e a la restriction a Q, d’un groupe algébrique sur F', qui viennent naturellement avec une action de Gg,,,
devraient hériter en réalité d’une action d’un groupe plus gros Gr 1. Nous appelons ce dernier groupe de Galois
plectique. Ce chapitre établit des équivalences de Fontaine pour le groupe de Galois plectique d’un corps local
p-adique et pour I’'un de ses sous-groupes que nous introduisons : le groupe de Galois glectique. Comme pour
déduire 1’équivalence multivariable Lubin-Tate de 1’équivalence pour les corps de caractéristiques p, il reste es-
sentiellement a définir un anneau de comparaison correct dans chacun des cas et un monoide adéquat agissant
dessus.

4.1 Préliminaires sur le groupe de Galois plectique
Soit Q,| K|Q, une extension finie.

Définition 4.1. Nous définissons le groupe de Galois plectique
QK,plec = AutK (K ®Qp @) .

Nous définissons une structure de groupe topologique en prenant pour base de voisinages du neutre les intersec-
tions finies de stabilisateurs.

Nous notons P = {plongements 7 : K — Q,}, de cardinal [K : @], sur lequel Gg, agit par post-
composition. Pour tout plongement 7, nous notons K, son image. Enfin, pour chaque plongement 7, on choisit
une extension Texe @ Qp = Q. 11 existe un isomorphisme d’anneaux canonique

K ®Qp @ = @ QTP’ TRy (T(x)y)T€P~
TEP

La structure de K -algebre est donnée par 7 sur la composante indexée par 7. Considérons le monomorphisme

[19x. = Gxpecs (9:) = [(yr) = (g-(y:))]-
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Le choix des 7ex permet de tordre ce monomorphisme en

gK,’P — gK,plecv (g'r) = [(y'r) — (Textg‘rTe;%)(yT)} .

Ce choix détermine également un morphisme

-1 -1
&p = Grplec; @ > [(Ur) = (Text (W (7)) et) Weom1.(m)))] -

Si la formule est absconte, nous pouvons la résumer en disant que la copie indexée par 7 de Q,, est envoyée sur

la copie indexée w(7), de la seule maniére possible obtenue & partir des 7oy et qui respecte les structures de

K-algebres.

Lemme 4.2. L’image de G p est distinguée dans G plec et a pour complément I'image de Gp. Cela exhibe le
groupe topologique G piec comme produit en couronne

gK,plec = gK,P Aplec 6737
ont plec(w)(97) = (gu—1(r))-

Cette description est la plus concise en termes de notations. Elle repose en revanche drastiquement sur le choix
des Text et 'isomorphisme n’est donc pas canonique. L’image de [ [ Gk, est quant a elle canonique, de méme que
la projection sur &p. De plus, agir sur le terme de droite de K ®q, Q, produit un plongement canonique de
ng — gK,plec~

Définition 4.3. Nous appelons groupe de Galois glectique, et notons G glec, 1e sous-groupe de G plec engendré
par [[ Gk, etpar Gg,.

Appelons K, I’extension composée des K. C’est une extension galoisienne de @, et le noyau de I’action de
Gq, sur P estexactement G, ... Nous en déduisons un monomorphisme de groupes Per : Gal (Kga1|Q,) — Gp.
Dans tout le chapitreE], on notera aussi fga1 le degré d’inertie de Kga1| K.

Proposition 4.4. La projection de G gloc sur &p correspond l'image de Per. Le groupe G olec est isomorphe a
G, P Nplecoper Gal (Kgal|Qp), canoniquement au choix des Texy pres.
En prenant les notations de la Définition[B.10} le groupe G glec est canoniquement isomorphe a

(I-ep 9. Xgiec G0,) /~Gi

gal
oi glec(0)(gr) = (0g,-1,07") et ot G, est plongé diagonalement dans || G, .

Démonstration. Puisque 'image de [[ Gk, est distinguée dans Gk plec, les sous-groupes contenant [[ G cor-
respondent aux sous-groupes du quotient 9x.riec/[1 G, = Sp. Soit o € Gg, et 7 € P. On considere ), x; ® y;
appartenant au facteur 7. Cela signifie que

V' £ T, ZT'(:Z:,)yZ =0.

Alors 0(>_x; @ yi) = Y. x; ® o(y;) vérifie

V1! # o, ZT/(%)U(%‘) = 0(2(0_17/)(931‘)3/1')) =0.

Donc I'image de o dans &p est donnée par son action sur P.

Nous avons déja construit deux morphismes de [[G K. et ng vers G glec. Pour montrer qu’ils induisent
un morphisme depuis le quotient du produit semi-direct, nous vérifions les conditions de la Définition La
premigre est aisée. Pour la deuxiéme, on a que K.1|Q, galoisienne implique G, ,, < Gg,. Pour la derniére, soit

o €Gqg,. X € Gk, et (yr)r € DQ, :

[gleC(U)(X)] (y‘r)‘r = (OXU_l)(yT)T = ((UXU_I)(:‘/T))T = [(0>(X)(U_1)] (yT)T'

Nous laissons les lecteurs et lectrices vérifier qu’il s’agit d’un isomorphisme. O
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4.2 Equivalence de Fontaine plectique

Pour commencer, nous établissons une équivalence pour des représentations du groupe de Galois plectique.
Comme pour I’équivalence multivariable, il suffit d’étendre les actions en jeu dans le Théoréme [2.79] Dans cette
section, toutes les constructions de monoides sont automatiquement munies de topologies. Pour un petit bestiaire
de constructions et de lemmes sur les monoides topologiques, se référer a I’ Annexe

Soit Q,|K|Q, une extension ﬁnie Nous nous fixons une uniformisante 7 de K, une loi de Lubin-Tate f
associée a 7 et un systéme de Lubin-Tate 7”.
Nous commencons dans le cadre du chapitre[3|avec A = P, le choix de (, f,7”) pour chaque plongement, le

choix d’un Og pour chaque plongement et d’une extension aux clotures séparables de 1’isomorphisme

oo —b
ir o Fo(X9 7)) = Kurg , Xe 7.
Ces données déterminent comme a la Proposition une structure de (cpsI X G )-anneau topologique sur Og;,\r
et d’un plongement équivariant . dans We,. ((C;) dont I’image de dépend pas de 7. Pour tout couple (71, 72),
. . 9e . N . . o

nous notons &, r, : OEE — OE/?E I’isomorphisme de (¢, x G )-anneaux topologiques donné par i_, ‘i, . Pour
toute extension galoisienne E°°P|F|E, le morphisme i., -, envoie O #,, sur Or_ . De plus, ces isomorphismes
sont O g -linéaires et vérifient

v7_1)7-277—37 117'3,7'1 :Z.Tg,‘rgi‘rg,’rl' (*2)

Définition 4.5. Soit w € Sp. Pour chaque extension finie E5P|F|E, on définit sur @cp o, O}T I’endomor-
phisme

W *plec (® yT) =® i‘r,wfl('r) (wal('r))'
Puisque chaque i, -, est continu pour la topologie faible, cet endomorphisme est continu pour la topologie (7, X )-
adique, se compléte, passe a la colimite et se compléte m-adiquement en un endomorphisme w -plec - Sur O 77— .

nr
gK,P

Définition 4.6. Nous appelons TGk e le monoide topologique défini par

TgK,plec = (QP,q X gK,'P) Aplec Sp

ol le produit semi-direct est donné par

Vw € &p, plec(w) (H ‘PZ,Tqa97> = (H 99:,7171(7),9@71(7-))

avec la topologie usuelle sur (®p , X G p) et la topologie discréte sur Sp.

Définition/Proposition 4.7. La définition précédente fournit une action continue pour la topologie faible de Sp.
Combinée a I’action de (®p 4 X Gx p) sur 05/\ , nous obtenons une action de TG ,1oc continue pour la

3 ) ?(r,plec
topologie faible.
Définissons Ogg\ le TGk plec-anneau topologique obtenu.
K ,plec

Démonstration. D’apres le deuxieme point des Propositions [B.5] et [B.9] il suffit de vérifier des relations sur les
actions. C’est le cas sur les produits tensoriels en utilisant a la fois la relation (*2) et le fait que les i, -, sont des
morphismes (cqu x G )-équivariants. Les relations sont conservées en complétant et passant a la limite. O

Proposition 4.8. Le sous-monoide ®p ; < TGk plec st distingué et le quotient T9x viec /o , s’identifie & Grc plec
comme monoide topologique, canoniquement au vu du choix des Text. De plus, 'inclusion

O CO*Ps

K ,plec
est une égalité.

Démonstration. Pour le caractére distingué, remarquer que les endomorphismes de (®p , x G p) définissant
le produit semi-direct avec &p induisent des endomorphismes surjectifs de ® ,. L’identification de Gk piec au
sous-monoide ouvert et distingué G p Xplec &p, qui est un complément de ® A , conclut pour I’identification du
quotient. Quant aux invariants, il s’agit exactement de la condition 4 dans la preuve du Théoreme [2.79] O

25. Nous fixons ainsi un plongement de K dans Q. Il sera parfois utile pour intuiter les formules correctes de se dire que K vit a part dans
une autre cloture algébrique, contrairement aux K qui vivent dans Q.
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Nous définissons de maniere ad hoc I’anneau plectique puis décrivons un peu mieux nos constructions.

Définition 4.9. Le sous-monoide H i 1,17, < TGk plec est distingué. Nous définissons le monoide topologique
TK,plec = TgK’PICC/HK,LT,P-

Nous définissons aussi le T' i ;1cc-anneau topologique

o . mHrLTP
gK,plec T gf\

T
K,plec

Proposition 4.10. Le monoide topologique T i picc §’identifie canoniquement d

((bp’q X 1—‘K,LT,P) X plec Gp

Vw € &p, plec(w) (H @Z,Tqvx‘r) = (H ‘p::jlil(‘r)a‘rw_l(‘r)) .

Le (®p 4 x 'k ur p)-anneau topologique sous-jacent a Og,. .. coincide avec Og,. ,, construit au chapitre
En reprenant sa description a la remarque Paction de w € Gp est le seul morphisme de O -algeébre
topologique vérifiant V1 € P, w- X = X (1)

ou

Démonstration. On utilise le troisieme point de la Proposition [B.9] pour la description du quotient et la condition
4 dans la démonstration du Théoreme [2.79] pour Iidentification de Og, .. Pour écrire I’action, considérons

que par définition chaque X, est envoyé par i, sur {7’} r € Ag. Ainsi, irym (Xr) = Xp, et Iécriture lb
conclut. O

Une fois les anneaux construits correctement, nous obtenons gratuitement 1’équivalence de Fontaine plectique.

Théoreme 4.11. Les foncteurs

]D)plec,LT : Rep(’)KgK,plec — Mod (TK,pleca OSK,plec) ) Vi (Ogﬁ\ ®(’)K v

VpleC,LT : %Odit-dv(TKypleC7 OgK,plec) — Mod (gKapleC’ OK) , D (Osﬁ\ ®O£K,plec D) , ’

K,plec

ou les topologies en jeu sont respectivement la topologie m-adique sur Ok et la topologie faible sur Og, ..,
sont correctement définis, lax monoidaux et fermés. Leurs images essentielles sont contenues respectivement
dans ///odfrt_dV(TKplec, OEK,plec) et Repgp, G plec. Leurs corestrictions forment une paire de foncteurs quasi-
inverses.

Démonstration. La stratégie est la méme qu’au Théoréme [3.4]et les conditions a vérifier découlent des construc-
tions ci-dessus et des conditions vérifiées pour le Théoreme [3.4] O

Remarque 4.12. En conservant les objets de [Bre+22], notre équivalence plectique fait correspondre les fibrés
vectoriels sur Zy,1 a des F,-représentations continues de dimension finie de G piec-

4.3 Equivalence de Fontaine glectique semi-linéaire pour des extensions galoisiennes
de Q,

Pour K|Q,, galoisienne, une philosophie adjacente se détache en regardant un peu mieux Ap. Nous écrivons
A = Ok ®z, W((C;) et considérons 1’action Ok -semi-linéaire de o € W(Egp par o ® apdeg("). L’image du
plongement de O¢ est stable par I’action de W}} mais pas nécessairement par celle de W@p En choisissant pour

chaque plongement 7 une extension Texy € W[Q'F de degré minimal, nous pouvons considérer le morphisme
P

A b
ng — AK, XT > Text * {7T }LT-
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Son image est la plus petite sous-O g -algebre fermée de Ag contenant 'un des {(7*)}ur et stable par W&p Le

morphisme est injectifE] ce qui s’interpréte comme 1’apparition de |P| variables cachées. Cela suggére également
que nous devrions voir apparaitre sur notre anneau multivariable Og,, une action additionnelle de W&Sp et peut-étre

une équivalence de Fontaine reliant les (¢, I')-modules sur cet anneau a une certaine catégorie de représentations.
Cette section répond a ces attentes.

Soit K|Q,, une sous-extensions finie de Qp Nous fixons encore un choix d’extension 7.y de chaque plonge-
ment a Qp, que I’on suppose appartenir a W , et de degré minimal.

Définition/Proposition 4.13. Nous avons
VT € Pv Vo € nga ngo,‘r S gK7 (UT)extgo,T = OText-

Sio e W&p, alors g~ € W} Son degré absolu est noté fd,  avec d, » € N et ne dépend pas du choix des
Text puisqu’ils sont de degré positif minimal.

Démonstration. L existence provient de ce que o Teyt coincide avec (07 )exs sur K. Ainsi, 1’élément (ar);(ltaText
fixe K. Sio € Wap, le degré de ooy est positif. Or, c’est aussi une extension de o7, d’ou la le choix des
extensions tire que deg(oText) > deg (07T )ext)- O

Remarque 4.14. La définition précédente capture donc I’information des degrés dans VV+ que le choix des Tex
oublie. Cela servira entre autre a garantir que I’action sur I’anneau de Fontaine plecthue d’une extensions du
p-Frobenius dans Gg, est une racine du g-Frobenius.

Lemme 4.15. Les g, . vérifient la relation
Voi1,02 € nga VT eP, 9oso1,7 = YGos,017Y901,7-
A fortiori, les d, . vérifient la relation
Voi,09 € ngv VT € Pa dcfgal.,'r = dog,al'r + dol,'r~
Démonstration. On calcule
(GQUlT)extgag,ol‘rgol,T - (02(01T))extgag,017901,7

=02 (01 T)extgo'l T

= 0201 Text
O]

Par la suite, le groupe de Weil W, d’un corps local L sera muni de la topologie d”union disjointe Uy, ez Frob®" -
Iz, et sa version monoidale VVJLr de mé&me. Nous appelons topologie localement profinie cette topologie.

Définition/Proposition 4.16. Nous appelons TGk g1ec le monoide topologique défini en utlllsantpar
TgK,glac = ((@Paq X gK;P) Nglec ng/IKgal)/’“W;r(gal/IKgal

ot le produit semi-direct est donné par

Vo € W+p’ glec(a) (H (P:}Tqvg‘r) = (H @Tﬁ]il(ﬂagwfl(f)>
gal

et avec le morphisme Kgjec : W;gal N1k, = (®p 4 X Gk p) qui envoie le Frobenius arithmétique sur ¢ s avec
la topologie usuelle sur (®p , x G p) et la topologie localement profinie sur le groupe de Weil.

Démonstration. Pour les mémes raisons que précédemment, le noyau de glec contient I ¢, . Il faut ensuite vérifier

les trois conditions de la Définition [B.10} Le Frobenius arithmétique est dans le noyau de plec et donne donc la
A " . s . " gal . ot 2 N 4 .

méme "action de conjugaison” que ¢", . Puisque Ky |Qy, est galoisienne W, , <Wq, d’ot nous déduisons que
+ + : A :

Wit/ 1Kgar SWE, [k, Ce dernier sous-groupe est dans le centre, de méme que son image dans (®p 4 x Gk p).

Cela démontre la troisiéme condition. O

26. Pour K = Qg et m = p, le résultat de L. Berger [Ber13| Corollaire 3.7] implique en particulier I’injectivité de notre morphisme. On
peut généraliser cette technique a une extension finie quelconque.
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Lemme 4.17. La restriction de la projection sur produit semi-direct vers TG g1cc se restreint en des injections
depuis (Pp 4 x G p) et Wg, ik, Ce sont des homéomorphismes sur leur image.

Démonstration. Ajoutons que glec(Wéﬁp) est constituée d’automorphismes pour appliquer la Proposition
Cela permet notamment de prouver que les éléments de WY /1., sont dans des classes disjointes. De plus, le
sous-groupe G p est ouvert dans le produit semi-direct et stable par la relation définissant le quotient. Nous en
déduisons que la topologie induite sur Wg /1 K, par I'injection est effectivement discrete. L'autre plongement se
démontre de maniere analogue. O

Proposition 4.18. Le sous-monoide ®p ; < TG gioc est distingué et le quotient T9x ziec /3 , s”identifie d G gloc
comme monoide topologique, canoniquement au choix des Texs pres.

Démonstration. En utilisant le premier résultat de la Proposition grace au fait que Wap agit par automor-

phismes sur ®p ;, on obtient ®p <1 [(Pp 4 X Gx,p) Xglee WE, /Ix,,, |- On utilise le deuxidme résultat de la méme
proposition pour conclure que son image via le plongement dans TG gic. est distinguée. Enfin, le troisi¢éme point
de ladite proposition permet d’identifier le quotient. Puisque rg1cc prend ses valeurs dans ®p , nous obtenons que

~ +
TG, = G e WE, W
ou glec(0)(g9r) = (go-1-). En identifiant W /wi —a Gal (Kgza|Qp), nous retombons sur la description de
Gk glec donné par le choix des 7.« a la Proposition O

Définition 4.19. Le sous-monoide Hx 1,7, < TGk glec €st distingué pour les mémes raisons qu’a la proposition
précédente. Nous définissons le monoide topologique

TK,glec = TgK,glec/'}-[K‘LTyp_

Proposition 4.20. Le monoide topologique T g g1c §’identifie canonique a

(((D'pﬂ X FK,LT,’P) N glec Wap/IKgal)/NW;—(gal/IKgal~

Yo € W+p’ glec(o) (H @Z,Tq,xT) = ( (p:zflf,ggwfl(f))

et ou I’on identifie le Frobenius arithmétique a cpé;gjll

Démonstration. Similaire a celle de la Proposition[d.10} O

Supposons jusqu’a la fin de cette section que K |Q, est galoisienne. Nous identifierons canoniquement P a
Gal (K|Q,) dans cette section. Dans ce cas, nous avons Kgu = K et foa1 = f.

Définition 4.21. Le quotient 9x.sicc/ [T, q,) 95 S'identifiant & Gal (K|Qy), Iaction de ce dernier sur Ok le
munit d’une structure de G glec-anneau topologique que 1’on note Ok 1.

Nous notons sRepg,. Gk plec la catégorie des représentations semi-linéaires continues de Gx plec de type
fini sur Ok.

Nous considérons toujours un choix de (r,f, 7”) pour K. Nous commengons i nouveau dans le cadre du
chapitre avec A = P, le choix de (7(7), 7(f), Text (")) pour le plongement 7 et un choix d’extensions de

e b
jr F (X ) = Ko
aux clotures séparables. Comme au chapitre cela détermine une structure de (®p ; X G p)-anneau topologique
sur (’)5/},53 et une identification de G p au sous-groupe Hx 11 p = [[GKkir .y < 9K, P-

Chaque Tex¢ induit un endomorphisme 7-semi-linéaire de K -algebres de C,, qui envoie Kyt ¢ sur K LT,~(f)- En
basculant, on obtient Tgxt un endomorphisme de [F,-algebres qﬁdeg T-semi-linéaire de (C; qui envoie Ky ¢ sur

—

Kyt -y et 7% SUr Toyt (ﬂ'b). Cet endomorphisme est @El-équivariant. En revanche, il n’est pas G -équivariant :
nous obtenons que
b -1 b
Vg € Ok, Vx Text(g : {E) = (Texthext) ’ (Text(x))' (*3)

En passant aux vecteurs de Witt, on obtient un diagramme commutatif

27. Elle s’écrit ///odit_dv(gKmlec, Ok 1) dans le langage de [Mar24b].
28. Ici ¢ est le Frobenius absolu et deg T est bien défini modulo f, ce qui définit correctement ¢d°8 ™ sur Fq.
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O¢

X {m"}r, —b
- i A% (KLT,f > — WOK (C;)

X=X, l LWOK (’Text)

X {ree (7)) b+ b
g, O W, (KLT,T(f) ) — Wo, (C)

ou toutes les fleches verticales sont des morphismes 7-semi-linéaires de O i -algebres. Or, Oz est la complétion
dela hensehsatlon stricte de O¢. Le diagramme précédent montre alors que W, ebxt) induit un isorphisme entre
les <pq -anneaux topologiques O et Ogm construits comme en Proposition [1.12] respectivement pour (7, f, 7”)

et (7(m), 7(f), Texs (7°)). Les actions de Gx vérifient encore 1’équation . Ce morphisme de O-algebres est

également 7-semi-linéaire. Définissons jr, -, : OS?f = (’)5,,r par jr, - = Wo, (72b oxt) © Woy (T'l’ i)

C’est un isomorphisme de O -algebres topologiques (o7, 1)-semi-linéaire, g N_¢quivariant et tel que

Vg € G, V&, Jryr (9 7) = (To,extThoxt 9 Thext Taoxt) * (raim (2))- (*4)

IIs vérifient que

v7—177—2a7-37 Jrs,m1 = )73, 12 O 7o,

Définition/Proposition 4.22. Soit o € Wap. Pour chaque extension finie E5°P|F'| E, on définit sur @ rcp, 0 (’);T
I’endomorphisme

d, .- .
0 “sglec (® yT) = ®907"Uqwa ' ( ‘r,a*lr(yoflr)) .

Bien que les j, ,-1, ne soient pas Ok -linéaires, ils sont tous 0| x-semi-linéaires ce qui rend correcte la définition.
Ces endomorphismes se complétent (7, X )-adiquement, passent a la colimite et se completent m-adiquement en

une action de Wg sur O E/m\ Son noyau est précisément I .
y o

Démonstration. Nous montrons en détail, pour cette fois-ci uniquement, qu’il s’agit d’un action sur le produit
tensoriel. Soient 01, 09 € W(Egp et ® y, appartenant au produit tensoriel. Alors,

0201 o 102 T

(0'201) “sglec (® yT) QPr,q (j‘[',o';lo';l'r(yg;lg;lr))

1 -1

d02 o5 17+d01,0; oyt (. .
- ® (|:JT7U;1T OJ0;1770;10517:| (yoflang)))
_ 02 1o Ly . dal,aflaglr .
=® Pr.q <J7‘,0217' (spaz_l‘r,q (Jaglr,aflaglr (yo'llo'zl'r))>)
—1
= 02 *sglec <® Pr,q a (jT,JllT(yﬂ'llT)))

= 02 *sglec (01 ‘sglec (® yT))

ou le passage a la deuxiéme ligne utilise les relation sur les d et les j et ou celui a la troisieme utilise la @E’-
équivariance de j, -, .

Prouvons a présent que le noyau sur les produits tensoriels est précisément I . Soit o dans le noyau. En
regardant I’action sur les X -, on obtient que o agit trivialement sur P, autrement dit que o € W} Dans ce cas

(0T)ext = Text €t on obtient que g, , = e;%arext, en particulier que son degré absolu vaut deg o. Pour que
chaque d - soit nul, il faut donc que dego = 0.
Puisque W /1, est discret, la continuité de 1’action est automatique des lors que 1’on peut compléter. O

Définition/Proposition 4.23. Considérons 'action de (®p 4 X Gi p) sur qur\ obtenue en tordant I’action

définie au chapitre [3| par 1’automorphisme

((I)P,q X gK,P) ((pr q X gKP (H [V qvg7'> — (H 90:-1;1; Tcxtg'r'rc;%) .

Considérons également I’action -sg1cc de W(Eg Ensemble, elles fournissent une structure de TG glec-anneau

topologique pour la topologie faible que I’on note O zz—
K,sglec

Petite remarque, I’action est O i-semi-linéaire, au sens ot O g1 = O om—
anneau.

s estun morphisme de TG glec-
K,sglec
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Démonstration. D’apres les propriétés universelles des Proposition [B.9]et[B.3] il faut vérifier deux conditions de
compatiblité des actions. La compatibilité a sglec utilise que les j., -, sont <p§—équivariants et vérifient lb Pour

le passage au quotient, nous avons déja énoncé que le Frobenius arithmétique Frob dans W}gal agit trivialement

sur P et que V7, dprob,r = f. Ceci dit précisément que Frob agit comme <p?,;, . O

L'action de TGk glec sur O est fidele mais nous ne I'utiliserons pas. Nous nous intéressons aux inva-
K, sglec

riants par les deux sous-monoides des équivalences de Fontaines multivariables.

P L .
g%q\ est une égalité de de G g1oc-anneaux topologiques.

K,sglec

Proposition 4.24. L’inclusion Ok g C O

Démonstration. Combiner la condition 4 dans la preuve du Théoreme et la semi-Ok-linéarité de 1’action.
O

Définition 4.25. Nous définissons le T k g1c.-anneau topologique

O . mHrLT,P
EK, sglec " e -
K, sglec

Proposition 4.26. Le (Op , x Ik L1 p)-anneau topologique sous-jacent a Og,. .. coincide avec Og,. ,, construit
au chapitre E’] En reprenant sa description a la remarque @ Paction continue et semi-linéaire de TGy gloc est
caractérisée par

VT, prg(Xr) = T(H)(X7),
Vo = (z;) € Txurp, V7', o X = [2r]ur ) (Xr)
et Vo € Wéﬁp, v, o] X; = (o7)(f)% " (Xor).
Démonstration. Similaire 2 la Proposition [#.10]en utilisant que j, -, (X7,) = X,. O

Une fois les anneaux construits correctement, nous obtenons gratuitement I’équivalence de Fontaine glectique
semi-linéaire.

Théoreme 4.27. Les foncteurs

Hr,LT,P
Dsglcc,LT : SRepOKgK,glcc — Mod (TK,glcm Og;(ysg]ec) ) Vi (ng\ ®(’)K V)

K,sglec

2 Pp.q
ét ’
nglec,LT : /%Odﬂ.dv (TK,glem OgK,sglec) — Mod (gK,gleCa OK) , D (055\ ®05K sglec D) ’

K,sglec

out les topologies en jeu sont respectivement la topologie m-adique sur Of et la topologie faible sur Og,. ..,
sont correctement définis, lax monoidaux et fermés. Leurs images essentielles sont contenues respectivement
dans //lodff_dv(TK,glec, O5K,sg1ec) et sRepp,. UK glec. Leurs corestrictions forment une paire de foncteurs quasi-
inverses.

Remarque 4.28. Nous avons ici une action du sous-monoide W /I« qui est une extension en générale non scindée
N
de Gal (K|Qj) par ¢, .
Dans le cas out K n’est pas galoisienne, il existe encore des variables cachées dans Wo . ((CZ). Nous espérons
ga
une équivalence de Fontaine semi-linéaire glectique pour sRepy,. Gk glec €n considérant des anneaux du type
gal ’

® OKgal ®0KT OSK.,— .

TEP, OKgal

Il faudrait refaire une série de définitions et de lemmes concernant les invariants, ce que nous laissons de c6té dans
ce présent article.
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4.4 Equivalence de Fontaine glectique

Dans le cas général d’un corps local p-adique, nous pouvons cependant construire une (voire trois) équiva-
lences pour les représentations linéaires de G q1cc. Toutes les preuves absentes sont similaires a celles du cas
semi-linéaire.

Définition/Proposition 4.29. Soito € Wap. Pour chaque extension finie E5°P|F'|E on définit sur ®,cp, 0, O;T
I’endomorphisme

d, ,— .
0 "glec (® yT) = ®<p7740 ' (7'7',0*17'((7!0*17)) .

Ces endomorphismes se complétent (7, X )-adiquement, passent a la colimite et se complétent m-adiquement en
une action de Wa sur O g . Son noyau est précisément Ir,
P K. P ga

s

Définition/Proposition 4.30. L’action de (®p ¢ x Gx p) sur O g - et I’action de glec de W¢ /i« sont continues

gal

pour la topologie faible fournissent une structure de TGy g16(3-::1nneau topologique que 1’on note O 77—

nr
EK glec

Proposition 4.31. L’inclusion
Ok C 0721

EK glec

est une égalité.

Définition/Proposition 4.32. Nous définissons le Tk 41c.-anneau topologique

_ mHk,LT, P
O5K Jglec * =0

nr
SK glec

Le (®p 4 x I'k L1 p)-anneau topologique sous-jacent a Og,. ... coincide avec Og,. ,, construit au chapltrel
En reprenant sa description a la remarque n 3.2] I’action continue et semi-linéaire de TGk g1ec est caractérisée par

VT, prq(Xr) =1(X7),
V7' Vo = (z:)r € Tgirp, ¢ Xo = [2p]urs(Xe)
et Vo € W(Ep, v, [o]- X = %7 (Xyr).

Théoreme 4.33. Les foncteurs

]D)glec,LT : RepOKgK,glec — Mod (TK,glecv OSK)glec) 3 V= (ng\ ®(’)K v

, Pa g
" ,
Vglec,LT : .//Od;i_dv (TK,glec, OgK,glec) — Mod (gK,glec, OK) s D — (ngg:c ®(95K1glec D) P

ou les topologies en jeu sont respectivement la topologie m-adique sur Of et la topologie faible sur Og,. ...,
sont correctement définis, lax monoidaux et fermés. Leurs images essentielles sont contenues respectivement
dans A 0dS" 4, (T i glec, Oty mee) € ReDp, GK glec. Leurs corestrictions forment une paire de foncteurs quasi-
inverses.

Le monoide T g g1cc est intéressant car ses deux sous-monoides ®p , et Wap [k, Ky , contiennent gof =N Comme

sous-monoide distingué sans que la suite exacte déduite soit scindée. Dans le cas non ramifié ou K = Qq, on a
simplement rajouté a (®p , x [ Z)) une racine f-ieme de p 4.

Remarque 4.34. Toujours dans le cas K = Qg, nous pouvons faire un lien entre notre T  g1cc-anneau et I’anneau
de coefficients A dans [Bre+22]. Choisissons f = T'7 + 7'T" et voyons (cpzl\f X ]qu) comme sous-monoide de T g glec
en identifiant ¢, a W¢, /I, et en plongeant F ¥ dans [ [, ; Z; par les représentants de Teichmiiller z — ([z]);.

Alors le (@) xFX)-anneau Of glec /”O::rx,g]e s’identifie & un sous- (¢} x F¢)-anneau de A en envoyant Xy, i sur

Yf 1, Cela ouvre des perspectives quant au lien entre représentations galoisiennes et (¢, T')-modules glectiques.

Remarque 4.35. Nous esquissons une autre équivalence aux saveurs glectiques dont la preuve suivrait trait pour

trait celle qui précede. Nous changeons légerement 1’action du monoide VVQ sur O s~ e en décrétant que

d, -1, .
J(® y‘r) =® (@TTQ o 9o,0-17 © ZT,U—lr) (ya—l)'
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Autrement dit, au lieu de faire tourner les plongements en se souvenant des problemes de degrés, on se souvient en
plus de toute I’information I’élément g, . En identifiant I’action de G, a une actionde [ [ , G par conjugaison
par chacun des 7.y, les deux actions s’assemblent en action continue du monoide

Tg}(,glec = ((CI)'P#I X HP gKT) ><]glec’ W6p>/~w+ -

Kg 1
avec
! . — Mo -1, -1
glec (o) (H @?,q,gf) = (H Pry T 0 ge1r 0 )
deg o . .
et I'identification via le morphisme nglec(o) = ((‘DP’Z /f e ,a). Autrement dit, nous faisons tourner les G,

par la conjugaison par W@p et nous identifions ceux de W}gal a une puissance convenable du Frobenius ¢p 4 et
N . ~ PR . +
4 la diagonale dans [ [ Gk, . Nous pouvons & nouveau vérifier que les morphismes (®p , x [[ Gk, ) et WQp sont

des plongements de monoides topologiques. Nous notons O —— le TG} glec-anneau topologique obtenu.

S]lr
K,glec’
Le quotient par $p , s’identifie a ((1‘[7, Gi,) X wgp) J~Wik = Apres quotient, W(Egp s’injecte encore, mais la
. . . , . . . A Ba , . .
topologie induite est désormais celle induite par Gy, . Grace a cette remarque, on peut €tablir que le morphisme
TGk giec/®p.q — GK glec induit par W(}Sp C Gq, estun isomorphisme de monoides topologiques.

Le quotient par T 41, := Tk giec/Hx 11,7 8'identifie &

((@7)7(1 X pr OIX(T) glec’ Qp /gKab> /~W;gal/gK%b~

ooy ([T :) = (Lot

deg o —
Kglec’ (UgK%}J) = (SDPA’q /fv ArtKi (J))

Ici, K%b est I’extension composée des K" qui contient donc K™ et correspond au sous-groupe

oll nous avons

et

{CE c le(gal |VT, NKgal\Kﬂ-(l.) = 1} <101><(g .

par la théorie du corps de classes locale.

JP- H N P £ .
En définissant Og, |, = O =07, nous obtenons a nouveau une équivalence de catégories

K,glec’
/
RepOK gK ,glec = %Odﬂ' dv(TK,gleC’ Og;(yg]ecl )

De plus, ’action de o € W&, sur Og, ., est’'unique morphisme de O -algebres topologiques tel que
VT eP, 0-X; = [Toxt (ArtK (o), e(Xor).

Notons que T (ArtK (0)) = Art i (Toet OText)-

sep

A  Etude détaillée des anneaux Ea, EX", etc

A.1  Plongement dans les anneaux de séries de Hahn-Mal'’cev multivariables

La plupart des propriétés des anneaux }?A’q sont déduites de propriétés des anneaux de séries de Hahn-Mal’cev
multivariables que nous introduisons ici. Dans le cas univariable, I’étude des corps maximalement valués dans
[Kap42] démontre que les anneaux d’entiers de notre corps perfectoide I et de ses extensions se plongent dans
un anneau de séries formelles généralisées k*&[t*]. Nous introduisons un analogue multivariable, démontrons un
plongement similaire et I’étudions de maniere fine pour en déduire les propriétés de ﬁ'Aﬂ.
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Définition A.1. Soit A un anneau et (T'y,) e une famille finie de groupes abéliens totalement ordonnés. Définis-
sons [’anneau des séries de Hahn-Mal’cev multivariables associé par

Vo€l yen T, >0, Ya€EA, I'ensemble
T. _ -
At laeA] = g aytd {'Yugau 137 €llpra To,20,<55: a(m,l’ﬁéo}

Y€llaenTa,>0 est bien ordonné
Proposition A.2. Les applications

A%A[[tga\aeA]], a— at?,

(Z altl) + (Z bltl) = (Z (al—f— bl) tl)

et (Z altl) X (Z bltl) = Z Z Ay by | £

Y€l Ta,>0 | 71.:72€1Ta,>0
n+Hr2=y

munissent A [[tga |a € Aﬂ d’une structure de A-algébre. Elle est séparée et complete par rapport a la famille
d’idéaux (t)~ | a € A) pour v € [[ e Da,>0. Elle est intégre (resp. réduite) dés que A est intégre (resp. réduit).

Démonstration. Laissée aux lecteurs et lectrices. ]

Remarque A.3. 1. De maniere informelle, il s’agit de ’anneau des séries multivariables telle que pour tout
multi-indice v, I’ensemble d’indices de la réduction modulo (¢)= |a € A) de notre série a toutes ses
projections bien ordonnées.

2. Cet anneau est en général 1égeérement plus gros que la complétion de I’anneau

X Alte]

A, €A

par rapport aux idéaux (t)* | a € A). Par exemple, nous avons

D (tite)' 7w € A, 3]

n>1

sans qu’il n’appartienne a la complétion. Il est toutefois moins aisé de décrire la complétion, a fortiori de la
manipuler.
3. Si nous imposions uniquement que les projections des indices apparaissant soient bien ordonnées, nous
aurions un anneau non-complet par rapport aux idéauw (t)~ | & € A). 1l serait inadapté pour plonger EJAF.
4. La définition précédente coincide avec les séries de Hahn-Mal’cev (voir [Hah07]) lorsque |A| = 1.

Nous nous concentrons sur le cas qui nous servira ot tous les groupes I, sont égaux & un méme sous-groupe
I' de R.

Définition A.4. Soit A un anneau, A un ensemble fini et I' un sous-groupe de R. Pour v € T'et ¢ € Nél,
définissons I'idéal J, A . de A [t] |a € A] par

Jyae = t S F§07 Z Calo > 7Y

acA

Lorsque ¢ = (1)nea, nous notons J,, A I’idéal obtenu.
Définition/Proposition A.5. Dans le cadre de la définition précédente, soit c € N §1~ Alors,
Vo = Z aytt € At | o € A, {Z CaYa |7 tel que ay # 0} est bien ordonné
lergo

et la formule

|m|A o= e~ rnax{*y|a;€.]%A_£}
,C

définit une norme sous-multiplicative. Lorsque A est intégre, la norme | - | . est multiplicative.
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Démonstration. Dans cet article, nous laissons ces vérifications aux lecteurs et lectrices. O

Corollaire A.6. Dans le cadre précédent, soit 5 € A. Si A est intégre, la norme tg-adique est multiplicative sur
At | a € A].

Démonstration. Considérer les | - |a ., pour ¢, 3 = netVa # 3, ¢, = 1 puis faire diverger n. O

Lemme A.7. Soit k un corps et A une k-algébre noethérienne. Soit A un ensemble fini et I' un groupe abélien
totalement ordonné. L’application naturelle

0: ® A[[tg]]—>( ® A)[[tgmeA]}
aEA Kk aEA Kk

est injective.
Pour toute famille finie de multi-indices (7;)1<i<m, nous avons un égalité d’idéaux

0ot (82

1<i<m))= (1%

1<i<m).

Démonstration. Enoncé intermédiaire : soit « € A. Nous commengons par montrer que le morphisme

(@ A)iiseaianecail-( @ 4)iiseal

BeA\{a}, k BEA K

est injectif. Considérons >, ., ,, fi ®¢; dans le noyau. On écrit g; = > _ a €l @iyt - Enidentifiant les termes
en t7~ au but, nous obtenons N

s Y fitin, =0 dans (@ 41515 € AV{a)l
lsisn BEA, K
Par noethérianité de A, nous choisissons une famille de vecteurs (ey)1<x<, qui engendre le noyau
n r
AT = ( ® A> [ts" |8 € A\{e}], (ai) — Zfiai-
BEAK i

Nous écrivons ensuite (@i, )i<i<n = D_x Dk.~a €k avec VE,7q, br~, € A. Le support de chaque famille
(bk o )yaeTs, Peut étre choisi contenu dans I'union de tous les supports des (a; -, )y, ers, : C€ support véri-
fie les conditions les séries de Hahn-Mal’cev ce qui donne du sens aux calculs suivants :

Z fi®gi= Z fi® Z Wiy o7

1<i<n 1<i<n Ya€la,>0
= E fi ® E E bk ya€hyi | 10
1<i<n Ya€la,>0 \1<kZr
= E fi® E by tL | ek
1<i<n, 1<k<r Ya€l>0
= E E by T2 E fi®epr
1<k<r \7a€lso 1<i<n

et chaque Zz fi ® ey, ; est dans le noyau de

((® aprisenoas( @ )i 1seal

BeA\{a},k BEA Kk

Prouver que cette dernire application est injective suffit 2 conclure. A nouveau, on identifie les coefficients. De
plus, le noyau de I’application

( ® A)TL—> ®A,(bi)n—>zi:ei®bi

peA\{a}, k BEA, k
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est de type fini sur (®g.q, rA) puisqu’il s’agit du changement de base de
k" — A, ($Z) — inei

dont le noyau est de type fini sur k. On se ramene de cette maniére a prouver que

® Al orA— ®A

peA\{a}, k BeA

est injective, ce qui est tautologique.

Démonstration de I’injectivité : la fleche dont nous voulons montrer I’injectivité est une composée de change-
ments de base au-dessus de k£ du morphisme ci-dessus.

Etude des idéaux : Soit (7i)1<i<m une famille finie de multi-indices. Appelons J I’idéal engendré par les t2%
au but et J® celui engendré a la source. Pour chaque o € A, nous posons o,, € &, telle que

You(1),a < Yoo (2),a <...< You(m),a-

Supposons que x = Zl<j<n ®aea fj,a € J. Nous découpons chaque f; , en

m
Yoo o
fj,oz:g ta " [k
=1

oll les mondmes en t,, de f; o r sont de degré strictement inférieur a (Y, (k-+1),0 = Yo (k),a)- 1l €st alors possible
d’écrire

it ka),
T = E E Daeata™ " fiaka-

1<j<n ke[1,m]~
Appelons A I’ensemble des uplets i tels que
Eiia VOé, Yoa (ka),o > Yi, -

Autrement dit, nous sélectionnons les tranches qui appartiendront automatiquement a 1’idéal J®. Pour chaque
uplet k € A, choissons i, qui souligne son appartenance a A. Il est alors possible d’écrire

Yoo (ka), i Y ka),a ™ Vi«
T> = E g Raeata " fi ok, = g g tr g Raeata @ Fere fiaka | € 7%.

1<j<n keA 1<j<n 1<i<m kEA
tel que i =1

équent, 1'i Lo
Par conséquent, I’image par o de

.f Yoo (ka),
T = E E Qaeata """ fjaka

1<j<n kgA
doit également appartenir a J. Or,
VE ¢ A, Vi, 3o, Yo (ka)a < Via
ce qui implique immédiatemment par définition des o,
Vk ¢ A, Vi, 30, Yoo (kat1).0 < Via
Si un mondéme ¢ apparait dans LO(Zj Rt g e e fj.a.k, ) DOUS avons par construction des f; ok que
Vo, Yo < Yoo(katl),ar

Il en découle que Ai, Vo, Yo > 7i,q. Dans I’anneau des séries de Hahn-Mal’cev multivariables, 1’appartenance
a J se teste sur les mondmes qui apparaissent. Il en découle que (o(z<) = 0. Puisque nous avons déja déomntré
que ¢ est injective, il en découle que . = 0 soit z = x> € J®. O
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Nous reprenons a présent les notations de la sectionﬂ 1| Nous fixons £ un corps perfectoide de caractéristique
p, tel que la cloture algébrique de IF), dans E est munie d’un isomorphisme avec IF,. Nous fixons également un

ensemble fini A. Nous étudions tout d’abord 1’anneau EA (et par conséquent tous les FA)

Définition A.8. Pour tout r € N[¢™!], nous définissons I'idéal I, o de EK par

LA = (Qﬁ\z € (Ng™' D2, Y ra= ’") = U 2l ((@)qk’“)

k>>k,

ot k,. est tel que ¢*r € N.
On définit de méme la famille d’idéaux

IT_,A = ﬂ Ir/,A'
r’eN[g™!]
tel que 7’ <r

Proposition A.9. I existe une injection d’anneaux

P EL— | Q) kM| [th|a e Al
a€A,Fy

De plus, nous pouvons choisir cette injection de telle sorte que

Vr € N[g7Y], i (Jpn) =I-

Démonstration. Grace a [Bou81}, V §17, Proposition 9], I’extension E\Fq est réguliere. Il en découle que 1’anneau
E ®F, F, est integre. Sa complétion tw-adique est encore un corps perfectoide, de pseudo-uniformisante et de
corps résiduel muni d’un plongement de E; nous le notons £”. 11 est lui-méme plongé dans un corps perfectoide
F de pseudo-uniformisante et de corps résiduel £*'2. Nous obtenons grice a [Kap42, Corollaire du Théoreme 8]
que Fest analytiquement isomorphe 2 un sous-corps de k' ((t*®)), avec w envoyé sur ¢ : notre corps est perfectoide
de corps résiduel algébriquement clos et de groupe de valeurs contenu dans R ce qui permet de vérifier sans
probléme les hypotheses du théoreme de Kaplansky. De plus, en examinant attentivement la preuve de [Kap42|

Lemme 13], nous pouvons garantir que chaque @? ~ est envoyé sur t¢ . Il existe ainsi une suite d’injections
d’anneaux

~ _ L, ~

E®p, F,— ET — Ft < p8[F]

. . “n -n . S
qui envoie ww?  surt? . Nous obtenons une suite d’injections

Q EBio| @ Ei|eeF,2 @ (BioeF)o @ B
a€A,F, a€A,F, aeA,F, acA,Fy
< X kE[]

a€A,Fy

= [ & k') [tilacA]

a€AF,

ot la derniére provient du lemme[A.7] Appelons ¢ la composée.

Commencons par considérer une famille finie (k;)1<;<y, de multi-indices a valeurs dans N[g _1] et I® (resp.
I'®, resp. J®, resp. J) I’idéal engendré par la famille (wf)1<1<m (resp. (w’i)1<t<m, resp. (t* %)y <i<m, TESP.
(tﬁ)lglgm) a la source du morphisme ¢ (resp. chaque étape de sa décomposition ci-dessus par ordre croissant).
Nous démontrons que ¢ ~1(.J) = I%.

Nous savons déja grace au Lemme réciproque de .J par le dernier morphisme est J®. Pour passer de
J® a I, fixons n tel que Vi, o, k; o € ¢ "N. Pour démontrer que I'image réciproque de J® est I®, nous
commengons par une remarque. Prenons une famille (e;);c7 dans E* telle que la famille des réductions est une

29. Considérer par exemple la complétion de sa cloture algébrique.
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F,-base de E* /=7 ". Puisque Et est w? ~"-adiquement séparé et complet, tout élément s’écrit de maniére unique
comme
g
Z Q€00

k>0,i€T

pour une famille presque nulle ((ax,i)k>0)icz d’éléments de IF,,. Autrement dit, nous avons 1’égalité algébrique
E* = P F[=? e
=

Pour tout multi-indice i € 7%, nous appelons e; = ®e;_ de tel sorte que

Q Bi-@| ® mul=t"1)e

a€A, F, i€TA \a€A, F,

Appelons
A= Q) Folwl ] A= Q Flwl TetByo= @ k]

a€AFq aEA,E aEA,ﬂ

Puisque E* /wt " ®p, Fy = E'* /ot " < k**[t*]/1= ", nous pouvons étendre la famille (e;);cz en une famille
indexée par J D T telle que (f;); e soit une E—byase de K'8[t*] /1=~ " et que I’'image de e; coincide avec f;. La
famille (e;);ez s’identifie aussi a une Fy-base de £’ /= ™. Nous obtenons donc trois décompositions comme
A, -module (resp. A - ou B,,-module)

Q) Ef =P Aei. Q EF=P Aeiet QR ke[ = P Bufi-

a€A, Fy i€TA aeA, F, i€TA aeA, T, jega

Les idéaux I®, I'® et J sont engendrés par des €léments qui appartiennent respectivement & A,,, A/, et B,,. Nous
appelons ®-7° I’idéal engendré dans A,,, I'®** dans A/, et J®'* dans B,,. Un élément appartient 2 I® (resp.
I'®, resp. J%) si et seulement si[V|toutes ses coordonnées appartiennent a 1 (resp. I'®:75, resp. J1e%),
Nous allons exécuter des manipulations lourdes en notations, qui reviennent au fond a considérer les coor-
données dans une décomposition sur la famille des eiwﬁ/ <", Toutefois, en se contentant de décomposer ainsi, on
perdrait la trace de 1’appartenance des coordonnées au produit tensoriel des séries formelles a I’intérieur des séries
multivariables. Cette justification sur le caractere hideux de ce qui suit terminée, prenons le morphisme

QR Ef— Q@ kE[E]
a€A, F, a€A, T,

Nous obtenons donc un diagramme commutatif comme suit

®aeA,EE&+ — @iEIIA (®a€A TE[[WEW]D €i

J lwf"»—nfq*" et T'CT
Ruea, 77 HEHE] —— Bjes (Quen, 55 Falts 1) 1

L’idéal J® est exactement les éléments de coordonnées dans J®'5, qui s’identifie & I'®" via w — ¢. L’image
réciproque de J® est consitutée des éléments de coordonnées dans I'®"°5, i.e. les éléments de I'®.

Regardons le morphisme
o+ I+
X Bi— & E
a€A, ]Fq a€A, E

Puisque E'* estle complété de E* ®F, F,, il se trouve qu’une famille (e;);cz pour Et et F, fournit également
une famille pour E'* et F,,. Nous obtenons ainsi un diagramme commutatif

30. Pour remontrer, faire attention que seulement un nombre fini de coordonnées sont non nulles et 1’idéal considéré est de type fini.

56



®aca. v, i — Diczs (Quea, s, Fal=t 1) e

J .
Qaca. 7, Lo" — DBjeza (®aeA,EE[t?x_nﬂ) €

Comme les appartenances a I® et I'® se voient coordonnée par coordonnée, il suffit de démontrer que I'image
réciproque de I'®*** par la tensorisation par I, est /©". Prenons {1} LI B une F,-base de F,. Il est possible
d’écrire

X Fle 1= @ Rl e (D & Fltd 1|0

a€A, T, a€A, Fy beB \a€A, F,
A nouveau, I’appartenance a I'®"°S se lit sur les coordonnées : il faut qu’elles appartiennent a /®-7°5, Cela conclut.

Nous avons démontré par circonvolutions et tourbillons de notations que ¢ ~1(.J) = I'® pour toute famille finie
de multi-indices. En prenant 1’union, on obtient le résultat pour des familles quelconques de multi-indices.

En particulier, pour tout entier & > 1, I'image réciproque de 1’idéal (¢)* est I'idéal (z)”. L’anneau EZ est
la complétion de ®r, £} par rapport aux idéaux (w)* pour k > 1. Dire que I'image réciproque de (£)* est(w)"
implique exactement que ¢ se complete en un morphisme d’anneaux

i+ B = lim (®aca. v, Bl ) ()t lim (@uea,; 1) [ la € Al = | @ 11 | [ |a € A]
k k

aEA,E

Revenons aux énoncés sur les idéaux. Nous commengons par raffiner notre propriété sur les images inverses
en remplagant ¢ par . Considérons une famille de multi-indice (k;);c5 telle que

dn, Va € A, 3kq <n, (0,...,0,kqa,0,...,0) € {k; |t € T}.

Cette condition sur les indices équivaut a ce que I’idéal (¢%:
les séries de Hahn-Mal’cev multivariables. Prouver que i~ ( (%
alors a le prouver pour ®q A, F, E;r

Cette remarque va nous permettre de conclure quant a I’'image réciproque de J, o. A premiere vue, nous
voudrions que i~*(J; A) = I, A mais J, o n’est pas engendré par {t*|s € N[g7!]® tel que 3 s, = r}. En

1 € J) est ouvert pour la topologie (t)-adique dans

i€7)) = (whi|i € J) dans EY se restreint

réalité,
Jroa = ﬂ (t§|§ € N[g]* tel que ZSO‘ = r’) )
r’€N[g™!]
tel que ' <r
Le calcul des images réciproques des idéaux ouverts passent & I'intersection en i~ (J, o) = I, A. O

Corollaire A.10. L’anneau EK est integre.
Démonstration. Puisque I[Tq est parfait et algébriquement clos, nous savons grace a [Bou81, V §5, Proposition 9]
que toutes ses extensions sont régulieres, en particulier (@ae A7Ek31g> est intégre. Nous déduisons que I’anneau

de séries de Hahn-Mal’cev multivariable est integre, puis que EZ est intégre par injectivité de Z. O

Corollaire A.11. 1. La formule
|$|E A= e~ sup{TEN[qil] | :EEI’V‘_,A}

Sfournit une norme multiplicative sur EK.
2. Nous avons

vk € (N[g )%, it (1) = (@h).

Démonstration. 1. Les propriétés de | - |z , se déduisent alors de celles de | - |5 1 ala Propositionet des
égalités i~ (J.a) =I,- p2la Proposition
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2. T faut démontrer que i ~*((£)) C (wk). Soit = dans I'image réciproque. Nous avons
vn, i(z) € (£ Jo.a).

Ce dernier idéal étant (zo)-adiquement ouvert nous avons démontré en prouvant la Proposition m que

Vn, z € (wk, In_A). Ecrivons z = @k x,, + yn avec Yy, € I,_ A. Alors, z = lim wkz! pour la norme

| - \ BA- Cette dernlere étant mu1t1phcat10n, la suite x/, est également de Cauchy pour la norme | - | EA-
Puisque
Itngnyal-,a C Iyaa C (&) C (@)

la suite (z!,) est également (w)-adiquement de Cauchy et posseéde une limite 2/ € EK qui vérifie que

x = wha',

O

A.2 Relations de coinduction perfectoides

Pour comprendre les anneaux F'a 4 nous les exprimons comme des coinduites des F'a, que nous venons d’ana-
lyser. L’intuition nous vient du lemme suivant sur les corps finis.

Lemme A.12. Déﬁnissons une structure de <I>gAp o w-anneau sur Fq en en faisant agir le générateur o, du
quotient ®% T/q>A , =k r/goA , comme le r- Frobemus 1l existe un isomorphisme de <I>gp ,-anneaux

Q) Fy _comd@g“ (Fy).
a€cA, Fy analr

Démonstration. Pour tout ) € ®%° A g, DOUS définissons

Ype Q) Fy = Fy, @0+ [[alwa)

a€A, Fy

et nous considérons

® Fy — Comdq)g,“ "(Fy), x> [ gpe(a)] (*1)
A,ql T
a€cA, Fy

pour lequel nous laissons aux lecteurs et lectrices le soin de vérifier qu’il s’agit d’un isomorphisme de ®%” e
anneaux.

Gardons en téte les notations de la preuve précédente pour établir un analogue pour nos anneaux multivariables.
Nous nous plagons dans le méme contexte qu’a la section précédente.

Proposmon A.13. Rappelons que Ft '\ est muni d’une structure de ®%° g r-anneau et FX’ g d’une structure de
gp
e A q,r-anneau. Il existe un isomorphisme canonique de ®’ -anneaux
A ar [T+
= Coind (Fx)-

gp
Pat

C’est un homéomorphisme pour les topologies discretes (resp. adiques) sur ﬁ;r g€t Ft etla topologie produit

sur la coinduite. Le méme résultat est vrai pour Fa 4 et Fa.

Démonstration. Nous appelons encore 15,6 le morphisme de Fa 4 dans F)a donné par la méme formule que dans
la démonstration du lemme [A. 12

Choisissons un systéme R de représentants du quotient fini ®X,, /¢> o . Nous avons un isomorphisme d’an-
neaux

001ndq>§p” (Fy) = H Fg, = (f(¥))per.

A,q’r

Pour n’importe quel 5 € A, nous pouvons établir la suite d’isomorphismes d’anneaux suivante :
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1%

et It
® Fy) e, ( Fy | @, B

aEA\{B}F, a€AF,
=~ Fq/ KF , F+
PER
~ H ]F ’ ®,¢}B F , Fﬁ )
PER
~ o+
o Fﬁ
PER
= Coind P Fr
o, (F5)

ou F/ s estune notation pour indiquer que le produit tensoriel est vu comme [/ -algébre via son facteur /3 et ol 13
est la composante de v sur @I;}’ p- Le passage a la troisieme ligne correspond simplement a expliciter cette structure
d’algebre sur chaque facteur du produit, et a faire commuter le produit fini au produit tensoriel. Le passage a la
quatrieéme ligne correspond a appliquer au facteur ¢ I’isomorphisme = ® y — xg(y). Nous vérifions que cet
isomorphisme est un isomorphisme de (I>gAp’ 4,--anneau en suivant I'image de

x( (®arpTa) ® yﬁ) = RazpXa(Ta) ® X5(Yp)

le long des isomorphismes et en vérifiant qu’elle vaut

o= [T @x0alza) x (¥x)5(ys)
a#f

Une itération de ces arguments fournit un isomorphisme de &% g,r-ANNEAUX :

&R FI Cmnd@qu; QR Fi |, ®var [ Yeps(@Ya) = @a(ya)] (*%)
aeAF, o acAJF

Attention, les arguments de 15,6 sont des tenseurs sur I, mais les valeurs de sortie sont des tenseurs sur I
Grice a I’expression explicite du morphisme, chaque w,, est envoyé dans la coinduite sur (¢, (wa))per-
Les puissances de I'idéal ((¢a(@a))per | € A) etdel'idéal ((wa)yer | € A) étant cofinales les unes dans
les autres, I’isomorphisme est un homéomorphisme pour la topologie (w)-adique a la source et et le produit des
topologies (w)-adiques au but. L’ isomorphisme se compléte donc en un isomorphisme de @iﬁ q,r-ANNEAUX

FY 4 = Comdq,%z *T(FZ).

C’est évidemment un homéomorphisme pour les topologies discretes partout.
Par intégrité de F{, un élément = € FX appartient & wa FX , si et seulement si chaque 1spe(2) appartient
a wspé(WA)ﬁX. En écrivant la coinduite comme un produit fini et en remarquant que tous les (isps(wa)) ont
méme radical, ¢’est un homéomorphisme pour la topologie @a-adique et le produit des topologies @a -adiques.
En inversant wa et en remarquant que (wa ) et (Ysps(wwa)) ont méme radical dans Fa, on obtient 1’isomor-
phisme de &% ,--anneaux continus pour les topologies adiques. O

Corollaire A.14. L’anneau FX g €5t réduit et sans Ez-torsion.

Démonstration. La coinduite est un anneau de fonctions a valeurs dans ﬁg. Nous avons prouvé que ce dernier est
inteégre au Corollaire[A.10]donc la coinduite est réduite.
Pour la torsion, utiliser que le plongement de Ef '\ dans la coinduite s’écrit [+, que chaque 1) est injectif et

que Fit 'x est sans EZ-torsmn. O

~PHEP

¢ r P s,
Corollaire A.15. L’inclusion F,. C FA?‘” est une égalité.
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~&
Démonstration. Grace a I’identification a une coinduite, on se ramene a prouver que l'inclusion F,. C FAA’Q"T
est une égalité.

Soit y un élément invariant. Nous fixons n tel que wRy € FX. En appliquant @a -, on trouve

n,\r rn r—1)n n
(@3ay)" = @R oar(y) =@k (@hy).

En appliquant |-|  , dont nous avons prouvé au Corollairequ’elle est multiplicative, nous trouvons |@wR y|z o =
0 ou |wAy|z A = |@A |5 A- En utilisant la séparation de la norme, sa multiplicativité et le fait que z} n’est pas
diviseur. de zéro, on en défiuit quey =0ouy e FK de norme 1. Il existe donc yo € Fy tel que |y — yo| Fa < 1.
En appliquant le méme raisonnement a cette différence, on trouve y = yo. O

Corollaire A.16. Si[’on munit ﬁA’q de topologie adique, la paire (ﬁA,q, ﬁiﬁq) est une paire de Huber perfectoide.

Démonstration. La définition de la topologie adique implique que ﬁg est un anneau de définition. Il est de

plus parfait de pseudo-uniformisante wa. Nous savons alors que Fa .q est un anneau de Tate perfectmde Pour
conclure, il reste a démontrer que FA ¢ estintégralement clos. Nous montrons méme que FA = FA g

Avec I’expression de FA . comme coinduite, la topologie adique est produit des topologies sur FA; son an-
neau de définition comme anneau de Huber est la limite des anneaux des définitions terme a terme ; son idéal de
définition canonique est la limite de différents idéaux de définitions pour chaque terme. Ainsi, ses éléments bornés
sont exactement la limite des éléments bornés : on se restreint a démontrer le résultat pour Fa. Soit y € FR que
I’on écrit /=% avec z € FX. Par hypothese, fixons [ > 1 tel que

Vn >0, wlqun € ﬁx
Puisque ﬁg est parfait, cela implique que
—l/gm
Vn>0, zewh "EL.
Dans I’anneau des séries de Hahn-Mal’ cev multivarialbes, nous en déduisons

Vn >0, i(z) € (57"
puis i(z) € (tX). Grace au Corollaire | ceci implique que z € wAFA, ie.quey € FA. O

A.3 Etude des anneaux imparfaits

Pour obtenir une version imparfaite de 1’équivalence de Carter-Kedlaya-Zabradi, nous établissons des relations
de coinductions sur ces anneaux imparfaits. Nous aurons besoin de la notion de sous-monoide d’indice subtil fini
introduite dans [Mar24b, Section 3.3].

Définition A.17. Soit 7 un monoide et S < 7 un sous-monoide. L’ensemble des classes a gauche {tS |t € T}
est muni d’un ordre par 'inclusion. Soit Ry, C 7 tels que les (tS)ier,,,, sont distincts et parcourent toutes
les classes maximales pour I’inclusion. Définissons £(Rumin) := {(s1, 82,t1,t2) € S? x R2, | s1t1 = sata} et
munissons-le d’un ordre en fixant que

Vs € Sa v(51732at1;t2) S E(Rmin)y (581;552;t1;t2) S (81,82,t17t2).

Remarquons que I’ensemble ordonné £(R i) ne dépend pas a isomorphisme prés du choix de représentants.
Nous I’appelons £ par abus de notation.

Le sous-monoide S est dit d’indice subtil fini si les classes a gauche maximales sont en nombre fini et cofinales
parmi les classes a gauche et si les quadruplets maximaux de £ sont en nombre finis et cofinaux.

Avec les notations précédentes, si I’on suppose simplement que les classes a gauches maximales sont cofinales,
nous obtenons déja

Comd5 (X) = { (z) e ] X‘V(sl»smthfz)Gﬁ(Rmin)a oo (210) = 9oy (21,)
tER min

La condition peut se retreindre a une famille cofinale de £(R ;). L'indice subtil fini garantit que la coinduction
s’exprime comme une limite finie.
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Lemme A.18. Le sous-monoide ®a 4, < Pa p est d’indice subtil fini.

Démonstration. En posant ¢ = p/, on réécrit cette inclusion de monoides comme (fN)® + (1, -, 1)N C N&,
Toute classe a gauche (n;) 4+ (fN)2 + (1,...,1)N ot (n;) € N® est contenue dans I’une des classes minimales
pour I’inclusion
{(k;)+ (fN)2 4+ (1,...,)N | Vi, 0 < k; < fet 3, k; =0}.

Pour finir la démonstration, nous allons démontrer que pour toute paire ((n;), (m;)) de A-uplets, les relations
entre classes a gauche associées ont une famille finie et cofinale de relations minimales. Puisque tout élément de
N est régulier, une relation est (n;) + (k;) = (m;) + (I;) est entierement déterminée par (k;).

Considérons

R={(ri,r) e N* x N | (n;) + (frs) +r(1,...,1) € (my) + (fN)* + (1,..., 1)N}.

L’ensemble N2 x N muni de I’ordre partiel produit est un bel ordre (utiliser le lemme de Dickson pour comprendre
les antichaines). Ainsi IR posseéde une famille finale et finie. Les relations données par ces éléments minimaux
forment un systéme fini cofinal des relations entre (n;)+ (dN)2 +(1, ..., 1)Net (m;)+(dN)2+(1,...,)N. O

Proposition A.19. 1. Pour F|E finie galoisienne, il existe un isomorphisme de (Gg A X ®a p)-anneaux to-
pologiques discrets
~ 3 @ 5
Fap= Comdtbi,’;p (Fa,qg)s

out la coinduite est munie de la topologie limite.
2. Il existe un isomorphisme de (Gp A X ®a p)-anneaux topologiques discrets

sep ~u s 1Pap sep
EN, = Coindg " (EXY),
out la coinduite est munie de la topologie limite.

Démonstration. 1. La démonstration suit la méme stratégie que la Proposition [A.13] avec plusieurs change-
ments notables. Tout d’abord, le morphisme similaire a celui donné dans la preuve en (*¥)) est invariant par
Gr, A puisque I’action commute a chaque 1)5p¢. Cette invariance est ensuite conservée par complétion et
localisation. Il faut également prendre en compte que nos actions ne sont plus que des actions de monoides.
Fixons Ruin un systeme fini de représentants des classes a gauche minimales pour 1’inclusion, qui sont
finales pour I’inclusion, pour le sous-monoide ® ¢ < P p. Fixons Ly C L(Rmin) un systéme fini et
final des éléments minimaux. Ceci est possible grace au Lemme Notons (R, £)min la petite catégo-
rie ayant pour objets Ruin U {10171 | (Y1, T1,%2, T2) € Limin} et pour fleches les identités et les 7 — ¢y 7,
pour toute relation dans L,i,. Pour tout @5 4 ,-anneau A, nous avons alors un isomorphisme

Coindg2” (A) = veim A o e f(9)] (*2)
ol le diagramme dont on prend la limite associe 1’endomorphisme 1) de A au morphisme [ — 7] dans
(R, L)min- Cette description ne suffit pas : en effet le passage a la quatrieéme ligne dans la premiére suite
d’isomorphismes en Proposition [A.T3]utilise que

Fo @ur, Fi = Ff, x @y xpp(y)

est un isomorphisme. Pour F’ 3‘ , il sera seulement injectif. Bonne nouvelle, les projections sur chaque facteur
dans la limite de (*2) ne sont pas non plus surjectives. Pour réparer I’argument, il suffit de démontrer que
lim Ff = lim F).
@2 T8 T e By VPR

Démontrons que si la fonction f appartient a Coindii‘s p(Fg‘ et € ®a,, alors f(y) € wg(FBJF).

)
Supposons que g = ¢j , et fixons m, k tels que @’B”;m = goqu. Nous pouvons alors écrire X 1) =

ok Y1 Par proprié€tés de la coinduite, nous avons

0 (FW) = R ,(fF(®) = F(PR 1) = f(Ph 1) = @5 (F (1) = 05 (5, (f(101)))-
L'injectivité de ¢}, conclut.
2. Puisque les colimites filtrantes sont tamisées, elles commutent en particulier naturellement a la coinduction.

Il s’agit donc simplement de prendre la colimite des isomorphismes précédents.
O
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A.4 Etude des anneaux de caractéristique mixte

Nous reprenons les notations de la section Nous définissons O}A de manicre identique a (’)jrTA en rempla-
cant E par F' et L par L' = KQ, .

Proposition A.20. [ existe une injection d’anneau

j O =Wy Q) ke | [th|aeA]
aEA,E

telle que chaque j(X ) est un relevé de t,, et que

Vo> 1, j7H(m )" = (. X)"

Démonstration. L’ anneau O;{A est une Oy -algebre m-adiquement séparée et complete, d’anneau résiduel EX en

m et munie du relévement ¢ 4 du g-Frobenius. Considérons la composée de I’injection EK — EK du Lemme
et de celle ¢ en Proposition Elle envoie chaque X, sur ¢,. La propriété universelle des vecteurs de Witt
ramifiés construit alors le morphisme de 7 -algebres j annoncé. Il est injectif puisque la source est séparée et
qu’il est injectif modulo 7.

Intéressons-nous aux images réciproques des idéaux. Le Lemme [2.61] et la Proposition [A.9] obtiennent que
pour tout idéal ouvert i((t4|i € Z)) N Ef = (X%). Soit a présent (k;);<;<, une famille finie d’entiers et
(d;)1<i<n de multi-indices. Les Teichmiiller [t]%] et les j(X )4 different par des éléments inversibles. Soit = €
J7E (7% [t4])). Soit k = mink; et I = {1 < i < n|k; = k}. Nous savons que z = 7Fy mod 7*+1
ol (y mod 7 € j7((t%|i € I)). Avec I’énoncé juste prouvé, cela implique que = = 7z 4+ 7**+1z; ol
20 € (TR X% | e T)etz €5 ((n" X% |i¢ I)). On conclut en répétant I’opération. O

Proposition A.21. Soit F|E finie galoisienne. 1l existe un isomorphisme de (P qr X Gg, a)-anneaux topolo-
giques pour la topologie w-adique

~ o @A
Orn, = Comd,i,A’:,T((’);A).

Démonstration. Comme au Lemme [A.T8] on prouve que @ 4/, < ®a 4, est d’indice subtil fini. Nous choisis-
sons Ry un systeme de représentants des classes minimales pour I’inclusion et L, les relations minimales
déduites. Nous considérons le morphisme que nous obtenons comme aux Propositions[A.T3]et[A.T9)

+ o~ Oaind®a + : +
O}—A"I B COlndq)A,q/,q (O]:A) N (R}gmin O]:A.
De méme qu’auxdites propositions, nous démontrons que c¢’est un isomorphisme modulo 7. La limite étant finie,
les deux cotés sont m-adiquement séparés et complets ce qui conclut que le morphisme est un isomorphisme.
Remarquons que le choix de L et L’ fournit bien des structures de ® A,q,r-anneau (resp. ®a o --anneau), qui
sont coinduits ’'un de 1’autre puisque la réduction modulo 7 s’identifie a la relation de coinduction du Lemme
A 12l O

Corollaire A.22. L’anneau Og, est integre et I'anneau Og est sans Og, ~torsion.
A

Démonstration. L’intégrité est une conséquence de la Proposition[A.20] Le caractére sans O¢ . -torsion de chaque

OF, , se déduit de la coinduction comme au Corollaire @ Nous voulons passer a la complétion Oz de
? A

leur colimite. Soit z € Og¢, . Ecrivons = 7™y avec (y mod 7) # 0. Puisque chaque F 4 est sans (y mod 7)-

torsion, on en déduit que la multiplication par x est un homéomorphisme sur son image pour la topologie w-adique

sur colimpegal, Or,. La complétion m-adique est alors encore une injection, ce qui conclut. O
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B Monoides topologiques

Dans cette annexe, nous donnons une suite d’énoncés qui nous aiderons a manipuler les monoides topolo-
giques. Nous nous épargnerons de rédiger la plupart des preuves ; il s’agit surtout de fixer ce qui est vrai.

Définition B.1. Rappelons qu’un monoide topologique est un objet en monoides dans la catégorie des espaces
topologiques. Nous appelons MndTop la catégorie des monoides topologiques.

Proposition B.2. La catégorie des monoides topologiques admet toutes les limites et le foncteur d’oubli vers les
espaces topologiques commute naturellement aux limites.

Définition B.3. Soit M un monoide et R une relation d’équivalence sur M telle que
Ym,m',n,n’ € M, mRm’ et nRn’ = mm/Rnn’. QD

La loi sur M passe au quotient en une loi de monoide sur # /R ayant pour élément neutre la classe du neutre. Si
M était un monoide topologique, la topologie quotient sur # /r en fait encore un monoide topologique.

Pour tout sous-ensemble Q C M x M, il existe une relation d’équivalence sur M contenant Q minimale pour
I’inclusion et vérifiant . On appelle # /g le quotient par cette derniere relation.

Définition B.4. Soit M un monoide topologique et X un espace topologique. Une action continue de M sur X
est morphisme de monoides M — Homg,s(X, X) tel que I’application déduite M x X — X est continue.

Lorsque X est muni de structure algébriques additionnelles, par exemple lorsque c’est un groupe topologique,
on défini une action continue de M sur X de maniere identique, en imposant que 1’image soit contenue dans les
morphismes de groupes.

Proposition B.5. Soit M un monoide topologique et @ C M x M.

1. Le quotient M /g représente le foncteur
MndTop — Ens, S+ {a : M — S continu tel que¥(m,n) € Q, a(m) = a(n)}.

2. Les foncteurs
Top — Ens, X {Actions continues de M /Q sur X}

et

Actions continues de M sur X
TOp — EHS, X = {telles que Y(m,n)€Q, zeX, m-:c:n-m}

sont isomorphes. Le méme résultat est vrai avec les catégories MndTop, AnnTop, etc comme catégories
sources.

3. La relation d’équivalence par laquelle on quotiente est la cloture réflexive, symétrique et transitive de
{(amb, and) |a,b € M et (m,n) € Q}.

Exemple B.6. Un sous-monoide N < M est appelé distingué si Vm, mN = Nm. On notera alors N < M. Dans
ce cas, la relation myRma <> m1N = myN est une relation d’équivalence qui vérifie (QI). On note M /N le
quotient. Il est en bijection avec les classes a gauche et représente le foncteur

MndTop — Ens, S+ {a : M — S continu tel que N C Ker(a)} .

Remarque B.7. Attention, cette notion de sous-monoide distingué est a prendre avec des pincettes puisqu’un
monoide n’est pas nécessairement distingué dans lui-méme : considérer par exemple le monoide des matrices
carrées de taille d. La propriété universelle du quotient admet toujours un représentant, mais le monoide peut étre
bien plus petit que I’ensemble des classes a gauche. De la méme maniere, le noyau d’un morphisme de monoides
n’est pas toujours distingué.

Lorsque X est localement compact une action continue est exactement un morphisme de monoides vers
Homop (X, X) muni de la topologie compacte ouverte. En revanche, rien ne garantit en général ni I’adjonction,
ni méme que cette topologie soit une topologie de monoide. La seule topologie de monoide sur Homop, (X, X)
serait la topologie "ouverte-ouverte" qui donne une notion d’action continue plus forte.

Définition B.8. Soient M et N deux monoides topologiques et A : N — Endynq(M) un morphisme de
monoides tel que ’action N x M — M déduite est continue. L’ensemble M x N muni de la loi

Y(mq,ma,n1,ng) € M? x N2, (my,mn1) -x (M2, n2) = (M1A(n1)(m2), n1n2)

est un monoide topologique que ’on note M X, N.
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Proposition B.9. Soient M et N deux monoides topologiques et A : N — Endyna(M) un morphisme de
monoides tel que I’action de N sur M déduite est continue.

1. Le monoide topologique M x N représente le foncteur

b: M—S,c: N—S) continus
MndTop — Ens, S +— {tels que V(n,(m)el\ﬁ(]\l, c(r?;b(ln):li()\(n)(m))c(n)} :

2. Les deux foncteurs
Top — Ens, X — {Actions continues de M x5 N sur X}

et

Faire d’actions continues de M et
TOp — EHS, X = {lelle.r que Y(m,n,x)EMXNxX, n-n(m- MJ,) ()\(n)(m)) Mm(n- NJ,)}

sont isomorphes. Le méme résultat est vrai avec les catégories MndTop, AnnTop, etc comme catégories
sources.

Définition B.10. Soit M, N deux monoides topologiques et A une action continue de M sur le monoide N. Soit
également I < N et x : I — M un morphisme de monoide. Nous supposons de plus que I < N, que

Y(i,m) € I x M, w(i)m = \i)(m)k(i)
et que
V(i,j,n) € I? x N telsque ni = jn, A\(n)(x(i)) = x(j).
Nous définissons
(M xx N) /.~ := quotient de (M x N) par I’ensemble de couples {((k(i), 1x), (1as,7)) | € I}.

Remarque B.11. Les trois conditions ne sont pas nécessaire a la définition mais servent a capturer une famille de
quotients raisonnables a décrire. Le premicre condition semble raisonnable quitte a remplacer I par le sous-groupe
distingué engendré. Le deuxieéme condition impose que ¢ et A(7) ait la méme "action par conjugaison" sur M, la
troisieme que les actions par conjugaison de N sur [ et sur () soient cohérentes.

Proposition B.12. Conservons le cadre de la Définition et supposons que \(I) est formé automorphismes.
La relation d’équivalence par laquelle nous quotientons est exactement la cloture symétrique de

V(im,n,i) € M x N x I, (k(i),1n)(m,n) = (k(i)m,n)R(A®E)(m),in) = (1p,1)(m,n).

Démonstration. La Proposition [B.5] dit déja que la relation d’équivalence par laquelle nous quotientons est la
cloture symétrique et transitive de

Y(m,m/,n,n’,i) € M* x N? x I,
(mA) (£, ') = (m, ) (5(3), 1), ) Qm, m) (g ) (') = (s (o' ) mi)

Fixons (m,m’,n,n’,i) comme ci-dessus. Pour j tel que ni = jn et n” = nn’ et m” = A(n”)~t(m)A\(n)(m’),
nous obtenons que

(m,n)(k(i), 1n)(m, m') = ((4), 1n)(m",n") et (m, n)(Lar, i) (m, n') = (Lar, j)(m", n").
Il nous reste simplement a démontrer que sa cldture symétrique est transitive. Pour cela, considérons une suite
(k(1)m, n)Q(A(i)(m), in) = (k(j)m’", n ) QA(H)(m'), jn’).
De I’égalité centrale nous déduisons que A(7)(m) = k(j)m’ etin = n'. Le terme de droite se réécrit donc
A M), jn') = (A(j2) (A@) ' (m)) , jin)
En posant m” = A\(i) "1 (m/), on obtient que

k(ji)m”

|
=

|
>

—~ A~~~
~

ol le passage a la troisieme ligne utilise 1’égalité ci-dessus et ou les passages a la deuxieme ligne a la quatrieme
utilise les hypotheéses de définition de (M xx N)/~ 1 ~. Les deux extrémes de la ligne appartiennent donc a la
relation comme (x(ji)m”, n) Q(A\(ji)(m'), jin). O
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Donnons a présent quelques propriétés sur les sous-groupes distingués et les quotients.

Proposition B.13. 1. Soit N<M deux monoides et R une relation d’équivalence vérifiant (QI). Alors, I'image

2.

de N est distinguée dans M [R.

Soit My < M. Pour que (Mo x {1n}) < (M xx N), il faut et suffit que Mo < M et que pour tout n € N,
I’endomorphisme \(n) se restreigne-corestreigne en un endomorphisme surjectif de My. Dans ce cas, il
existe un isomorphisme naturel de monoides topologiques

(M XA N) /(Mg x {1x}) = (M) »x N.

Gardons les notations du point précédent avec des monoides topologiques, supposons que X\ induit une
action continue N X M — M et ajoutons la donnée d’un sous-monoide I < N et d’'un morphisme
continu k : I — M qui vérifie les hypothéses de la Définition et tels que k=1 (My) < N. Alors
les morphismes X et k passent au quotient en X : N /=2 (M) — Endypaa(M/Mo) qui fournit une action
continue et & : /s (Mo) = M /M, qui vérifient encore les hypothéses de la Déﬁnition En appelant
M Iimage de My dans (M xx N)/ < 1 ~, elle y est distinguée et nous avons une identification naturelle

((MAN) /o 1 ~) gy S (M Mo 25 N 67 (Mo)) [~ T/ (01g) ~

Démonstration. Les deux premiers énoncés se démontrent a la main en écrivant des égalités entre classes. Pour
le troisieme énoncé, utilisez les deux premiers pour démontrer les distinctions et construisez 1’isomorphisme par

propriété universelle. O
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