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Introduction

En 2007, Jean-Marc Fontaine publie [Fon07]. Pour énoncer son princpal résultat, nous avons besoin de I’an-

—

neau (p, X )-adiquement complet Og = Z,[X][X~!]. Cet anneau est muni d’un relevement de Frobenius via
I’endomorphisme Z,-linéaire et continu ¢ qui a X associe (1 + X)?” — 1. De méme, il est possible de défi-
nir sur Og une action de I' = Z; commutant & ¢ via les endomorphismes Z,-linéaires et continus tels que
v-X = (14 X)" — 1. Nous avons égaliement besoin de la catégorie des (¢, I')-modules ; il s’agit de la catégorie
Og-modules munis d’un endomorphisme (-semi-linéaire appelé le Frobenius et d’une action semi-linéaire de T"
commutant au Frobenius. Jean-Marc Fontaine établit dans [Fon07] une équivalence de catégorie entre la catégo-
rie Repy, Gq, des Z,-modules de type fini avec action continue de Gg, et une sous-catégorie pleine clairement
définie de celle des (¢, I')-modules sur O¢, que I’on appelle catégorie des (¢, I')-modules étales sur O¢. Cette
équivalence est donnée par

D: VD) = (O @2, V)

ou O est une Og-algebre avec un Frobenius et une action de Gq,, vérifiant que Og = (C’)gfn\r)G%.

La premiere partie de ce mémoire se concentre sur cette premiere équivalence et sur certains développements
en théorie de Hodge p-adique qui se sont servis de cette équivalence.

Dans un premier temps, nous décortiquerons la preuve de ladite équivalence de catégorie. Il faudra d’abord
établir une équivalence entre les représentations de Hg, = Gal(@\(@;o) et les -modules étales sur Og puis
réussir a capturer 1’action de Gop/Hp, = I' via I’ajout d’une action semi-linéaire. L’essentiel de cette capture
repose sur le choix précis de Og et sur la construction d’une action de G, sur O €tendant celle de I sur Ok.

Dans un deuxieme temps, suivant un cours donné par Pierre Colmez, nous retrouverons a partir de 1’équiva-
lence de Fontaine la théorie du corps de classes locale pour (Q,. Méme si des preuves plus élémentaires existent
dans le cas précis de Q,, cela nous permettra d’illustrer en quoi I’équivalence de Fontaine permet de réduire des
problemes de représentations a des questions purement semi-linéaires ol I’analyse p-adique peut nous fournir des
outils efficaces.

Dans un troiseme temps, nous verrons comme Laurent Herr a réussi en 1998 dans [Her98] a retrouver la
cohomologie galoisienne de Q,, au sein de la catégorie des (¢, I')-modules étales. Plus précisément il définit pour
un (¢, I')-module sur Og, un complexe ®I'*(-) nommé complexe de Herr. Il démontre alors que la cohomologie
de ®I'*(D(V')) calcule la cohomologie galoisienne H¢, ;. (Gq,, V).

Dans un quatrieme temps, la question des représentations de GL2(Q,,) se posera. Dans le cadre de la démons-
tration de la correspondance de Langlands p-adique pour GL2(Q),,) établissant une correspondance entre représen-
tations 2-dimensionnelles de Gg,, et certaines représentations de GL2(Q)), les (¢, I")-modules forment un pont
essentiel entre représentations de G, et de GL2(Q),). La construction d’un foncteur D depuis certaines représen-
tations de GL2(Q,) vers les (¢, I')-modules étales constitue un ingrédient essentiel de la preuve et nous étudierons
sa construction par Pierre Colmez en nous appuyant sur son article dans [Col10]. Pour les représentations II de
GL2(Q,) concernées, le module D(IT) sera construit & partir de sous-objets du dual II". Schématiquement, la

structure de (¢, I')-module sur D(II) sera construite comme suit : le dual de I’action lisse de ((1J le ) sur II jouera

sur D(II) le role de la structure de OF -modules, le dual de I’action de (Pgl (1)) jouera le role du Frobenius et le

dual de I’action de (Zg (1’) jouera le role de I’action de T'.

La théorie du corps de classes locale établit une correspondance entre représentations unidimensionnelles de
G, et certaines représentations de GL1(Q,) = Q' ; la correspondance de Langlands pour GL2(Q,) capture les
représentations bidimensionnelles de Gg,. On peut ensuite chercher a capturer des représentations galoisiennes
dans certaines représentations de GL,,(Q,). Des calculs (voir par exemple [Bre+21]) ont suggéré que certaines
représentations de GL,,(Q,) et les représentations d’un produit de (n — 1) copies de G, . Pour faire le pont, on a
essayé de construire un équivalent des (¢, I')-modules étales sur O¢ dans ce cadre général : Gergeley Zébradi, en
2018 dans [Zab18b], prouve une équivalence de catégories entre les Z,-modules de type fini munis d’une action



continue de Gg, A = [[,ca Go, et ce que I’on pourrait qualifier de (i, I')-modules multivariables sur 1’anneau

Oen = Zp[Xo | o € AJ[X 1] qui posséde un Frobenius et une action de T, = Z,; pour "chaque variable" (qui
correspondent & o (Xqo) = (1 4+ Xo)? — 1 et o (Xg) = X pour les Frobenius par exemple). L’introduction de
la notation A contient déja 1’idée d’une application a GL,,(Q,,) ol A représentera I’ensemble des racines simples
du groupe de Lie p-adique SL,,(Q,).

Au début du deuxieme chapitre, on détaillera cette correspondance multivariable en définissant les objets
qu’elle fait apparaitre et en esquissant la preuve.

La suite de ce deuxieme chapitre est consacrée a des équivalents récents du calcul de cohomologie par le
complexe de Herr et du foncteur de Colmez issus du travail de Gergeley Zabradi. D un c6té, la reconstruction
de la cohomologie d’une représentation de torsion de G, A a partir de D(V') donne des résultats en tous points
similaires a ceux de Herr. D’un autre coté, la construction du foncteur de Zabradi DX a partir de certaines re-
présentations de GL,,(Q,) suit I’approche développée par Christophe Breuil dans [Brel5], en construisant des
(¢, T')-modules multivariables en lieu et place de (¢,I')-modules univariables. La construction du foncteur de
Zabradi pose un probleme absent du cas de GL2(Q,) : 1a non commutativité du groupe des matrices unipotentes
et le résout en transformant d’abord IT en représentation d’un sous-quotient Na o de V.

Dans un dernier temps, nous nous intéresserons a la question de 1’induction de représentations soulevée par la

construction de D{ pour tout A. Lorsque P est un sous-groupe parabolique de GL,,(Q,,) et II p une représentation

p-adique de p”-torsion convenable de P, les représentations I1p et Indgli"(Qp) (H p) se prétent a la construction

de Zabradi pour les groupes de Lie P et GL,,(Q,,) (le foncteur D est en réalité définis pour plus de groupes de

Lie p-adiques que les GL,,(Q,)). Nous prouverons alors que DX(IndgE"(@‘”) (H p)) peut se reconstruire a partir
de DY, (ITp) comme

GL, ~ 2
DY (Ind; =) (11p)) = (Oea ph 0, ) Bos, proes, DA (Ip).

Nous aurons alors fait le tour des alternatives multivariables proposées par Gergeley Zabradi aux constructions du
premier chapitre.

J’adresse les plus grand remerciements a Pierre Colmez pour tout ce qu’il m’a apporté. Merci pour le suivi tout
au long de I’année avant méme [’étude des articles de Gergeley Zdabrddi. Merci pour la proposition de ces
articles happants et plus particulierement pour les discussions et les conseils qui ont suivi au cours de la
compréhension des articles et de la rédaction du mémoire.

Un merci également a Antoine Ducros pour quelques discussions plus catégoriques qui m’ont permis de
m’assurer que certaines idées avaient peu de chance d’aboutir, ainsi que pour la relecture du début du présent
mémoire.



Chapitre 1

Théorie classique des (¢, I')-modules
univariables

Commengons par quelques notations et définitions. Pour tout corps F', on note Gr = Gal(F*°P|F) son
groupe de Galois absolu, que I’on munit d’une structure de groupe topologique profini griace a ses sous-groupes
de la forme G/ ot F'|F est une extension de corps finie galoisienne. Pour tout corps local K, on note xx son
corps résiduel.

Le corps L sera une extension finie de Q,, et désignera dans ce mémoire le corps des coefficients des représen-
tations étudiées ; on note son anneau d’entiers O, une de ses uniformisantes w et « 1, son corps résiduel.

Définition 1.0.1. Soit L une extension finie de (@, et G un groupe topologique profini. La catégorie abélienne
Repp, G (resp. Repy,,sG, resp. Rep,,, &) est sous-catégorie pleine des Or-représentations de G' dont les objets
sont les Or-modules de type fini munis d’une action Oy -linéaire de G telle que I’action du groupe profini G
sur n’importe quel vecteur est w-adiquement continue (resp. les Or-modules de longueur finie avec action Oy -
linéaire lisse de G, resp. les kp-espaces vectoriels de dimension finie avec action kp-linéaire lisse de G). On
rappelle qu’une représentation est lisse si le stabilisateur de tout élément est ouvert, ou de maniere équivalence, si
I’action sur n’importe quel vecteur est continue pour la topologie discrete.

Définissons en passant la catégorie abélienne Rep; G des L-espaces vectoriels de dimension finie munie d’une
action L-linéaire continue de G, pour lesquels il existe un Op,-réseau stable par I’action qui est objet de Repy, G.

Ce chapitre est consacré a I’étude de la théorie classique des (p,T")-modules & une variable dont le premier
lien avec les représentations galoisiennes apparait dans 1’article de Jean-Marc Fontaine [Fon07]. Nous donnerons
d’abord une preuve de I’équivalence de catégories entre Repy, G et la catégorie des (¢, I')-modules étales sur
Og¢ (voir la définition 1.2.48). Nous en tirerons une démonstration de la théorie du corps de classes locale pour
Qy en utilisant ces (¢, I')-modules étales, ainsi que des outils de I’analyse p-adique. Nous énoncerons ensuite
une application de la théorie des (¢, I')-modules étales au calcul de la cohomologie des représentations galoi-
siennes. Enfin, nous suivrons ensuite I’article de Pierre Colmez [Col10] pour établir un lien entre représentations
de GL2(Q,) et (¢, I')-modules étales.

1.1 Prémisses : les S-modules étales sur R

Nous nous permettons d’introduire une plus grande variété de catégories que celles de [Fon07] qui épargneront
des définitions a répétitions au cours du chapitre 2. Nous fixons dans cette sous-section un anneau R, un monoide
S et un morphisme de monoides (¢;)ses de S dans End(R). Dans les notations qui suivent, nous sous-entendons
la plupart du temps le morphisme de monoides en ne gardant trace que de S.

Définition 1.1.1. La catégorie des S-modules sur R, notée D(S, R), posséde pour objets les R-modules D munis
d’une famille (@5 p)ses d’endomorphismes s-semi-linéaires, i.e. de morphismes de groupes tels que

Vre R, de D, g5 p(rd) = ¢s(r)ps,p(d).
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Les morphismes de cette catégorie sont les morphismes de R-modules f : D; — Ds tels que pour tout s € S,
ona f o @S,Dl = S087D2 o f‘

Lemme 1.1.2. La catégorie D(S, R) est abélienne.

Démonstration. L anneau non commutatif R[¢s]scs est défini comme la R-algébre engendrée par les variables
s, en imposant pour tout 1 € Rets € S que psa = @s(a)ps et en imposant pour tout s1,82 € S que
P51 Pss = Psys,- Un objet D de D(S, R) peut s’interpréter comme un R[p;]scs-module & gauche en imposant
que la multiplication par ¢ corresponde a ¢ p. Ainsi, un morphisme dans D(S, R) correspond & un morphisme
de R[ps]ses-modules. Ceci établit une équivalence de catégories entre D(S, R) et R[ps]ses—Mod, cette derniére
étant abélienne. O

Remarque 1.1.3. Si D est un R-module et que s appartient a .S, le -linéarisé de D est défini comme
oD =R®y, rD

en voyant R comme une [2-algebre via ;.
Soit s, p un endomorphisme ¢,-semi-linéaire de D. L’application

@;D : R x D — D7 (T, d) = r@s,D(d)

est biadditive et vérifie pour tous (r,7") € R? et d € D I’identité

0p(rr'd) =resp(r'd)
= rs(r)ps,p(d)
= @5 p(ps(r)r,d)
d’ou la factorisation en un endomorphisme R-linéaire

Yip 1 psD =D, rode ros p(d).

Réciproquement, soit ¢ , : ¢5D — D un morphisme R-linéaire. En fixant s p(d) = ¢3 p(1 ® d) on
obtient un endomorphisme ,-semi-linéaire. L’ additivité est limpide et la semi-linéarité provient du calcul
@s,p(rd) = @3 p(1 @ 7d)
= ¢5,p(ps(r) © d)
= @5 ples(r)(1 @ d))
= ¢s(r)es.n(d)
Définition 1.1.4. Lorsque R est noethérien, on définit la catégorie des S-modules étales sur R, notée D¢(S, R),
comme la sous-catégorie pleine de D(S, R) dont les objets sont les S-modules D de type fini sur R qui vérifient
que ¢ , est un isomorphisme de 2-modules pour tout s € S. La condition de surjectivité de ¢y , se reformule
en disant que Im (5 p) contient une famille génératrice de D.
L’anneau R vu comme R-module avec les endomorphismes ¢ est un objet de D(S, R).

Méme si nous ne I’utiliserons pas avant chapitre 2, définissons DP™°~¢*(S, R) comme la sous-catégorie pleine
de D(S, R) dont les objets sont colimite filtrante d’objets de D¢*(S, R).

Proposition 1.1.5. Supposons les endomorphismes @ plats. Alors, la catégorie D**(S, R) est abélienne. Plus
précisément, les noyaux et conoyaux dans D(S, R) de morphismes de D**(S, R) sont déja des objets de D**(S, R).

Démonstration. Soit f : Dy — Dy un morphisme dans D (S, R). Par platitude de ¢, la suite
0 — piKer(f) — ¢iD; —) ©iDy — piCoker(f) — 0

est une suite exacte de R-modules, ot le noyau et le conoyau sont pris dans D(S, R). Elle nous fournit un dia-
gramme commutatif aux lignes exactes

0 —— piKer(f) —— ¢iD; —f> ©iDy —— @*Coker(f) —— 0

Lps,Ker(f)J/ W:,Dllz W;‘D2J/2 SOS,Coker(f)J/

0 —— Ker(f) D, ! Dy Coker(f) —— 0




Le lemme des cinq conclut que Ker(f) et Coker(f) sont étales. Puisque D*(S, R) est une sous-catégorie pleine
de D(S, R), ce sont bien les noyaux et conoyaux dans D¢ (S, R). O

Proposition 1.1.6. Soient D1, Dy deux objets de D(S, R). Le produit tensoriel D1 @ p Do peut étre muni d’une
structure d’objet de D(S, R) via les endomorphismes ps p, ® s p,. Il représente le foncteur de D(S, R) vers
Ens donné par

D {f € BﬂR(Dl X D27D)7 f © (SOS,Dl X SOS,Dz) = ¥s,D Of}

Si Dy et Do sont des modules étales, alors D1 @ p Do représente le méme foncteur depuis Det (S, R).

Démonstration. Caractere bien défini : montrons d’abord que le morphisme additif

5,0y X Ps,Dy ° @ R(dy,d2) = Dy @g Dy, 7(d1,da) — ¢s(r)[@s,p, (d1) © @5, D, (d2)]
(dl,dz)EDlXDg

se factorise avec pour source Dy ®p D». Par additivité de 5 p, et de @, p,, il vérifie la relation de "biadditivité"
sur (s, p, X ¥s,p,)(d1 + dy,ds + db). De plus,

(¢s,0, X @s,0,)(rd1 ® d2) = @50, (rd1) ® @s,D, (d2)
= (s(r)ps,p1(d1)) @ ¢s,0, (d2)
= .0, (d1) ® [%05(7")905,1)2 (dz)]
= (5,0, X @s,0,)(d1 @ rd2)
Comme son noyau est un R-module, on en déduit que le R-module engendré par ((ridy + dy,rade + db) —
rira(di, do) — ra(dy, d2) — ri(dy, dy) — (dy,d5))r, roeR, dy,di €Dy, do,dyeD, €5t contenu dans ledit noyau. Ceci

prouve la factorisation en un morphisme additif de source D; ®r D2. La ¢¢-semi-linéarité se vérifie sur les
tenseurs purs et par définition

(#5010 @ @s,0,)(r(d1 @ da)) = @5(r)(ps,0, (d1) @ 95,0, (d2)) = @5 (r) (5,0, @ Ps,0,)(d1 @ da).

Enfin, pour tous s, s’ € S, on obtient sur les tenseurs purs

[(‘PS,D1 ® ‘P(%,Dz)(dl ®dy) o (()03/7D1 ® <P3’,D2)] (d1 ®dg) = (<1037D1 ® @S,Dz)(‘Ps/,Dl (d1) ® Ps’, Dy (d2))
= (@s,0, ©Ps', D, )(d1) ® (05,0, © Ps7,D,)(d2)
= Yss/,0, (d1) ® Yssr, Dy (d2)
= (¢ss,D; @ Pss,D,y) | (d1 @ d)

La propriété universelle : il suffit de montrer que la bijection naturelle en D entre Bilg(D;1 X Dy, D) =
Homp(D;1 ®pg D2, D) se restreint-corestreint en une bijection

{f € Bilg(D1 x D2, D), fo(psp, X ps,0,) =ps,p o fbigh = Homp(s, r) (D1 ®r D2, D)

et que cette restriction est naturelle vis-a-vis des morphismes de D(S, R). La bijection d’origine entre Bilg(D; X
D5, D) et Homp(Dy ®p Do, D) est donnée par f 5 (f : (di ® dy) +— f(dy,ds)). Ainsi, la condition f o
(¢s.0, X ¢s.D,) = s, p © f équivaut a fo (ps.01 @ Ps.Dy) = Ps,D © £, autrement dit elle équivaut a ce que f
soit un morphisme dans D(S, R). On a prouvé la restriction-corestriction.

La naturalité par rapport a h : D — D’ de la bijection d’origine correspond au diagramme commutatif

BIIR(Dl X DQ,D) —= HomR(D1 KRR DQ,D)

[1e [

BllR(Dl X D27D/) —— HomR(D1 Xr DQ,D,)

Si h est un morphisme dans D(S, R), le morphisme h est ¢ -équivariant pour tout s € S. Ceci montre que la
post-composition par h se restreint-corestreint sur les colonnes du diagramme précédent en :
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big{f € Bilg(D1 x D3, D) | f o (¢s,0, X ¢s,0,) = 5,0 0 [} —— Homp(s,g)(D1 ®r D2, D)

Jro Jno

{f c BIIR(Dl X DQ,D/) | f ] (Lps,Dl X @S,Dz) = Ps,D’ © f} — HomD(SvR)(Dl ®R DQ,D/)

Le cas étale : supposons D; et Dy étales. L’associativité du produit tensoriel permet d’obtenir un isomor-
phisme
©iD1 @R @Dy = (D1 ®g Da), (r1 ®@d1) ® (re @da) — (r172) @ (di @ da).

Le diagramme suivant est commutatif

©¥(Dy ®g Do) ——— ©*Dy @p ¢%Ds

J{@:,D1®W:,D2
. D1 ®@r Do
¥s,D1® g Do

ce qui implique que ¢ ;. p, est un isomorphisme dont que Dy ® g D est en réalité un objet de D(S, R).
La représentabilité du foncteur suit puisque D (S, R) est une sous-catégorie pleine de D(S, R). O

Lemme 1.1.7. Supposons que les o5 sont plats et que R est noethérien. Pour tout couple d’objets (D1, D2) de
D(S, R), le morphisme de R-modules suivant est un isomorphisme :

ks : piHomp(D1,Dy) — Homp(piD1,piDs), 1® f—I1dg ® f.

Démonstration. L’ étalité ne sert pas vraiment : on se contente d’utiliser que D; est de type fini sur R noethérien,
a fortiori qu’il est de présentation finie.

Si D; = RY est un module libre de type fini, le module ¢} D; est également libre de type fini. On en déduit
des isomorphismes naturels fp (resp. gp) pour tout R-module D entre Hompg (D1, D) (resp. Hompg (9% D1, D))
et D?. 11 fournissent un carré commutatif (1’isomorphisme horizontal inférieur est obtenu par distributivité du
produit tensoriel sur la somme) :

* ks * *
piHomp (D1, Dy) —— Hompg(¢iD1,¢5D>)

* -1
‘PstQJ/Z gwﬁDsz

Pi(DF) ————— (¢iD2)"

ce qui acheve la preuve dans le cas d’un module libre.

En général, on se donne une présentation de D; via une suite exacte R? — R% — D; — 0. Par exactitude
a gauche de Homp(+, D3), de Hompg(-, % Ds) et par platitude de ¢, on obtient un diagramme commutatif aux
lignes exactes :

0 —— @ Hompg(Dy, Dy) —— @ Hompg(R?, Dy) ———— @ Hompg(RP, D>)

S S S

lks ok ksl :

0 —— Hompg (¢ D1, ¢;D2) —— Hompg(piR?, ¢:Dy) —— Hompg(p:RP, i Do)

Le cas précédent a prouvé que les deux dernieres colonnes sont des isomorphismes et le lemme des cinq conclut.
O

Proposition 1.1.8. Soient D1, Dy des objets de D**(S, R). Le R-module Hompg (D1, D3) munit des morphismes
(ps-semi-linéaires naturels associés a

* -1
W:,Dzo . O(Ws,Dl)

QO:(HOI’HR<D1,D2)> — HomR(cp:Dl,gp:Dg) HOIHR(DhDQ)

est encore un objet de D**(S, R).



Démonstration. On vient de démontrer que le premier morphisme est un isomorphisme. Le deuxieéme a pour
inverse (% p,) " o - ol .

Reste a démontrer que ©,5 Homp(Dy,D2) = S Hompg (D1, D) o s’ Homp(D1,D)- COMmengons par regar-
der, pour f € Hompg(D1, D2) a quoi ressemble ¢ tom (D, ,0,)(f)- 1l s°agit d’appliquer P Homp (D1,Dy) dU€
nous venons de définira 1 ® f. Cela donne ¢} p,, o (Id ® f) o (¢% 5 )~". Explicitement,

A8 0 (@) = [, 0108 )| (S0 )

= @i, (Y ri @ f(di))
= ZTisﬁs,DQ(f(di))
Ainsi,
((ps,HomR(Dl,Dg) o %/,HomR(Dl,DQ))(f)(ZTisOss’,Dl (di)) = (SOS,HomR(Dl,DQ) o LPs',HomR(Dl,Dz))(f)(Zﬁ‘sﬁs,Dl(@sxDl (d3))
= Z 7405, Dy (P Hom (D1, Ds) () (05,0, (di)))
= Zﬁ‘%,Dg (¢s,0,(f(di)))
= Zﬁ%s',m(f(di))
= Qss/ Homp(D1,D2) (f) ( Zﬁ%s',Dl (dy))

Corollaire 1.1.9. La structure d’objet de D**(S, R) sur Homp(Dy, D) telle que

() Homp (D1, D2)?*=" = Homper (s, gy (D1, D2).
seS

Démonstration. En appliquant I’expression de 0, tom (D:,D,)(f) @ 0s,p, (d), on en déduit que si @, Hom (D, 0,) () =
falors f o @ p1 = ¢s,p, o f. Réciproquement si cette identité est vérifiée pour tout d = > 75 p, (d;), on a

%,HOmR(Dl,Dg)(f)(d) = Z 7'i<Ps,D2(f(di))

= Z ’I’if(ﬁ,@s,D1 (dl))
= f(d)

ce qui nous permet d’identifier Hom g (D1, Do)%<=14 comme les morphismes de R-modules respectant la structure
ps-semi-linéaire. En passant a I’intersection on obtient I’égalité souhaitée. O

1.2 Léquivalence de catégories de Fontaine

1.2.1 Léquivalence de catégories pour un corps de caractéristique p

Dans cette sous-section, le corps E est un corps de caractéristique p. Le corps £ est un corps de caractéristique
nulle, complet pour une valuation discrete, de corps résiduel E et ayant p pour uniformisante. Le corps £™
est le corps des fractions de la hensélisation stricte de Og (voir dans Stacks Project [Prob]) : c’est un corps de
caractéristique nulle, muni d’une valuation discrete telle que p est une uniformisante et de corps résiduel E°°P.
Son complété p-adique est nommé &nr, Lextension de corps £™|E est galoisienne non ramifiée, ce qui entraine
que son groupe de Galois s’identifie a Gg. L’action de G sur E™ est continue pour la topologie p-adique et se
prolonge par continuité a &,



Lemme 1.2.1. Supposons que Og est muni d’un endomorphisme ¢ relevant le Frobenius canonique sur E, i.e. tel
que pour tout
Vo € Og, ¢(x) = 2P mod pOg

1l existe un unique prolongement a Ognr que I’on appelle encore p. Ce prolongement est continu pour la topo-

logie p-adique et I’on appelle encore ¢ le prolongement par continuité a Og. Ces prolongements se localisent

respectivement en endomorphismes de E™ et de E™.
Les Frobenius obtenus commutent a l’action de G g.

Démonstration. On applique un lemme de Stacks Project [Proa] (en gardant les notations de Stacks Project), avec
R =0¢ A =S5 = Ogun, avec R — A l'inclusion, avec R — S I'inclusion précomposée avec ¢, et avec 7 le
Frobenius canonique sur E*P. Comme le morphisme obtenu est local, il se prolonge bien a Og.

Si 0 € Gg et que ¢ est le relevé, alors o o p o o~ ! est un autre relevé (o agit trivialement sur Og et
commute au Frobenius sur les corps résiduels). Par unicité du relevé, on obtient la commutation du relevé a

I’action galoisienne. O

Définition 1.2.2. Nous allons utiliser les trois catégories Repy G, Repy, G et Repp Gk entrant dans le cadre
de la définition 1.0.1. o
Pour un objet V' dans 1’une de ces trois catégories, on définit le groupe abélien D(V') = (Og;r ®z, V) #

(dans le cas de Repp G/, on peut récrire ce groupe D(V') = (E*P @5, V) GE). Grice aux inclusions

EC (Ewscp)GE7 O¢ C (Ogn\r)GE

on peut voir D(V) comme un Og-module (resp. un FE-espace vectoriel dans le cas de RepFP GEg). L’endo-
morphisme ¢ de Og; commutant a I'action de G, ’endomorphisme ¢ ® Idy de Oz ®z, V laisse stable
D(V) et le munit d’une structure d’objet de D(¢", Og) (d’objet de D(¢", E) pour Repg, GE). On peut voir
D comme un foncteur : si f : Vi — V5, est un morphisme de représentations, le morphisme Idp_, ® f est
un morphisme (G g, )-équivariant entre O ®z, Vi et Og @z, Va. 1l fournit par restriction un morphisme

D(f) : D(VA) - D(Va).

Lemme 1.2.3. Pour toute extension finie galoisienne E'|E, avec Og:/|Og non ramifiée associée, les deux inclu-
sions suivantes sont des égalités

Gg
E C (Escp)GE/7 Vh, Og//phogl C <Og,;/phog;> , Og C (ogﬁ)GE/

Démonstration. La premiere égalité est le théoreme fondamental de la théorie de Galois.
On effectue ensuite un dévissage en montrant par récurrence que (Oem /p" 0 4, ) 5" = Oc Jph0,,. Lecas h = 1
est déja traité. Si le résultat est vrai pour un entier h > 1, la suite exacte

Xp )
0— Og;/phogn\r SaLat ng/phﬂoﬁ — E5P =0

devient apres prise des invariants

GE/
00— O‘S'/phOg/ ﬁ) (Oﬁ/ph+1(9§n\r> N E/.

Prenons maintenant x dans les invariants du centre. La fleche O¢’ p"+10., — E’ de réduction modulo p étant

TR R G
surjective, il existe y € Oe’/p"+1 0, tel que z — y est dans le noyau de la fleche (Oem /p" 10 ) % — E'. De
fait, ’'élément = — y est dans ’image de Q¢ /p" 0., et I'on en déduit que z = y + (x — y) € Qe p"T10O,,. Par
séparation p-adique de Oz, les invariants (Og) 7 sont la limite projective des (Osm /p" 0y, )95

La derniere égalité s’obtient grace a la complétude de O, et grace au fait que la complétude et la séparation
de Og; couplées avec la continuité de I’action galoisienne donnent que (Og;)GE’ est la limite projective des

7 h G
(O£nr/p} Og/gr) E", D
Lemme 1.2.4. Soit A un anneau de valuation discrete d’uniformisante w. Si M et N sont des A-modules de type
fini de torsion avec les mémes facteurs invariants, toute injection f : M < N est une bijection.

Démonstration. Le morphisme f stabilise la co”-torsion pour tout entier A. Ainsi, on peut restreindre-corestreindre f
en une application injective entre 4/wA-espaces vectoriels f : M[w] — NJw]. Ces espaces vectoriels sont de
méme dimension puisque les facteurs invariants sont identiques. C’est une bijection.

Supposons maintenant que f : M|[w"] — N[w"] est bijective. Nous avons un diagramme commutatif aux
lignes exactes
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0 — M[wh] — M@ —— M[@" ")/ pf[mh] — 0

[ l F

0 — Nw"| — N[w"+] — N1/ Njwh] — 0

le lemme du serpent fournit une suite exacte

0 — Ker(f) — 0 — Coker(f) — Coker(f).

Cela prouve dans un premier temps que f est injective, puis comme M et N ont mémes facteurs invariants les
deux quotients ont méme dimension sur 4/=4 d’oli la surjectivité de f. La suite du lemme du serpent en déduit
cette fois la surjectivité de f.

Puisque N = |J,,~., N[w"] par hypothese, la surjectivité est prouvée. O

Théoreme 1.2.5. Pour toute représentation V de Repy GE, le morphisme de comparaison
Oz @0, D(V) = Oz @0, (Og,; ®z, V) — Ogm @z, V

induit par Uinclusion et la multiplication dans Ogz est un isomorphisme (G g, p)-équivariant de Ogm-modules
(o D(V') est muni de I’action triviale de G g).

De plus, le module D(V') est en réalité dans D (N, Og) et ses facteurs invariants comme Og-module sont
les mémes que ceux de V. comme Zy-module (rappelons que d’apres le théoréme des facteurs invariants, tout
module de type fini sur Og s’écrit $O¢ [pmi 0¢ avec les n; € N* U {oco} unique a permutation pres).

Démonstration. Nous voudrions appliquer la descente fidelement plate au morphisme d’anneaux Og — Og.
Ce dernier est effectivement fidelement plat, mais pour nous éviter une étude des données de descentes dans cette
grande tour d’extensions qui ne possede pas le théoreme de la base normale, nous nous ramenons a un niveau fini.
Soit E’|E une extension finie galoisienne et considérons £’|€ 1’ extension non-ramifiée correspondante et Og/|O¢
entre anneaux d’entiers.

Etape 1 : montrons que 1’on peut appliquer la descente fidélement plate 3 Og — Og/ et décrivons la donnée
de descente.

Montrons que I’inclusion Og — Og: est fidelement plate. Puisque c’est un mophisme local entre anneaux de
valuation discrete, il suffit de prouver qu’il est plat. Par complétion et séparation p-adiques de Og¢/, tout relevé
d’une E-base de E’ exhibe que Og: est un Og-module libre. A fortiori, I’inclusion est plate.

De maniere plus précise, le théoreme de la base normale démontre que E' = E[Gal(E’|E)] comme E[Gal(E’|E)]-
module. Par complétude et séparation p-adiques de Og on en déduit que Ogr = Og[Gal(E’|E)] comme O¢[Gal(E'|E)]-
module (si (0(2))recal(Er|z) €St une base au niveau des corps résiduels, tout relevé = de = donne une base
(0(%))seqal(e|E))- Une donnée de descente correspond alors a une action galoisienne semi-linéaire et le module
associé sera les invariants par Gal(E'|E).

Etape 2 : montrons que le morphisme de comparaison est un isomorphisme si V' est une représentation de
torsion. Le Z,-module V' est alors fini et sa topologie discrete ; on peut trouver une extension finie galoisienne
E'|E telle que I’action de G sur V est triviale. Dans ce cadre, le module D(V') vaut

D(V) = (Ogm ®z, V)"

En écrivant V' = @ Z» /p"iz, comme Ly, [G g/]-module, on obtient des isomorphismes (qui ne seraient pas vrais si
I’on remplagait E'parE)

(O @z, V)G 2 (@ Oehat/pm(gg,n\r)GE'

= @Of’/pnio‘g/
= (OFY Rz, |4

ol le passage a I’avant-derniere ligne provient du lemme 1.2.3. La composée de ces isomorphismes a pour in-
verse a gauche I'inclusion Ogr ®z, V — (Ogm ®z, V)&& 1l est alors possible d’écrire que I’inclusion est un
isomorphisme, puis en passant aux invariants par Gal(E’|E), que I’inclusion induit une égalité

D(V) _ (05/ ®Zp V)Gal(E"E)'
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Ainsi, le module associé par descente fidélement plate du module O/ ®z,V de Og 2 Og¢ est exactement D(V'). La
théorie de la descente nous assure en particulier que le morphisme de comparaison a niveau fini Og' ® 0, D(V) —
Qg ®z, V est un isomorphisme. C’est encore le cas apres tensorisation avec Ogx;, ce qui fournit exactement le
morphisme de comparaison dont nous voulions prouver le caractere isomorphique.

Etape 3 : finissons la preuve dans le cas de torsion. Le lemme de [Proc] nous dit de plus que D(V') est de type
fini avec les mémes facteurs invariants que V.

La descente fidelement plate fournit une équivalence de catégories entre les Og-modules et les Og:-modules

avec action galoisienne. Par conséquent et puisque SO]B(V) est Gal(E'| E)-équivariant, c’est un isomorphisme si et
seulement si c’est le cas apres tensorisation par Og:. Ecrivons le diagramme

ldo ., ¢
O ®0, 0*D(V) 220 @0, D(V)

|

©*(Ogr ®o, D(V)) 2

|

¢*(Og ®z, V) ——— Og @z, V

ot les dernieres fleches verticales de chaque c6té correspondent a I’isomorphisme de comparaison et a son chan-
gement de base par ¢, ol la premiere fleche verticale a gauche correspond a

Ogr ®0; (O @yp,0: D(V)) = Ogr @yp,0, D(V) = Ogr @4,0,, (O ®o, D(V)
et ol la derniere fleche horizontale correspond a I’'isomorphisme
O @4,0,, (Ogr @2, V) = Ogr @y 2, V=0g ®z, V.

Prouvons qu’il est commutatif en suivant 'image de z ® (y ® (D_ z; @ v;)) de Ogr @0, *D(V).

r@(y© Qo zu) —— @y ¢(z) @vi))

|

Ty @ (1® (32 ®v;))

|

Y @ (D2 ®@v) ———— D _[zyp(2i) ® v

ce qui conclut a I’étalité. Rappelons que les deux dernieres étapes, méme si I’on a oublié dans la rédaction que les
modules étaient de torsion, renferment cette hypothese cruciale pour pouvoir se placer au niveau fini E’|E.

Les facteurs invariants de ID(V') et V' s’identifient tous les deux aux facteurs invariants de Oz ®z, V' via
I’isomorphisme de comparaison.

L’isomorphisme de comparaison montre aussi que pour toute représentation de torsion V, le module O ®z,
V est isomorphe & un GO /pmi 0, avec les n; entiers comme O (G pl-module. Puisque H' (G, E5P) =
{0}, on en déduit par dévissage que tous les Oewr /p" O sont G g-acycliques en degré 1, puisque tous les Oz ®7z,
V le sont.

Etape 4 : pour V général, le module O ®z, V est encore de type fini sur Og, a fortiori séparé et complet

pour la topologie p-adique. Se donner un élément des invariants (O ®z, V)He revient donc a se donner
la famille cohérente de ses réductions modulo p”, qui forme une famille cohérentes d’éléments des modules
(Ogz @z, V /p»v) o | Ceci se reformule par I’égalité

o) = (V1)

>
o

Posons r > 1, pour tout entier naturel h, la suite exacte
0— pTV/ph-i-rV — V/ph-‘rrv — V/prV -0

devient par Z-platitude de O (il est sans torsion et Z,, est principal) et exactitude & gauche des invariants, une
suite exacte

0 D(p"V/ph+rv) - D(V/ph+rv) = D(V/prv) *1)
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Pour tout représentation W (pas nécessairement de torsion) et tout entier 7, la suite exacte

0 W' =W 22 W =0

se tensorise en a
0= Oz @z, W' = Oz @2, W 2= Oz @z, (p"W) — 0

et par G g-acyclicité en degré 1 de la représentation de torsion W[p"], I’exactitude passe a D, permettant d’identi-
fier D(p" W) = p"D(W).

Revenons un paragraphe en arriére : I’identification D(P"V /pr++v) = p"D(V /pr+"v') permet d’identifier grice
a la suite exacte (*1) le module P(V/>"*"V) [pD(V /pr+hv) & un sous-objet de D(V /p" V). Or, ces deux objets ont tous
deux les mé&mes facteurs invariants que V' /p"v grice a la troisieme étape. Le lemme 1.2.4 permet de prouver qu’il
y a égalité, i.e. prolongement de la suite exacte (*1) par un 0. Le systeme (D(?" /p"*+7v)),>1 est de Mittag-Leffler
(formé de modules noethériens). Par annulation du premier foncteur dérivé de la limite projective (voir [Prod])
cela permet de passer les suites exactes a la limite en

0= DE'V) = D(V) = D(V/prv) 0.

Pour résumer, nous avons montrer que 2(V) /p'p(v) s’identifie a D(V /p"v).

Puisque D(V') est séparé et complet (en revenant a sa description par (Og ®z, V)H% ol I’action sur le
module séparé complet Og ®z, V' est continue) le caractere isomorphique du morphisme de comparaison,
I’étalité de D(V) et les facteurs invariants se vérifient modulo tout les p", i.e. sur D(V /p"v) pour V sans torsion,
au vu de la récente identification. O

Remarque 1.2.6. En utilisant le langage de I’admissibilité (voir [BC09, p. 1.5]), nous avons prouvé que toutes les
représentations modulo p considérées sont (E5°P, G i)-admissibles.

La partie plus délicate demeure : la tiche de trouver un quasi-inverse a ID. Le lemme suivant 1.2.8 permet,
en passant le morphisme de comparaison pour une représentation V' aux invariants par ¢, de prouver que V'
est naturellement isomorphe 2 (Ogz ®o, D(V))#=1 ce qui fournit un candidat évident pour le quasi-inverse
recherché.

Définition 1.2.7. Pour un module D dans D (¢, O), on définit V(D) = (Ogm ®0, D)7

Puisque Z, C (Ogz=)?=", le groupe abélien V(D) est naturellement muni d’une structure de Z,-module.
De plus, la commutation de ¢ a I’action de G’ sur O permet de munir V(D) d’une action linéaire de G g via
I’action sur le premier terme. Il est possible de voir V comme un foncteur de D¢ (o, Og) vers les représentations
Zy-linéaires de Gg.

Lemme 1.2.8. Les inclusions suivantes sont des égalités

e=Id
F, C (EsP)#=1d  yp, Zp/pth C ((’)gu\r/phoﬁ) , Zp C (Oﬁ)tp=ld.

Démonstration. Le polyndome XP — X possede au plus p racines dans E°°P d’ou la premiere 1’égalité.

Penchons-nous sur la troisieme (les deuxiemes seront prouvées aux passage). Par séparation p-adique de O
et complétude de Z,, il suffit de montrer que pour tout entier ~ I'inclusion Z» /p"z, C (Ogmr /p"0 fm)wzld est une
égalité. Nous le montrons par récurrence. Le cas h = 1 vient d’étre prouvé puisque le corps résiduel de Og
est exactement E°°P. Si I’égalité est prouvée modulo p”, on considere z dans (Osm /p"+10 4, )¢~ L'élément
2 mod p est invariant sous . La réduction s’identifie a un élément de IF,, et en choisissant un relevé z € Zp/p"+17,
I’élément invariant z — 2 est nul modulo p. Il s’écrit py avec y € (Cem /p" 0 4 )¥~14 et 'hypothése de récurrence

s
conclut. ]

Lemme 1.2.9. Soit K un corps et B une K-algebre étale de dimension d. Il existe exactement d points géomé-
triques a Spec(B).

Démonstration. Un point géométrique correspond a un morphisme non nul de K -algebres de B dans K°°P, soit a
un morphisme surjectif de K°P-algebres de KP @ B dans K°°P.

Puisque B est étale, il existe un isomorphisme de K*°P-algébres entre K*°P @ B et (K°P)?. Prenons (e;) la
K*°P-base canonique de (K*°P)? telle que pour tout entier i on a e = e; et que pour touti # j,onae;e ; = 0. Soi
f un morphisme surjectif de K °P-algébres de K*°P @ ;r B dans K*°P. Pour tout entier i, on obtient f(e;)? = f(e;)

=3
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ce qui implique que f(e;) € {0, 1}. De plus, la deuxieme condition sur les e; impose qu’au plus un des f(e;) est
non nul. Enfin, la surjectivité de f impose qu’au moins I'un des f(e;) est non nul. Il existe donc exactement d
morphisme surjectif de K*°P-algebres de K*P Q@ B dans K°°P correspondant aux fonctions coordonnées dans
la base (e;). O

Théoreme 1.2.10. Le foncteur V arrive en réalité dans la catégorie RepZP G g et fournit un quasi-inverse de .

Démonstration. Etape 1 : supposons que 1’on ait prouvé que le morphisme de comparaison
Oz @z, V(D) — Og= @z, (Og,,\r R0, D) — Ogm ®o D

induit par I’inclusion et la multiplication est un isomorphisme (G g, )-équivariant de Oz-modules (ot V(D)
est muni du Frobenius trivial).

Si c’est le cas, cet isomorphisme est naturel et en passant aux invariants par G'g il fournit un isomorphisme
naturel entre D(V(D)) et (Og ®o, D)F = (Og)F ®p, D = D avec le lemme 1.2.3. En d’autres termes,
on exhibe une transformation naturelle entre V o ID et I'identité de Rep; G .

D’un autre c6té, I’isomorphisme naturel du théoreme 1.2.5 donne en passant aux invariants par le Frobenius
un isomorphisme naturel entre V(D(V)) et (Ogm @z, V)¢~ = (Ogz)?=" @z, V = V avec le lemme 1.2.8.
En d’autres termes, on a une transformation naturelle entre D o V et I'identité de D (¢, O¢).

Petite remarque, pour étre démontrée proprement, I'égalité (Oz ®z, V)97 = (Og ) #=14 @2, V nécessite,
comme dans la preuve du théoréme 1.2.5 pour les invariants par G g, un examen des facteurs invariants de V' et
toutes les égalités du lemme 1.2.8 (pas seulement la derniere). Nous nous épargnons de récrire les détails, qui ont
été proprement rédigés dans le théoreme précédent.

Etape 2 : montrons le caractére isomorphique du morphisme de comparaison pour un module D de D (N, E).
Donnons-nous (d;) une base du E-espace vectoriel D et (a; ;) la matrice de ¢p dans cette base, i.e. vérifiant
¢p(di) = ;ai;d;. Par étalité, cette matrice est inversible, d’inverse (a; ;). Les éléments de V(D) corres-
pondent aux vecteurs > x; ® d; avec (z;) € E®°P qui sont invariants sous ¢ ® ¢ p, i.e. tels que pour tout ¢ on a
EDY j amx? . Cela se reformule :z:? => i ag’ ;% Autrement dit, on cherche le nombre de points géométriques
de la F-algebre B = FIXil/(x? — 53,/ ; x,). La Jacobienne de ces polyndmes est la matrice (a; ;) inversible, ce
qui implique que B est une E-algébre étale, de dimension p?. Le lemme 1.2.9 affirme que V(D) est de cardi-
nal p? : c’est un FF-espace vectoriel de méme dimension que D. Il suffit alors de prouver que le morphisme de
comparaison est injectif.

Prenons (v;) une famille de V(D). Supposons par I’absurde qu’elle n’est pas libre sur 5P dans E5°P @ g D.
On se fixe une relation de liaison »_ z;v; = 0 pour laquelle on peut supposer que le nombre de z; non nuls est
minimal parmi toutes les relations non triviales, et que ’'un des termes est dans IF,,. En appliquant le Frobenius,
on obtient une autre relation de liaison ) xf v; = 0. En soustrayant nos deux relations, on obtient une nouvelle
relation avec strictement moins de termes nuls (I’'un des x; appartenait a I,)). Par minimalité, elle est triviale et
pour tout entier i on a ¥ = x;; la relation de départ pouvait se voir comme une relation sur [, i.e. une relation
de liaison dans V(D).

Etape 3 : montrons le résultat pour Rep;;s G par récurrence sur I’ordre de la torsion. Supposons le résultat

démontré pour tous les modules de p”-torsion et prenons D de p/*!-torsion. Comme nous I’avons déja dit, la

Og¢-algebre O est plate. De plus, la prise des invariants est exacte a gauche. Nous obtenons alors un diagramme

commutatif de Z,-modules aux lignes et colonnes exactes :

0 0 0
0 —— V(p — Tors(D)) V(D) V(D/p — Tors(D))

|

0 —— Og,; o, (p — TOrS(D)) _ Og;; Rog D —— Ogﬁ R0, D/p — TOI"S(D) — 0

p—Id e—1Id lap—ld

0 —— Og;; Roe (p — Tors(D)) —— Og;; ®og D —— Og; Roe D/p — Tors(D) —— 0
Par le lemme du serpent, il suffit que la colonne de gauche puisse se prolonger par un 0 pour conclure quant a
I’exactitude de la ligne du haut. Montrons la surjectivité du ¢ —Id sur la colonne de gauche, celle des objets modulo
p : on a déja Iisomorphisme p-équivariant de Ogz-modules E*P @p, V(p—Tors(D)) = E*P @ (p— Tors(D))
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ce qui restreint I’étude de la surjectivité ¢ — Id a E*°P. Sur ce corps, un antécédent & y € E°°P correspond & une
racine de X? — X — y dans E®°P, ce qui existe toujours puisque F*°P est séparablement clos.
De cette exactitude, on obtient le diagramme commutatif aux lignes exates

0 —— Ogn\r ®Zp V(p — TOrS(D)) S — OS/,; ®Zp V(D) S Og;; ®Z,) V(D/p — TOI“S(D)) — 0

! | |

0 —— Ogn\r ®O£ (p— TOI'S(D)) e Og; ®OS D— OE/I; ®O£ (D/p — Tors(D)> — 0

permet d’appliquer le lemme de cinq pour conclure que le morphisme de comparaison pour D est un isomor-
phisme.

Etape 4 : soit D un objet de D (¢, O¢). 1l faut d’abord prouver que V(D) est de type fini sur Z,. Le mo-
dule Oz ®0, D est p-adiquement complet avec une action Zj,-linéaire de ¢ ce qui implique que V(D) =
1i(£n ((Ogm ® OeD) [ph (0 B0, D))w:Id = hin V(P /p" D). Par les mémes arguments qu’a la derniére étape du
théoreme 1.2.5, on identifie V(P /p" D) & V(D) /p»v(D). Le cardinal d’une famille génératrice minimale de V(2 /p" D)
étant stationnaire (disons a partir de V), des relevés successifs d’une telle famille génératrice de V(2 /p™ D) four-
nissent une famille génératrice de V(D).

Puisque les deux modules Og ®z, V(D) et Og= ®0, D sont p-adiquement complets et séparés, le caractere
isomorphique du morphisme de comparaison se teste module p”. Il suffit alors d’utiliser le caractére isomorphique
pour D /p"p. O

Définition 1.2.11. Pour deux objets V7 et V5 de Repr G g, il est possible de munir fonctoriellement Homz,, (V1,Va)
d’une structure d’objet de Repy G . Il est de type fini grace a la noethérianité de Z,,. L’action de G i; est définie
pour tout o € G et tout morphisme de Z,-modules f comme o(f) = oo foo™ L.

Nous rappeleons que pour deux objets Dy et Do de D (oY, Og), la proposition 1.1.8 fournit une structure

fonctorielle d’objet de D (N, Og) sur Home, (D1, D3).

Proposition 1.2.12. Les foncteurs D et V commutent naturellement a la formation de produit tensoriel. Autrement
dit, pour tous objets V1, Vs de RepZP G, il existe un isomorphisme de Q" -modules étales sur Og entre D(V1)®0,
D(V1) et D(Vi ®z, Va) qui est naturel entre Vi et V. De méme, pour tous objets D1, Dy de D (N, O¢), il existe
un isomorphisme de G g-représentations sur Z, entre V(D1) ®z, V(D1) et V(D1 ®o. D2) qui est naturel entre
Dy et Do.

Le foncteur D commute naturellement a la formation de Hom. Autrement dit, pour tous objets V1, Vs de
Repy, G, il existe un isomorphisme de ©N-modules sur Og entre D(Homy, (V1,V2)) et Home, (D(V1),D(V2))
qui est naturel en V1 et Vs.

Démonstration. Foncteur D et produit tensoriel : soient V7, V5 des objets de Repzp G . Considérons les isomor-

phismes (G g, )-équivariants de Oz-modules

Oz ®o, (D(V1) ®o, D(12)) = (Ogm @0: D(V1)) @0 (Ogm @0, D(V2))

£nr

— (O ®2, V1) ®0 . (O ®z, V2)

£nr

= Ozm ®o, (V1 ®z, V2)

induit par les isomorphismes de comparaison. En prenant les invariants par G g, on obtient bien un isomorphisme
naturel D(V1) ®o, D(Va) = D(V} ®z, V2). Remarquer I'invariante par les Frobenius nous permet de voir I’iso-
morphisme dans D¢ (N, O¢).

Foncteur V et produit tensoriel : soient D; et Dy deux objets de D (o, Og), I'isomorphisme précédent
donne naturellement

Dy ®o, D2 =2 D(V(D1)) ®o, D(V(D2))

IR

D(V(D1) @z, V(D2))

ce qui fournit un isomorphisme naturel entre V(D1 ®o, D) et V(D1) ®z, V(D2) en appliquant V.

Foncteur D et formation de Hom : soient V3, V5 deux objets de Rep,,,.,Gg et soit E'|E finie galoisienne
telle que G g+ agit trivialement sur E et E». Commencons par ’isomorphisme de comparaison (Gal(E'|E), ¢)-
équivariant

Og ®o, D(Homg, (V1,V2)) = Ogr @z, Homg, (V1, V2).
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Puisque Og est noethérien et que le changement de base Z,, — Og¢/ est plat, le lemme 1.1.7 prouve que le
morphisme

k : Og ®z, Homg, (Vi,Va) = Homo,, (Og ®z, Vi,0¢ ®z, V), 1@ f — (1d® f)

est un isomorphisme de Og-modules. Cet isomorphisme est Gal( E’| E)-équivariant : pour tout o € Gal(E'|E)
et x € Og/, on trouve que

o(z@ [f)=o(r)®ao(f)

:J($)®JV2 ofog‘;ll

est envoyé sur
o(z)(Id @ (ov, 0 fooy)) = (0 @ 1dy,) o (z(1d ® f)) 0 (0 @ Idy;) .

Cet isomorphisme est @-équivariant : pour tout z ® (y ® f) € ¢*(Ogr ®z, Homg, (V1,V4)), et on suit son image
dans le diagramme

“k
" (05' ®z, Homgz, (V1, V2)) — (Homogl (Ogr @z, V1, 0¢r @7, V2)>

* l

<p(Oé./(X)ZpHomZp(VI,V2)> HOmOEl (90*(05/ ®Zp Vl)’ 90*(05/ ®Zp ‘/2))

k I

Ogr ®z, Homg, (V1,V2) —————— Homo,, (Og' ®z, V1, 0g ®z, V2)
qui devient

@y f) — 2@ @yIde f))

|

(z@y(Id® f))

|

rp(y) @ f —— zp(y)(Id @ f)

En somme, on obtient un isomorphisme de Og,-modules qui est (Gal(E’|E), ¢)-équivariant, naturel
Og' ®o, D(Homg, (V1,V2)) = Homo,, (Og ®z, V1, Ogr @z, V2).

En passant aux invariants par Gal(E'|E), il apparait un isomorphisme naturel dans D¢ (¢, O¢) entre D(Homyz, (V1, V2))

et Home,, (Og¢ ®z, V1, Og¢: ®z, Vz)Gal(El‘E). Par théorie de la descente fidelement plate, ce dernier module
s’identifie naturellement 8 Home, (D(V1), D(V3)).
Pour Vj et V5 dans Repr G, on a naturellement pour tout entier h un isomorphisme

D (Homs, <V1/phvl, Vz/phvz>) = Homo, (D (%/phvl) D (Vé/pth> ).

En passant a la limite projective en h, on obtient puisque tous les modules considérés sont séparés et complets et
que D est exact donc commute naturellement aux limites projectives, un isomorphisme naturel

D(Homgz, (V1,V2)) = Homo, (D(V1),D(V2)).
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1.2.2 Corps de normes parfait

Notre but reste d’identifier les représentations Repr G, aune catégorie d’algebre semi-liné€aire. Pour utiliser
le cas de la caractéristique p, nous voulons identifier un sous-groupe-fermé de G, au groupe de Galois absolu
d’un corps de caractéristique p. L’essentiel des techniques ne nécessitent pas adaptation pour traiter le cas d’une
extension non triviale de QQ,,, mais pour plus de lisibilité, nous nous restreignons au cas de Q,,.

Définition 1.2.13. Un corps K est dit perfectoide s’il est complet pour une valuation de rang 1 non discréte que
I’on suppose fixée, s’il existe un élément w de 1’idéal maximal tel que p € wPOx et si I’endomorphisme de
puissance de p-ieme sur O« /pox est surjectif.

Définition 1.2.14. Le basculé d’une [F)-algebre B est défini comme la limite projective du diagramme indexé
par ’ensemble ordonné N, ou tous les objets sont égaux a B et ou tous les morphismes d’anneaux sont égaux a
x — 2P. On le note B® et on peut également le décrire comme le sous-anneau de BY défini par

N
{(zn) € B |Vn, a7y = 2n},
autrement dit avec une structure d’anneau donnée par I’addition et la multiplication terme a terme.

Lemme 1.2.15. Soit O une Z,-algébre ayant une racine d-ieme de p. Soient x,y des éléments de O tels que x —y

appartient & pa O. Alors, I'élément xP — yP appartient & p™™ (5+103) 0.

Démonstration. Calculons :

Proposition 1.2.16. Soit O une Zy-algébre complete pour la valuation p-adique, I’application

. b
Jim 0 — (O/po)
x—a?
définie par (™) — (2™ mod pO) est bien définie, multiplicative et bijective. Elle munit la limite projective
de gauche d’une structure d’anneau oi I’addition est donnée par (x + y)(”) = lim (x(”"’k) + y("'*‘k))plc (qui
—+o00

existe dans O) et oit la multiplication se fait terme a terme.
En particulier, Uanneau (O« [poy ) est intégre dés que O Uest.

Démonstration. Soit (z(™),,>o un élément de la source. Puisque pour tout entier 7 on a (z("+1))P = (") ¢’est
encore vrai modulo p, d’ot le caractere bien défini. La multiplicativité résulte de celle de la réduction modulo p.

Pour la bijectivité, trouvons une réciproque. Soit (Z,),>o une suite de relevés de (z,,), >0 dans O. Comme
n+1

Tnil = T, mod pO, le lemme 1.2.15 entraine que Z,, 11 = " modp"1O. La suite (E;pn)nzo est de
Cauchy dans I’anneau © complet pour la topologie p-adique : elle converge vers un élément z(©) de © . Toujours

. L~ . P N <14
grice au lemme 1.2.15, si 2/, est une autre suite de relevé z/, = z,,” mod p" 'O cela entraine que 1’élément
() de dépend pas des relevés choisis. Posons pour application réciproque candidate

k
. ——D
(xn)nzO — (kgr-ir-loo Tn+k )nZO

Si (xﬁl)nzo est une suite de relevés de (z4x+1)n>0, la suite (l’mlp)nzo est une suite de relevés de

(Zn+k)n>0, cE qui prouve que
k k
. P . _——p
lim 2,007 )" = lim Zp.%
(k~>+oo ntl+ ) k—+oo n+

autrement dit que notre application réciproque candidate est bien définie.
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Prouvons qu’elle est bien réciproque. Soit (z(™), > dans lim O. La suite (2(™)),>¢ forme une suite de
> in >

relevés de (2(™) mod pO),>¢ ce qui entraine que la composition des deux morphismes envoie (z(™),>o sur

: ok . P
(limg s oo (2R, 50 = (2("),>0. Inversement, prenons (z,,),>0 et choisissons des relevés (z,,). Les
k k

) = Tn, ce qui implique que nos deux morphismes sont inverses.

Pour le transfert de 1’addition, il suffit de remarquer que si x et y appartiennent a la source, les éléments
(2™ 4 y(M), 5 forment une famille de relevés de (z(™ + y(™ mod pO),,> qui est I'image de 2 + y. O

Tnir, mod pO valent tous z¥

Remarque 1.2.17. Pour x € (O/po)b, on appelle souvent zf € O I’élément z(?). Si O, est une O-algebre

compléte pour la valuation p-adique, et que % est une sous- (O/po)b—algébre de (01 /pol)b on appelle (05)* la
sous-O-algebre de O; engendrée par les z* pour 2 € ). Cette opération est appelée débasculement.

Définition 1.2.18. Le basculé d’un corps perfectoide K est défini par K” = Frac [(OK /pOK)b] (ce qui est possible
puisque (Ox /pox )° est intégre, nous 1’avons identifié multiplicativement a lim Q).

Théoréme 1.2.19 (Théoreme 4.5 de [Mor]). Si K est un corps perfectoide, le basculé K’ = FI'?LC[(OK/pOK)b]
est encore un corps perfectoide muni de la valuation ||, = |m(0)| i - Toute extension finie séparable de K
est encore perfectoide. Le basculement et le débasculement établissent des applications réciproques entre les
extensions finies séparables de K et de K’ qui respectent le degré, le caractére galoisien et fournissent des
isomorphismes compatibles entre groupes de Galois le cas échéant.

Remarque 1.2.20. Sile corps K est parfait de caractéristique p, il est son propre basculé.

Remarque 1.2.21. Pour un corps de caractéristique O et pour n’importe quel idéal a de Ok contenant p et défi-
nissant la topologie p-adique, les mémes raisonnements qu’a la proposition précédente permettent de prouver que
(O a0 )® s’identifie 2 lim O qui s’identifie 2 (O« /po)”.

—

Nous allons faire vivre tous les anneaux de caractéristique p qui suivront dans un unique gros anneau.

Définition 1.2.22. On note R = (95, /p05.) .
Par définition de la complétion p-adique, nous avons O@/pO@ = Oc, /poc, . Puisque C,, est un corps perfec-
toide, on peut appliquer tout ce qui précede.

Nous listons ci-dessous plusieurs propriétés intéressantes de I’anneau R.

Proposition 1.2.23. 1) L’action de Gq, sur Oc, passe a Ocy [poc,. Les actions coordonnée par coordonnée sont
bien définies sur 1(&1 Oc, et R. Elles rendent I’isomorphisme lim Oc, = R de la proposition 1.2.16 Gg,-
+—

z—zP
equivariant.

2) La fonction |.|g : R — p@<o U {0} définie par |x|g = ||, est une valuation invariante par Iaction de
Galois.

3) R est un anneau local non noethérien et parfait.

4) R est |.| g-adiquement complet.

5) Ocp [pOc, est une F,-algébre. Comme ce dernier corps est algébriquement clos, a fortiori parfait, on retrouve
une inclusion de F,, dans R. Elle induit un isomorphisme au niveau des corps résiduels.
6) Frac(R) est algébriquement clos.

Démonstration. 1) Tout élément o de Gg, préserve la valuation sur C,, d’ou le passage que I’action galoisienne a
Ocy, /poc,. Le caractere bien défini provient juste de ce que o(2?) = o(x)? dans C,. Enfin, si z est un élément de
R, la suite (o(z(™) mod pOc, )n>0 vaut (o(z™ mod pOc,))n>0 ce qui conclut quant a I’équivariance.

2) Il n’y a rien a démontrer pour le caractere bien défini, ou pour la multiplicativité, a part réutiliser la multi-
plicativité de z — z(?).

Montrons la séparation. La seule racine p-ieme de 0 dans C)(cp étant 0 lui-méme, 1’élément x est nul si et
seulement si () est nul, d’ou la séparation de | - | .

Pour I’inégalité triangulaire, calculons
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[z +ylr =[x +y)
= lim (a® +y®)P*|,

k—+oo
— I (k) (k) |p"
S

< 1 (k) (k)| yp"*
< Jlim max(jz*],, [y™]p)

k
—k
|y @ P

IHHEOC max(|z|r, [y[r)

k k

= 1 0)|p~
kjrfmmax(|x 4

= max(|z|g, |y|r)

3) Pour montrer qu’il est local, il suffit que tout élément qui n’appartient pas & {z € R||z|g < 1} soit
inversible dans R. Si |z|g = 1 alors |2(?)|, = 1 ce qui entraine que (%) est inversible dans Oc,. Mieux, pour
tout entier n, on a 1’égalité des normes |2 |P" = |2(0)|, = 1. Tous les (") sont inversibles dans Oc, et la suite
((x(™)~1),,5¢ fournit un inverse a « dans R.

I1 n’est pas noethérien puisque la valuation | - | n’est pas discrete.

Un basculé est toujours parfait. Précisément, I’élément (2,,1), >0 fournit une racine p-ieme de (), >0 dans
le basculé R.

4) Soit (2,)m>1 une suite de Cauchy dans R pour | - |g. Pour tout entier naturel n et tout ¢ < p~ L il

existe M avec pour tout [ > m > M on a I'inégalité |(z; — 2,,)™|, = |z, — a:mﬁ%_n < e. Cette valuation

(xl(nJrk) . xs;rLLJrk) )pk' |p (n+k) n+k

. . k ,
vaut limg 4 o | . Puisque les termes (z, — :cgn ))p sont égaux modulo pOc, et que

€ < |p|p, on en déduit que la limite est simplement la premiére valuation. Ceci prouve que la suite (xs,rf))mzo est
de Cauchy. Ainsi, la suite (,,),,>0 converge simplement dans [[ Oc,. L’anneau R s’identifie a un fermé de ce
produit, ce qui conclut.

5) Linclusion W (F,) — Oc, se réduit en une inclusion F, — < /p0c, qui en fait une F,-algebre. Par

. . = =
passage au basculé, on retrouve une inclusion de F,, = F;, dans R.

Soit z € R éléménet de I'image de FF,,\{0}. Toutes ses coordonnées z,, sont dans 1'image de F,\{0} dans
Oc, /poc, . On peut alors choisir des relevés z,, comme étant des éléments de norme p-adique 1 dans W (F,,) C
Oc, . Il en découle que |z|r = 1 donc qu’aucun élément non nul de F, n’est dans I'idéal maximal de R. Reste
a prouver que ce sont des représentants du corps résiduel. Prenons (w("))nzo dans R et posons y € F, I'image
de z(*) dans le corps résiduel de C,,. 1l existe ¢ < 1 tel que |2(®) — [y]|, < e. Par égalité ultramétrique et
en développant le produit, il en découle que |(z(™ — [y?~"])P"|, < max(e?",p~ ') ce qui implique bien que
(@) —ylr < 1.

6) Nous prouvons méme que R est intégralement clos dans la clbture algébrique de Frac(R).

Soit P un polyndme unitaire de degré d a coefficients dans R que I’on écrit (P,,),>0 en identifiant R[X]| =
Ili)n;p Oc,/ pOc, [X]. Pour chaque n, on écrit (r; ,);<q les racines d’un relevé ]/3; de P, dans Oc,[X]. Pour tout
X=X
entier 7, on peut écrire dans Oc,, / pOc, [X] les égalités

Pn(rf,n-s-ﬂ = Py(Tint1’) = (Por1(Tini1))P =

malheureusement, ’anneau n’étant pas intégre, on ne peut conclure tel quel a la cohérence des 7; ,,. Pour ce

faire, remarquons que P, (r}, . ;) = Hj(ran —1rjn) € pOc, implique qu’il existe j(i) vérifiant 7, —
d d—1
Ti()m € p/ d(’)cp. Le lemme 1.2.15 affirme alors que rﬁ bl — rf (i)m € pOc, . Par conséquent, les éléments de

d—1 . . “ . v s
Fy=4q7r, n dl} sont des racines de P, et la puissance p-ieme envoie F;,; sur F},. Le lemme de Konig montre
alors qu’il existe (r,,) € R tel que r,, € F), pour tout entier n. C’est une racine de P. O

Dans le corps Frac(R), il est possible de faire vivre un premier corps ayant méme théorie de Galois que Q2°,
appel€ corps de normes parfait de Q,°.

Lemme 1.2.24. Soit F}|F une extension galoisienne d’un corps local F. Le morphisme de groupes suivant est
correctement défini :
Aut™(F|F) = Gal(F1|F), 0w ojp,.
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1l s’avere étre un isomorphisme de groupes topologiques pour la topologie de convergence simple a la source et
au but.

De surcroit, la topologie de convergence simple sur Gal(F1|F') correspond a la topologie profinie du groupe
de Galois. Remarquons que I’on I’on s’est dispensés de la finitude de F |F.

Démonstration. La définition ne pose pas de probléme puisque tout élément de F} est algébrique sur F', donc
envoyé par o € Autcont(f?;@) sur I’un de ses conjugué encore dans Fj.

Prenons maintenant o € Gal(F;|F). 1l fixe F' qui contient un élément topologiquement nilpotent de Fj et
c’est un morphisme d’anneaux : il est automatiquement continu. La complétion ﬁ‘\l étant complete et séparée, il
existe une unique extension continue en o : ﬁ — E Puisque que c’est également la limite pour la topologie de
convergence simple, I’extension garde son caractere de morphisme d’anneau. Ses invariants forment un fermé de
ﬁ'\l, ce qui implique que o fixe en réalité F'. Nous avons prouvé I'existence et I'unicité de 1’extension de o en un
élément de Aut“™ (F\l |1:"\)

Pour montrer que o + o, est un homéomorphisme, la compacité de la source nous permet de nous contenter
de prouver que ledit morphisme est continu. On remarque alors que I’'image réciproque du voisinage de 1’identité
décrit par {o € Gal(F1|F) | |o(z) — x| < r} estle voisinage de I’identité {o € Autcont(ﬁﬂﬁ) ||lo(x) —z| < r}.

Passons a la comparaison des topologies sur Gal(F}|F). Pour les mémes raisons de compacité, il suffit de
prouver que la topologie de convergence simple est plus fine que la topologie profinie. Les Gal(F;|Fy) (ot Fy
parcourt les extensions finies de F' dans ) formant une base de voisinages de 1’identité pour la topologie profinie,
il suffit de prouver que ces sous-groupes sont ouverts pour la convergence simple. Soit F5|F une telle extension
finie et x € F, engendrant Fy|F. L’appartenance a I’image réciproque Gal(Fi|Fy) de o € Autcont(fmﬁ )
équivaut a o(z) = x. Prenons r = min |z — 2’| ot 2’ parcourt les conjugués de x dans F. Puisqu’un élément de
Gal(Fy|F') envoie nécessairement x sur I’un de ces conjugués, la condition o(x) = x équivaut a |o(x) — x| < 7.
Ceci prouve I’ouverture pour la topologie de convergence simple.

Lemme 1.2.25. Tout corps Q, C K C C, complet s’écrit comme la complétion d’une extension algébrique de

Qp. Trés exactement K = K N @p.

Démonstration. Posons K1 = K N Q,. Puisque K est complet, on a I'inclusion K; C K. Montrons I’inclusion
inverse. Pour x € K, nous pouvons écrire x = lim ,, avec z,, € Q,,. Chaque x,, est algébrique sur Q,, et a fortiori
sur K. Le minimum des |z,, — | pour z}, conjugué de x,, vaut

Jrél(l;r; |Tn — 0(2n)lp = Jrél(l;r; [Tn — 2+ 2 —0(z) + oz —2a)lp

< Jrélg; min (‘mn = @lp, [z = o(2)|p, o (20 — $)|p>

= min <xn — x|p, oréléri( |z — U(x)|)

et vaut le deuxiéme terme pour n assez grand.

Rappelons le lemme de Krasner : pour un corps valué non archimédien F et a,b € F. On suppose que a est
séparable sur F'(b) de polyndme minimal P et que tout autre racine a’ de P vérifie que |b — a| < |a’ — a|. Alors
a € F(b).

Le lemme de Krasner prouve alors que z,, € K (z) = K, d’ol z,, € K;. O]

Théoreme 1.2.26 ([Ax70]). Soit F' un corps local de caractéristique nulle. L’action de G prolongée par conti-

nuité a F admet pour invariants le complété F.

Proposition 1.2.27. Le corps Q3° = Up,>0Qy(ppm), le corps @;; et le corps T, ((X))Perf ont méme théo-
rie de Galois. Ici, le corps F,((X))Pe™ est la plus petite extension parfaite de F,((X)). Explicitement c’est
Fp((XP77)) = UnzoFp (X7 7).

Démonstration. Premicre équivalence : montrons I’équivalence entre les théories de Galois de Qp° et de Qg°.
Pour toutes extensions finies M3 |M;|Q;°, il est possible d’associer les extensions finies MaQp° | M1Qp° Q5.

Comme les Mi(@go sont completes (ce sont des ng-espaces vectoriels de dimension finie), on obtient 1’égalité

Mi@ = J\Z Si M| M est galoisienne, le lemme 1.2.24 prouve que
At (M| M) 2 Gal(Ma|M;)
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et puisque M| M; est finie algébrique, la continuité n’impose rien sur les automorphismes d’ott Aut (M| M) =
Gal(Ms|Mj). Avec le théoreme d’ Ax, on obtient ensuite

—~ Aut(Mz|M;y)  —~ Gal(Mz|M)
M2 - M2

(<C5M2 ) Gal(Ma| M)

Gy
= M,

d’oui le lemme d’Artin tire que M, \]\/4\1 est galoisienne de groupe de Galois identifié a Gal(Maz|M;). Deux faits
s’en déduisent : pour M; = Qp°, notre application M +—> M associe une extension galoisienne de @g\o a toute
extension galoisienne de Q;°, de mémes groupes de Galois. Pour M, |Qg° quelconque, on peut trouver une ex-
tension finie galoisienne M3 de Q;° contenant M; et alors en appliquant ce qui précede & M2|Qp° et M| My, on

trouve que [Ms : Qp°] = []\/4\2 : (@—g\o] et que [My : M) = []\/4\2 : ]\/4\1] Ceci implique que M — M préserve le
degré des extensions.

Réciproquement, soit M, une extension finie de @. Elle est complete (c’est un @p;-espace vectoriel de
dimension finie); le corollaire 1.2.25 implique que M., = M;ﬂ\@ D’apres le paragraphe précédent, nous
obtenons de plus Iégalité des degrés [(Ms N Q,) : Q] = [My : @g\o] Si maintenant MOO|@§ est finie
galoisienne, le lemme 1.2.24 identifie & nouveau Gal(M |@g\°) a Aut(Mo N Q,|Q5°) et via cette identification

e Aut( M (D105 Gal(Mo|Q°),  —
(Moo N Q,) At Men@el®) = (M "NQ,

=QrnQ,
=Q
d’oti le lemme d’ Artin tire que M, N QTP\Q;O est galoisienne de groupe de Galois identifié & Gal( M |@§)
Reste a prouver que M — M et Mo, — Moo ﬂ@ sont réciproques I’une de I’autre. Dans un sens, nous avons

déja noté que le corollaire 1.2.25 impliquait que Mo, = My N Q,. Dans I'autre sens, I’extension (M N Q,)|M
est algébrique et doit étre de degré nul puisque 1’extension au niveau des complétions est triviale.

Deuxie¢me équivalence : montrons I’équivalence entre les théories de Galois de Q3¢ et de F,,((X))Pert. Le

théoréme 1.2.19 nous énonce qu’il suffit de prouver que (@5)b =T, (@Perf.

N

Il y a égalité entre I’anneau des entiers de @ et le complété p-adique Zp/[,up\oo] ce qui identifie (@-g\o )’ a

—_—
Frac((z;[rp=)/pZslup=1)’). Nous prouvons alors que (z; [~ 1/pZsluy=])" = F,[X?~>] Fixons-nous pour cette
preuve une suite cohérente ({pn» ),>o de racines primitives p™-iémes de I’unité (autrement dit une suite de racines
primitives telles que pour tout entier naturel n, on a Cg nt1 = Gpn). Nous nous intéressons en premier lieu au
morphisme d’anneau

— b —

®: F[XP ] (Zp[upm]/pz@o}) CR, X (G —1modpZyupe=])n>o-

On calcule

n

Ce calcul nous permet d’étendre ® injectivement depuis complété-séparé X -adique IFP[[T(FM]] vers R.
Montrons que le basculé (Zp/[,l,)\oo] /leIL;o])b est | - |g-adiquement fermé dans R. Montrons pour cela que

x € R appartient a ce basculé si et seulement si chaque x(") appartient au fermé Zp/[up\oo] de Oc,. D’un c6té,

si x appartient au basculé, on peut choisir les/re\levés (Zm)m>o0 dans Z@]. L’élément (™) est défini comme

la limite p-adique des Ty, 4" . L’anneau Zp|pipe] étant p-adiquement fermé dans Oc,, on conclut que chaque
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2™ appartient & Z, [p1,~]. Réciproquement si tous les x(") appartiennent 2 Zy[ppe=], les coordonnées valent
zn, = (™ mod Oc, que I’on peut identifier a des éléments de z, [, ] /pZyl1p]. Il devient alors possible d’écrire

(Zp/[u;o]/pzﬁ;o])b —{s e RI¥n 20, 2™ € Z, =]}

= {x € R|Vn >0, (xp_n)(o) € ZM]}

-

= N {rerl@ )" e Zlm))

n>0

et la condition sur (zP " )(©) est | - | g-adiquement fermée puisque Z, |11y ] est p-adiquement fermé et que = —

-n . . . . ‘o . 1k — — b
zP  est R-adiquement continue. Ceci prouve que I’extension précédente arrive en réalité dans (Zp [ipoo ] /PZp [1poe ]) .
—_—

Le calcul de |®(X)|g prouve également que la norme X-adique et |®(-)|r sont équivalentes sur F,,[XP™>].
L’image de ® est alors fermée dans R. Il nous reste & prouver que cette image est | - | g-adiquement dense dans

J— —— b . . . . . .
(Zp [M,)oc]/pzp[ypoo]) . Soit = dans ce dernier basculé et m un entier naturel. Il existe un entier [ > m tel que

2 . L1 1 s s
Ty € Zoliyt)fp, [ ). Ecrivons x,, = ?:0 aj(C;l —1)avec a; € Z,.D’on

j=0
p'-1
=Y @@ +Xx)""—1)
Jo
p'-1
:(@( a;[(1+ X)) 1]))
j=0 m

En notant P = Z?Z;()l a;[(1+ X)"/*"™ — 1], le calcul précédent démontre que (x — ®(P)),, = 0, c’est-a-dire
que (z — ®(P))™ € pOc,. On en déduit que
| = @(P)|r = |(z = (P) ™" <p~".

La densité est prouvée. O

Remarque 1.2.28. Posons Hg, = Gal(@@;"). On pourrait déja prouver que les catégories Rep; Hg, et

D (N, W (F,((X))Pert) sont équivalentes. Le basculé de @;; hérite d’une action de T, et donc W (F,((X))perf)
¢galement. Le complété de son hensélianisé strict obtient méme une action de G, (voir la construction qui suit).
Nous pourrions ainsi passer de représentations de Hg, a des représentations de Gig,. Cependant, les anneaux
a manipuler sont moins élémentaires que ceux liés aux corps de normes imparfaits dont nous parlens dans la
sous-section suivante.

1.2.3 Corps de normes imparfait

—_—
Nous voulons ici trouver un sous-corps de I, ((X))Pe'f qui a méme théorie de Galois que Q5°.

Construction du corps de normes imparfait
Fixons pour la suite la notation QZ(,") = Qp(ppn ).
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Définition 1.2.29. Pour toute extension finie M |QS°, on se fixe une extension finie My |Q),, telle que M = MoQyr.

On appellera également Mé") = MOQZ(,R)

. Pour n assez grand, disons plus grand que n,y, I'intersection Mo NQjp°
est contenue dans (@]E,n). Cela impose que Q° et My sont disjointes sur Q](g") ce qui induit un isomorphisme
de groupes topologiques Gal(M \M(gn)) = Gal(@go|@z(,")) qui préserve les groupes d’inertie. En particulier,

Mé”H) |Mé”) est totalement ramifiée de degré p.

Définition 1.2.30. Le corps de normes parfait pour M est défini comme le corps des fractions de Ry, =
(O /pOns)”.
Le corps de normes imparfait pour M, noté Ej;, est défini comme le corps des fractions de

E]'& ={(xn) € Rpr | @y € OM/poy a un relevé dans O, pour n >> 0}.
0

Dans le cas de M = Q°°, on I’appelle E.

Proposition 1.2.31. Le corps Ey ne dépend pas du choix de My. La valuation induite depuis R en fait un corps
topologique complet.

Démonstration. Soit Mg une autre extension telle que M = M;Qy°. Posons N tel que My C M(/](N) et M} C
MéN). Alors, pour tout n > N, on obtient

Mg = My Q)
c MS(N)Q](Dn)
C M@y QY
c M

et en inversant les roles on obtient Mé(n) = Mén) pour n > N. Par conséquent, la définition de E, est la méme
peu importe si 1’on choisit My ou M.

Pour prouver qu’il est complet, il nous faut prouver que E]\Z est fermé dans R;. La condition telle quelle n’est
pas fermée ; il nous faut restreindre I’ordre 2 partir duquel (™ € O M- Dans un premier temps, on commence
par récrire Ey; = {(,) € Ry |7, € OM/r,,, 00 a un relevé dans O, pour n >> 0} ot y,,, est une
uniformisante de O - Pour démontrer cette réécriture, il faut considérer que la réduction terme a terme
modulo 7,,,, Oy, fournit un isomorphisme (O /poy)° 22 (Or /r,, . ©4)" puis de remarquer que pour . > 1y,
I'image de O, (») dans le quotient est la méme des deux cotés. Posons = € Ej\} et pour n > npz POSONS T, 11 UN
relevé de z,,11 dans O M- D’apres [BC09, Lemme 13.3.1], quitte a augmenter nj, une fois pour toutes, pour
toutn > njps on a

Yy € OMén+l)7 NMén+1)|Mén) (y) = yp mod Tnar O]\/Io(n+l)

.. . —_— . 7 z 7z Z
qui implique que la norme de Ty, fournit un relevé de z,, dans O, »). Précisément, on a prouvé que pour tout
0
n > ny Si 41 aun relevé dans O (D alors x,, a un relevé dans O IVIOE On peut ainsi récrire
0 0

Ef, = {(%,) € Ry |2 € Or/r,,, 00 a un relevé dans (’)Mén) pour n > npr}

ce qui exhibe le caractere fermé : nous sommes passés d’une union dénombrable de fermés pour la topologie
produit a un unique fermé. ]

Par la suite, nous appelons nj; ’entier obtenu au cours de la démonstration de la proposition précédente, i.e.
tel que pour tout n > nps 1’extension Mé") |Mé"M ) est totalement ramifiée de degré p™" "M et que

Yy, N

]VfénJrl) |Mén) (y) = yp InOd 7rnM(9

(n+1) .
M

)

Lemme 1.2.32. Pour n > nyy et toute uniformisante m, de Mén), il existe une uniformisante , de Ménﬂ telle

que T € T4 + 7rnM(’)Mén+1).
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Démonstration. Prenons 7 une uniformisante quelconque de Mé”Jr ). Donnons-nous une écriture = i>1 [b;]m?

ol la famille (b;),;>1 est & valeurs dans , et la notation Teichmiiller atterrit dans W (k). L’ extension M, (E"H) | M, én

)

étant totalement ramifiée, I'élément N, ns1) e (7) est une uniformisante de M(()n .Puisque N, ns1) e (m) =
0 0 0 0

. . . L. _ k
7w mod my,,, O pn+D> onen tire que 7P est encore une uniformisante. Il s’écrit 77 = 3 k>1 [ak]my avec les ay,

dans ks avec ay # 0. Toujours modulo 7,,,, O, »+1) (en particulier modulo p) on obtient
0

M,

"= (;[bjw)p
=Sy
: é[bﬁ] (x0)’
=3 (;ﬂmﬁ)j

Ez(mzl 3 [bg]H[ak]lw[bm)w?

m>1 N j=1 3, ly=j, 5, lk=m

Cette expression vaut m, modulo 7,,,, O, n+1) des que I’on a pour tout m la congruence
0

m—1
(2] + Z Z l_l[ak]l’c = 01, mod 7TnMOM(<]"+1>

=1 S, le=j, > kly=m
ce qui arrive des que I’on a pour tout m 1’égalité
m—1
2D D SRS |
J=1 30 =4, 30 le=m k
Par perfection de ky, il est toujours possible de trouver une telle solution. O

Définition 1.2.33. Pour n > nyy, le lemme précédent nous permet de choisir une suite (7, )p>n,, d uniformi-
z 3 712 ‘n,M—n,
santes telles que wﬁ 11 =Tn mod 7, Ops. En définissant pour n < njys 1’élément 7,, comme 7,, = Wf\, ,on

obtient un élément 737 = (7, mod 7,,,, Orr)n>o de Eq;.

Exemple 1.2.34. Prenons M = Qp° et My = Q, pour lequel Mén) = QI(,n). Pour toute suite compatible de
racines primitives p"-i¢mes de 1'unité ({,n ), >0 élément de E}; que I’on nomme &, I'élément e — 1 = ({pn —
1 mod pOQ;o)nzo formée d’uniformisantes respectives des Qé”) fournit effectivement une suite compatible
d’uniformisantes obtenu comme dans la définition précédente.

Proposition 1.2.35. Le morphisme
IQM[[X]] — Ry, X — T

est bien défini, injectif, continu, d’image EItI'
Démonstration. Compte tenu de la complétude et de la séparation de R, les trois premieres assertions se re-

streignent a prouver que |7Ta7|z < 1. Or,

n

N o . p
TM|R = lim |
Fatln = lim (72,
n
= lim |m,[?
nZnM‘ n|p
_ 1 n
= lim p e P
n>nnr
p" M

=p e <1
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) est totale-

ol ¢ est 'indice de ramification de M_"*|Q,. Toutes les égalités proviennent de ce que M{™ [21{™
ment ramifiée d’indice p”~ "M,

nar)

Montrons que I'image est E;;. Posons n > n. Puisque Mén)|Mé est totalement ramifiée, 1’extension

s’écrit O A [, avec ,, racine d’un polyndme P qui est d’Einsenstein par rapport a MénM ), de degré p" "M,
0

Il en découle que

OMO(")/WnMO = OM(E"M) [X]/(wnM,P(X)) &Ry [X]/(XPTH"M) =Y [X]/(Xp"’"M)

(n)
M

ou le dernier isomorphisme est tordu : explicitement, on décreéte que X est envoyé sur la classe de m,, et que
T € K est envoyé sur gp T (c’est possible car le corps résiduel de M est parfait. Bien que cela semble
inutile pour obtenir un isomorphisme, ce décret sur I’'image de x,; permet tout de suite apres d’établir des liens
entre les morphismes a différents niveaux). En appelant 6,, cet isomorphisme, nous obtenons alors un diagramme

commutatif

n—npr

Ko [X]/(XPnJrl—nM ) % KM [X]/(Xpnan )
JG"“ len
y—=y”
OMé"“) /WTL,»IOM(E"“) - OM(SH) [T OMS")

permet de passer a la limite et d’écrire

+ 1 nenary
EM = nlznﬁgw OM(g")/ﬂ-nIMOM(S") = 117r1n HM[X]/(Xp M) _ HMHX]]

z—a?P
N . _ < 1s- —(n—npp) .
ol I'image de X par ce morphisme est Ta; = (m,)n>0 et ol 'image de y € ks est (y? MY >0 qui
correspond exactement a y dans R ;. O

Exemple 1.2.36. En particulier, il est possible d’écrire E = F,((X)) avec X =e —1let|e — 1|gp = p I

Equivalence des théories de Galois

Il reste & démontrer que les corps Q,° et £ ont méme théorie de Galois. Sans plus de difficultés, nous montrons
que M et /)y ont méme théorie de Galois en suivant la stratégie adoptée par Peter Schneider dans les sections 1.4
a 1.6 de [Sch17].

Lemme 1.2.37. L’injection suivante est une égalité de corps E}}> — (Czb,.

Démonstration. Etape 1 : montrons qu’un corps séparablement clos local F' est dense dans sa cloture algébrique
pour la topologie étendant la topologie adique sur F'.

Soit a € F entier sur Of. Prenons P € F[Y] un polyndme qui I’annule. Considérons les polyndmes P,, =
P + z,,Y avec x,, — 0 qui sont non constants pour n assez grand. En évaluant en a, on trouve que P, (a) = z,a
ce qui implique que 1’une des racines a,, de P, vérifie que |a, — a| < |z,|/%=". Cette derniere quantité tend
vers 0 quand n diverge.

Etape 2 : montrons que le corps E3} est séparablement clos.

Prenons ensuite x séparable sur E3” et r < min|z — 2’| ot 2’ parcourt ses conjugués. Prenons P son

polyndme minimal unitaire et Q € E};°[Y] unitaire de méme degré que P tel que tous les coefficients de P — Q
sont de valuation inférieure & min(r, r|x|~1)4¢& 1’ évaluation en z donne que |Q(z)| < r4°8 P L’une des racines
2" de @ vérifie alors que |z — 2”/| < r. En appliquant le lemme de Krasner, on trouve que z € E/S\Ajp (") = ES\J\ZP .

Etape 3 : les deux premiéres étapes prouvent que E/s\]‘\ff’ C (Czb, est algébriquement clos. Il nous reste donc a
prouver qu’il n’existe aucune extension intermédiaire £ C F C (CL’, qui soit algébriquement close hormis C,
lui-méme. Soit F' une telle extension. Considérons le débasculé Q? C Ft C C,. Si ce débasculé n’était pas
algébriquement clos, le théoreme 1.2.19 affirmerait que son basculé F' ne le serait pas non plus. Par conséquent, il
est algébriquement clos. Or toute extension complete et algébriquement close de @ contient Q. Puisqu’elle est
également complete, elle vaut C,,. Le résultat suit en basculant I’identification F’ = C,. O
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Remarque 1.2.38. La démonstration précédente contient une petite circonvolution logique puisqu’une des étapes
cruciales du théoreme 1.2.19 consiste justement a prouver que le débasculé d’un corps algébriquement clos 1’est
également.

—

Proposition 1.2.39. Nous fixons toujours I’extension finie M |Qg°. Dans Frac(R), on a I'égalité Eﬁjrf = (1\7 ).

Démonstration. La preuve ressemble en tous points a celle de la proposition 1.2.27. D’un c6té, le basculé Ry =
(O5t /70y, ©57)° C R est un fermé | - |g-adique, a fortiori un complet. Puisque £, C Ry, avec Ry qui est

-

perf)

| - | r-adiquement complet et qui est parfait, on en déduit que (EY;” )+ C Rjs. Reste a prouver que ’image est

dense pour démontrer que (EY¢™)+ = Ry,
Pour ce faire, soit x € Rjs et m un entier naturel. Prenons un entier | > m tel que z,, € OMéw /Tr,,LMoM(,).
0

l—n .
L. _ p M—1 J N N . .
Ecrivons &, = ) a;(m —1)aveca; € O M0 et ou la congruence correspond a la réduction modulo
T, - Dol
pl=mM 1
J
tn= Y - 1)
J=0
plonM 1
= E : aj(m —1)
Jj=0
pl7711\471
Z _ —(=m)
= (lj(ﬂ']w - ]-)m
Jj=0
Les @; sont dans 1 ssiduel kr de M. On en ti - R T oy I |
es a; sont dans le corps résiduel 1y de My *’. Onentire quey = = — 3 5 a; (Tar -1
vérifie que |y™ |, < |mn,,|p 0l Jy|r < |Tna [5 - Ceci démontre la densité. O

Théoréme 1.2.40 (1.6.7 dans [Sch17]). Nous fixons toujours I’extension finie M |Qp°. La suite de morphismes de
groupe suivante se compose en un isomorphisme de groupes topologiques entre les groupes de Galois absolus :

G — Aute™(Cy, M) S5 Aut™™ (C2|(M)") — Aut®(C|Enr) — Gal(E5P|Ear)

out le premier et le dernier isomorphisme viennent du lemme 1.2.24 appliqué a @|M (resp. B3| En grace au
lemme 1.2.37). Les deux autres restent a expliciter.

Démonstration. L isomorphisme entre Aut®™(C,, M ) et Aut®"* ((C; | (J/W\ ) provient de ce que o > o vérifiant
o(zt) = (o”(x))* est un isomorphisme de groupes topologiques correctement défini pour des corps perfectoides.

La maniére la plus simple de démontrer que (]\/4\ )? est perfectoide reste probablement son identification a Eﬁfrf
dans la proposition 1.2.39.

Pour le deuxiéme, rappelons que par définition (]/\4\" = Frac(Rys). Le deuxieéme isomorphisme est issu de
Pinclusion Aut®"*(C? [Frac(Rar)) — Aut®™(C)|Exr). Tout o € Aut®™(C)|Ey) fixe les extensions pure-

ment inséparables de E'5; contenues dans (Czb, : il fixe ainsi E]I\’jrf, puis E}fjrf par continuité. La proposition 1.2.39

—

prouve tres exactement que E]F\’;rf — (M)’ qui a X envoie 737 est un isomorphisme.

Pour le caractere homéomorphique, celui du premier et du dernier a déja été traité dans le lemme 1.2.24.
Nous avons déja dit que la théorie du basculement nous fournissait un homéomorphisme. Il ne reste que celui de
e . L, .. . . b
1 1somorph15me du.paragraphe precede'nt, mais il est tautologique puisque ce sont deu?c sous-espaces de Aut(C?)
muni de la topologie de convergence simple dont on a montré la coincidence ensembliste. O

Remarque 1.2.41. Tl est possible de démontrer plus précisément que pour une tour d’extensions finies M’ | M|Q2°,
I’extension Ey|E) est finie de degré [M' : M]. De plus, toute extension finie E'|E s’écrit B = E)py.
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Actionde T"

Puisque R possede en réalité une action de G, , il est possible de récupérer sur ' C Frac(R)H@P une action
de I' = Gop /Hg, = 7). 1l est possible de la décrire.

Définition 1.2.42. Pour tout entier naturel n, la fonction
N—=F, m— (m) mod p
n

est continue si I’on munit la source de la topologie p-adique. Elle s’étend en une fonction continue de Z,, vers IF,.
Il est alors possible de définir pour touty € Z, I'élément (1+X)” = > ., (7) X" dans F,, [ X]. Les applications
coefficients binomiaux étant continues, 1’application v — (1 + X )7 est continue pour la topologie X -adique sur
Fp[X]-

Proposition 1.2.43. L’action de I" sur F,, C E est triviale. L’action sur I'uniformisante X = ¢ — 1 est donnée
pary-(X)=(1+X)" -1

Démonstration. Le théoreme 1.2.40 donne une maniere simple de calculer I’action, puisqu’elle provient de R. La
premiere assertion est triviale puisque 1’action de I" est formée de morphismes de corps. Pour la deuxieme, via
Iidentification I' & Z;, I'action de I' se définit comme « - € = €7 ou les puissances ont du sens pour chaque
terme (,, de €. Toutefois, le €7 que I’on vient d’écrire est défini comme des puissances terme a terme, alors que
(1+ X)7 — 1 est défini topologiquement. Il nous faut encore prouver que

N—E, vy—¢&

est continu pour la topologie p-adique a gauche et | - | g-adique a droite (plus fine que la topologie X -adique).
Soit {1, [ deux entiers tels que I; — Iy € pkN, on peut écrire

llflg l17l2

\511—512|R:|al2|3\6 —1llgr=e —1|g.

n—k

Puisque [, — 15 € pkN, le terme (5l1*12)(”) est une racine p -ieme de I’unité (pour n > k), d’out

7 —1p = lim |t —qp”
n——+o0o
= lim |(glr—t2)(m) _ 1"
lim I( ) .
_ 1 pn
<limp »"*Te-»
T n>k
<p
et tout en découle. O

1.2.4 Léquivalence de catégories pour un corps local de caractéristique nulle

Définition 1.2.44. Prenons le relevé du morphisme d’anneaux F,[X] — R obtenu en fixant le relevé [¢] — 1
de I'uniformisante € — 1 et en envoyant X sur ce relevé. Ceci nous fournit un morphisme injectif de Z,,-algébres
Z,[X] — W (Frac(R)). Puisque [¢] — 1 = ¢ — 1 # O0mod p, il est inversible dans TV (Frac(R)). On en déduit
un morphisme injectif de Z,-algebres

Z,[X][X '] — W(Frac(R)).

Par continuité p-adique de ce morphisme (il est Z,,-linéaire), on en déduit un morphisme injectif de Z,,-algebres

-

Zy[ XX~ < W (Frac(R))

On nomme O¢ I’'image de ce morphisme, qui est une Zj,-algébre compléte pour la topologie p-adique (et égale-
ment la topologie (p, [¢] — 1)-adique).
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Définition 1.2.45. Pour tout entier naturel n, la fonction

N — N, mr—><m>
n

est continue si I’on munit la source de la topologie p-adique. Elle s’étend en une fonction continue de Z, vers
lui-méme. Il est alors possible de définir pour tout v € Z,, I'élément (1 + X)7 = >, (7) X™ dans Z,[X]. Les
applications coefficients binomiaux étant continues, 1’application v — (1 + X)” est continue pour la topologie
(p, X)-adique sur Z, [ X].

Lemme 1.2.46. La topologie produit sur
W(R) c RY, Z[an]p" — (an)

est plus fine que la topologie (p, [e] — 1)-adique.

Démonstration. Sip € R est une suite cohérente de racines de p, la topologie (p, [¢] — 1)-adique et (p, [p])-adique
coincident. La topologie produit et la topologie (p, [p])-adique munissent W (R) de structures d’anneaux topolo-
giques : il suffit donc de vérifier qu’une base de voisinages de 0 pour la topologie (p, [p])-adique contient une base
de voisinages de 0 pour la topologie produit. En particulier, il suffit de prouver les inclusions {>_[a,]p™ | Vn <
N, lan|r <p=N=m} C (p, [PV :sifan|r < p~ N7 alors a,, € PN Reet [a,]p" € (p, [p])V. O

Proposition 1.2.47. Puisque Frac(R) est une cloture séparable du corps résiduel de O¢ et que o |E est algé-
brique non ramifiée, il est possible de donner du sens a Uinclusion O g C W (Frac(R)). Le Frobenius et I'action
de Gq, sur W (Frac(R)) relevant ceux sur son corps résiduel stabilisent O g.

L’action Galoisienne commute au Frobenius.

Le Frobenius et ’action de Hg, obtenus sur Oz par restriction depuis W (Frac(R)), sont exactement ceux
obtenus en prolongeant le Frobenius de O¢ et en identifiant Hg, & Gal(E5P|E) = Aut®"(E0r|€).
Les endomorphismes de Z.,-algeébres de Og C W (Frac(R)) e obtenus par restriction fournissent un Frobe-

nius et une action Zy-linéaire de I' qui vérifient que
p(X)=(1+X)P -1, Vyel,v- X =(1+X)" 1.

Démonstration. Nous commengons par établir calculer le Frobenius et 1’action sur O¢ :

=[] -1
=[P -1
—(1+Xx)P-1

et pour I’actionde I :

- X =7 -1)
=[y-e-1
=" -1

on pourrait déja conclure si y était un entier. A nouveau, nous nous trouvons face a un probleme toplogique. Nous
avons déja montré que Z — R, <+ £” est continue pour la topologie | - | g-adique ce qui prouve que

Zy = W(R), v+ [e7]

est continue pour la topologie produit. Le lemme 1.2.46 en déduit la méme application est continue pour la to-
pologie (p, [e] — 1)-adique. Comme v +— >, - (7)([e] — 1)™ est également continue pour cette topologie et
coincide pour  entier, on en déduit que [7] = >, o (7)([e] — 1)" = 3, -, (7) X ™. Transportée sur O¢ qui
est (p, X )-adiquement complet, cela montre que O est stable sous le Frobenius et I’action de G, et fournit les
formules souhaitées.

L’anneau Ognr qui est la colimite des extensions étales de Og dans W (Frac(R)) (voir [Prob]). Pour tout o

dans Gg,, on a 0(Og) = Og¢ et 'image de toute extension étale est encore une extension étale. De méme, si
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O¢ ER Og est étale dans W (Frac(R)), alors Og RLLICIN Os ®4(0,) ¢(O¢r) est encore étale. Tout ceci montre

que Ognr est stable par le Frobenius et I’action de G, . La propriété analogue pour O en découle puisque c’est
un fermé du complet W (Frac(R)) pour la topologie p-adique sur lequel le Frobenius et 1’action de n’importe quel
élément de G, sont continues (ils sont Z,,-linéaires).

Pour la coincidence sur Og du Frobenius et de ’action de Hg, restreintes depuis W (Frac(R)) et de ceux
obtenus a partir de Og comme au début de la sous-section 1.2.1 on procéde en deux étapes. On prouve d’abord la
coincidence sur Ogxr grace a I’unicité dans le lemme 10.154.6 de [Proa]. Ensuite, on passe a la fermeture p-adique
par continuité (ceux obtenus par restriction depuis W (Frac(R) sont Z,-linéaires, ceux obtenus a partir de Og sont
p-adiquement continus puisque ce sont des morphismes locaux).

La commutation de I’action au Frobenius est évidente sur R, a fortiori sur W (Frac(R)). O

L’anneau Og construit vérifie évidemment les propriétés de la sous-section 1.2.1 : il est de valuation discrete,
d’uniformisante p, complet pour cette valuation, de corps résiduel E. En particulier, ladite section fournit une
équivalence de catégories entre D (", Og) et Repz, Gg = Repy Hg,. Pour passer aux représentations de
Gy, il reste a transférer d’une certaine maniere I’action de I'.

Définition 1.2.48. La catégorie des (i, I')-modules étales sur O est la catégorie D (N xT', Og ). Autrement dit,
c’est la catégorie des O¢-modules de type fini avec une action semi-linéaire de I" et un endomorphisme -semi-
linéaire dont le linéarisé est un isomorphisme, tels que I’action de I" et le Frobenius commutent. Les morphismes
sont les morphismes de Og-modules qui sont Frobenius et I'-équivariants.

Définition 1.2.49. Pour V' un objet de Repr G@p, le module (’)g; ®z, V est muni d’une action tensorielle de
G, qui se transporte en une action semi-linéaire de I' sur D(V) = (O @0, V) o
comme un foncteur depuis Rep;, Gq, vers D (N x T, Og).

De méme, I’action de GQp sur (95;; commutant au Frobenius, elle fournit une action de GQp (et plus unique-
ment Hg,) sur V(D) par produit tensoriel qui permet de voir V comme un foncteur de D (" x T', O¢) vers

Rep; Gq,.

=Gr e foncteur D se voit

Théoreme 1.2.50. Les foncteurs D et V sont quasi-inverses, naturellement compatibles a la formation de produit
tensoriel et de Hom.

Démonstration. L’isomorphisme de comparaison pour Oz ®o, D(V) — O ®z, V pour D (resp. Oz ®7,
V(D) — Oz ®o, D pour V) de la sous-section section 1.2.1 est en réalité (Gg,, )-équivariantce qui prouve,
en passant aux invariants par ¢ (resp. par Hg,) que nos nouveaux DD et V sont inverses I’un de I"autre.

De la méme maniere, les isomorphismes naturels

Oz ®0, (D(V1) ®oe D(V2)) = Oz @z, (Vi @z, Va)

et
Og;;r ®Zp D(HOIHZP (Vl, Vg)) =~ Homp (Og;rr ®Zp Vi, OE;; ®Zp VQ)

gnr

de la proposition 1.2.12 sont Gg,-€quivariants et qui prouve la commutation naturelle a la formation de produit
tensoriel et de Hom. O

La question qui suit concerne les représentations qui ne soit plus a coefficients dans Z, mais dans O, pour
une extension finie L|Q,. On note t une uniformisante dans L.

Définition 1.2.51. L’anneau O ®z, O¢ est complet pour la topologie zw-adique. On le munit d’un Frobenius et
d’une action de T en les définissant triviaux sur Oy,.

Théoréme 1.2.52. Les catégories Repp, G, et celle des (o, T')-modules étales sur O @z, O¢ sont équivalentes.

Démonstration. Une représentation de Repy, G, peut se voir comme une représentation V' de Repz, G, munie

d’un morphisme d’anneaux Oy, — Endz, (V)G% : la représentation sous-jacente est donnée par I’oubli, 'image
de y € O correspond a la multiplication par i dans V' qui est G, -équivariante puisque notre action initiale était
Op-linéaire.

Un objet de D¥(oN x T', O, ®z, Og) peut se voir comme un objet D de D (o x I', Og) muni d’un
morphisme d’anneaux O, — Ende, (D)T*¥=!4 : I’objet sous-jacent est donné par 1’oubli, I'image de y € O, est
la multiplication par y dans D. Cette image est (, I')-équivariante puisque notre Frobenius et notre action initiale
était semi-linéaire et que le Frobenius et ’action de I' sur y sont triviales.
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Si V' est une représentation de Repp, Gg,, le module O ®z, V' est muni d’une multiplication par les

éléments de O, via celle sur V. Cette multiplication est (G, , ©)-équivariante : par exemple
o(a ® yv) = o(z) ® oy (yv) = o(2) ® yo(v) = y(o( @ v)).

Cette multiplication se restreint en une structure d’objet de D (¢ x T', O, ®z, Og) sur D(V') grace aux inva-
riances.

Si D est un objet de D¢ (N x I', O, ®z, O¢), le module Oz ®p, D est muni d’une multiplication par les
éléments de O, via celle sur D. Cette multiplication est (G, , )-équivariante : par exemple

p(r®yd) = ¢(z) ® pp(yd) = p(z) @ ypp(d) = y(p(z @ d)).

Cette multiplication se restreint en une structure d’objet de Repy, Gg, sur V(D) grice aux invariances.
Pour conclure a I’équivalence de catégories comme au théoreme 1.2.50 en remarquant que tous les morphismes
de comparaisons préservent la multiplication par des éléments de Oy,. [

1.3 Application au corps de classes local pour Q,

Notre but est de démontrer la théorie du corps de classes locale sur Q, grace a la correspondance de Fontaine
entre représentations et (¢, I')-modules que 1’on vient de démontrer. On suppose construite 1’extension cycloto-
mique Q;ycl = Up>1Qy(11,,) dont le groupe de Galois sur Q,, est le complété profini de Q,’. Notre but est de

prouver que G@i coincide avec ce complété profini que ’on note Q.

Lemme 1.3.1. Pour démontrer le résultat, il suffit de prouver que pour toute extension finie L|Q,, les caractéres

de Gq, a valeurs dans O} proviennent de caractéres de son quotient Q) a valeurs dans O .

Démonstration. Les caractéres de Gg, coincident avec ceux de G&i puisque le but est abélien. De plus, si G%‘; —»

—

@, n’était pas injective, la séparation de la topologie de groupe profini assure qu’il existe un sous-groupe ouvert
distingué U de G&‘; qui ne contienne pas le noyau de la fleche surjective précédente. Posons g qui est dans le

noyau mais pas dans U. Alors, si I’on prend n le cardinal du quotient de G&i par U, il existe un caractere de ce

quotient, a valeurs dans ., non trivial sur g. Cela nous fournit un caractere de G@f vers 06 (m) qui ne peut pas
D i) n

se factoriser par Q,; (puisque le noyau de ladite surjection n’est pas contenu dans le noyau du caractére).

—

Remarque : on aurait pu se restreindre aux extensions L contenues dans 1’extension cyclotomique. O

Il s’agit maintenant de prouver la correspondance des caracteres. On se fixe pour la suite L une extension finie
de Q. La correspondance de Fontaine établit une équivalence de catégories entre les caracteres de Gg,, a valeurs
dans OF (resp. ) et les (¢, I')-modules étales de rang 1 sur Og (resp. kg son corps résiduel). On rappelle que
le Frobenius est donné sur les deux anneaux par o(X) = (1 4+ X)? — 1 (i.e. ¢(X) = XP en caractéristique p),
trivial sur O, (resp. 1) et que I'action de I' = Z est donnée par o, (X) = (1 + X)” — 1 et est triviale sur O,
(resp. K.).

Théoréme 1.3.2. Soit D un (p,I")-module de dimension 1 sur kg. Il existe un vecteur e # 0 tel que pp(e) € K7 e.

Démonstration. Commencons avec une base quelconque e et pour fixer les notations on pose ¢p(e) = z,e avec
zp = X" S 0TpnX" € Ke etpour tout n, on a x,, € K. Par étalité du module, on sait que ;0 # 0. On
pose de méme ., i, €t T, pour ’action de Z,; . La commutation du Frobenius et de I’action nous dit exactement
que pour tout v € ZX, on a x,(z~) = x40 (xp) soit

x—;l@(I’v) = x;IU’y(IP)-
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Le terme de gauche vérifie

x;lgo(xv) € XD 4+ Xk

ol ki = k1 [X] etle terme de droite vérifie

x;laﬂ,(:cp) €' (1+ Xr})
En particulier, en identifiant le terme de plus bas degré on en déduit que Vy € Z;, ~ir =1 dans k1. Il en

découle que i, = (p — 1)7,. Posons ¢/ = X ~Jre. Alors
op(e') = X Prop(e) = X raye’.
Quitte a changer de base, on suppose i, = 0 donc que /@;{e est stable par .

Par complétion X -adique de /{2‘ et le fait que p(X H}') C XP ng, on en déduit que I’endomorphisme 7 =
Id — x;égop est inversible sur X k7 e. Puisque 7(e) € Xr e, on trouve f € Xr/e tel que 7(e) = 7(f). Cela se
retraduit par pp(e — f) = xp0(e — f). Par construction de f, I’élément e — f est toujours non nul et on a bien
Tpo € KL- O

Cela va étre la premiére pierre du résultat sur Og¢.
Théoréme 1.3.3. Soit D un (¢, T")-module de dimension 1 sur Og. Il existe un unique caractére x : Qp — Of
tel que D est isomorphe au (p,T')-module Og(x) donné par I’équivalence de Fontaine.

Nous allons commencer par rapidement décrire Og ().
Lemme 1.3.4. Soit x : Q) — OF un caractere. Alors, le (¢, T')-module D(x) donné par I'équivalence de Fon-
taine a un Frobenius donné par pp ) (v) = x(p)¢(x) et une action de T' donnée par 0., py(x) = x (7)o ().

Démonstration. On peut décrire D(x) = (Ogzz @ O, (x))H% . De fait, I’action de T passe telle quelle puisqu’elle
ZP

n’est pas modifi€e par la prise des invariants (le groupe I" est justement le quotient du Galois absolu par Hg,,
groupe de Galois absolu de I’extension Q). Pour ce qui est du Frobenius, une base de Og-espace vectoriel D(x)
vu dans I’objet avant prise des invariants, est donnée par x ® 1 invariant par Hg,. Or, le Frobenius sur A s’identifie
a I’action du Frobenius arithmétique dans Hg,, qui apres identification dans Q, devient p~! (traditionnellement
I’application d’ Artin envoie une uniformisante sur le Frobenius géométrique). Ainsi, la condition d’invariance se
traduit par go(x) ® x(p~') = = ® 1. Le Frobenius sur D(x) provenant de celui sur Oz, on en déduit que le
Frobenius agit comme annoncé. O

Démonstraton du théoréeme 1.3.3. Unicité : c’est ’équivalence de catégories de Fontaine.

Existence : on va commencer par démontrer qu’il existe une base e de D telle que ¢p(e) € Ope. Pour cela,
on montre par récurrence qu’il existe une base e,, de D telle que pp(e,) = ane, modw™ D aveca, € Of et
la condition de compatibilité e,, = e,,+1 mod w" 2D,

Le cas n = 0 est simplement le théoréme précédent appliqué au (¢, I')-module sur k¢ donné par D mod wD.

Supposons e,, construit. On pose u € O¢ tel que

n+1 ) n+2D

¢p(en) = anen(l +uw mod w

et on cherche z € Og¢ tel que €, 11 = e, (1 + 2™ *!) convienne.
¢plent1) = (1 + an+1)90D(6n)

= anen (1 +uw™ ™) (1 + o(2)w"™) mod "D

=a,(1+ (u—2z+¢(2)@"™))eny1 modw™ 2D
Le probleme est donc de trouver z tel que u — z + ¢(z) € Of + wOg¢. Autrement dit, il s agit de prouver
que z — z — p(2) de ke vers #¢ /iy, atteint u. Puisque ¢’est un morphisme et qu’elle est surjective (inversible) de

X ng vers lui-méme, il suffit de prouver qu’elle atteint v dans #¢/(x;, Xx}) = e /x}. Elle passe au quotient et il
s’agit donc de regarder la méme application de #¢ /x} vers lui-méme.
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On va commencer par analyser un peu mieux les propriétés de u. Comme ¢p(e,) = ane, mod @™ 1D, et
que cette équation est encore vraie pour o, p(€,,). Alors si 0., p(e,) = byen, on sait que ¢(by) = b, mod w" !
et I’on peut poser

0y 0 = by(1+uy™ e,

ou I’on voit u, € Kg. La commutation du Frobenius a ’action de I" nous dit exactement que pour tout y € ZX,
en regardant le terme en "t et en divisant par b, a;,, on a

(04 —Id)u = (¢ — Id)u, (*2)

De méme, on a pour tout (v, d) € Z,* I'identité
(05 — Id)uy = (0 — Id)us (*3)
On dira qu’un élément v posséde la propriété I s’il existe une famille d’éléments (u.,) ez} vérifiant les équations

*2 et *3.

On utilise alors le dictionnaire de 1’analyse p-adique (voir [Col]). Il nous fournit un isomorphisme

dXxX
Ke/wh — CoZp, kL), v+ (go + T Resg ((1 +X)mvl n X)

qui transforme le Frobenius en

[z, x f(];)

et I’action de v en

fei(2):

On dira qu’un g possede la propriété I' s’il existe une famille de fonctions (g.) ez vérifiant I’équivalent des
équations *2 et *3 en analyse p-adique avec g comme analogue de u et g, comme analogue de v.. Remarquons
que la propriété I' est moins forte que les deux équations conjuguées puisque ces dernieres étaient des identités
dans k¢ quand la propriété T se situe moralement dans ~¢ /x .

L élément u donne une fonction g,, et on veut trouver f telle que g, = f — (f). Une analyse rapide montre
que la seul candidate sur Z,,\ {0} est la fonction f définie sur p"Z,; par f(p"x) = gu(p"x)+. ..+ gu(pr)+gu(x),
que I’on voudrait prolonger par continuité en zéro.

Commencons par améliorer nos hypotheses sur g,, pour démontrer la possibilité de prolongation. L’ équation
*2 pour a # 1 montre déja que ¢,,(0) = 0. Ecrivons ensuite g, = > k>0 o* (gu,i) ol les g, ; sont en nombre fini
et a support dans Z X, on en déduit qu’il suffit de prouver 1’appartenanc_e al'image de ) g, a 'image de ¢ — Id
(car I'image de ¢* — Id est contenue dans celle de ¢ — Id). Montrons que cette réduction conserve la propriété
I'. Tout élément qui s’écrit v = w — ¢(w) posséde la propriété I' : poser v, = w — o (w). De plus, si v et v’
possede la propriété I, 1a famille (v~ + v;) montre que v + v’ possede la propriété T'. Notre réduction permet donc
de supposer simultanément que u vérifie la propriété I et que g,, est a support dans Z,. L’équation *2 transposée
en analyse p-adique nous affirme que chaque (¢ — Id)g,,, est a support dans Z,; puisque c’est le cas de g,,. Cela
se traduit par g, (p"x) = g, () et la continuité de g, en 0 impose que g, est constante. Disons que g, = .
L’ équation *3 en analyse p-adique se simplife alors en (y~! —1)s5 = (671 — 1)¢,, d’oli I’existence d’un A tel que
ty = A(y~! — 1). Puisque le dictionnaire de 1’analyse p-adique envoie la fonction constante égale a 1 sur 1/x, on
en déduit que vy, = (0, — Id)% mod . En enlevant & u 1'élément (¢ — Id) % on peut alors se ramener au cas
ol les v,, sont nuls modulo Hg.

Dans le cas extréme oll nous nous sommes ramenés, 1’équation *2 en analyse p-adique indique que o (g.) =
g, pour tout a. En évaluant cette identité en 1 on en déduit que

gu(x) = px
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pour un certain . De plus, siz = —i modpavec1 <i<p—1,

Reso ”T””pi D )ResO((S(lJrX)jiﬂ’cp((lJrX)(z“””)/’7>

i=1 X =1 X
p—1 - i
(14 X)eti=a/p (14 X)@=d/p dx
LX) )+e( )) i)
+j§1( X)) 5% Ty iX I+X

1+ X))t/ qx

= Resg (L+ ) )

1 X 1+ X
=41
= x_l
Ainsi, on obtient v = ;1Y ?~] (1;7))5) mod k. Comme v, € k7, alors (0, — Id)u = (¢ — Id)v, € Xr{.

Un calcul a partir de l’expressmn precedente de u donne
(0q —Id)u = —p mod Xk,

d’ou le fait que = 0. Apres toutes les réductions, on peut donc supposer que v € ng, cas que I’on a déja traité.

La derniére équation du calcul de ¢ p (e, 1) prouve en particulier que a,, = a, 1 modw”1Oy. De fait, par
complétude p-adique de O¢ et Oy, et par continuité du Frobenius, on trouve e = lim e,, base de D et a = lima,, €
Oy telsque 'on a pp(e) = ae.

On peut donc suppose que pp(e) = ae avec a € OF . Enfin, si ¢/ = ye vérifie pp(e’) = ae’ alors p(y) =y
etdonc y € Or. En appliquant ce résultat a tous les o, p(e) qui vérifient la condition par commutation de 1’action
de I et du Frobenius, on trouve une famille (2~ )~ycr d’éléments de Oy, telle que o, p(e) = z,e. Comme I' agit
semi-linéairement, la famille () est un cocycle. Enfin, puisqu’elle est a valeurs dans O, sur lequel I’action de
I’ est triviale, elle définit un caractere de I

—

Le caractére y : Q) —  définit par x(7) = z et x(p) = a~! donne un module Og isomorphe a D. [

1.4 Calcul de cohomologie par le complexe de Herr

La théorie de (y,T")-modules fournit une autre maniére de calculer la cohomologie galoisienne. Pour plus de
simplicité, on exclut le cas p = 2.

Définition 1.4.1. Soit D dans D¢ (o x T, O¢). Le complexe ®I'* (D) est le complexe

(p—1d,y—1d) (y-1)@ (p—1d)

0—D DeD D—0—...
ou y est un générateur topologique de I' (c’est pour cette raison que 1’on a exclus le cas p = 2).

Théoreme 1.4.2 (Théoreme 2.1 dans [Her98]). Soit V une représentation de Repg, Gq,- Alors, les cohomologies
H*(Gq,,V) et h*(®I'*(D(V'))) sont isomorphes

Ce théoréme fournit en particulier I’annulation des H i(GQp7 V') pour ¢ > 3. Nous prouverons ce théoréme
dans une cadre plus général dans la section 2.4.
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1.5 D’une représentation de GL2(Q,) a un (¢, I')-module

Le but de cette section est de construire un (¢, I')-module étale a partir d’une certaine classe de représentations
de GL2(Qy), en suivant la stratégie adoptée par Pierre Colmez dans [Col10]. Dans cette section, seront fixés L
une extension finie de Q,, son anneau d’entiers Oy, et une uniformisante . On note Of = O [X]. L’anneau
de Fontaine obtenu en localisant en X puis en complétant tw-adiquement est noté Og. Il est possible de le décrire
plus explictement que dans la premiére section :

Og = E:Zaan (an) S O%, an, m)
ne

Posons quelques notations a I'intérieur de GL2(Q,).
Définition 1.5.1. Onnote G = GL2(Q,). Son centre, formé des matrices scalaires, est noté Z. Le sous-groupe mi-

0 1
Le sous-monoide (ZP\O{O} le ) estnoté Q. On pose K, le sous-groupe des matrices congrues a 1’identité modulo
p"Ma(Z,,) qui forme une base de voisinages de I’identité dans G pour n variant parmi les entiers naturels.

Le sous-groupe K sera souvent appelé K pour plus de facilité.

rabolique formé des matrices dans ( ng @1P ) estnoté () et de maniére analogue le sous-groupe Q(Z,,) = ( Ly Ly ) .

Définition 1.5.2. Une Op-représentation de G est un Op-module IT muni d’une action linéaire de G.

On dit qu’elle a un caractere central si le centre Z agit comme un caractere de Q.

On dit qu’elle est lisse si le stabilisateur de tout élément est ouvert.

On dit qu’elle est admissible si pour tout entier n, I’espace des invariants II%» est de type fini comme O -
module.

On note Rep,,, G la sous-catégorie pleine des représentations dont les objets sont les représentations admis-
sibles, lisses, qui ont un caractere central et qui ont une longueur finie dans la catégorie des Oy -représentations
de G.

1.5.1 Présentation standard

Proposition 1.5.3. Soit II un objet de Rep,,, G, alors il existe W un sous-Or K Z]-module de 11, de type fini
comme Op,-module et engendrant 11 comme Op[G]-module. On appelle un tel module une présentation de 1.

Démonstration. La suite des Vectp L[G]HK" forme une suite croissante de sous-objets de II. La longueur de II
étant finie, la suite se stabilise. Or, puisque le stabilisateur de tout vecteur est ouvert, ’union croissante de ces
sous-objets vaut IT entiere. L’un des termes vaut donc II. Ajoutons que IT1%" est de type fini sur Of, par hypothése
d’admissibilité et que K, est d’indice fini dans K. On en conclut que

W = Z g~HK"

gEK/Kn
vérifie toutes les conditions requises (on utilise le caractere central pour évincer Z de nos problemes). O

Remarque 1.5.4. Si II est un objet de Rep, G, les sous-modules w1l sont des sous-représentations. Comme
il ne peut exister de chaines croissantes de taille arbitraire, il existe en particulier un n tel que "I = w"IL.
Passons aux invariants par K, en choissant m comme dans la proposition qui précede tel que IT%™ est de type
fini sur Oy, et qu’il engendre IT comme Op,[G]-module. Ainsi, " 115%™ = " [1X~ . Nakayama nous permet
de conclure que w™I1%= = {0} et donc que II est de w™-torsion.

Les translatés de W sont paramétrés par G/k z. On va utiliser, au moins pour se donner une intuition, la vision
de G/Kz comme les classes de réseau de Qf, a homothétie pres. En effet, les lignes d’un élément de G forment
une base (e1,e2) de L? et on peut lui associer le réseau A = e1Z,, ® esZ,. La multiplication par un élément de
K revient a changer la base du réseau en une autre d’ot une bijection entre G/k et ’ensemble des réseaux. En
quotientant alors par Z, on obtient les réseaux a homothétie pres.
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Définition 1.5.5. Prenons A et A’ deux réseaux.Il existe N > 0 tel que pNA C A'. Alors, le théoreme de la
base adaptée affirme que I’on peut trouver une base (e1,¢e2) de A’ et des entiers n > m > 0 uniques tels que
(p™e1,p™es) soit une base de p™ A. On définit la distance d(A, A’) comme la différence n — m. Elle est invariante
par homotéthie d’un des deux réseaux et définit donc une fonction sur (G/k z)2.

C’est une distance : pour la symétrie, si (N, n,m, e, es) exhibe la distance de A a A’ selon la construction
précédente, alors (n — N,n —m,1,p™ Ney, p"~Ne;) exhibe la distance de A’ 2 A. L’inégalité triangulaire est
démontrée en annexe au corollaire C.1.1.

Cela nous fournit donc un arbre en reliant les éléments de G/k z a distance 1 que I’on appelle 7.

Définition 1.5.6. Onnote W'l =37 . - g-W.

Remarque 1.5.7. Comme toutes les distances sont finies dans 7, si W est construit comme a la proposition 1.5.3,
1'union des W™ vaut II. En particulier si W’ est un O [K Z]-module de type fini, alors W’ C W™ pour un
certain entier n.

Attention cependant, la suite des T[] ne stationne pas en général.

Le probleme d’un W arbitraire construit a la proposition 1.5.3 demeure que le noyau de la surjection

pw: P (¢W) =1, (g,v) = g-v

geC/Kkz
n’est en général pas agréable. On aimerait que les relations soient données par les arétes de 1’arbre 7.

Définition 1.5.8. Une présentation standard de II est un sous-module W vérifiant les conditions de la proposition
1.5.3 tel que le noyau de pyy soit engendré comme Of,[G]-module par

O = {o= a0 (5 ).0) [l =0}

En termes plus concis mais moins précis, il est engendré comme Oy, [G]-module par les relations sur les arétes
de I’arbre 7.

Proposition 1.5.9 ([Col10], théoreme II1.3.1). Tout objet de Rep,, G admet une présentation standard.

Proposition 1.5.10 ([Col10], proposition III.1.16 et remarque II1.1.17, ). Soit 0 — Iy — II — IIs — 0 une
suite exacte dans Rep,,,sG. On peut alors choisir des présentations standards des trois représentations telles que
0— W1 = W — Wy — 0 soit exacte, ainsi que la suite induite au niveau des noyaux de py, , pw et pw,.

Proposition 1.5.11 ([Col10], lemme I11.1.14). Si W est une présentation standard, alors W également.

1.5.2 Premieére construction d’'un I'-module

Commengons par trouver de bons sous-espaces de II a partir desquels obtenir des (¢, I')-modules.

Définition 1.5.12. Soit W une présentation standard de II et U un ouvert de Q,,, qui sera la plupart du temps un
ouvert de Z,, voire Z, lui-méme. On appelle ]} (W) I'espace engendré par les g - W ot g = (pon ‘11) € @ vérifie
que a +p"Z, CU.

En patriculier pour U = Z,, cela correspond an > 0 et a a € Z,. Dans ce cas précis, on appellera le dual de
ce sous-espace DQ/V (IT). On note également Gy = {(p(;" “Y|a € Zy, n > 0} qui vérifie que

Dj, (I1) = ( Gzc;og-W)v-

Remarque 1.5.13. Rappelons dans le cadre des modules M de torsion que le dual de Pontryagin est défini comme
MY = Homp, (M, L/o.). Puisque Oy, est principal (de valuation discréte méme) et que /o, est infiniment
divisible, ce dernier module est injectif dans la catégorie des Or-modules. Le dual de Pontryagin est donc exact.
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Remarque 1.5.14. Toute classe dans G/k z contient un élément de la forme (pon ‘1‘) pour un entier relatif n et un
a € Q. Démontrons-le : si on prend M = (g s) dans G. Quitte a remplacer M par M = (9 }), elle vérifie que

—¢/d € Z,. Dans ce cas,
1 0 a—<2L b
— d
a0 =(57 1)

a un coefficient nul en bas 2 gauche. A partir de 13, on multiplie par p—?»(9)Id pour se ramener au cas d’une matrice
pVp (@)
avec d € Z,; . Enfin, quitte 2 multiplier par : ? ) a droite, qui est une matrice a coefficients inversibles dans
d
Z,, donc une matrice dans K, on trouve une matrice de la forme souhaitée.
Ainsi, on peut penser a I%p (W) comme I’espace engendré par les translatés de W par le demi-arbre commen-

cant en I’identité.

Remarque 1.5.15. On peut également remarquer que la condition a + p”%p - nU sur g = (p(: ‘f), peut se voir
comme une condition dépendant uniquement de la classe de g : en effet (”O “erl Zp ) est exactement 1’ensemble
p™ b

01
Prouvons-le. Prenons (?; ? ) dans K et A € Q; tel que

p" a\ faXx BAX\ _ (p™ b
0 1/\~yx X)) \0 1)

En regardant le coefficent en bas a gauche, on trouve v = 0 ce qui nous dit en particulier que «,d € Z, . En
regardant le coefficient en bas 4 gauche, on trouve 6\ = 1 donc A = §~!. L’égalité se reformule alors

pradt p"BiTl +a _ (™ b
0 1 0o 1/°

En particulier, «d~! qui est un inversible de Z,, vaut 1 et puisque 35~! parcourt Z,, on trouve exactement les
matrices indiquées.

des matrices de la forme ( ) dans la classe de g.

La structure de OF -module sur DE,V(H) est donnée comme suit : I’ensemble de matrices G est stable par
multiplication a gauche par le sous-groupe ( (1) le ) Cela définit donc une action de ce sous-groupe sur I%p (W) et

donc sur DE,V (IT) par dualité.
Mieux : comme 1’action sur /. %p (W) est lisse, on peut également la voir comme une structure de Oy, [[((1J er )ﬂ_

module, que I’on transmet & son dual par (§ #)A = A((§ 7°)-). Par la proposition B.1.5, cette algébre d’Iwasawa

est isomorphe 2 OF et on obtient donc une structure de OF -module sur D%, (1) qui fait agir (1 + X) via I’action
de (} 1) sur ce dual.

Proposition 1.5.16. L’inclusion de deux présentations standards W1 C Ws induit un isomorphisme
pwyw, - O Bpy D?/VZ (II) = O¢ Rot DE/Vl (ID).

En particulier avec la remarque 1.5.7 et la proposition 1.5.11, la catégorie PrStand(I1)°P des présentations
standards forme une catégorie filtrante lorsque les morphismes sont des inclusions. Cela permet de définir comme
la limite projective indexée par une catégorie cofiltrante

D(II) = lim Os ® OF D¥,(IT)
W ePrStand(IT)°P

indépendamment du choix de la présentation standard.

Lemme 1.5.17. Soient h une classe de G/Kkz et (p(; ‘f) un élément dans cette classe. Posons k = min{l >

0|a+ p"Z, C p"~'Z,} Alors, la distance de h & 1d est exactement k + |n — k|.

Démonstration. On choisit a € p”‘kZ;.
Sin — k > 0, alors quitte a multiplier par une matrice unipotente de K a droite, on peut se ramener a (p; (1))
donc la distance est n (dans ce cas automatiquement n > 0).

k
Sinon, on multiplie & droite par p*~"Id on tombe sur la matrice (p 0 pkb,n) avec b = ap*™" € Z, . On

. . . N . k . . < . . _nk
multiplie ensuite a droite par (9 }), on tombe sur (p,f’, po ) On mutiplie a droite par la matrice ((1) ) P ) de
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K pour obtenir la matrice A’ = ( pkb—n _ ngcﬂL) dans la classe h. Enfin, multiplier 2 gauche par la matrice
0 -1

1 et p?¢~™ : la distance de h 2 Id est bien 2k — n. O

(b_l pk_n) de K permet d’exhiber que la base adaptée pour la matrice h’ donnent comme facteurs invariants

Corollaire 1.5.18. Les matrices suivantes parcourent toutes les classes a distance au plus 1 de ’identité :

(6 1) ictor-u (o 3)- (0 3):

Démonstration. D’apres ce qui précede, soit k = 0 et [n— k| = 0 ce qui donne I’identité. Deux cas restent : k = 1
et |n — k| = 0 ce qui donne les premiéres matrices pour ¢ # 0. Ensuite,ilyak = 0 et |n — k| = 1 ce qui donne
selon le signe de |n — k| les deux derniéres matrices. O

Démonstration de la proposition 1.5.16. On commence par prouver que I, %p (W) C I %,, (W2) a un conoyau de

type fini sur Op,. Pour ce faire, on sait que Wy C Wl[n] pour un certain n. Commencons par traiter le cas ol

Wy = Wl[l]. Dans ce cas I%IP(WQ) C I%(Wl) + (1’61 (1’) - W1. En effet, on peut écrire

I (Ws) I (wi)

-y Y aewm

9€Gon, d(h,Id)<1

01
Gy (qui est un monoide). Ainsi, les seuls termes de la somme qui peuvent ne sont pas contenus dans I%p(Wl)

A . .« . 7 » s, . —1
grace au corollaire on peut choisir pour / les représentants précédents et on voit que seul (P 0) n’est pas dans

01
I’identité n’est pas envoyé par multiplication a droite par ce h dans les Gy : toutes les matrices (j ¢) sont dans

la classe de I'identité et les autres matrices sont de la forme (7 Xg’m ‘f) avec m > O eta € Zj,. Le conoyau de

I%p(Wl) C I%p (W3) est donc un quotient de (27;1 (1)) - W1 qui est de type fini sur Of..

sont ceux pour h = (Vl 0). Mieux parmi les classes dans de I'image de G dans G/kz, seule la classe de

Concluons par récurrence. Supposons qu’on I’a démontré si W5 C W{[n] et prenons Wy, C Wy C Wl[nﬂ]. En
appliquant I’hypothese de récurrence a W{ = Wy et W = Wl[l] (qui est encore une présentation standard d’apres
la proposition 1.5.11), on en conclut que I (W1) C I%p(Wl["H}) est de conoyau fini, a fortiori ;! (W1) C

13} (Ws) puisque I3} (W) C I3} (Wa) C I%(Wl[n-i-l]).

Soit i dans le noyau de la surjection qui en découle DE,V2 (I1) — DE,VI (II). Soit (v,) qui engendrent le conoyau
précédent. Par lissité, il existe n tel que () 77" ) -v; = v; pour tout j. En particulier, on en déduit que [(} =F" ) —
Id] - 17} (W) C I} (W1) dou

(7)o

En particulier dans la structure de Of -module cela se traduit par ((1 + X )P" —1)p = 0 et donc apres le produit
tensoriel 2 = 0 car (1 + X)P" — 1 est inversible dans O¢. Le noyau de DPw,, W, est trivial.
O

Remarque 1.5.19. On pourrait jusqu’ici se contenter de considérer des présentations, auquel cas il est limpide
que Wl[l] est encore une présentation et on peut s’épargner la référence a la proposition 1.5.11

On pourrait directement obtenir une action semi-linéaire de T sur D(II) via D?,V(H) ainsi qu’une -action

mais on garde cela pour plus tard. Nous allons & présent définir directement une structure de (¢, I')-module sur
D(II) en le construisant autrement.
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1.5.3 Structure de (¢, I')-module
Pour récupérer un Frobenius comme I’action de (75 (1)) il nous faut faire une construction "complémentaire"
de D(II).

Définition 1.5.20. Soit IV une présentation standard de I1. Pour tout ouvert U de Q,, on appelle I:}(W)y 1’en-

semble des éléments de ITV qui s’annulent sur g - W oll g = (p(;L ‘f) € Q vérifieque a 4+ p"Z, ¢ U.

Dans le cas de U = Zj, on note ce module D, (IT). On note Gy = { (7 %) |a + p"Z, ¢ Zy} de sorte que
v
Dii,(1T) = Ker (11 — ( 3 g-W)
g€G1

auquel on peut penser comme les formes linéaires qui s’annulent sur le complémentaire du demi-arbre engendré
depuis I’identité.

Comme pour la premiére construction, on récupere une structure de (92‘ -module de torsion sur II qui se trans-
féere en une structure de (92' -module sur le dual. De méme, I’action de (Pgl ?) sur II fournit un endomorphisme

de Of-modules de ITV. L’ensemble G étant stable par multiplication a gauche par ((1) le) et par (Pgl ?), le

\%
module D;f, (IT) est un sous-OF -module de 1V, stable par oy = (Pgl ?) .

1L 1\ /(p7' 0y _ (p' 0\/1 p
0 1 0 1) \0 1/\0 1
se traduit sur le O;’-module IT par la formule, pour tout v € II

o[ )- fen]

Puisque les (1 + X) engendrent topologiquement la O, -algebre (92', que le (92' module IT est de torsion et que ¢
est un endomorphisme continu de OF, on en déduit pour tout z € O la formule

ACo =00 3) o]

La formule de commutation

qui se traduit sur le dual par

ou en termes plus concis py est p-semi-linéaire pour la structure de (92' -module.

Remarque 1.5.21. Cette construction est cohérente avec la construction du dual dans les (¢, I')-modules étales
univariables. En effet, si D est un (¢, I')-module étale, le Frobenius sur son dual peut-étre défini en utilisant le

dual d’un inverse a gauche particulier ¥)p de ¢ p. Pour définir une action semi-linéaire de (g (1)) sur le dual, cela

. . -1
nous guide vers I’action de (T’O ‘13) sur II.

Proposition 1.5.22. Le morphisme Ry, w : n — DE/V (IT) provenant de I’injection I%p (W) < II devient un

morphisme de Og-modules injectif si on le restreint a D‘J,“V (10).
Cette restriction devient un isomorphisme aprés tensorisation par Og.
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Démonstration. Pour vérifier que c’est un morphisme de O;-modules, il suffit de vérifier que Rz, w est équiva-
07

Pour I’injectivité apres restriction, si un élément p de DI‘;,(H) appartient au noyau, il s’annule sur les g - W
pour g € Go. Comme il appartient a D‘}(H), il s’annule aussi sur les g - W pour g € GG;. Comme toute classe de
G/kz contient un élément de G ou de G4, il s’annnule sur G - W = II.

Montrons I’isomorphisme apres tensorisation. Le morphisme (’)5+ — Og¢ est la composée d’une localisation et
d’une complétion : il est donc plat et I'injectivité que 1’on vient de prouver se transmet apres tensorisation. Pour
montrer la surjectivité, nous commencons par montrer que le conoyau est fini avant tensorisation. Pour ce faire, on
remarque que la propriété 1.5.29 nous dit qu’un élément de D?,V (IT) qui est nul sur W se prolonge en un élément
de D%(H). De fait, le conoyau est isomorphe a un quotient de WV qui est de longueur finie sur Of, car W est
de longueur finie. Comme dans la démonstration de la proposition 1.5.16, on en déduit qu’il existe un entier n
avec ((14 X)P" — 1) - W = 0. En particulier si y € DiV(H), la forme linéaire ((1 + X)P" — 1) s’annule sur
W et provient donc d’un élément de Dy, (IT). L'élément (1 + X )" — 1 étant inversible dans Og, on obtient la
surjectivité. [

riante sous 1’action de ( ) C’est évident puisqu’il s’agit de I’action duale des deux cotés.

Corollaire 1.5.23. [l existe un isomorphisme de Og¢-modules

lm O @y Dj(I) = DI
W ePrStand(IT)°P

ou les fleches de la limite projective a gauche sont induites par les inclusions D;“VQ (1) c D;,l (I1) pour W1 C Wh.

Démonstration. Remarquons que si Wp C Ws, le diagramme suivant commute :

Rz,
O @y Dif, (I) == Og @01 Dij, (1)

I |

Rz, w.
O¢ ©o Dify, () == O¢ @1 Dy (I0)

C’est limpide avant tensorisation, et de plus, tous les morphismes considérés sont des morphismes de (’)gL -modules

d’ou la commutation. En particulier les limites projectives définissant D(II) et lim Og @+ Dy, (II) sont obtenues
£

w
a partir de foncteurs contravariants depuis la catégorie opposée de la catégorie des présentations standards, vers la

catégorie des Og-modules. O

Corollaire 1.5.24. Le morphisme D(II) — O¢ Dot Dy, (I1) induit par I’isomorphisme du corollaire 1.5.23 est

un isomorphisme de Og-modules. Par transfert de structure munit D(I1) d’un Frobenius yp-semi-linéaire qui ne
dépend pas du choix de W .

Démonstration. Pour I’isomorphisme, combiner la proposition 1.5.22 et la proposition 1.5.16.

Pour la non-dépendance en W, commencons par se souvenir que les présentations standard W forment une
catégorie filtrante ([Col10, Corollaire III.1.15]) et qu’il suffit de vérifier la coincidence lorsque W7 C Ws. Dans
ce cas, d’apres le diagramme commutatif du corollaire précédent, il nous suffit que I’inclusion

O¢ ®O;’ D;/Z (II) = O¢ ®O;’ DIJE,I (IT)

soit invariante par le Frobenius. L’inclusions D;FVZ (IT) C D?,'Vl (IT) dans IT" est une inclusion de sous-O -modules

v
-1 . . . N . .
stables par (P 0 ?) : elle est invariante par le Frobenius. C’est encore le cas apres tensorisation.
O

Définition 1.5.25. Puisque la mutliplication a gauche par un élément de (ZOPX (1’) laisse stable les classes d’élé-

. . . X . .
ments de G, ’action duale sur ITV se retreint en une action de (Zg ? ) sur D{,"V (IT). On la voit comme une action

de I' = Z,; via I'isomorphisme canonique.

Proposition 1.5.26. L’action de T transférée de O¢ ot Dy, (I1) a D(II) ne dépend pas du choix de W. Elle

munit d’une structure de (@, T")-module.
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Démonstration. En imitant en tous points la preuve de la proposition 1.5.24, on montre que 1’action de I transférée
sur D(IT) ne dépend pas de W. Il ne reste seulement & démontrer la semi-linéarité de 1’action de I" sur le O -
module D‘Jg, (IT) a montrer ainsi que sa commutation au Frobenius.

Pour la semi-linéarité, 1’action d’une matrice ¢ de (ZOPX (1)) sur le dual est justement définie par (t~1)V. Pour

x € Zp ety € Z, on a la formule matricielle

6 D0 =00 )6 )

Exactement de la méme manigre que pour le Frobenius, on en déduit que I’action sur IIV est semi-linaire par
rapport a I’action de I sur Og.
Il nous manque simplement la commutation au Frobenius, qui provient, exactement par la stratégie ci-dessus,

de la commutativité
R0\ (p7t 0\ _ (p7t 0\ (" 0
0 1 0 1/ \(0 1 0 1/)-

Remarque 1.5.27. A cet instant de la construction, il est difficile de saisir I’intérét de notre premiere construction
via D?,V(H). Méme si d’autres motivations viendront ultérieurement, on peut déja pointer que c’est une maniere
de prouver I’indépendance de la construction vis-a-vis de W qui est économe en termes d’arguments utilisant les
présentations standards.

O

11 nous reste tout de méme a étudier plus en détail les propriétés du Frobenius, et la finitude de D(II).

1.5.4 Structure de (¢, I')-module étale

Etape suivante de notre construction, il faut montrer que le module construit est étale. Pour cette étape, c’est
la vision par Dy}, (II) qui va nous servir.

Nous allons avoir besoin ici de deux propositions techniques utilisant une analyse des sous-arbres de 7 que
nous avons éludée. Nous nous contentons de les énoncer dans un cadre restreint :

Proposition 1.5.28. Soit W une présentation standard. Soit U,V deux ouverts de Q, tels que les ensembles

T = {(pon “Via+p"Z, CU}et Ty = {(pon “Y|a+ p"Zy, C V} sont connexes dans I'arbre T.
SiUNV =0, alors

IE(W)QI%}(W)z(pOU allf)Wm(pOV “1V)~W

on d((pr(;U a ), (pvz)v o )) est minimale parmi les couples ((pg ‘11)7 (pm ll’)) e Ty xTy.

Démonstration. Cas particulier du lemme II1.1.13,ii) de [Col10]. O
Proposition 1.5.29. Soit W une présentation standard et U un ouvert de Q,, tel que I’ensemble Ty; est connexe
dans I'arbre T. On appelle sommet extrémal de Ty tout élément g de Ty tel que Ty \{g} est encore connexe.

Alors, une forme linéaire de I[r,[ (W)Y se prolonge par 0 en un élément de 11V dés qu’elle est nulle sur les g-W
pour les sommets extrémaux .

Démonstration. Cas particulier du lemme II1.2.3 de [Col10]. O
Proposition 1.5.30. Le module D(I1) muni de son Frobenius est étale.

Démonstration. Comme précédemment, on va prouver qu’il est "presque"” étale avant tensorisation avec Og.
Plus précisément, on voudrait donner une condition nécéssaire pour un élément p de D;,(H) pour qu’il s’écrive

2P (1+ X)?ow (1:). Cette derniére identité se traduit par



Analysons : si j1; € Dy, (T0), le support de (1) - u; est contenu dans (5 1) - I3} (W) = I}} , (W). On
aimerait donc que (8 i) * p; soit un prolongement par 0 de \; = f 1, (W) Selon la proposition 1.5.29, cette
prolongation est possible des que cette restriction est nulle sur (g 1 ) -W.

Montrons qu’une forme linéaire 4« nulle sur W et sur chaque (4 1) - W s écrit S (B1) - . Tous les \;
(selon les notations du paragraphe précédent) s’étendent en éléments de Iilil‘rpr (W)y et s’écrivent donc comme

restrictions a I}, (W) de (£ 1) - p; avec u; € Dyl (IT). Regardons la somme A = >, A;. Il reste a prouver que

i+pZ,
notre idée est correi:te et que cette somme coincide bien avec . Le support des A; est contenu dans [ ’ir—li-pr (W) :
hors de J I}} 5 (W), on a bien A = p = 0. Soit v dans 1'union. Tous les 11;(v) valent pu(v) siv € I} 5 (W) et
sont nuls sinon. Or, la proposition 1.5.28 affirme que si v appartient a [ EFPZP (W)eta I]HJFPZF (W), elle est dans les
(54)-Wn (%) W.En particulier, vu I'hypothése sur 11, on a p(v) = p1;(v) = i (v) = O et A(v) = p(v) = 0.

A présent, si yu € Dy, (IT), et puisque W + Zf:ol (P1) - W est fini, il existe un entier n tel que [(1 + X)P" —
(W + 3025 (B #) - W) = {0}. Le paragraphe précédent montre alors que [(1 + X)?" — 1] est dans I'image
de ap*D;rV(H) par ¢}, . Apres tensorisation, et puisque (1 + X )P" — 1 est inversible dans Og, on conclut que 1
est dans I'image de ¢*D(II).

Montrons également I’injectivité. L’action de (Pgl ‘1)) sur II est bijective, ce qui entraine que (7, est injectif

de * Dy}, (I1) dans Dy}, (IT). La linéarisation de Frobenius sur D(II) s’identifie au changement de base de ¢}, via
(’);{ — Q¢. Ce changement de base étant plat, la linéarisation de Frobenius sur D(IT) est encore injective. O

1.5.5 Finitude de D(II)

Pour conclure vraiment & une structure de (¢, I')-module sur D(II), il nous faut encore prouver qu’il est de
type fini. Pour ce faire, nous commencer par dévisser le probleéme aux représentations irréductibles.

On construit d’abord I’action de D sur les morphismes. Si f : II; — Il est un morphisme dans Rep,,.G et
que W; est une présentation standard de II;, alors le morphisme f : W; — W dont le but est une présentation
standard de II5 contenant f(W7) + W5 (qui existe d’aprés [Coll0, Corollaire III.1.15]) donne naissance & un
morphisme de (¢, I')-modules D(II3) — D(II;) qui ne dépend pas des choix effectués. En particulier, il permet
de voir D comme un foncteur de Rep,, G vers les Og-modules munis d’un Frobenius et d’une action semi-
linéaire de T'.

Théoreme 1.5.31. Le foncteur contravariant 11 — D(II) est exact.

Démonstration. Sil’onprend 0 — II; — II — IIy — 0 exact dans Rep,,, G, la proposition 1.5.10 nous affirme
que I’on peut choisir des présentations standards Wy, W et W qui sont dans une suite exacte, ainsi que le noyau
de pw, , pw et pw,. Le lemme des cinq pour la suite de complexes de chaines

0 — Ker(pw,) = We = I*(Wa) 5 0
dont les deux premiers complexes sont exacts, donne que la suite
0= I (Wh) = L (W) — [;2(W2) = 0
est exacte. Par dualité, on obtient I’exactitude de la suite
0 — Dy, (Ily) — D, (1) — Dy (IT;) — 0.
On en déduit le résultat voulu par platitude de Og sur (’);. O

ét

Théoréme 1.5.32. Le foncteur I1 — D(II) peut étre vu comme foncteur depuis Repy,,sG vers LM o,

Pour prouver ce théoréme, on commence par remarquer que le théoréme 1.5.31 nous permet de nous restreindre
aux représentations irréductibles. Pour conclure dans ce cas, se référer a [Col10, Théoréeme IV.2.1].

Remarque 1.5.33. Ici c’est plutdt la premiére construction de D(IT) qui nous permet de conclure a I’exactitude.
On voit Iintrication et 1’utilité des deux visions sur D(II).
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1.5.6 Comparaisons des deux structures et construction de 3z,

Nous n’avons pas exploité au maximum la structure provenant des D?,V (II). 1 faut voir comment les struc-
tures additionnelles qu’elle engendre sur D(II) interagissent avec la structure (¢, I")-module que I’on vient de
construire. Ainsi, nous pourrons naviguer encore plus facilement entre les deux constructions complémentaires.

Tout d’abord, au méme titre que (Zg ?) laisse stable les classes d’éléments de GG1, il laisse stable les classes

d’éléments de G et 1’on en déduit une action de T" sur DE,V(H).

Lemme 1.5.34. L’action induite de " sur D(II) est exactement celle précédemment définie, induite par celle sur
Dy, (10).

Démonstration. Cela vient du fait que la restriction Rz, w : D, (II) — DE,V(H) est ['-équivariante ce qui est
préservé par tensorisation. O

Définition 1.5.35. L’anneau O est un ¢(Og)-module libre ayant pour base la famille ((1 + X)%)g<;<p.Soit D
un (¢, I')-module étale sur O¢. Le linéarisé ¢* D s’écrit alors comme une somme directe

D= P 1+ X)'p(0s) @p0, D

0<i<p

ce qui permet grace au caractere isomorphisme que ¢7, s’écrire de maniére unique tout élément d € D comme
Zf:_ol (1 + X)%pp(d;). On définit alors la 1)-action comme

p—1

¥ ( da+ X)%(di)) = d;
i=0

qui est bien définie, additive, vérifie v)p(xpp(d)) = ¥(x)d et a pour inverse a droite le Frobenius ¢ p.

Dans ce cadre, une deuxieéme comparaison peut s’effectuer. Nous allons voir que ¥p 1) provenant de la struc-
ture de (p, I')-module étale sur D(IT) possede une interprétation une interprétation dans la construction grice aux
Dy ().

Définition 1.5.36. L’ensemble de matrices G est stable par (g ?) Suivant les mémes idées que pour la construc-

tion du Frobenius, on en déduit un endomorphisme du O -module /. %p (W). Par dualité, on obtient un endomor-
phisme LZJE,V du Op,-module DE,V (I1).

Proposition 1.5.37. Pour i € DE,V(H), Iimage de w%v(u) dans D(II) coincide avec (1 ® p).

Démonstration. On commence par le prouver sur I’espace engendré par I’image du Frobenius dans D‘fV(H),
autrement dit, I’image de

p—1 .
(D) = DD, )+ 3§ 1) o

pour définir %V sur cet espace, on identifie Dy}, (II) & un sous-espace de DE/V(H) via Rz, w.
Fixons donc ;1 = Zf;ol (B1) - s avec p; € Dif,(ID). Pour v € I%p (W), on calcule

(€9,
(676 9

(b 7))

Si i #£ 0, la matrice appartient & G1 ce qui prouve que y; s’annule sur le vecteur considéré. En particulier,

Yw (1) (v) = po(v).

U (1) (v)

I
=
S

<

=

42



L écriture initiale o = -0 (7 ¥) - yi; se réinterpete dans le (i, T')-module étale Og Rt Dy, (IT) comme

p= i(HX) ew (ha)

=0

Ainsi, par définition du morphisme 1) on a exactement (1) = pgo ce qui conclut.

Pour qu’un élément de i € D{*,'V(H) soit dans M, il suffit qu’il s’annule sur W et tous les (g i ) W comme
nous I’avons démontré au cours de la preuve de la proposition 1.5.30. Comme dans les preuves précédentes, ces
espaces sont finis et il existe par lissité un entier n tel que [( ) — Id] w s’annule sur chaque ( ‘ ) W. Alors,

01 01
en utilisant 1’identité

G666

on trouve que

La derniere identité ne vient pas de la relation de commutation mais de 1’identité pour z € Og et u € D(II)

de Y(zp) = ¥(x) (). Laction de ((1) Pn;l ) — 1d étant la multiplication par (1 + X)?" — 1. L’inversibilité de
(14 X)?" — 1 dans O finit de montrer le résultat. O

Remarque 1.5.38. Cette derniere proposition illustre de maniere subtile I’interaction entre les deux constructions
de D(II). En effet, pour la décomposition par rapport au Frobenius étale, on a fondamentalement besoin de la
construction par D‘J,FV(H), mais pour la relier au 1/’51/’ on a besoin de considérer I’intrication des deux espaces
+ b
Dy, (IT) et Dy, (IT).
Notons également qu’il est important de tensoriser rapidement par O¢, sans quoi ¢ n’est pas défini.

Pour finir cette étude, nous allons définir un morphisme 3z, : IIY — D(II) et nous demander quelles
structures il préserve. Encore une fois, méme si la majorité des structures (et surtout le Frobenius) vient de D{,"V (ID),
pour définir ce morphisme en premier lieu nous avons besoin de la premiére construction.

Définition 1.5.39. Définissons 3z, comme le morphisme obtenu par passage a la limite des composés de Rz, w :
nv — DE,V(H) et du morphisme de tensorisation naturel de DE/V(H) dans D(IT).

Proposition 1.5.40. Ce morphisme est QT -équivariant. En particulier, il préserve la structure de O;-module que

I’on peut associer aux deux termes, est I'-équivariant et envoie I’action de (g (1)) sur le Frobenius.
Démonstration. C’estlimpide lorsque I’image de s par la restriction tombe dans I’image de ng, (IT), en particulier
lorsque £ est nulle sur WW. On sait que pour tout v, c’est vrai pour [(1#") —1Id] - v = [(1+ X)?" — 1]v pour n
assez grand.

Pourg=(2%)cQt,ona

01

1 pta . 1 p"
o ")a=s(6 )

[(1+X)" =1]8z,(g-v) = Bz, ([(1 + X)*" —1]g-v)
= Bz, (- [(1+ X)P" —1]v)
= 9Bz, ([(1+ X)P" —1]v)
=g-[(1+X)"" —1|vpz, (v)
= [(1+X)"" —1]g- Bz, (v)

En simplifiant par [(1 + X)®" — 1], on obtient I’invariance désirée. O

donc
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Proposition 1.5.41. L’action de (1’;1 (1)) sur IV se transporte en 1) via Bz,

Démonstration. C’est un corollaire de la comparaison entre L/JE,V et . O

1.5.7 Généralisation a d’autres catégories que Rep,,,.G

On aimerait étendre cette construction a une catégorie de représentations au-dessus de Oy, puis de L. Nous
allons procédéer a partir du cas de torsion en passant a la limite, i.e. en définissant D (II) = lim D (!/c*1m).

Définition 1.5.42. La catégorie Repy, G est la sous-catégorie pleine des Oz-modules topologiques avec action
continue de G dont les objets sont les modules IT muni de la topologie w-adique, qui sont séparés et complets,
sans torsion et tels que pour tout entier n, le module /"1 est un objet de Repy,,. G-

La catégorie Rep; G est la sous-catégorie pleine des objets les L-modules avec action de GG dont les objets sont
tels qu’il existe un sous-Or-module Ilq discret, stable par G' qui est objet de Repy, G et tel que II = Il ®o, L.

Remarque 1.5.43. Quelques remarques sur la condition d’appartenance a Repp, G.

La complétude de Oy, garantit que IT a un caracteére central si et seulement chaque quotient en a un.

Pour tout Or-module topologique II muni de la topologie ww-adique, séparé et complet pour cette derniére,
avec action continue de G, les modules /=" 11 sont automatiquement lisses.

L’admissibilité des quotients semble subtile a voir directement sur II.

Remarquons que la complétude et la séparation de II nous assurent dans ce cas que II est engendré par des
relevés d’éléments engendrant I1/w11.

De maniere générale, la séparation et la complétude garantissent que I = liin I /kr.

Remarque 1.5.44. Pour ’appartenance a Rep; GG, on peut également remarquer qu’une structure de L-Banach
est déduite sur IT a partir de son réseau stable I, en posant @*II, comme base de voisinages de 0.

Définition 1.5.45. On définit pour IT € Repy, G I’élément D(IT) = lim D("/=*m) limite dans la catégorie
des (¢,T)-modules sur Og. Les fleches de transition sont donnés par fonctorialité de D via les morphismes

H/wkl_[ ﬂ) H/warlH.
Proposition 1.5.46. Le foncteur D depuis Repy, G arrive dans @FMétg, il est contravariant et exact.

Démonstration. Soient k > 0. Alors par exactitude de D sur Rep,,,G, on a

D(H/wk“n)/wk’D(H/wkﬂn) = Coker (D (xw"))
= D(Ker(xwk))
= D(wll/5k+111)
D(iw) D(H/wkH)

ot le dernier morphisme est un isomorphisme puisque II est sans torsion et que D est exact. L’isomorphisme
obtenu est simplement la réduction module * de la fleche de transition dans la définition de D(II). Puisque
D(1/=*+11) est de type fini comme Of-module, le lemme de Nakayama affirme que relever une famille géné-
ratrice de D(I/w*11) fournit une famille génératrice de D (/" 11). Si I’on prend une famille génératrice de
D(11/w11) puisqu’on la reléve de maniere cohérente a chaque D (I/*11), on obtient de fait une famille génératrice
de D(II) sur Oy,. Le foncteur D fournit des objets de type fini.

Soient k > 0 et r > 0. Alors par exactitude de D sur Rep,,,,G, on a

D(H/w7'+kﬂ)/w7‘D(H/wr+kH) = Coker(D(xw@"))
= D(Ker(xw"))
= D(wkﬂ/errkH)
SUZ) (1)
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ou le dernier morphisme est un isomorphisme puisque II est sans torsion et que D est exact. La famille ob-

tenue d’isomorphismes entre P("/="1*1) /orp/er+rmn) et D(/o 1) est compatible aux transitions lorsque &

augmentent : elle fournit un isomorphisme entre lim D(1/z+ ) / w" D/ +F11) et D(/w ). Le foncteur D
k

fournissant des objets artiniens sur O¢ depuis les objets de torsion, le systéme projectif D(1/=*II) est de Mittag-

Leffler. La suite exacte de systémes projectifs
0 (m(n/wkn)) S (n(n/wm))

donne une suite exacte (par annulation du premier foncteur dérivé de la limite projective, voir [Prod])

- (D(H/wTJrkH)/wTD(H/w7-+kH)) —0

k>0 k>0 k>0

0— L%anD (H/wkn) — D(IT) — L%nD(H/w'”*’“ﬂ)/wTD(H/wrMn) -0

Le morphisme de noyau nul entre systémes de Mittag-Leffler (D (1/w*11)) K50 RN (@™ D(1/wkm)) > Ctant

fournit en passant 2 la limite la surjectivité de D(IT) RN liin w"D(/=*1) ce qui permet grice a la premiere
suite exacte d’identifier P(M) /o D(11) & D(1 /7).

Le caractere étale du Frobenius se vérifie par la surjectivité de son linéarisé modulo . Le module D(II) est
étale puisque tous les D(!/=*11) sont étales et que le linéarisé du Frobenius, modulo w" s’identifie simplement
au linéarisé du Frobenius sur D (Il/w*1).

Regardons I’exactitude. Prenons une suite exacte dans Repg, G

0—1II; - II —-1II, — 0.
Puisque les modules sont sans torsion, on a également une suite exacte
0 — whl; — @l — oFy — 0
qui par la suite exacte longue d’homologie donne une suite exacte
0 — 1L /b1, — /b1 — 12 /ok 1, — 0.

L’exactitude de D sur Rep,,,,G donne une suite exacte de systemes projectifs
0— (D(H2/wkn2)> — (D(H/wkn)) - <D(H1/wknl)> -0

E>0 k>0
et Mittag-Leffler conclut a nouveau. O

k>0

Définition 1.5.47. On définit pour IT € Rep; G I’élément D(II) = lim L ®, D(Ilj) ou la limite est indexée par
—

la catégorie filtrante des sous-Op -réseaux compacts stables par G et qui engendrent IT sur L, avec les inclusions
pour morphismes.

Lemme 1.5.48. Une inclusion 11y C II{, induit un isomorphisme L ® 0, D(Ily) = L ®o, D(I1}). En particulier,
le module D(IT) a un sous-(p, T')-module sur Og incarné par D(I1y).

Démonstration. Puisque ce sont des réseaux, il existe un entier & > 0 tel que Iy C IIj C w "II. L'iso-
morphisme "Iy == Il fournit un isomorphisme D(ITy) ~=— D(ww "Il) qui identifie D (™~ "Ily) a
w"D(Iy). Par conséquent, le morphisme D(w ™ "Tly) — D(II) engendré par I'inclusion devient un isomor-
phisme apres tensorisation par L. C’est également le cas de D(II;) — D(IIy) par lequel on peut le factoriser. [

Proposition 1.5.49. Ce foncteur D arrive dans la sous-catégorie pleine D*:° (N x T), ) de D¢ (N x T, €) des
objets ayant un sous-Og-réseau stable par les endomorphismes qui est dans D (" x T, Og), est contravariant
et exact.

Comme I’on voudrait obtenir a terme une correspondance entre représentations de G et de Gg,, on applique
ensuite le foncteur des équivalences de catégories de Fontaine (dont la premiere a été détaillée dans la section 1.2)
donné par V : D% (N x T, Og) — Repp, (Gg,) (resp. V : DO(pN x T),€) — RepGg,).

On appelle V le foncteur obtenu par précomposition de V avec D qui est encore exact.
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Chapitre 2

Théorie des (y, [')-modules
multivariables

2.1 Léquivalence de catégories de Fontaine a plusieurs variables

Dans [Z4b18b], G. Zabradi établit I’équivalence de Fontaine entre la catégorie Repr GQ;}, A des Op-modules
de type fini munit d’une action continue de Gg, A = [,ca Gal(Q,|Qy) et la catégorie D (T A, O, ) des
Ty a = [laen(Zy\{0})-modules étales sur Og,. On se contente du cas de L = Q,, le cas des coefficients
arbitraires s’en déduisant en remplagant Og, par ’anneau O, ®z, Og¢, avec les actions et Frobenius définis
triviaux sur Oy, de la méme maniére que dans le premier chapitre. Définissons un peu les anneaux qui vont servir
dans le cas multivariable :

Définition 2.1.1. On note
En =F,[X,|a € AJ[X:1]

ot XA = [[oen Xaset

Og, = lim (Zp/pth> [Xola € AJ[XAY
h

On munit le premier de la topologie (X )-adique et le deuxieme de la topologie (p, X )-adique.

Ces anneaux seront munis d’une action de [F,,-espace vectoriel toplogique (resp. de Z,-algebre topologique)
du monoide T, A donnée par v - X, = (1 + X,)7% — 1. L’action restreinte a 'n = [],c Z, sur un élément
donné est également continue si I’on munit I'a de la toplogie profinie.

Remarquons pour la suite que cette action peut se voir comme une famille de Frobenius ¢, correspondant a
I’action de (p'#=2)gen € T A etde Ia = Gopoa/Hg, a.

Remarque 2.1.2. Il est possible de construire autrement ces anneaux, a partir du cas univariable, ce qui permet
de motiver la définition 2.1.4. Prenons pour tout « une copie E,, du corps E et appelons E. son anneau d’entiers
X,-adique. L’anneau E'A peut étre vu comme

—

o = (8,0, P05

ol le produit tensoriel complété & est la limite projective des quotients de type fini (ici sur Fp).

Définition 2.1.3. Rappelons que la catégorie D¢ (T A, Ea) (resp. D¢ (T A, Og,)) est la catégorie des Ea-
modules (resp. Og . -modules) de type fini munis d’une action semi-linéaire de Ty A qui est étale, i.e la linéarisa-
tion de I’action de tout élément est un isomorphisme. Pour plus de précision, revoir la définition 1.1.4.

La noethérianité de Ea se prouve grice a la noethérianité de A[X] pour A noethérien, puis la préservation de
la noethérianité par localisation. Celle de O¢, se prouve en considérant qu’il s’agit de la complétion p-adique de
Zy[Xa|a € AJ[X31).

Définition 2.1.4. Donnons-nous pour tout « une extension séparable finie £/, |E, = F,((X,)) avec 'unique
norme qui étend celle sur F,,((X,)). On écrit chaque E), =F, ((X],)) ou F,_|F, est finie et X/, est une unifor-
misante. On note

= @ Fu)lXilacAllxs?)

acAF,
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Son anneau d’entiers pour la valuation (X')- adlque est noté E . On remarque que cet anneau peut se construire
d’une autre maniére : en partant de @aea ¥, Ef A, €n completant par rapport a I’idéal (X4 ) puis en inversant X .
Derniere vision possible : 1’anneau EZF s’identifie au produit tensoriel complété sur F,, des anneaux E/" des
entiers de E!,.

Les Frobenius ¢, sont définis sur E/, comme la puissance p-iéme et trivialement sur E’ﬁ Leur produit tensoriel
sur ®aecaF, B~ s’étend continfiment et uniquement a E’y. L'action de H, = Gal(ESP|E,) sur E.F, définie
triviale sur E’;‘ pour 5 # a, s’étend également de maniére continue a E'y . Ces actions commutent entre elles pour
fournir une action de Hg, A sur Ey. Mieux, on a une action de G, A en identifiant IZ5°P a un corps de normes et
en étendant le produit tensoriel des actions a E’, . Ces Frobenius et actions prolongent ceux précédemment définis
sur Fa.

On note EX” la limite inductive des E'y pour toutes les familles d’extensions séparables possibles. 11 est
€galement muni de Frobenius et d’une action de Gg,, A

Remarque 2.1.5. Pour |A| > 1, si I'anneau E5 est intégre, ce n’est pas le cas de E'X" (qui contient par exemple
Fp2 ®F, Fp2).

Définition 2.1.6. Définissons, pour chaque «, I’anneau Og¢_ comme une copie de I’anneau Og, et définissons &,
son corps des fractions. Grice au cas univariable, on sait que pour toute extension séparable finie E/, | E,, il existe
une unique extension non ramifiée £/ |&, dont I’extension au niveau des corps résiduels est exactement E! | E,,.
On note O, son anneau d’entiers pour la valuation p-adique. Pour une famille d’extensions, on note Og;, le
produit tensoriel complété sur Zj, des Og; . On peut identifier Og, au complété p-adique

(® w%))@ o€ AJ[X ]

Par limite inductive, on obtient I’anneau Ognr

Par complétion p-adique, on obtient un anneau complet pour la valuation p-adique d’anneau résiduel EX” que
I'on note Og

Le Frobe?nus ¢q du cas univariable sur chaque O/, défini comme trivial sur (95/ pour 3 # «, passe au

produit tensoriel complété puis & Og,. On obtient ainsi des Frobenius sur O e

De méme, ’action de Galois se transmet.

Définition 2.1.7. On définit de maniere analogue a la premiere partie le foncteur ID par
D : Repy, Gg,.a = D(T4,a,06,), Vi (Ogp @2, V) Hap,

On définit le foncteur V par

) W=Id
V- Det(T+’A,05A) — ReprGQpaA7 D~ ﬂ (OE‘ZT Qo D)‘p .

aEA

Pour étudier les propriétés du foncteur D, nous avons besoin d’analogues de propositions concernant les an-
neaux de Fontaine dans le cas multivariable, ainsi que d’un lemme supplémentaire pour appliquer la méme straté-
gie que dans la premiere partie.

Proposition 2.1.8. Les inclusions suivantes sont des égalités :

pa=Id
F, C ﬂ seP Qoa—Id’ Vh, Zp/phZ C ﬂ ( 5"*'/p"(’)g,;> , Zy C ﬂ Ogn\r wa—Id
a€A

aEA aEA

Démonstration. Premiere égalité : soit u € ((EXT)?>=1 non nul. Il existe une famille d’extensions séparables

finies ', |E, telles que u € [)(E’)?>~19. Rappelons la description By = (QF,.)[X, |a € AJ[XX']. En
appliquant a u la puissance p-ieme qui est le produit des ¢, on tombe sur u” = u. En identifiant le terme "de
plus bas degré pour un ordre lexicographique" qui vit dans 1’algébre réduite @ IF,,_, on en déduit que u € E' T de
terme "constant" ug non nul. Puisque (X’) est un idéal stable par tous les ¢, le terme constant ug doit egalement
étre invariant par chaque ¢,,. Pour un « choisi, prenons (e;) une base du IF,,-espace vectoriel @54 [F, et écrivons
de maniere unique up = Y . ¢; ® e; avec ¢; € Fy . Ona

Zcf@eicha(uo):uozzcl—@ei
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et en identifiant pour tout ¢, on a cf = ¢; soit ¢; € Fy et ug € ®pxalFy,. Ceci étant vrai pour tout «, ug appartient
a [F,,. Enfin, I’élément u — ug est également invariant, dans EZ“ mais de terme constant nul. Il est donc nul, soit
u=1ug € Fy,.

Deuxieme égalité : par dévissage a partir de la premiere égalité modulo p, comme dans le lemme 1.2.8. O

Proposition 2.1.9. Siles E! |E,, sont des extensions finies séparables, les inclusions suivantes sont des égalités
.. [Moea Gry, o
se ’ _— a !
EA (E PyHaca @ry - yp, (’)ng /phog/A C (ngr hﬁ@fﬁ) , (95/ ((’)A) eaGmy

Démonstration. Premiere égalité : Puisque les invariants commutent & I’inversion de X5 et 4 la limite inductive, il

suffit de prouver pour tout famille d’extensions finies galoisiennes E”/|E/, 1'égalité (EX" ) laea Gal(E¢E.)  Nous
montrons le résultat par récurrence sur |A[, le cas |A| = 1 étant simplement le théoréme de Galois. Choisissons
un « arbitraire. Comme des produits tensoriels complétés se cachent partout, nous avons besoin de quotienter un
peu pour faire apparaitre 1’hypotheése de récurrence. Pour tout entier £ > 1, on a

[y, Gal(EY|E}) [y Gal(EY|EL)
(B2 )™ (68720 ) e
IT Gal(EY |E})
1+ //+ BF o B~

(E \{a} ®]F (X/k)>

= (B 17 S o, B (2

_ 1"+
= Ex\(ay ©F, Pa ™ /(X)
ol I’avant-derniére ligne provient de ce que E;*/(x/*) est un F,-espace vectoriel avec action triviale du pro-

duit galoisien et ol la derniere ligne est obtenue par hypothese de récurrence. En passant a la limite, on obtient

(B Moz Gal(ECIEL) ¢ E’:\{Q}@JFPEZJF. Explicitement, en posant E!, = F, ((X.)) et B!/ = F, (X))

comme précédemment, on peut écrire
(B4 ) aea Gal(ELIEL) ¢ (Fm wr, X IE‘%> [X, X4 |8 # al.
BFa
En réduisant modulo (X[’;)g#a, on obtient que

Gal(E{|E,,)

)Gal(ESIE;)

<(E/A\{a}®FpE5+)/ (X}) e (E/ o}/ (X)) o OF, EZ+)

(B&\ar/ (XD za) @5, (ELF
(EE\{a}/ (X/ﬁ)675a> ®F, Eq

I+
=Ex /(X)) pra

ol I’antépénultieme ligne est obtenue en considérant que EX (,,/(X})s2. est un Fp-espace vectoriel avec ac-
tion triviale de Gal(E!/| E/,), I’avant-derniere provient du cas de base univariable. Notons également (ce que nous
n’avions pas précisé dans le premier calcul) que la premiere égalité utilise que F,, @) B0 Fqp estfini. En passant
Gal(E{|Ey) c

)Gal(E;’\E;)

alalimite en k et par complétion (X;) ..o-adique de F{, , }®Fp E;*, onobtient que (E, ®r, E1Y)

E’g. En combinant avec la premiere inclusion, cela donne

al(EY | E. = Gal(E/|EL)
(BT Hoea G2IBs1ES) — (B ®F, Ba) =By
Deuxieme égalité : par dévissage a partir de la premiere égalité modulo p, comme dans le lemme 1.2.3. O

Lemme 2.1.10. Pour toute famille d’extensions finies séparables E! | E,, les morphismes

£l o, (B (Bl o5, Ba) ) - Ba

“lAal

Oc;, ®o,, (05;2 (05' ®0¢, 4, OgA)) — Ogy,

obtenus a partir des inclusions sont des isomorphisme. Les inclusions étant Frobenius et G, A-équivariantes,
ces morphismes le sont également.
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Démonstration. Premier isomorphisme : en appliquant récursivement la transitivté du produit tensoriel (i.e. pour
tout anneau A, toutes A-algebres B et C' et pour toute B-algébre D il y a un isomorphisme naturel D ® g (B ® 4
C) = D ®4 C),le morphisme

e o, (B (B on, @ BE)) > @ X

acAF, acAF,

est un isomorphisme. Les idéaux (X7) et (Xa) de ®qcar, E," fournissant la méme topologie, et puisque les
E’T sont X,-adiquement complet, en complétant (X A )-adiquement des deux cdtés de I’isomorphisme précédent,
on obtient un isomorphisme induit par les inclusions

El} ®pt, (Egg... (E;TA ® gt EI)) S NP

Al

Toujours parce que X/, est une uniformisante de E/, inverser X,, (resp. Xa) ou X/, (resp. X4 ) revient au méme
ce qui fournit en inversant X A un isomorphisme induit par les inclusions

B, 9., (B (Blys @6,y Ba) ) i,

Deuxieme isomorphisme : par complétion p-adique de la source et continuité du morphisme induit par les

injections, il suffit de montrer la surjectivité modulo p” pour tout entier naturel h. Le cas h = 1 provient de
la premiere étape. Pour la récurrence, utiliser la suite exacte associée a la réduction modulo p et le lemme des
cing. O

Théoréme 2.1.11. Le foncteur D envoie en réalité les objets dans D* (T a, Og,), est pleinement fidéle et V en
Sfournit un quasi-inverse depuis son image essentielle.

Démonstration. La preuve suit le cas univariable dans 1.2.5. Il suffit comme dans la premicre étape de ladite
preuve, de la proposition 2.1.9 et de montrer que pour toute famille d’extensions finies galoisiennes E’ |E,,, on
a un isomorphisme Hg, a-équivariant entre Og; et Og, [T, Gal(E.|E,)]. Tout d’abord, par théoréme de la
base normale, chaque F/, s’écrit E, [Gal(E/ |E,)] d’ ol par Nakayama un isomorphisme de O¢_[Gal(E’ |E,)]-
modules entre O¢: et Og, [Gal(E],|E,)]. On utilise alors I’isomorphisme du lemme 2.1.10 et récursivement
I’isomorphisme S-linéaire de G-équivariant R[G] ® g S = S[G] obtenu pour tout morphisme d’anneaux R — S
et tout groupe fini G.

Pour prouver que V fournit un quasi-inverse sur I’image essentielle, passer le morphisme de comparaison
Frobenius et G, a-équivariant aux invariants par les ¢,. On obtient un isomorphisme naturel entre V(ID(V"))
et N(Ogm ®z, V)#=14 = (N(Ogx)?>=") ® V qui vaut V grice a la proposition 2.1.8 (2 nouveau petite
arnaque pour prouver 1’égalité qu’il faudrait rédiger comme dans le théoreme 1.2.5). En appliquant . Comme
D corestreint a son image essentielle est une équivalence de catégories, le foncteur V en est nécessairement un
inverse.

O

Théoréme 2.1.12 (Théoréme 3.15 dans [Z&b18b]). Le foncteur D est essentiellement surjectif. Par conséquent,
les foncteurs D et V fournissent une équivalence de catégories entre Repzp Go,.a et Det (T+ A, Ocn).

Remarque 2.1.13. Si I’étude de D se déroule de maniere similaire dans le cas univariable et multivariable, ce
n’est pas vrai pour I’étude de V. En effet, les arguments d’étalité ne fonctionnent plus entre EX" et Ea (le
premier n’est méme pas integre). Cela nous empéche méme d’utiliser des arguments d’étalité récursivement pour
réduire le nombre de? variables puisque Eze{’g} ®z,EZ, par exemple, n’est pas non plus integre dés queo|A'| > 2.
Essayons d’expliquer dans les grandes lignes la stratégies de G. Zabradi dans [Z4db18b] en caractéristique p.
Il fixe @ € A arbitraire et D dans la catégorie d’arrivée. Le gros de la preuve consiste a prouver que le module
=1d . ’ .
Do = Npza (Eze{){al}((Xa)) ®ps D)7 est un objet de D*(T o, E,) (autrement dit un (¢, I')-module
classique sur la variable a) avec une action de G, A\ {a} qui commute a cette derniere structure. Il a également
besoin que

EXP oy (X)) ®5, Do — B, (Xa)) ©ps D (*4)

soit un isomorphisme, et enfin que D,, soit contenu dans Ezeia F [Xa][XA'] ®E4 D (nous verrons juste aprés
pourquoi c’est important). C’est ce dernier point qui force Zabradi a étre trés précautionneux dans ses constructions
et a passer a une structure des modules sur des anneaux d’entiers, des éléments bornés, etc, pour pouvoir garantir
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le caractere "uniformément borné en (X3)3.," des coefficients, que souligne le dernier point. A partir de 13, il
pose V' la représentation de G'g, o obtenue par I’équivalence de Fontaine univariable a partir de D,, et la munit de
I'action de G, A\ {o} induite depuis D, pour en faire un élément de Repr Gg,,a. Le Fj-espace vectoriel V' est
de méme dimension que la F,-dimension de D, qui vaut le rang de D grace a I’isomorphisme de comparaison
(*4). 11 démontre une suite d’inclusions

EXP @, V < (Eseer}[[Xa]][X "1®p, EB5P) @p, V

A\{a
= B XX @5, (B3P @, V)

~ Ese{){+}[[Xa]][ 1] ®Ea (Ezep ®Ea Da)

~ 178€ + -1
= E5P O, (Bxtm [Xal[X3' ®p, Do)

< E*P @p. ( Ze{){—g} [Xa][XA ]®EA D)
= (E XS{Z} [X]IX3'] ©5, E5P) ®p, D

pour lesquelles nous avons la plupart des clefs (hors arguments de platitude) et ot ’on a utilisé de maniere

cruciale le dernier point entre la quatrieme et la cinquieme ligne pour ne pas devoir remplacer ESAE{’ {Z} [Xo] XA 1

par ESAE{’ (o} ((Xa)). Il passe aux invariants par Hg, A pour obtenir une injection
E=¢ sep) Hap,
D(V) < (B A{){—;} [XJ[XA ®E, EXP) " ®@p, D

et c’est ici que I’importance du troisieme point se manifeste : si
sep + — sep\ H bp, A _
(EXVia) [X]IX3' @8, E2P)7° E+\{a} [Xa][X3'] = Ea

cela n’aurait pas été le cas de (EXY (o) (Xa)) ®E, EZQP)HQ’“A = Ea\{a}((X4)). Enfin, derniére subtilité, les
modules D(V) et D ayant méme rang, le quotient 2/b(v') est un objet de D (T A, Ea) de rang nul. L’action de
T'A permet de conclure qu’il est nul en utilisant le lemme 2.3.16 (I’argument est similaire a celui de la preuve du
théoréme 2.3.15; nous ne nous y étendons donc pas a ce stade).

Remarquons que la preuve par les espaces perfectoides dans [CKZ] semble fournir, pour un corps perfec-
toide E de caractéristique p, une équivalence directement entre Rep G g,a et D (TT,en s Oca)- Nul besoin,
semblerait-il, d’utiliser de maniere subtile I’action de I'A dans le cas spécifique du corps de normes imparfait.

2.2 Calcul de cohomologie par le complexe de Herr

Suivant [PZ21], nous allons montrer que la cohomologie d’une représentation V' de Repzp G, se calcule a
partir du complexe de Herr associé a D(V') dont nous donnerons la définition au fur et & mesure de la preuve.

Par la suite, h* désignera la cohomologie d’un complexe de cochaines alors que H?, , désignera la cohomolo-

gie des groupes continue donnée par les foncteurs dérivés de la prise d’invariants dans la catégorie des G-modules
discrets.

Définition 2.2.1. On fixe une fois pour toutes un ordre strict total < sur A. Pour D un groupe abélien munit d’une
actionde [ ], ca ©%, on définit le complexe de cochaines suivant

®*D): 0-D—>» D—...» > D—..

aEA a1 <...<ag

ol les morphismes entre la copie de D associée a (a3 < ... < ai) et celle associée & (51 < ... < SBgy1) est
donnée par 0 si {o;} € {B;} et par (—1)(Id — pg,) si {B3;} = {a;} U {Bi}.

Définition 2.2.2. Grice a [Zab18b, Proposition 4.9] que nous avions redémontré au passage dans le théoreme
2.1.11, on peut définir pour un objet V' de Rep; Gg,,a

Dsep(v) — Og—z\r ®ZP V = OETAS ®OSA D(V)

Il en découle une égalité (D*°P(V))Her.2 = D(V).
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Pour parler de la cohomologie continue, nous avons besoin d’une catégorie avec assez d’injectifs ; nous consi-
dérons donc la catégorie Rep?éi‘;GQp, A des limites inductives filtrantes d’objets de Rep;,sG,,A-

Proposition 2.2.3. La catégorie Rep?éf.gGQW A posséde assez d’injectifs.

Démonstration. Le foncteur d’oubli, exact, depuis la catégorie Rep%fc Gq,,a des Z,-modules discrets avec action
linéaire continue de G, A vers Modz,, [Gg,,a] @UN adjoint a droite, qui a V' associe 1’ensemble des vecteurs lisses.

Le lemme [Proe] montre donc que Rep%LSCGQW A possede assez d’injectifs.

Le foncteur d’oubli, exact, de Replis¢

Gq,,a vers Rep%i}fCGQp’ A a un adjoint a droite qui a V' associe les
vecteurs de torsions. Le lemme [Proe] montre donc que Rep%fc Gq,,a possede assez d’injectifs. O

disc

Remarque 2.2.4. Attention, a priori les modules de Rep;, ¢

catégorie n’est donc pas Modo, ;|

Gq,.a ne sont pas divisibles comme Z,-modules, la
Gop,al -

Le produit tensoriel et les invariants commutant aux colimites, les foncteurs D et V aussi et ils se généralisent
en une équivalence de catégories entre Repais® Ga,.a et DPO~(T A, O¢,).

ors

Essayons dans un premier temps d’interpréter la cohomologie h*(®*(D(V))).

Lemme 2.2.5. La suite 0 — V — ®°*(D%P(V)) est exacte.

Démonstration. Etape 1 : montrons que pour tout |A|, Papplication Id — ¢, : EX? — EXP est surjective de
noyau Eze{) (a} On suit la stratégie de preuve de [Zab18b, Lemme 4.4].
L’inclusion de Eze{’ {a} dans le noyau est limpide puisque ¢, est définit comme étant 1’identité dessus. Dans

l’au.tre sens, on remarque que pour toute Ej = F,,((X}3))|Ep extensions finies séparables, on a une inclusion
équivariante

B+ ( By 8, . ) (KL,

En prenant les invariants a droite et en identifiant le terme de plus petit degré en X/, on se rend compte que
ce terme doit étre nul et son coefficient invariant. I en découle une inclusion de E¥ =1 dans (Eze{’ {a} ®F,

o=Id L. . . .

Fo.) v . En écrivant F,, comme un module libre sur F,, avec une base (e;) telle que le Frobenius laisse ¢g = 1
fixe et permute circulairement les autres, on trouve ESAQ{’ (o) COMMe invariants.

Pour la surjectivité, prenons & nouveau ¢ € E’,. On peut trouver un entier k tel que ¢ € XZ’“EZF =

//\—k I+ PR _ 1—k o+ I—k I+

®5,FPX5 Eﬂ . On écrit alor.s c = ano ban ® c.a,n .avec cmn. e X7FEL .et ban E.XA\{Q}EA\{Q} avec
ba,n tendant vers 0. Le morphisme ¢, sur E’" envoie I'idéal maximal sur sa puissance p-iéme : par complétude
Id — ¢, est surjectif sur 1’idéal maximal X/, E’}. On prend un systéme de représentant U/ de X/ *E'} et on
considere E”|E/, finie séparable, corps de scindage simultané des polyndmes 7?7 — T' + u pour u € U. Pour tout
entier n, il existera do ,, € X *E/* tel que co,n — (Id — ¢4 ) (da,n) € X/ E’F. En particulier, on peut supposer
que con = (Id — 9o)(da,n) = 0 et les d, ,, ont des valuations bornées dans I’extension finie séparable E/|E,,.
L’élément c apparait comme image de ano ba,n ® da,n qui appartient bien a EX".

Etape 2 : montrons le résulat pour V' = F,, par récurrence sur |A|. Pour [A| = 1,

En dégré 0, le groupe hO(®*(EXT)) est consituté des invariants sous tous les g, et la proposition 2.1.8
conclut.

Effectuons une récurrence sur |A| pour les degrés supérieurs. Le cas |A| = 1 provient de ce que

0= F, — Esop 222220 peep

est exacte. Supposons le résultat vrai en cardinal inférieur a |A| et ¢ > 1. Prenons (Zq, ), <...<a, U0 cocycle en
degré r. Pour tout indice tel que @ € {cv; }, il existe un unique indice 51 < ... < B,_1 telque {o;;} = {a}U{B;}.
Pour chacun, prenons grace a la premiére étape un y, tel que (Id — ,)(ys,) = £, ol le signe est choisi pour
que la fleche de la copie indexée par 51 < ... < .1 vers a; < ... < «; envoie yg, Sur T,,. Aucun des
indices 81 < ... < [,._1 considérés ne contiennent «, donc les seules fleches non nulles de ces indices vers
les indices contenant « sont celles précédemment considérées. De fait, le cocycle (z,,) — dr’l(ygj) est nul
sur les composantes dont I’indice contient o (I’élément g, est nul pour les indices contenant ). Si maintenant
af < ... < o estun ensemble d’indice ne contenant pas «, la composante sur of < ... < @ < ... < ). de
d"((x,)) est une somme ol tous les termes sauf un vienne d’indices contenant . La condition de cobord livre
I’égalité
0=d"((za;))a;.0 = £(Id = @a)(zar)
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et on en déduit que toutes les composantes de = sont invariantes par ¢,,. De fait,  peut se voir comme un cocycle
de degré r dans <I>'(E5Ae<’ {a }) L’hypothese de récurrence conclut.

Etape 3 : on tensorise le complexe exact 0 — F,, — ®*(ID**P(F,,)) par V qui est plat sur FF,,. On obtient alors
le complexe exact pour V' de p-torsion quelconque.

Etape 4 : pour toute famille d’extensions finies séparables E’,| E,, 1’anneau Og, est sans torsion sur I’anneau
principal Z,, et par conséquent plat sur Z,. Il en résulte que V' — D*P (V) est exact, puis que V' +— ®*(D*P(V))
est exact.

Par dévissage 2 partir de 1’ étape 3, le lemme est vrai pour chaque représentation de p"-torsion : par récurrence,
il faut écrire la suite exacte longue d’homologie associée a la suite exacte de complexes obtenue depuis 0 —
pV — V — V/pv — 0. On passe enfin a la colimite, qui est exacte pour obtenir le lemme en toute généralité. [

Lemme 2.2.6. Les modules O [p" O = sont acycliques pour la Hg, A-cohomologie continue.

ggr
Démonstration. Par dévissage, on se ramene au cas h = 1, soit a EsAep.

Les [[ Gal(E5P|E,) pour E,|E, finies séparables forment une base de voisinages de I’identité dans Hg,, v
De fait, la proposition A.0.4 permet d’écrire

H! . (Hg, a, EX?) = lim HZ( [ Gal(z:r|E), (EXP)Haca Gal(E‘Zf"E;)) = lim Hi(HGal(EZEPE;),E/A)
—
acA

On s’est donc ramené a prouver que E; est acychque pour la Gal(E5°P| E!, )-cohomologie.

Par théoreme de la base normale, chaque E!, s’écrit E,[Gal(E/|E,)]. On utilise alors I'isomorphisme du
lemme 2.1.10 et récursivement I’isomorphisme S-linéaire de G-équivariant R[G] ® g S = S[G] obtenu pour tout
morphisme d’anneaux R — S et tout groupe fini G pour obtenir que £ estisomorphe & EA[[],c A Gal(E}, |Ey )]

comme EA[[],ca Gal(E]|E,)]-module. C’est un module induit, donc acyclique. O

Proposition 2.2.7. Pour tout objet V de Reptcl;gGQp A, On a en tout degré un isomorphisme naturel de T'a-
représentations
h*@*(D(V)) = Heony (Ho, a5 V).

Démonstration. Pour tout objet V' de Rept(‘;gG@p A, on peut écrire D**? (V') comme colimite indexée par h des
= /h
Oegf/p Ogg\,- Qoe, fohog D(V)

qui sont tous acycliques comme somme directe de copies de i /p* O ; dans la catégorie des Hg, A-représentations.

g/gr
La représentation D°P (V') est une colimite d’objets acycliques : elle est elle-méme acyclique. Le lemme 2.2.5
montre alors que le complexe ®* (D% (V7)) est une résolution acyclique de V' pour I’action de Hg, a.La Hg, A-
cohomologie de V' peut alors se calculer comme suit

HS, . (Hg, A, V)=h* <[¢>' ]D)SCP(V))}H%,A>

= h* (2 (D*P(V) e 2))
= h*(2*(D(V)))

O

I1 faut a présent introduire 1’action de I'o. Pour ce faire, nous supposons pour plus de facilité que p > 2. Le
groupe topologique I'a est alors topologiquement engendré par les v, = (1,...,¢(1 4+ p),...,1) oll ¢ est un
générateur de (Z/pz)*.

Définition 2.2.8. Pour un Z,-module B munit d’une action de I'a, le complexe de cochaines I'% (B) sera

IA(B): 0-B—= Y B—...» » B-..

aEA a1 <...<ag

ol les morphismes entre la copie de B associée a (o7 < ... < ay) et celle associée & (81 < ... < Bgy1) est

donnée par 0 si {o;} Z {B;} et par (—1)!(Id — vg,) si {B;} = {a:} U {Bi}.
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Proposition 2.2.9. Soit B un Z,-module discret de torsion avec une action de I'a. Les cohomologies h*T'% (B)

et H?, (T a, B) sont naturellement isomorphes.

Démonstration. Etape 1: pour n = 0, h%(T% (B)) = B¢« qui vaut B'» = H? (T'a, B) puisque I’action est
continue et que les 7y, sont des générateurs topologiques.

Etape 2 : Le cas |A| = 1 pour B fini, disons de p"-torsion.
Le cas n = 0 est déja traité.
Pour n = 1, on réutilise la proposition A.0.4 et en notant I ,, le sous-groupe d’indice (p — 1)p™ de I'a qui
forment une base de voisinages, on peut écrire
H!

cont

(s, B) = lim H' (s /T, BT27).

Or, le quotient 'a/rs , est cyclique donc H'(I'a /T, ., B'4") se calcule comme Ker(V)/im(1d —4) ot N =
> gerajrs, 9- Comme B est fini, il existe k tel que 'y”k agit trivialement sur B. En particulier, sur B on a

N =pF dem/mmik g. Pour n > k > h, ’endomorphisme N est nul sur B et

H'(Ta/Ty,, B™") = B'" /Im(1d — ) = h*(Ta(B"2")).

En passant a la limite inductive on trouve 1’égalité pour B.

Pour n > 2 et pour |A| = 1, le complexe a seulement deux termes non nuls. Puisque B est un groupe abélien
p-primaire, il suffit donc de prouver que la p-dimension cohomologique de ' A est inférieure a 1. Elle est inférieure
a la somme des p-dimension cohomologiques de (Z/pz)* et de 1+ pZ,. La premiére est nulle puisque (%/pz)* est
d’ordre premier a p. La deuxiéme est la dimension cohomologique de Z,, égale a 1. En particulier, on trouve que
HI (T'a, B) = {0}. C’est aussi le cas pour h™(I'% (B)) dont le complexe s’annule au-dela du degré 2 inclus.

Etape 3 : le cas |A| = 1 général s’en déduit par commutation des deux foncteurs cohomologiques aux coli-
mites.

Etape 4 : montrons pour |A| arbitraire que les injectifs B dans les Zy-modules discrets de torsion munis
d’une action continue de I'a sont acycliques pour h®(T'4 (+)). Il s’agit d’une récurrence sur |A| dont on a établi
I’initialisation.

Pour faire la récurrence, on choisit &« € A et on pose I' A\{a) = T'a/r, canoniquement isomorphe a [ | Bta Z.
La cohomologie h°T'% (B) s’identifie alors a la cohomologie du complexe total venant du double complexe

'A\ (a3 (L&(B)). On utilise la suite spectrale associée : la premicre page donne I A\{a} (PITE,(B)), qui vaut
A\ {a}( HI (Ty,B)) grace al'étape 3. Les HZ,  (I'o, B) sont munis naturellement d’une action de I' A\ 1o} qui
donne la suite spectrale de Hochschild-Serre associée au sous-groupe distingué I',, < I'a dont la deuxiéme page
vaut HE (I‘A\{O,}7 I +(Cq, B)) convergeant vers H?. . (I'a, B) (voir le théoréme A.0.7). En utilisant le cas de
A\{a} surles HL (T, B),la deuxieéme page de notre suite spectrale I'® o (LA (o (B)) vaut HEY L (Caviay HE i (Ta, B)),
i.e. la deuxieme page de la suite spectrale de Hochschild-Serre. La convergence de cette derniere suite conclut. [

C’est un complexe faisant intervenir les deux structures (Frobenius et action galoisienne) qui va nous calculer
la cohomologie.

Définition 2.2.10. Le complexe de Herr ®I'% (V') pour une représentation V' € Rept;fiG@ A est le complexe
total du double complexe indexé par N? donné par I'% (*(ID(V)).

Théoreme 2.2.11. Pour un objet V de Reptgi‘;GQp A, avec p # 2, on a isomorphisme HS, (Gq, A, V) =
he(DTH (V).

Démonstration. Pour le degré 0, pour tout objet V/, par définition du double complexe

h(@TA(D(V)) = h%(@*(D(V))) N A (T4 (D(V)))
= VHu.a np(V)Fa
grice aux propositions 2.2.9 et 2.2.7. De plus, I’action de I' A sur VHaep.a est celle induite par I’injection VHey.a

D(V), d’ot I'identification de I’intersection avec V%4, Nous nous sommes convaincu, sans que cela ne serve
vraiment, de I’identification en degré nul.
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Les suites spectrales associées au double complexe ®°T'% (D(V')) donnent en particulier que la suite spectrale
de page 0 égale a I'}, (®7(ID(V))) converge vers la cohomologie du complexe double. Les Frobenius et 1’action de
I'a commutent, donc la cohomologie du complexe I'} (®*(D(V))) est égale a T'} (h*(®*(D(V))). La premidre
page de notre suite spectrale est donc

TA(h(@*(D(V)))) = TA(Heon (Ha, 4, V)

d’apres la proposition 2.2.7. Les H{,.(Hg, A, B) sont munis naturellement d’une action de I'a qui donne la
suite spectrale de Hochschild-Serre associée au sous-groupe distingué Hg, A < G, A dont la deuxieme page
vaut H.,  (Ta, HY (Hg, A, B)) convergeant vers HS, (Gq,. a, B). En utilisant la proposition 2.2.9 sur les
HZ .«(Hg, A, B), la deuxiéme page de notre suite spectrale ®*(I'% (B)) vaut H,  (T'a, H, ((Hg, A, B)), i.e.

cont
la deuxieme page de la suite spectrale de Hochschild-Serre. La convergence de cette derniere suite conclut. O

2.3 Le foncteur DY pour GL,(Q,)

Cette section et la suivante se fondent sur I’article de Gergeley Zabradi [Zab18a].

2.3.1 Notations

Pour la suite, on généralise la notation de la section 1.5 en G = GL,(Q,). Le corps L est toujours une
extension finie de Q, d’uniformisante zo. Prenons également h un entier supérieur a 1. On pose A = Or/z"0,.

Par représentation de torsion, on entend dans la suite un A-module muni d’une action linéaire lisse de G.
Puisque A est discret, la lissité équivaut au fait que tous les stabilisateurs soient ouverts.

Remarque 2.3.1. L'entier 4 étant fixé, pour tout A-module M et pour tout morphisme dans Home, (M, L/o.),
I’image du morphisme est contenue dans @ "0 /o, . La postcomposition par la multiplication par =" fournit
alors un isomorphisme naturel entre le dual de Pontryagin et Hom 4 (M, A). Dans cette section et la suivante, le
foncteur Hom 4 (-, A) est encore appelé dual de Pontryagin et demeure exact depuis la catégorie des A-modules.

Donnons des noms aux différents éléments qui interviendront dans 1’arithmétique de GG. Nous donnons le plus
souvent des expressions explicites, mais gardant simultanément un vocabulaire plus théoriques qui permettent de
généraliser la construction a un groupe G réductif, scindé sur Q,,, de centre connexe. La preuve ne serait pas trés
différente, hormis la définition desdits éléments.

Définition 2.3.2. On note B le Borel canonique formé des matrices triangulaires supérieures, le tore T formé
des matrices diagonales, le sous-groupe N de B constitué des matrices unipotentes. Les racines du plus grand
sous-groupe de Lie distingué semi-simple, ici SL,,(Q,), sont notées ®. Dans le cas de G, on les paramétre par
les couples d’entiers (i # j)1<; j<n OU I’action sur I’algébre de Cartan T'N SL,,(Q,,) est donnée par le caractére
t — titj_l. Les racines positives sont notées ®* et sont paramétrées dans notre cas par les couples d’entiers
(¢ < j)i<ij<n- Onnote u, : Q, — N un isomorphisme de Q, avec I’espace associé a la racine « : pour la
racine (¢ < j), ce sera canoniquement x — Id 4+ E; ;. On note n, = us(1). Le produit des uq (Z,) est noté Ny :
c’est le groupe des matrices unipotentes de B a coefficients dans Z,,.

Onnote A = {(i <i+1)|1 <i<n— 1} les racines simples.

Posons

g Nﬁ@ﬁv n— (ni,i+1)1§i§n—1

qui est un morphisme de groupes continu, dont on note Ha < IV le noyau et Ha o < Ng I'intersection du noyau
avec No. Appelons Na o le quotient No/H, o, isomorphe & Zﬁ.

Dans le cas de GL2(Q)), ’anneau qui apparaissait dans 1’équivalence de Fontaine était reconstruit a partir
de Ny = ((1) le ) comme dans la proposition B.1.5. Ici, nous reconstruisons I’anneau a |A| variables qui apparait
pour la correspondance entre les (¢, I')-modules étales a |A| variables et les représentations de p”-torsion d’un
produit de groupes de Galois [T, o Gal(@,|Qp)). Il se trouve que I’algébre d’Iwasawa A[Nx o] est exactement

I’anneau souhaité, comme montré en propositon B.1.2.
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Définition 2.3.3. Définissons également 7°; le monoides des éléments de ¢t € T tels que pour toute racine positive
a= (i <j)onaa(t) = tﬁ;l € Z,. Cest le monoide des éléments sont les valuations décroissent sur la
diagonale. On note Tp son sous-groupe maximal, i.e. les matrices diagonales a coefficients dans Z, multipliées
par une homothétie. Pour toute famille (74 )aca d’entiers p-adiques non nuls, il existe un élément ¢,y € T tel
que pour tout o’ € A o/(t(,,)) = xo. Il est unique a élément du centre pres. Dans le cas de G, on fixe pour £, )
la matrice diagonale de dernier coefficient 1 et dont les quotients de coefficients successifs sont les v,

Des éléments particuliers correspondant aux racines simples seront distingués : la matrice obtenue dans le cas
de (Vo) = (ple=#) sera notée 5.

Remarque 2.3.4. Le monoide Ty est engendré par Tp = (Z,)" x Q5 et les éléments .

Définition 2.3.5. La définition de 7", assure exactement que Ny est stable par conjugaison par ¢t € T’y . En effet,
la conjugaison par un élément ¢ du tore correspond & la multiplication de chaque coefficient d’indice (i < j)
par a(t) o a = (i < j) € ®T. La conjugaison étant continue, et Ha ¢ étant distingué dans Ny, on en déduit
un endomorphisme ¢; de A[Na o]. La famille des (¢;);er, fournit une action du monoide 7', . Par ailleurs, la
proposition B.1.2 prouve que ¢, = ¢, est le Frobenius classique associé a la variable X, via I’isomorphisme
A[Na,o] = A[Xo|a € A]. Plus explicitement, ces Frobenius sont les seuls endomorphismes de A-algebres
continus pour la topologie (X)-adique tels que pour tous a, 8 € A, on a

PalXp) = (L+X)" "™ — 1.
Plus généralement, I’action de ¢, est donnée par
Ptny (Xp) = (14 Xp)"? — 1

ou cette derniere expression est définie comme dans la définition 1.2.45.

Définition 2.3.6. On définit I’anneau
A((Nao)) = A[Nao[X; ' | € A] = A[Na o] [X5']

ot XA = [[,ca Xa- Il estisomorphe aux séries de Laurent en |A[ variables. On le munit d’une action de 7', via
la localisation des ¢; que 1’on appelle encore ;.

Remarque 2.3.7. Le monoide T, n’est pas exactement le monoide T A apparaissant dans I’équivalence de
Fontaine multivariable. Il conserve en son sein les homothéties. Bien que les ¢, associés sur A((Na o)) soient tri-
viaux, la catégorie D (T, A((Na.))) présente tout de méme une action de ces homothéties, ce qui se traduirait,
si 1’on veut passer 2 D**(T, A, A((Na,))) par I’oubli d’un "caractére central", ce qui était le cas pour le foncteur
de Colmez.

2.3.2 Construction du foncteur

Pour construire le foncteur DY, il nous faut tout d’abord définir les 7. -modules étales sur A((Na o)) et se
pencher sur I’arithmétique de cet anneau.

Définition 2.3.8. On rappelle que pour un module M sur A[Na o], le module ¢; M est défini comme
@:M = A[[NA,OH Oy, A[Nao] M.

L’indice ¢, signifie que le produit tensoriel est réalisé par rapport a la structure de A[Na o]-module sur A[Na o]
fournie par ¢, i.e. que z ® (ym) = (z(y)) ® m. La méme définition s’applique en remplacant A[Na o] par
A((Na))-

Définition 2.3.9. On définit la catégorie D*(T';, A((Na0))) comme en définition 1.1.4 avec ()i, comme
morphisme de monoides de Ty dans End(A((Nao))). Pour simplifier les notations, on appellera F; 1’endomor-
phisme ;-semi-linéaire sur un objet M, sans plus faire mention du module en question, mais en utilisant la lettre
F pour le distinguer de I’endomorphisme de A((NNa o)). On rappelle que la condition d’étalité impose que M est
de type fini que que les linéarisés F;* sont isomorphiques.
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Remarque 2.3.10. Soient 1,2 des éléments de T’ . Puisque 4, © s, = (4,1, il existe un isomorphisme naturel
en M

Vinta M ¢ LM = 0 (9, M), z@m = 2@ (1em).
Le morphisme F}' o (@}, F}.) o V4, 4, a envoie alors z @ m sur
(Fy, o (w1, Fip)) (& @1 ® Fr,(m)) = F, (x @ Fy, (m))
= thl (th (m))
F,(x@m)

Le linéarisé I}, est donc un isomorphisme dés que F} et F}; le sont. Puisque Tj et les (tq)aen engendrent 77, ,
la condition d’étalité se vérifie sur 7j et chaque t,. De surcroit, le monoide 7 est un groupe, ce qui implique que
les F}" sont automatiquement inversibles pour ¢ € T : en effet, le morphisme (; F}",) o vy ;-1 5 est 'inverse de
F}. La condition d’étalité se vérifie de fait sur chaque ¢,.

Pour la construction qui suit, il nous faut d’abord regarder d’un peu plus pres la catégorie D (T'y, A((Na o))
L’anneau A est artinien. De fait, I'anneau A[Na o] est noethérien et I’anneau A((Na o)) est encore noethérien
comme localisation d’un anneau noethérien. Pour A = k, le corps des fractions K ((Na o)) de x((Na o)) existe,
il est plat sur k((Na,0)). De fait ’application

18Ny + M = dimg (v o) K(Na0)) @((Na0)) M
est additive sur les suites exactes de x((Na o))-modules de type fini.

Définition 2.3.11. On définit la longueur d’un A((Na o))-module de type fini M comme

18(M) =Y lg((va o) (F"M [k +101)
k>0

ol la somme est finie puisque nous sommes sur A.
Lemme 2.3.12. La longueur est additive sur les suites exactes. De plus, on a lg(M) = 1g(or M)

Démonstration. Voir[Zabl8a, Lemme 2.4].

Suivant les idées de la construction pour GL2(Q),), puis leur premiere généralisation par C. Breuil dans
[Brel5], nous considérons des modules sur I’anneau non commutatif A[Na o][Fa | @ € A] ol les F,, commutent
entre eux et ot la multiplication par F,, est ¢, -semi-linéaire (i.e. pour tout x € A[Na o], ona Fox = o (2)Fy).
On munit cet anneau non commutatif d’une action de T’ en prenant I’action précédente sur A[Na o] et en décré-
tant qu’elle laisse les F,, fixes.

Remarque 2.3.13. 1l est possible de voir une structure de A((Na o))-modules avec action de 7'y comme une
structure de A((Na0))[Fao | @ € A]-module avec une action semi-linéaire de Tj.

Lemme 2.3.14. Soit M un A[Na o] [Fu |« € Al-module et t € Ty. Il existe un isomorphisme naturel

g (P M)Y = o (MY), ps > u@p(ut @)

UER(NA0/tNp ot~ 1)
De plus, cet isomorphisme ne dépend pas du choix des représentants.

On appelle également jyr Uisomorphisme (0; M)V [X\'] = of (MV[X1']) obtenu en localisant en X A puis
en postcomposant par (i N)[X '] = ¢i (N[Xa]™") qui provient du diagramme commutatif suivant :

A[Na,o] — A((Na,))

2 |

A[Na,o] — A((Nay))
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Démonstration. Siv' = utnt=! alors

W opu Tt e ) =u @put @on )
—d @ (" )
=dutn Mt ' ouut®)
—ueuu @)
ce qui prouve que le morphisme défini ne dépend pas du choix des représentants.
Méme si c’est la formule barbare sous forme de somme que nous allons utiliser dans la suite, le morphisme

dans I’autre sens est plus aisé a intuiter. Supposons que le représentant de la classe de I’identité est effectivement
’identité. On va utiliser I’inverse a gauche distingué v, de ¢, sur A((Na o)) que I’on peut définir comme

1/&( > U<Pt(%)> = T1d.

UER(NA0/tNp ot ™)
Cet inverse nous fournit un morphisme dans I’autre sens
kar o @f(MY) = (of M)V, 2@ A [y @ m — AWy (zy)m)].

Commengons par montrer que ks arrive bien dans (¢f M)V. L'image de z ® X est évidemment A-linéaire. De
plus,

kar(z @A) (y ®@ zm) = M@ (wy)zm)
= M (zype(2))m)
= kum(z @A) (pi(2)y @ m)
Comme ; et A sont additives, on a également la bilinéarité. Cela montre que kps(x ® A), qui est a priori définie
depuis le A[Na o]-module libre engendré par les (y ® m), se factorise en réalité par ¢ M. Prouvons ensuite que

ks, vue comme application depuis le A[Na o]-module libre engendré par les 2 ® A se factorise bien par ¢ (M V).
Nous évingons les calculs d’additivité et nous nous contentons des deux calculs de linéarité :

ky(ze @ N)(y @ m) = A (zyz)m)
=ky(z @ N)(zy @ m)
= km(z @A) (2(y @ m))
= (zkp(z @A) (y @m)

k(@ 22)(y @ m) = (2A) (Y (xy)m)
= Azt (zy)m)
= At (e (2)zy)m)
= km(pi(z)z @ A)(y @ m)

L application jj; est bien définie puisque p(u ® -) est A-linéaire, assez évidemment addtive. Il est possible
d’éluder la preuve de sa A[Na o]-linéarité : ce sera évident une fois que I’on aura prouvé que c’est I'inverse de
kar.

On rappelle que si ¢, est I'inverse & gauche particulier de ¢; sur A[Na o], pour tout couple de représentants
(u,u’) on a vy (uu'~1) = §, .. D’un cdté, pour tout v dans les représentants choisis et tout A dans MY, on a

Z u®ky(v@N) (vt @m)

UER(NA,O/tNAYOtil)
=Y weAEwm)
uER(NA,O/tNA,ot_l)

v ® A(m)

(a1 (kar (v ® N))) (y @ m)
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puisqu’un ¥ (vu~!) = 0 dés que u # v. Ces éléments engendrant o} (M ") comme groupe abélien, on a prouvé
que jas o kpyr =1Id
De Iautre coté, pour tout p € (¢} M)V, tout représentant choisi v et tout m € M, on obtient

(kar(Gine (1) (0" @ m) = > (kv (u® pu™t @) (v~ @m)

WER(Na0/tNp ot~ 1)

- Y @ m)

UER(NA,0/tNA ot~ 1)
= p(v "t @m)

car un seul des termes est non nul. Les éléments auxquels on a évalué engendrant ¢} M comme A-module et
kar(ja(p)) étant A-linéaire, on a prouvé que kpy o jp = Id. O

Théoreme 2.3.15. Soit M un module de type fini sur A[Nao][Fo | € A] avec une action semi-linéaire de
To. On suppose que 'action de A[Na o] sur M donnée par la multiplication est lisse (i.e. ’annulateur de tout
élément est ouvert) et admissible (le dual de Pontryagin est de type fini sur A[Na o]). Alors, le module M"Y [Xgl]
est naturellement muni d’une structure d’objet de D**(T.., A((Na))) en définissant I'action de t € T comme
Uinverse de la composée

—1 (FY _ag M _
MYIXF' T (0aM)Y XA = en(MY[X) 2.1
qui est bijective.

Par la suite, nous aurons besoin a plusieurs reprises du lemme technique suivant, qui servira a la preuve du
théoréme.

Lemme 2.3.16. Les seuls idéaux de k((Na o)) stables par action de Ty sont {0} et K((Na o))

Démonstration. Pour ne pas surcharger la lecture, la preuve est reléguée en annexe C. O
Deuxiéme lemme pratique pour la preuve du théoreme :

Lemme 2.3.17. [’endomorphisme @i de A((Na o)) est plat.

Démonstration. L’endomorphisme ¢; de A[Na o] fait de A[Na o] un A[Na o]-module libre : il est plat. De
plus, si M estun A((Na o))-module, le morphisme naturel

A[Nao] @apNaolor M = A((Na0)) @A((Nao0)pe M

est un isomorphisme. En effet, un élément (<& ) ® m au but vaut
A

(X7
yW)((gA) .
—a m
ot (XR)
Pr(XR)

ol le numérateur appartient & A[Na o]. Donc (5%-) @ m est I'image de (y£5522) ® . O
A A A

Démonstration de 2.3.15. La remarque 2.3.10 montre que 1’étalité pour ¢ dans Tj est toujours automatique, et
munit MY [X '] d’une structure de module avec action étale de Tj via ¢ - A = A\(¢~'-). Il nous reste donc les t,, 2
étudier.

On consideére comme dans 1’énoncé la composée

Viv—11 Fa)Y Viv—11 2 & Viy—1
MYIXAT] = (eaM)[XAT] = oo (MY [XLT]) (2.2)
Nous voudrions un isomorphisme dans 1’autre sens.

Etape 1 : supposons d’abord que A = £ est un corps. Commengons par prouver que (F*)V est injectif. Sur le
conoyau C' de F} (qui existe a priori, M n’est pas supposé étale), I’endomorphisme Fy, est nul. Ainsi, la structure
de k[Nao][Fps |8 € A]-module sur C se factorise en une structure de K[Na o] [Fjs | 5 € A\{a}]-module, pour
laquelle C' est encore de type fini : en effet, tout famille génératrice de M est génératrice du noyau comme
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K[Naol[Fs| B € Al-module, et encore comme [Na o] [F3 | 8 € A\{a}]-module puisque la multiplication par
F, est nulle. De plus, C est lisse comme k[Na o]-module. Cela veut dire que pour tout élément m, il existe un
[na]P" qui agisse trivialement sur m : autrement dit m est de (1 4+ X, )?" — 1 = X?"-torsion. Puisque C' est de
type fini et que X,, est dans le centre de k[ Na o][F5 | 8 € A\{a}], on peut choisir n tel que X2"C = {0}. La
suite exacte i

Pr(M) I M C
donne, par exactitude du dual de Pontryagin, puis par platitude de la localisation une suite exacte

_ g EDY _
CVIXAY = MY[XRY —2— (or M)V XY

dont le premier terme est nul puisque C" est de X?" -torsion. L’injectivité de (F.*)V s’en déduit.

D’apres le lemme 2.3.12, le morphisme injectif jas o (F*)Y a pour source et but deux modules de méme rang.
En particulier, son conoyau, de type fini, est également de torsion. Il en découle que 1’annulateur de ce conoyau
est un idéal non nul de x((Na o)), stable par I’action de Ty puisque jas o (F)Y est To-équivariant. D apres le
lemme 2.3.16, cet annulateur est donc x((INa o)) et notre conoyau est trivial. La surjectivité de jps o (F¥)Y s’en
déduit.

Etape 2 : I'intialisation étant effectuée, on peut établir le résultat par réccurence sur h. Supposons le résultat
vrai pour A = Or/zro,. Laction de T est A-linéaire, ce qui permet d’écrire une suite exacte de A[Na o]-
modules avec action de 7'y dont les morphismes sont 7% -équivariants

0— @"M ) htipr — M/ b1y — M/ 5hpr — 0
L’exactitude du dual de Pontryagin et de la localisation en tirent une suite exacte
0 — (@"Mjht1a) VX3 1] = (M /i)Y (X5 = (M /ha) Y [X '] = 0.
Par ailleurs, le lemme 2.3.17 permet d’obtenir enfin une suite exacte
0 = @ ("M /h+100) Y [XR']) = on (M) 0) Y [XR') = 0h (M /wh )Y [X5') = 0

La construction des "inverses de Frobenius" dans 1’équation 2.2 étant naturelle, on obtient un diagramme commu-
tatif dont les lignes sont exactes et dont les fleches verticales sont justement ces "inverses de Frobenius" :

0 — @4 ((@"M/ht1a)V[X3Y]) — @b ((M/ht100)V[X3Y) — eh(M/mhan)V (X5 — 0

I I I

0 — (th/wh“M)v[X&l] - (M/wh+1M)v[X£1] N (M/th)v[Xgl] — 0

Le lemme des cinq conclut a 1’étalité par hypothese de récurrence (les termes de gauche et de droite sont de
w’-torsion). O]

Remarque 2.3.18. Le Frobenius sur le dual est défini de maniere implicite comme un inverse. cependant le cas
agréable ot M est un module étale demeure plus agréable. Il existe alors un inverse a gauche distingué de F} sur M
définit comme suit : prenons a nouveau une famille de représentants R (Na.0/tNa ot~*) de Nao/tNa ot~ contenant
I’identité et posons Gt(ZuER(NA,O/tNAYUt_l) uFy(m,)) = mq. Pour X dans M"Y, nous pouvons calculer I’'image
par "I’inverse du Frobenius" de A o GG;. Cette image vaut

jru(NoGro Fy) = > u@ NGy (™ E () =1® A

UER(NA,0/tNp ot™1)

d’ou F;(\) = Ao Gy.
On utilisera cependant cette proposition dans des cas moins limpides, voire quand F} est nilpotent, ce qui nous
donne des informations additionnelles.

Pour une représentation de torsion II de G, restreignons I’action au Borel. Le module I1774.0 est muni d’une
action lisse de Na o, i.e. d’une structure de A[Na o]-module lisse. Il nous reste & obtenir des Frobenius semi-
linéaires. Le sous-groupe H  est stable par conjugaison par ¢ € T, sans que la conjugaison soit un automor-
phisme.
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Lemme 2.3.19. Posons R(Ha.0/tHa ot=') un systéme de représentants. Pour m € T1Ha0, [’élément ut - m ne
dépend pas du choix du représentant u. De plus,

Fy(m) = Z ut - m

UER(HA0/tHp ot~ 1)

est invariant par Hp o et fournit un endomorphisme p;-semi-linéaire de T1H.0,
La famille des (Fy)icr, fournit une action du monoide T

Démonstration. Sim est invariant par Ha o, alors ¢ - m est invariant par t[1 A’ot_l. Ainsi, I’élément ut - m ne
dépend pas du choix du représentant.
Pour tout v € Ha ,

vFi(m)

Z v(ut - m)

UER(Ha,0/tHp ot~ 1)

= > (vu)(t - m)

u€R(HA0/tHA ot~ 1)

La multiplication & gauche par ¥ est une bijection des classes de #a.0/tHA ot~1. Par conséquent, toujours pour
m € T1Ha.0 on obtient
v+ Fy(m) = Fiy(m)

ce qui prouve que F} stabilise IT174.0,
L’additivité ne pose aucun souci.
Pour vérifier la semi-linéarité, posons © € A[Na o], alors

F(xm) = Z ut - (xm)

uER(HA0/tHA ot~ 1)

= Z u(tet =t -m
UER(HA,0/tHA ot~ 1)

= > (tat™ 1) (bt ™) " u(tat = )t - m
UER(HA 0/tHp ot~1)

= (taxt™1) F,(m)

La derniére égalité vient de ce que la conjugaison par tz 't~ € tNyt~! est un automorphisme de Ha ¢ et de
tHa ot~1. On obtient une action de t Not~! sur les classes Ha.0/tH ot~

Enfin, soient t1,t, € T}..

Ft1t2 = Z utltg

UER(HA0/t1t9HA oty "t7 ")

— Z Z ulvtltg

w1 €ER(Ha,0/t1Hp ot ) VER(ty Hp ot7 M /t1taHa oty 1t5 ")

— Z Z uy (tugty Mt ts

w1 ER(HA0/t1Hp ot7T 1) ua€R(HA0/t2HA gt1ty ")

= Z Z U1t1 . u2t2

w1 €R(HA,0/t1Hp ot7 ") us€R(HA0/t2Hp ot1t5 ")

> ut - ( > u2t2>

w1 €ER(HA0/t1 HA otT ) U2 €R(HA0/taHA gt1t5 ")

= Ft1 o th
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Remarque 2.3.20. Pour ¢ € Tj, la conjugaison par ¢ est un automorphisme de Ny et il n’y a qu'un seul terme
dans la somme, i.e. I’action de 7T}, laisse I174.0 stable et c’est cette action qui définit F}.

Définition 2.3.21. Soit M (IT174.0) 1a catégorie dont les objets sont les sous-A[Na o][Fu | € Al-sous-
modules de TT#2.0 stables par les (F});er, Vérifiant les conditions du théoréme 2.3.15, et ot les morphismes sont
les inclusions. Ledit théoréme fournissant un foncteur contravariant de la catégorie M (TT74.0) vers D(T'y, A((Na 0)))s
elle nous permet de définir
DY) = lm  MY[x3].
MeMa (T1Ha,0)0p

qui est un 7', -module pro-étale.

Remarque 2.3.22. La construction fonctionne pour un A-module avec action lisse de Ny et une action semi-
linéaire de 7'} (par rapport a la structure de A[Na o]-module induite). On appellera encore DX la construction
dans ce cadre.

2.3.3 Fonctorialité et étude de D (T, A((Nay)))

Définissons la catégorie source du foncteur de Zabradi. C’est essentiellement une catégorie de représentations
de torsion, auxquelles il faut rajouter une hypothese supplémentaire pour garantir plus tard des propriétés agréables
pour ledit foncteur.

Définition 2.3.23. Les objets de la catégorie Rep_»_,,G sont les A-modules II munis d’une action lisse de
G = GL,(Q,) et tels que Ma (ITH#2.0) est dénombrable. Ses morphismes sont les morphismes de A-modules
G-équivariants.

Remarque 2.3.24. La catégorie des représentations lisses et admissibles de G sur A est une sous-catégorie
pleine de Rep_n_.,G- En effet, pour une telle représentation II, on a que II = U, enITE" ot K, = {M €
GL,(Q,) | M € Id + p"M,(Q,)}. Par admissibilité, les sous-modules IT*~ sont de types finis sur A. Le module
II est de cardinal dénombrable. Les objets de M a (I1*2.0) s’injectant dans les famille finies d’élément de IT (ce
sont des A[Na o] [Fa | @ € A]-modules de type fini), ils ont un cardinal au plus dénombrable.

Il n’est pour I’instant pas évident pourquoi nous imposons cette condition supplémentaire sur les représen-
tations. A posteriori, nous en aurons besoin pour pouvoir utiliser Mittag-Leffler dans les sections qui suivront.
Toutefois, on peut déja voir cette hypothése comme une analogue de 1’admissibilité dans la section 1.5 ot nous
définissions le foncteur de Colmez.

Définition 2.3.25. La catégorie DP*°~¢*(T';, A((Na0))) est la catégorie des A((Na o))-modules munis d’une
action semi-linéaire de 7', pro-étales (i.e. limite projective de modules dans D (T, A((Na)))). Les mor-
phismes sont les morphismes de A((Na o))-modules qui sont 7' -équivariants.

Si nous avons déja défini le foncteur DX sur les objets, son action sur les morphismes reste a étudier.

Proposition 2.3.26. Si f : II; — Iy est un morphisme dans Rep_n_;,,<G, et si M € MA(HfIA’O), alors
H

f(M) € MA(T;2°).

Démonstration. Le morphisme f est G-équivariant, ce qui entraine qu’il se restreint correstreint en un morphisme

de A[Na o][Fa | € A] de ITI2° vers I Si M est de type fini sur A[Na o][Fa | o € A], alors f(M) aussi

puisque f est équivariant, donc devient un morphisme de A[Na o][F, | @ € A]-modules de HfA'O dans HfA’O.
Le dual de Pontryagin étant exact, on se retrouve avec une le module f(M )Y s’identifie & un sous-A[Na o]-

module de M"Y, de type fini par noethérianité de A[Na o]. O
Corollaire 2.3.27. On peut voir D)X comme un foncteur contravariant de la catégorie Repn_..<G vers la
catégorie DP*°~ (T, A((Nay)))-

Démonstration. Pour un morphisme f, la proposition précédente prouve que pour tout M € M A(H{M'”), il

existe un élément f(M) € MA(HIQLIA’O) et un morphisme f(M)V[Xx'] — MY[Xx'] qui soit fonctoriel en M.
En passant a la limite et en précomposant par le morphisme de DX (II2) vers lim F(M)V[X"']ona

MeMa (T, 2:0)op
bien construit DX (f).
La commutation a la composition ne pose pas de probleme. O
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Remarque 2.3.28. On rappelle que d’aprés la proposition 1.1.5, en utilisant la noethérianité de A((Na o)) et la
platitude des ¢, la catégorie D¢ (T, A((Na0))) est abélienne

Tout ceci nous permet de considérer par la suite les noyaux et conoyaux dans la catégorie D (T, A((Na 0))).
Le foncteur D peut a présent se voir comme un foncteur additif.

2.3.4 Liens avec le foncteur de Colmez

Dans cette sous-section, 1’entier n vaut 2, ce qui correspond a G = GL2(Q)).

Le foncteur D, construit dans la section 1.5 par P. Colmez, s’avere étre un cas particulier du foncteur de
Z4bradi dont nous venons de détailler la construction. On pose IT un objet de Rep,,,.G de @ -torsion (rappelons
que la condition est a priori plus forte que 1’appartenance a Rep__+,,G que nous venons de définir puisque la
construction du premier chapitre demande 1’admissibilité et non la condition de dénombrabilité abstraite).

Lemme 2.3.29. Soit W une présentation standard de 11. Alors, le module I%p (W) appartient a M (I1H20).

Démonstration. Pour n = 2, le sous-groupe Ha o est vide. Il en découle que 1740 = I et que I’action de Hecke
sur ce dernier est simplement I’action de (? ). Le fait d’étre de A[Na o][Fu | € A]-type fini correspond au

01
fait d’étre de type fini comme A [((1) le )} [(g ?)] -module (ne pas oublier que toutes les actions sont lisses). Cela

correspond exactement au fait d’étre de type fini comme A[G(]-module. Toute famille génératrice de W comme
A-module est une famille génératrice de I, 2’ (W) comme A[Gp]-module ce qui conclut.

Reste I’admissibilité. Or, le [Col10, Th. IV.2.1] montre que pour toute représentation absolument irréductible
admissible et lisse, il existe une présentation standard W, telle que I%p (W) est admissible comme A[Na o]-

module. Dans la démonstration de la proposition 1.5.16, il avait été prouvé que pour I%Ip (Wm) — I%p est de
conoyau fini. On en déduit que (I%p (W)Y est de type fini comme A[N o]-module dés que I%p (W) I’est. Par
récurrence, le module I, ?p (W(En]) est admissible pour tout entier naturel n. Tout I%J (W) étant contenu dans un
I3 (W), on en déduit qu’il est admissible.

En général, si 0 — II; — II — Ily est une suite exacte de représentations, comme dans la preuve du
théoreme 1.5.31, il existe des présentations standards Wi (resp. W et W5) telle que la suite 0 — Igpl (Wy) —

I%Ip (W) — Igpz (W2) — 0 est exacte. Les A[Na o]-modules admissibles étant stables par extension, on en déduit

que la propriété "pour toute présentation standard de II, le module I %p (W) appartient & M (ITH72.0)" est stable
par extension. On en déduit par récurrence sur le nombre de facteurs de Jordan-Holder de II que pour toute
présentation standard W, le module I%p (W) est admissible. O

Lemme 2.3.30. Tout M € M (11120 est contenu dans un module de type I%Ip (W) pour une certaine présen-
tation standard W.

Démonstration. Soit (m;);c; une famille finie qui engendrent M comme A[Na o][F]-module et soit W une
présentation standard arbitraire. Il existe un entier & tel que pour tout i on a m; € W*!. En prenant les AlGol-
modules engendrés, on obtient que M C I%p (W[k]). La proposition 1.5.11 conclut que W O

Les lemmes précédents impliquent que la sous-catégorie pleine des modules M € M a (ITH2.0) qui s’écrivent
I%p (W) est cofinale dans M a (TI¥72.0) ce qui donne un isomorphisme naturel de Og-modules

DA (IT) = lim (I, (W))V[X ).
W ePrStan(II)°P

Théoréme 2.3.31. En identifiant le Og-module de droite dans 1’égalité précédente a D(I1) (tous les termes y sont
isomorphes), I"isomorphisme précédent devient un isomorphisme dans D (o™ x T', Og) entre DX (I1) et D(IT).

Démonstration. La structure de A((Na o))-module fournie par la construction de P. Colmez sur Og ® ot D%V (1I)

correspond a celle fournie par la structure de G. Zabradi. Il reste a prouver que les Frobenius sur O¢ ® oF D?,V (11)

fournis par les constructions de P. Colmez et de G. Zdbradi coincident. Pour p € (I, %p (W)Y qui s’annule sur W,

dont on rappelle que I’on peut le prolonger par 0 par A, le Frobenius est défini par le foncteur de Colmez comme
\%

I’image de (P(Sl ‘1)) () dans I3} (W){[X 1] = O¢ ®of Dy, (I1). On note v sa restriction a I;! (W) dont on

veut montrer qu’elle est le Frobenius de p pour la construction de Zabradi.
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11 suffit de vérifier que "I’inverse du Frobenius" sur (I%p(W))V[X ~1] envoie v sur 1 ® p. Nous avons déja

explicité cet inverse comme v — u® v(u~tF(+)), i.e. dans notre cas

u€R(Na,0/e(p)NA 0&() 1)

1

206 D=6 D6 )56 D0 D6 ) g
6 )6 ) )

Pour finir, remarquer que pour i # 0, on a (1 ’% )GO C (1 donc que (1 ’;%) . I%Ip(W) C G - W. La forme
0 1 0 1

p

Il
=]

i

P -2, : I Voo
linéaire )\((0 | ) ) o) est nulle puisque A\ € IZ,) (W)y. Limage de v est exactement 1 ® .

Nous avons prouvé la coincidence des Frobenius pour les p € 1. %p (W) qui s’annulent sur . Nous avons déja
prouvé dans la section 1.5 qu’ils engendraient D (IT) comme Og¢-module. O

2.3.5 Liens avec le foncteur de Breuil

Le foncteur de Zabradi s’articule sur le méme principe de construction que le foncteur de Breuil dans [Brel5].
Nous détaillons brievement la construction de ce dernier foncteur. Soit /V; le noyau de

l: N(J —>Zp, nHZnZ—,Hl

K2

qui est la somme des coefficients surdiagonaux. Cette fleche se factorise par d : on a donc la suite de sous-groupes
distingués H o<<N1<Np. Breuil munit II" d’une structure de A[X][F]-module avec action semi-linéaire de I de
maniére analogue au cas multivariable : la structure de A[X]-module est obtenue via I’action lisse de Z,, = No /N,
I’action de Hecke F' avec le méme style de somme qu’en 2.3.19 en sommant sur les classes N1/t, 1aore.p N1t b u0ss )5
action de I via I’action de conjugaison des matrices (... ;) qui laisse stable Ny. Il prouve de méme que les sous-
A[X][F]-modules M de type fini, lisses et admissibles comme A[X ]-modules produisent un (¢, I')-module étale

sur A[X] via MV[X ~1]. On note M(ITV1) 1a catégorie de ces modules. Enfin, Breuil définit son foncteur comme

D/(IT) = lim  MY[X'].
+—
MeM(IIN1)°p

On trouvera dans [Brel5] les propriétés similaires a celles que nous avons démontré ou démontrerons pour
le foncteur de Z4bradi. La comparaison entre ces deux foncteurs sera un outil puissant pour simplifier parfois les
arguments grace au cas plus facile a traiter d’une seule variable.

La restriction a une variable

Le morphisme factorisé I : Na o — Z, induit un morphisme continu d’algeébres [ : A[Na o] — A[X] dont
le noyau est (X, — X3)ap, correspondant au noyau [] (e /us)(Z,) de . Etant continu, le morphisme [ s’étend en
un morphisme surjectif | : A((Na o)) = A((X)) ayant également pour noyau (X, — Xg)a=g. qui correspond
a I’identification de toutes les variables a X.

De plus, pour v € Z,\{0} on note {(vy) I’élément de T, correspondant a la suite (v, .. .,7), i.e. la matrice
Diag(y"~%,4™~2,...,1). La conjugaison par cet élément laisse stable le noyau de I. Par conséquent 1’endomor-
phisme ¢ () sur A((Na o)) se factorise par [. Pour v = p cette action fournit le Frobenius usuel sur A((X)).
Pour vy € T, cette action fournit I’action usuelle de I" sur A((X)).

Si D € D*(T4, A((Nay))), on peut munir A((X)) ®a((Na.o)) D d’un endomorphisme semi-linéaire par
rapport a I’action de «y sur A((X)) dont le linéarisé est défini comme suit :

. N . AR FY,
Pi ) (AX)) ®a((Na0)) D) = A((X)) ©a((Na o)) Peen D ——% A((X)) @a((Nany D

ou la premiere fleche est obtenue par transitivité du produit tensoriel a partir du diagramme commutatif.
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A((Na)) —— A((X))

J(@E(w) JfD&(’v)

A((Nayp)) — A((X))

Cela fournit un Frobenius ¢-semi-linéaire et une action semi-linéaire de I qui commutent.

Lemme 2.3.32. Soient R un anneau, un idéal maximal I de R et M un R-module sans torsion. Le morphisme de
R-modules suivant est injectif

M — M.

Sans hypothése sur la torsion, le morphisme de &/1-modules suivant est injectif
M/ — Mr/ vy

Démonstration. Soit m dans le noyau du premier morphisme. Il existe » € R\ tel que 7m = 0. Puisque M est
sans torsion, cela implique que m = 0.

Soit 77 dans le noyau du second morphisme, i.e. que m € IM;. Ecrivons comme une somme finie m =
20me avec les i, € 1 et r ¢ I.Nexiste s ¢ I tel que s(rm — > ixmy) = 0 dans M ce qui entraine que

r

srm € I M. Puisque I est maximal, on peut trouver s’ € Reti € I tels que srs’ 4+ i = 1. Ainsi, 1’élément
m = (srs’ +i)m = s'(srm) +im € IM
etm = 0. O

Proposition 2.3.33. Le foncteur A((X)) ®; a((Na o)) ® depuis la catégorie D(To, A((Nao))) vers la catégorie
des A((X))-modules est exact et fidéle. De plus, si l’on restreint au départ & D (T, A((Nao))), et que I'on mu-
nit I'image des endomorphismes précédents, le foncteur arrive en réalité dans la catégorie D (oM x T, A((X))).

Démonstration. Par un principe de récurrence, il suffit de démontrer le résultat pour 1’identification de deux va-
riables, i.e. le quotient par (X, — X) avec « et (3 fixés.

Démontrons d’abord 1’exactitude. Soit 0 — D; — Dy — D3 — 0 une suite exacte. L’identification des
variables revient a un produit tensoriel : seule I’exactitude a gauche est a vérifier. Prenons donc d; + (X, — X 3) D4
qui appartient & (X, — X3)Ds. Posons ds € Dy tel que di = (X, — Xp)do. La premiére suite étant exacte, on
sait que I'image d3 de ds est de (X, — X)-torsion. Lorsque ds € w” D3 pour un entier r, on peut le voir dans
@" D3 [+ D, qui est un £((Na o))-module avec action de Tp, de type fini. Comme d’habitude, le lemme 2.3.16
nous dit qu’il est sans torsion. L’image de ds, qui est de torsion, est appartient de fait & «"+! D3. Ceci étant vrai
pour tout 7, on conclut que ds = O et dy € D;.

Pour la fidélité, soit f : D; — Dy non nul. En particulier, par séparation tw-adique de f(D;), le mo-
dule M = f(D1)/mf(Dy) est non nul. La catégorie D (Ty, A((Nao))) étant abéliennee, le module M en est
un objet. Il est méme objet de D (T, k((Nao))). Par le lemme 2.3.16, tout objet de D¢ (Tp, k((Nao)))

est sans torsion. Le lemme 2.3.32 montre que le morphisme M — Mx, _x,),., de localisation hors de
cet idéal maximal est injectif; ce localisé est non nul, de type fini sur le localisé de x((Na,)). Le lemme
]w(Xu*Xg)a;ég

de Nakayama permet alors de conclure que n’est pas nul. Le lemme 2.3.32 affirme

(Xa=Xg)azsM(xoa-Xg)0rp
M N Iw(Xa*X;j)a;eg
(Xo—Xpg)axgsM (Xa=Xg)azsM(xoa-Xp)0rp
drant le but comme ((Na 0))(x.,—X5)..,-Module, la source ne peut étre nulle. Autrement formulé, le module

A((X)) ®1,4((Na.o)) M n’est pas nul et I'image de f non plus.
Rappelons que pour définir I'action de £(v) sur A((X)) ®a((nao)) D pour D € D¥(T, A(Nay))), on
considere

de son coté que le morphisme est injectif. Son image engen-

M) A((Na))
* ~ * () A0
Precs) (A((X)) ®A((Nao)) D) = A((X)) ®A((Na0) Prey D : (X = Xy) DA((Nao) D

La fidélité prouve que la derniere fleche est un isomorphisme puisque Ft*m) I’est. O
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Les -actions
Rappelons que pour un (¢, I')-module étale D, on a défini la ¢-action comme
p—1
¥ ( da+ X)%(d») = d;
i=0
qui vérifie ¥ p(zop(d)) = ¢ (x)d, inverse a gauche de ¢ p.
Pour ¢t € T, I'anneau A[Na o] est un ¢;(A[Na o])-module libre. L’identification
oiD = b u (%(A[[NA,O]]) @y, A[Na o D>
UER(NA,0/tNp ot ~1)

nous fournit une écriture unique de tout élément d € D comme d = >, e (va o/iny oo-1) UFt(dw). Dans le

cadre ol I’identité appartient au systeme de représentants, on définit la +)-action de ¢ comme étant G (d) := d 1.
Remarquons que si la définition de G; dépend crucialement du représentant de Id choisi, les termes de la somme
décomposant d n’en dépendant pas. On définit ¢, comme la 1-action associée au module A((Na o)) avec les
endomorphismes ;.

Lemme 2.3.34. Prouvons les identités suivantes, pour tout d € D, t,t1,to € T\, u dans le systéme de représen-
tantetx € A((Nayp)) :

dt,u = Gt(u_ld)
Gi(pi(z)d) = G(d)

thtg = Gt2 © th

Démonstration. Premiere identité : on utilise les égalités

v ld=u""! Z vE(dey)

VER(Na0/iNa 0t~ )

= Z Uil’UFt(dt’v)
VER(NA,0/tNp ot~ 1)
A présent, chaque v~ v s’écrit v/, (v"") avec v’ le représentant de u~'v. Le seul v pour lequel v vaut I’identité
est u, le v/ est nul puisque u est dans le systéme de représentant, et le terme associé de la somme vaut Fy(dy )
soit Gt (U_ld) = dt,u~
Deuxieme égalité : on écrit

= 3 wpr () = > upr (¥ (u™" )

WER(NAL0/tNa ot~1) UER(NA0/tNa ot )

ou la derniére identification provient de la premiére identité appliquée & A((Na o)) avec les ¢;. Cela nous fournit
la décomposition

zFy(d) = > upr (b (u™' ) Fy(d) = > wFy (i (u™")d)

UER(NA0/tNA 0t 1) UWER(NA0/tNA 0t 1)
puis I'identité¢ G (xF;(d)) = ¢ (z)d.

Troisieme identité : on écrit

o(x)d = Z o (X uF(dy ) = Z uFy(xdy )

UER(NA,0/tNp ot™1) UER(NA,0/tNp ot~ 1)
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d’ou Gt(got(x)d) = ﬂ?dul = (EGt(d)
Quatrieme identité : il faut ici choisir correctement nos représentants. Si I’on a choisi deux systemes de repré-
sentants R(Na.o/t; Naot7!) et R(Nao/t;Naot; 1) contenant I’identité, I’ensemble

{urtiuoty ' [ur € R(Va0/tiNaot;h), up € R(Naw/taNaot; )}

est un systéme de représentants de Na.0/t,t5Na o(t1t2)~". Par conséquent

(Gtz o th)(d) = (Gtz o th Z ultlu?t;lFt1t2 (dtltg,ulhuzt;l))

(u1,u2) ER(NA0/t1 Na ot TV )XR(NA0/taNA ot5 1)

(

= (G4, 0 Gy,) ( ul( Z tiusty H(Fy, o Ft2)(dt1t2,u1t1u2tl_1)))
(
(

u1 ER(Na o/thA ot 1) u2€R(NA0/taNp ot5 )

= (G4, 0 Gy,) uy ( Z Fy, (uaFy, (dt1t2,u1t1u2tll)))>

u1 ER(Na O/t1 Naoti ) u2€R(NA0/taNp ot5 ")

= (Gt2 Oth ulFtl( Z u2Ft2(dt1t2,u1t1uzt11)))

u1 ER(Na o/leA ot ) u2€R(NA0/taNp ot5 ")
= Gt2 ( § U2Ft2 (dtth,tlugtfl ))
u2€R(NA,0/t3NA 0t5 ")

= dtltg,l

= thtz (d)

Nous donnons ici quelques lemmes sur les 1-actions qui seront bien utiles.

Lemme 2.3.35. Si M € M (IT"2.0) alors la y-action sur MY [X "] est donnée sur 'image de M par F, oit
ici Iy correspond a celui sur M)

Démonstration. Pour un module arbitraire D dans D¢ (T, A((Na))), on remarque que

d— Z u® Gy(u~'d)

UER(NA,0/tNp ot™1)

est un inverse a gauche de ". En effet, tout élément de ¢} D s’écrit comme } -, (v, Jinagt=1) U d; ., etdonc
F} I’envoie sur >

Nous avons construit ’action de Ty sur MV [X ;1] en inversant jy, o (F;*)V. Gréace a la formule explicite pour
j» on peut expliciter 57 o (F}*)Y comme la localisation de

WER(NA0/iNa ot~1) uFydy .. On utilise la premigre identité du lemme 2.3.34 pour conclure.

MY = oMY, X > w® FY (Au™t)).

u€ER(Na,0/tNp ot 71)
Si nous appelons G; la w-action sur MY [X;l], on en déduit que pour A € MV on a I’identité suivante dans
or(MY[XR':
> weROwT)= 3 weGE= 3 ueGAwu)
uER(NA,0/tNp ot™1) UER(NA0/tNp ot ™1) UER(NA0/tNp ot ™)

En identifiant les termes sur le représentant identité dans la décomposition

XD = D u(soAA((NA,o))) D a((Nasy) M [X;w)

UER(NA,0/tNp ot~ 1)

on obtient 1’identité souhaitée. O
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Remarque 2.3.36. On obtient sans difficulté une propriété analogue pour la construction de Breuil.
Une derniere propriété pour voir ce que devient la 1)-action par identification des variables.

Lemme 2.3.37. Pour tout objet D de D**(T ., A((Na))) et tout élément d € D, on a lidentité suivante dans
Dy = A((X)) ®a(va,0 D+

vp(l@d) =1@ ( ) Gep) (U’_ld))-

u'E'R(Nl/{(p)Nlﬁ(P)_lHA,(J)

Démonstration. Pour cela, il faut décomposer Na.0/¢(p)Na 0&(p)~*. Ces classes a droite s’identifient aux classes
No /() No&(p) " Ha o que I’on écrit comme

(No/g(p)No&(p)~1Ny) x (§@INo&(P) ™ HaoN1/¢(p) Ny (p) ' Ha )

Le premier terme s’identifie & (No/¥1) /¢(p)(No/ny)¢(p)~* et le deuxieme a

N1/Ny N E(p)Nog(p) " Hao = N1/€(p) N1€(p) " Ha o

Choissons donc nos représentants en décomposant ainsi nos classes a droite.

1@d=1® < > uFe(p) (Gep) Wld)))

UER(NA,0/6()NA o)1)

= > wpp, (1@ Gegpy(u™'d))

uER(NA0/6(p)NA 0E(R) L)

= Z Z v/ op, (1 ® Gy (W' 1v7d))

vER((No/N1) [e(p)(No/N1)E(P) ™) W/ €ER(N1/e(p)N16(p) "1 HA o)

Or, les éléments vu' et v sont égaux dans A((X)) puisque v’ € Nj ce qui nous donne

l@d= > VoD, (1 ® ( > G§<p)(u’—1u—1d)>)

VER(No/N1) [e(p)(Ng/N1)E(p) L w €R(N1/e(p)N1&(p) "L HA o)

et on identifie. O

Un morphisme pour faire le lien

Le but de ces paragraphes est d’établir I’existence d’une transformation naturelle entre Dg et A((X))®a((Na.0))
DY qui soit formée de morphismes surjectifs.

Lemme 2.3.38. Le module IIN' est I’ensemble des éléments de (Xo — X ) azp-torsion de IT1Ha.0.

La structure de A[X|[F)-module via ’action de Hecke (voir [Brel5]) sur TIN provient de la structure de
A[Na o][Fa | o € Al-module via I’action de Hecke que nous avons définie sur TI12.0 de la maniére suivante : en
tensorisant par A[X] et en posant

F:( > u)oFA

uER(N1/Hp oé(p)N1E(P) 1)

Démonstration. Le quotient N1/H, , est isomorphe & Z3 /{(z.)| 3 = = 0}, en vertu de la factorisation | = Tr o 4.
Ainsi, il est engendré par les [n,]—[ng] = X, —X3. Cela nous fournit Iidentification aux éléments de torsion. On
obtient aussi que sur ces éléments 1’action de No/H4 , se factorise par No/ny, i.e. la structure de A[Na o]-module
est en fait une structure de A[X]-module.
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Pour le Frobenius, la construction de Breuil nous indique que

F = > ué(p)

uER(N1/e(p)N1£(p) ™)

- 3 > uv(p)

UER(N1/Hp 0&()N1£(p) 1) VER(HA 06(p)N1E(D) ~ 1) /e(IN1E(P) L)

- 3 > uvg(p)

UER(N1/Hp o€(PIN1E(P) 1) vER(HA0/6(p)HA 0€(») 1)

UWERN1/Hp 0&(P)N1E(P) 1)

Proposition 2.3.39. Si M € M (I1H2.0), alors M1 est la (X, — X)-torsion et on a
(M) X1 = A((X)) @ aqva o MY IXR]
en tant que A((X))-modules.

Démonstration. Le sous-module M est exactement M "*/#a.0 ol ce dernier quotient est engendré par les élé-
ments nanlgl. Ainsi, avec la structure de A[Na o]-module, ona MM = (X, — Xj)azs — Tors(M).

Comme précédemment, il nous suffit de montrer le deuxieéme isomorphisme pour I’identification de deux
variables ag # «j, i.e. de montrer que 1’on a

((Xao — Xal) — TOI‘S(M))V[XKW =~ A((NA70))/(X(10 _ Xal) ®A((NA,0)) Mv[Xgl]

Pour ce faire, la dualité de Pontryagin étant exacte, la suite

Xag—Xay
0— (Xay — Xa,) — Tors(M) = M —— M
devient
Xag—Xa,)V
ppy FeomXed D gy (Xay — Xa,) — Tors(M))¥ — 0
etle dual (X,, — Xq,)" est la multiplication par (X,, — X4, ) sur les duaux.
On peut inverser X A partout en conservant 1’exactitude. Par exactitude a droite du produit tensoriel, la suite

est encore exacte apres application de A((Na.0))/(Xo, — Xa,) ® 4((N4.o)) ® De surcroit, la premiere fleche devient
nulle apres cette tensorisation, d’ou 1’isomorphisme. O

Remarque 2.3.40. Nous avons au passage démontré a mi-voix I’existence d’un morphisme surjectif de A[X]-
modules
v A[X] @apng o MY — (M),

C’est en réalité trées simple sans 1’enrobage de la preuve précédente : I’inclusion M ™ C M donne une
surjection MV — (M™1)V, morphisme de A[Na o]-modules. Or, I’action des X,, est identique au but, d’ou la
factorisation.

Lemme 2.3.41. En gardant les notations de la remarque, le diagramme suivant est commutatif :

A[X] @a[Ng o) MY ———— (MN)Y

b@(l@m)v (1er)
A[X] ®@agna o] (@i M)Y (¢ (MM))Y
l1®jM
A[X] ® AN o] Pe(p (M) Ty
i

o (AIXT @ apna.o1 MY) =2 0¥ ((MN1)Y)
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ou j;w ~, est 'analogue du lemme 2.3.14 pour la construction de Breuil.

Apres localisation en X, cela nous dit que 'isomorphisme de la proposition 2.3.39 est un morphisme dans
D (N x T, A((X))) si I'on munit le terme de droite du Frobenius obtenu a partir de Fy,) du théoréeme 2.3.15
et si 'on munit (M™)V du Frobenius donné par la construction de Breuil.

Démonstration. Pour cela, il faut décomposer Na.o/g(p)Na o&(p)~*. Ces classes a droite sont No/¢(p) No&(p) ' Ha o
que I’on écrit comme

(No/&(p)No& (p) Ny) x (E@INoE(®) ™ HaoN1 /¢ (p) No& (p) ™ Ha o)
Le premier terme s’identifie & (No/N1) /¢(p)(No/n;)¢(p)~* et le deuxiéme a

Nl/Nl NEP)No&(p) " Hao = Nl/f(p)le(p)*lHA,O.

Si I’on suit dans le diagramme 1’image de 1 ® A on a donc

]. ® )\ k L >\|]V[N1
Il@(l@FA)v I(l@F)V
1® [(y @m) = A(yFa(m))] (y @ m) = A(yF(m))
:|:1®jM
1® <ZHER(NA,O/£(1U)NAYO£(ZJ)1) u® )‘(UIF())> VeSS
ZUGR(NA,O/g(p)NAy(]&(p)71) U (1 ® )‘(u_lFA('))) Z’UGR((NO/Nl)/§<p)(NO/N1)§(p)71) v )‘(U_IF('))KMNl)

Il nous reste a vérifier que ¢*¢ complete bien le diagramme. Or,

o ) ws (16 A Fa())

UER(NA0/6(p)NA 0&() L)

- ( Z Z vu'@(l@x\(u"lv_lFA('))))

VER((No/N1) [e(p) (No/N1E®) ~L) ! ER(N1 /e(p)N1£(p) "L HA o)

= Z Z v @ AT T A () (uay

vER(No/N1) [e(p)(No/N1)ER) 1) uw/ ER(N1/e(p)N1£(p) "L HA o)

> v® ( > )\(u’_lv_lFA(-))KMNl))

vER(WNo/N1) [e(p)(No/N1)E(p) 1) u €ER(N1/e(p)N1&(p) "L HA o)

) vea(o( ) w/v—l)m.))I(Wl)

vER(WNo/N1) [e(p)(No/N1)E(P) 1) u' €R(N1/e(p)N1£(p) "L HA o)

= Z ’U®)\(F())\(1VIN1)

VER((No/N1) [e(p)(No/N1)EW) ™)

|
©
~

pour justifier la derniere égalité sans tricher, il faut justifier que si (u’) est un systéme de représentants de
Ni/e(p)N1&(p) " Ha,o alors (vu’_lv_l) en est encore un. Cela provient conjointement du fait que N; est distin-
gué dans Ny et que £(p)N1£(p) P Ha o est distingué. Pour ce dernier, il suffit de remarquer que ¢’est le noyau de

No — (Z/pZ)* x Z,, donné par la réduction des coefficients diagonaux et la trace. O

Remarque 2.3.42. Ainsi, sans hypothése a priori sur M lui-méme, I’analogue du théoréme 2.3.15 pour une
variable munit (A7 )V[X ~!] d’une structure de (¢, I')-module étale obtenu a partir de (1 ® F)V.

A part cette subtilité, la proposition fait un peu doublon avec le lemme 2.3.37 et ’on peut en général rédiger
les preuves en utilisant I’'une ou I’autre.

Lemme 2.3.43 ([EZ17], lemme 2.15). Soit D un (p,T")-module étale sur A((X)) et Dy un treillis (i.e. un sous-
A[X]-module compact qui engendre D, stable par 1p et par I’action de T'). Alors, le module D\ est de type fini
sur A[X][F], oit la multiplication par F est donnée par 1}, restreint & Dy.
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Théoreme 2.3.44. ] existe une surjection naturelle de A((X))-modules
D (IT) - A((X))® (N0 DAD).
Ici, la notation ® est la limite projective sur tous les quotients de type fini sur A((Nay)).

Démonstration. Prenons M € M (I1#2.0). D apreés la proposition 2.3.33, le module A((X))® a((na o)) M V[XA ]
est étale avec le Frobenius obtenu par transfert de F(,). L'image Dy de M"Y est un treillis stable par la -
action et par I’action I'. Le fait que ce soit un réseau complet et la stabilité par 1’action de I' sont limpides.
Pour la stabilité par la t-action, utiliser le lemme 2.3.35. Le lemme 2.3.43 nous dit alors que Dy est de type
fini sur A[X][F], ot F est le dual de la t)-action sur Dy. Le lemme 2.3.41 prouve ensuite que le Frobenius sur
A((X)) ®a((Nao)y MY [X '] s’identifie au Frobenius donné par Breuil sur (M ™1)V[X ~!]. Par conséquent, c’est
également le cas pour la y-action, qui correspond a V.

Rappelons I’isomorphisme de modules topologiques M = (MY)V.L’élément m, appartienta (A[X]@M"Y)V
si et seulement si tous les A\(X,-) — A\(X3-) s’annulent sur m, en particulier si et seulement si m € M™ (pour
le seulement si, considérer que par exactitude du dual de Pontryagin, on peut étendre une forme linéaire sur le
module engendré par X, m et Xgm). Enfin, puisque Dy est également I'image de A[X] ® MY, on sait que Dy
est un sous-module de (A[X] ® MY)Y = M™:. Nous avons donc trouvé un sous-module M’ de M qui est de
type fini sur A[X][F’] et de dual Dy. Via les identifications précédentes, I’endomorphisme F” est ici le dual de
FYsur (A((X)) @ MY)Y = (MN1)V[X~1] : ainsi, la structure de A[X][F]-module que I’on obtient sur M’ est
exactement la structure donnée par Breuil. En bref, le module M’ appartient a M (IT™V1). De plus,

MYIXTY = Do[X T = A((X)) ®a(va,0y MY [XR]

et en passant a la limite

lm  MYIXTTE lm A((X)) @ags e MYIXRY:
MeMa (Ia0)op MeMa (T1Ha,0)0p

Les MY[X ;1] sont cofinaux parmi les quotients de type fini de DX (IT) donc la limite projective des termes de
droite donne effectivement A((X))® a((w. 2.0))DAID). L’anneau A((X)) étant artinien a fortiori pseudo-compact,
les modules considérés sont pseudo-compacts et [Gab62, Théoréme 3 de IV.3] garantit que les limites projectives
considérées sont exactes. Par conséquent

lim  NY[X Y- lim MY[XY
— — op
Nem(mmV1)°p MeMa (Ha,0%
est surjectif. Ces deux remarques concluent. O

Remarque 2.3.45. Zabradi pose dans [Zdb18a] la question du caractere isomorphique de ce morphisme, bien que
les preuves qui suivent se déroulent correctement sans.

Corollaire 2.3.46. Si D/ (IT) = {0} alors D (IT) = {0}.

Démonstration. Le morphisme surjectif du théoréme 2.3.44 nous dit que A((X))® a((n4 o)) D4 (IT) = {0}. Pour
tout M C N dans M a (TT¥14.0), le morphisme dans D (Ty, A((Nao)))

NY[XRT — MYIXRT
est surjectif. Grice a I’exactitude en proposition 2.3.33, le morphisme de A((X))-modules induit
A((X)) ®a((Naoy NVIXAT = A((X)) ®a((Nao) MYIXF']
est surjectif. Toujours grace a la pseudo-compacité, on en déduit un morphisme surjectif
A((X))Ba((Na0)DAAL) = A((X)) @ a((Na0) MY XA

ce qui implique que A((X)) @ a((na o)) MV[X '] = {0}. En particulier I'identité de MV [X 1] est envoyée par
la restriction 2 une variable sur la fleche nulle. La fidélité en proposition 2.3.33 conclut que MV [X '] = {0}.
Ceci étant vrai pour tout M € M a (TT2.0), on en conclut que DX (IT) = {0}. O

Remarque 2.3.47. C’est principalement ce corollaire que nous utiliserons dans la troisieéme partie.
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2.3.6 Exactitude a droite

Nous prouvons dans cette sous-section que le foncteur D est exact a droite.

Proposition 2.3.48. Soit D un objet de D**(T, A((Na,0))) et Do C D un treillis stable sous la y-action de T\
Alors Dy muni de Fy = Gy estun A[Na o][Fa |« € Al-module de type fini.

Démonstration. Notons Dy ; I'image de Do dans A((X)) ® (x4 .0)) D- Le lemme 2.3.37 nous dit que c’est un
treillis stable par la ¢)-action et par I’action de I'. De fait, le lemme 2.3.43 affirme que Dy, estun A[X][F]-module
de type fini. Prenons des générateurs (myq, ..., m,). On peut voir ces éléments dans D puisque la surjection
Do — Dy, se dualise en une injection Dy, = Dy. On regarde maintenant M le sous-A[[N Ao][Fala € Al-
module de Dy engendré par les tom, pour tg € Ty et m; dans notre systeme de générateurs.

Montrons que le module M est de type fini sur A[Na o]][Fu | € A]. Puisque Dy est compact, son dual de
Pontryagin constltue de formes linéaires continues est lisse. Ainsi, on peut trouver un entier n tel que tous les m;

sont dans (Dy )™ A0 et ¢’est aussi le cas de tous les tom;. Or, le module (Dg)Y estisomorphe & Dy qui est de type
fini sur A[Na o] : le module Dy est admissible. En particulier, selon la caractérisation de I’admissibilité dans

[Vig07], le module (D(\)’ )N .0 est fini. Les tom; sont donc en nombre fini ce qui conclut.

Linjection M — Dy se dualise en une surjection Dy — M" ce qui prouve que M est en plus admissible. On
peut voir d’aprés le théoréme 2.3.15 le module MY [X 1'] comme un objet de D*(T'y, A((Na ))). L’ expression
de F' en fonction des F,, prouve que I’on peut donner un sens a 1’inclusion D(\)/’ ; = M. Les injections Dg’ ;=
M < Dy deviennent, apres dualisation et localisation

D — MV[X;] - A((X)) ®A((Na.o)) D

et le premier morphisme ci-dessus est un morphisme dans D (T, A((Na))). En tensorisant par A((X)) la
suite précédente, la composée est I’identité de A((X)) ® a((n, o)) D- En particulier, I'identification des variables
transforme D — MY[X '] en un isomorphisme. La fidélité sur la catégorie D(Tp, A((Na))) démontrée en
proposition 2.3.33 nous dit en particulier que le morphisme originel était un isomorphisme.

Enfin, nous avions remarqué lors de la preuve de la proposition 2.3.33 que les modules dans D (T, x((Na 0)))
sont sans torsion. De fait, les objets ®" P /="+1 D sont sans torsion et Dy est sans X X -torsion. En particulier, le mor-
phisme Dy — M est injectif puisque sa localisation en X A est un isomorphisme. On a obtenu un isomorphisme
Dy = MY qui se dualise en Dy = M. O

Théoréeme 2.3.49. Le foncteur DX est exact a droite.

Démonstration. Soit 0 — II; — II; — II3 — 0 une suite exacte dans Repr_(..G. On en déduit une suite

exacte

HA() HA() HAO

0 — II; — 11, —>H

Pour tout M € MA(HSIA'O), la proposition 2.3.26 a déja prouvé que f(M) € MA(HglA"’). De plus le noyau
de M — f(M) est M N1II; qui est un sous-A[Na o]][Fu | @ € Al-module de M. L'exactitude du dual et la
platitude de la localisation nous fournissent une suite exacte

FOMYIXA = MY XS] = (M NIL)Y XA =0

ce qui prouve en particulier que (M N TI;)Y[X ;'] est un objet de D**(T;, A((Na))). L'image de (M N1I;)Y
dedans, qui est un quotient de (M N TI;)Y est un treillis stable par la ¢-action (on a calculé la t-action comme
étant les F,Y). La proposition 2.3.48 nous affirme alors que le dual M’ de ce quotient, qui s’identifie & un sous-
module de M N II; avec sa structure usuelle de A[Na o][F, | @ € A]-module (les Frobenius vont étre les duaux
de la -action, i.e. les Frobenius de départ sur M), est de type fini sur ce méme anneau. On a donc trouvé
M e MA(HfIA’O) avec une inclusion M’ — M qui fournisse par fonctorialité une suite exacte

FIM)Y[XR' = MY[X3'] = MY [X3] =0

Par hypothese sur notre catégorie de représentations, la catégorie M A(Hf 4% est dénombrables et les sys-
temes sont de Mittag-Leffler. Nous obtenons donc la suite exacte

im  fON)YXST S m MY[XRY o lm o MY[XSN 0
MeEMa (L) 40 )P MeMa(Ily 2:0)° MeEMa(TTy 20)ep
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14 H . 14 H L
Tout élément de M (I1; *°) peut-étre vu comme un élément de M A (1T, **°). En particulier, les M’ par-
courent tout Ma (HfA‘O) d’ou la suite exacte

lim FOMY[XR — lim MY[X:Y - lim  M"V[X,' =0
MeMa (T, 20)er MeMa (1) 20)er M/ €M (T, 20)

Le premier terme est une limite projective sur un sous-systeme de celui qui définit DX (II3). La catégorie M (IT5 )
étant dénombrable et les systemes considérés étant de Mittag-Leffler, il existe une surjection de DX (II3) sur le
premier terme, d’ou la suite exacte

L]

Remarque 2.3.50. Une subtilité se glisse ici par rapport au cas de Breuil. Dans son cas, I’anneau A[X][F] était
cohérent 2 gauche (voir [Eme08]) et donc pour M € M(II)*), on avait automatiquement M NII; € M(IIM).

2.4 Induction parabolique

Définition 2.4.1. Un sous-groupe parabolique d’un groupe algébrique linéaire est un sous-groupe P contenant
un Borel B. Dans le cas de GL,,(Q,,), tout Borel est conjugué au Borel canonique B des matrices triangulaires
supérieures et les sous-groupes paraboliques associés sont les sous-groupes fixant un drapeau. Autrement dit, ce
sont les groupes de matrices inversibles s’écrivant

* X[ ¥ X ¥
* X[ ¥ X ¥

pour un certain type (n1, . .., nx) qui encode la taille successive des blocs (ici ¢’est (2, 1, 2)) . Un tel groupe s’écrit

comme produit semi-direct des unipotentes /N par un groupe réductif Lp (qui est juste les matrices diagonales par
blocs dans le cas de GL,, (Q))).

Exemple 2.4.2. L’exemple le plus basique est celui de P = B pour lequel Lp =T

Définition 2.4.3. Soit (ITp, V') une représentation de P. Alors, on définit Indg (H p) comme ’espace des fonction
f + G = V, localement constantes, telles que pour tout g € Getp € Pona f(pg) = IIp(p) - f(g) et qui sont
lisses pour I’action de multiplication a droite.

De maniere plus générale, prenons G’ un sous-groupe de G et (V,II') une représentation de G’. On se fixe
également un sous-ensemble S C G et un autre sous-groupe G’ < G tel que S = G'SG”. Linduite Ind, (IT)
sera la représentation de G constituée de I’ensemble des fonctions f : S — V, localement constantes, telles
que la multiplication & gauche par G’ soit I’action de II’ et qui sont lisses pour ’action de G” donnée par la
multiplication a droite.

Dans ce cadre, on note aussi ¢ — Indg, (H) pour la sous-représentation des fonctions a support compact dans
les classes G'\S.

Exemple 2.4.4. Nous illusterons souvent notre propos par 1’induction d’un caractere du tore 7', vu comme repré-
sentation du Borel.
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2.4.1 Dans le cas de G = GL,(Q,)

Dans ce cas, le seul groupe parabolique contenant le Borel canonique est le Borel lui-mé&me. Les représenta-
tions de son tore sont les produits de caracteres de Q. On se fixe un tel produit de caractéres continus X = X1® X2,
a valeurs dans A = Or/="0,. On note y = X1 /x> qui est un caractere de Q.

Le but de cette sous-section est de calculer, a la main, le module DZ\(Indg, (X)) dans ce cas précis de
GL2(Q,). La preuve fera intervenir une expression explicite de cette induite, mais les étapes de calcul qui suivront
souligneront la stratégie générale qui suivra. On trouvera foncierement les mémes étapes de calcul dans la section
IV.4.17 de [Col10], mais nous le rédigerons ici en préparant les notations et les étapes du cas général.

On remarque qu’une fonction dans Indgf (X) est déterminée par ses valeurs en des représentants de B—\G,
qui n’est autre que P*(Q,,) via la premiere ligne. On choisira comme suit ces représentants :

1 =z
<O 1) pour z € Q,

_ (0 1
w=|(, () pourco.

D : Indg_ (X) — [Pl(Qp) — A]

Lemme 2.4.5. L’application

d’évaluation sur les représentants est une bijection sur [’ensemble des fonctions f sur Qy, localement constantes,
et telles que f(%),u(;v) est constante égale a f(o0) au voisinage de 0.

On note M I’ensemble de ces fonctions et on le munit de la strucuture de A[X]-module et de I’action de Ty
induites par transfert de structure.

Démonstration. Comme nous 1’avons remarqué nous évaluons en des représentants de B—\G, ce qui rend cette
application injective.

Montrons d’abord que toutes les fonctions annoncées sont dans 1’image. Il faut faire un petit calcul pour cela.
Pour x # 0, et pour tout n, en posant wy(z) = min(v,(x),0), on a

1 = 1+ p"Zy x+p"Z _(1+p"Z 0 1z +p"Z
Ne P P C P ! ¥
<0 1> Kn-l—’wp(x) = < anp 1 +anp = N 0 1 —|-an1) 0 1 ( 5)

Pour x = 0 on a la méme identité sans la présence du w,. Enfin,

pla  1+p'b _(pta 0 1Lt «
<1+anp anp ) eN < 0 1+pr> (O pl (*6)

pra

Si f vérifie les conditions, on pose f(g) = x(b)f(r) ot g = br est 'unique écriture avec b € B~ et r dans
nos représentants. C’est le candidat a étre un antécédent de f. L’équation (*6) donne que

(0, TE25)) xattewzmats iz x s (2

Puisque Y2 et y1 sont constants au voisinage de 1, f est constante au voisinage de w si et seulement si

f(1/z)pu(z) = f(oo) au voisinage de 0. Pour étudier un peu plus les implications de cette égalité en I'infini,
disons que pour vy, () > m, ona f(1/z)u(x) = f(c0), soyons plus précis. Pour tout y, on écrit

Loy) (1+p"a p"b \ _ o (A y+p"(b+yd)
0 1 p"e 1+ p"d 0 B

oud=1 + p”(a + Cy) etB=1 —|—pnd — %. En particulier,

F(o 1) (0 Dag) ) = atanaes ()

= f(oo)x2(AB)u(y + p" (b + yd))
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lorsque v, (W) < —m, ce qui arrive a coup siir des que n > m et que v,(y) < —m.

De plus, magnifiquement, AB € 1 + p"Z,. Comme on se place la ol vp(y) < —m < 0, on a de plus
y+p"(b+yd) € y(1+ p"Z,). Quitte & augmenter m, on suppose que /i est constant sur 1 + p™Z,, on en déduit

que f est constante sur (; ¥) K, pour tout v,(y) < —m. Mieux, pour tout g € U, (,)<—mB~ (Y ), on obtient

f(gK,,) = f(g). Pour conclure dans un sens que f est effectivement dans la source, on remarque que 1’équation
(*5) donne pour v, (y) > —m

f( (é ?) KM) S x1(L+ ML) x2 (1 + pM T L) f(w + PN L),

Puisque p~™Z, est compact, si f est localement constante, elle I’est uniformément sur p~"™Z,, et on a un

groupe compact ouvert K tel que f(-K ) = f.
Pour I’autre sens, on a déja montré que I’image arrivait dans les fonctions vérifiant la condition en 1I’infini. Il
suffit pour conclure a la continuité de remarque que

1 z+p"Z 1 =z
(0 1 p)c<0 1)K”+“’p<f>'

O

Lemme 2.4.6. La structure de module est définie par (1 + X)f)(z) = f(1 4+ ) et (1 + X) f)(00) = f(o0).
L’action est définie par (t - f)(x) = f(tf—lr)x(t) et (t- f)(o0) = x(wtw™1) f(c0).

Démonstration. Pour définir la structure de module, il suffit de définir I’action de (1 4+ X) qui engendre topologi-
quement I’anneau A[Na o]. Pour la suite, on pose g telle que g = f

et a I'infini on déduit du calcul précédent sur Q,, :

—_

(04 X)) = iy £ (142 ) uto)
)

= lim f(1+x /L(l;:x)u(1+x)l

x—0 x€X

= f(o0)
car p —— 1.
y—1

Pour I’action de ¢ € T';, on pose encore g telle que g = f

@ n@=ea(y 7))



et a I’infini on déduit du calcul précédent sur Q,, :

x—0

. tq 1 t1
xg%f<t2x)u<t2m>x( )ﬂ(tQ)
_ “1y i £ )

= x(wtw™")f(c0)

(t+7)(00) = lim £ (12 ) oymate)

car t1/t,e — 0. O
z—0

Lemme 2.4.7. Considérons My le sous-module des fonctions a support dans 7., de Indgf (X) (on fait I’identifi-
cation du support comme d’un fermé de P*(Q,) via 'isomorphisme du lemme 2.4.5).
L’injection canonique donne un isomorphisme de DX (M) = DX (M)

Démonstration. On pose M|, = c—Indg_ (X) le sous-module des fonctions a support compact. Les sous-modules
My et M sont des sous-A[ X ][F']-modules, stables par I’action de Tj. Le foncteur D étant exact a droite, il suffit
de prouver qu’il annule les quotients M /ar) et M; /ni,.

Pour le premier, remarquons M /a est isomorphe & A via f — f(oc0) (on utilise la description du lemme
2.4.5 pour identifier le noyau de M — A). Le lemme précédent prouve que ((1 + X)f)(c0) = f(co) autrement
dit que I'isomorphisme M/nm; 22 A est un isomorphisme de A[X]-modules Le module M/ est de X -torsion
pour la structure de A[X]-module. Ainsi, son dual est également de X -torsion, et en inversant X, on obtient que
DY (/) = {0}.

Pour le second quotient, il faut plut6t regarder 1’action du Frobenius. Nous sommes dans le cas de GL2(Q,),
donc F est simplement I'action de ¢t = (£ ). Au vu de la formule ((29)f)(x) = f(p~'), le Frobenius
transforme une fonction a support dans p"Z, en fonction a support dans p"*17Z,,. Ainsi, tout vecteur de M/, est
de F™-torsion pour un certain n, et tout sous-module M; € Ma(Ms/M,) est de F™-torsion pour un certain n (il
est de type fini sur A[X][F]). En particulier, sur M)’ [X ~!], le Frobenius est nilpotent. Comme selon le lemme
2.3.16 ce module est étale, il est également nul. En passant a la limite projective,

DX(Mé/MO) = {0}.

Théoreme 2.4.8. Pour x un caractére continu du tore, on a

D (Ind- (x)) = A((X)) ®4 A(x )

ou laction de T, sur A(x~') donnée par la multiplication par x~*.
Démonstration. On s’estrestreint a M qui d’apres le lemme 2.4.6 est isomorphe 2 LC(Z,,, A) muni de la structure
de A[X]-module donnée par I’annexe B.1. La transformée d’ Amice étudiée en annexe B.1 montre que le dual de
My est alors isomorphe a 1’espace des mesures sur Z,, qui est A[X] avec identification de 1 au Dirac en 0, que
I’on note dg. Il reste a calculer 1’action.

SiteT,,ona

(t-00)(f) = do(t™" - f) = FOX(™") = X ()do(f)-

2.4.2 Induction parabolique générale

Nous voulons démontrer une généralisation du résultat de la premiere section au cas d’une induction depuis
un sous-groupe parabolique quelconque. On se fixe pour la suite un sous-groupe parabolique P contenant notre
Borel B des matrices triangulaires supérieures.

Pour IIp une représentation admissible de torsion du sous-groupe de Levi Lp que I'on étend a P~ via le
morphisme surjectif P~ — Lp, on s’intéresse a I’induite Indgf (H p)
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Définition 2.4.9 (Voir dans [Vig07] pourquoi cette définition est juste). Pour un groupe analytique p-adique
H (un groupe contenant un pro-p-groupe ouvert U isomorphe a un sous-groupe fermé de GL4(Z,)), une A-
représentation discrete continue 11 de H est dite admissible si I’une des propriétés suivantes équivalentes est
vérifiée :

i) Pour tout sous-groupe ouvert compact H’ de H, le A-module IT7 "estde type fini.

ii) Pour un pro-p-sous-groupe ouvert (compact) U de H le A-module ITV est de type fini.

iii) Pour tout sous-groupe ouvert compact H' de H, le A[H']-module IT" est de type fini.

iv) Pour un pro-p-sous-groupe ouvert (compact) U de H le A[U]-module IIV est de type fini.

disc

Corollaire 2.4.10. La sous-catégorie pleine de Repi ;. H formée des représentations admissibles est abélienne.

Démonstration. La stabilité par sous-objet provient des deux premieres caractérisations de I’admissibilité cou-
plées avec la noethérianité de A.

La stabilité par quotient provient de la derniere caractérisation de I’admissibilité, couplée avec 1’exactitude du
dual de Pontryagin et avec la noethérianité de A[U]. O

Corollaire 2.4.11. Dans le cas de G = GL,(Q,) qui nous occupe avec un sous-groupe parabolique P, si
IIp est une représentation discréte admissible de wh-torsion de Lp, alors Indgf (H p) est admissible comme
représentation de G.

Démonstration. Prenons K = GL,,(1+ pZ,). Nous cherchons & montrer en utilisant la deuxiéme caractérisation

que IndIGgf (H p)Kl est de type fini sur A. Une fonction de ces invariants est déterminée par ses valeurs sur
P~\G/K,.Puisque P—\G est compact muni de la topologie quotient et K; ouvert. Le double quotient précédent
est fini. De plus pour tout g € R(P—\G/Kl), il existe un entier m, tel que la conjugaison par g~! envoie

Ky, = GLy (1 + p™9Z,) dans K. De fait, pour toute fonction g € Indgf (HP)K ettout k € K,,, N Lp,ona

k- f(g) = f(kg)
= f(g(g~"kg))
= f(9)

11 existe ainsi une injection de A-modules
d$. (Tp) — ) et
gER(P_\G/Kl)

N e . Kmg,NL .
et la premiere caractérisation affirme que les IT, ™’ " sont tous des type fini sur A. O

Ces deux corollaires ont pour but d’oublier dans la section qui suit les considérations d’appartenance des
représentations considérées a Rep_» .G puis qu’elles seront toutes admissibles, en particulier dénombrables.
Le but de cette sous-section est de démontrer le théoréeme suivant :

Théoreme 2.4.12. Soit I1p une représentation admissible de Rep _n _ o, L p qui est localement admissible pour
les (ta)aca\ap (ie. l'image de tout vecteur par [],ca\a, tZ est finie). Il existe un isomorphisme naturel de
T -modules pro-étales sur A((Nap)) :

DX (Ind§- (Ilp)) = A((NA,O))®A((NAP,U))DXP(HP)'

Remarque 2.4.13. L’énoncé du théoréme précédent fait intervenir DXP que nous n’avons pas défini. En réalité,
la construction du foncteur s’inscrit dans un cadre plus général des groupes réductifs de centre connexe et scindés
sur Q,, ici Lp. Le groupe de Lie p-adique Lp a encore un tore scindé sur Q,, et ses racines sont les (i # j)
correspondant a un espace unidimensionnel Id + Q, E; ; contenu dans Lp. On utilise les notations Ha , o pour
I'intersection Ha o N Lp, Nr,, o pour I'intersection Na o N Lp et Na, o pour le quotient NLp,O/HAPp, etc.

Remarque 2.4.14. L’hypothese de locale admissibilité n’est pas restrictive pour les cas basiques : par exemple
prenons IIp; des représentations de torsion des GL,,, (Qp) (ou les n; sont les tailles des blocs qui forment L p),
ayant chacune un caractere central y; (qui a une image finie puisque la représentation est a valeurs dans A). Alors,
la représentation produit tensoriel ®IIp; de Lp est encore de torsion et elle est localement admissible puisque
pour & ¢ Ap, la matrice t,, agit comme suit :

o (1 ®...0u) =P ®...0x;P)V; Qujt1 ®...Q vg)

oua = (j,j+1).
Le méme raisonnement tient pour la représentation Y IIp;.
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Découpage de I'induite

L’annexe D.1.2 dont on gardera les notations nous fournit, en posant W le groupe de Weyl de GL,,(Q,) et
Wp le groupe de Weyl de P, la décomposition de Bruhat

G= |_| P wB.

weW (P)

Définition 2.4.15. Pour w € W (P), on appelle G,, = P~wDB I’adhérence et on définit I’ordre partiel de Bruhat
sur W(P) comme w’ < w si et seulement si G,» C G,,. M.-E. Vigneras dans [Vig08] donne [Jan03, p. II 13.7]
comme référence. On choisit également un ordre total < sur W (P) qui est anticompatible avec I’ordre de Bruhat,
ie.siw < walorsw < w'.

Lemme 2.4.16. Pour w € W(P), il se trouve que G, = Uy < P~ w'B.

Démonstration. La multiplication étant continue sur GL,,(Q,), I'adhérence G,, est stable par multiplication a
gauche par P~ et a droite par B. Autrement dit, pour toute permutation w’ dans W (P), on obtient que G,,» C G,
si et seulement si w’ € G, et si et seulement si P~w’'B N G, # . Ainsi, G, est une union de P~w’B, I’'union
étant exactement sur les w’ < w. O

Remarque 2.4.17. On peut définir I’ordre de Bruhat comme suit : on considere les écritures de longueur minimale
des w avec les transpositions "racines simples" (¢ i + 1). Alors w < w’ si et seulement si w’ est obtenu en
supprimant des termes d’une écriture minimale de w. Il existe en particulier un minimum wy 1’élément de plus
grand longueur qui consiste en 1’involution ¢ — n — ¢. L’identité est un élément maximal.

Exemple 2.4.18. Pour GL,(Q,) et son unique parabolique B, on a W (B) = {Id, (12)}. Pour noter les sous-
ensembles de matrices de la décomposition de Bruhat, on indique par des croix les coeffcients qui ne peuvent étre

nuls. Alors
B-B— (x *)
* *

B (12)B = (2 i) .

Exemple 2.4.19. Pour GL3(Q,) et le parabolique B, I’arithmétique est plus subtile puisque W (B) = S3. Par le
calcul,

On voit donc que (12) < 1d.

X * *
B™B=|* x| x| oulecarré est inversible
*
X *
B7(23)B= | % x|x]| oule carré n’est pas inversible
*
0 *
B~ (12)B Xk %
X ok ok
0 0 x
“(123)B= | x *x =
ok %
0 x =
*(132)B 0 =+ =
X *
0 0 x
B (13)B=(0 x =«
X ok ok

Ici, chaque élément d’une longueur d’écriture minimale est plus petit que tous les éléments de la longueur
précédente ot seule Id est de longueur nulle, ol (12) et (2 3) sont de longueur 1, ot les 3-cycles sont de longueur
2 et ot (1 3) est de longueur maximale. De maniére plus graphique, I’ordre de Bruhat se représente comme
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(12) — (123)
/ \
Id (13)
N e
(23 )

) —— (132

Définition 2.4.20. On note ensuite U,, = U, <., P~ w'B qui est ouvert puisque son complémentaire est

U PwB= | Guw

w=<w’ w=<w’

Ces ouverts étant croissants pour ’ordre total <, ils induisent une filtration de Indgf (H p) via F, = {f €
Ind%- (Ilp) | supp(f) C Uw}.

Démonstration. Nous montrons tout de méme 1’identité U,y P~ w' B = Uy~ G . Une inclusion est évidente
et dans 1’autre sens :

Ule: U U pwB

w<w w=<w’ w’<w’

U U pwB

w=<w’ w Sw"
— "
= |J Pw'B

w=<w’’

N

Le reste de cette sous-section sera consacrée a expliciter les graduations que fournit cette filtration.

Proposition 2.4.21. Les gradués sont des sous-objets de C,,(Ilp) = ¢ — Indllz:“’B (Hp). Le premier cran de la
Siltration est méme Ciq(Ilp) entier.

Démonstration. Soit w’ le prédécesseur de w. Regardons I’application de restriction 8 P~wB allant de F,, &

Indgin (H p). Soit f une fonction dans F,,. Son support modulo P~ est un fermé de I’espace compact P—\G.
Son support est un compact contenu dans I’ouvert P~\Uy : c’est un compact de ce dernier quotient. Enfin, le
support de sa restriction 8 P~ w B, qui est fermé dans U, en écrivant U,, = U,,» LI P~ wB, est un fermé du support
dans P—\Uw qui est compact : ¢’est un compact. L’image de la restriction est donc 2 valeurs dans C,, (ITp).

De plus, puisque tous les éléments de F, sont a support dans U,, = U,,» LI P~ wDB, le noyau est exactement
F, ce qui fournit une injection du gradué dans C,, (I1p). Le résultat supplémentaire pour le premier cran s’obtient
en remarquant que toute fonction de Ciq(Ilp) s’étend par 0 en une fonction de Indgf (H p). O

Remarque 2.4.22. Dans le cas déja traité de GL2(Q,), on voit que le premier cran de la filtration s’identifie par
I’isomorphisme de la proposition 2.4.5 aux fonctions a support compact dans Q,,, auxquelles nous nous étions
d’abord restreint dans le calcul de la premiére section.

Remarque 2.4.23. Nous pouvons essayer de comprendre la preuve précédente sans la mécanique de la topologie :
essayons de montrer a la main que la restriction a P~ wB arrive dans les fonctions a support compact modulo P~
dans le cas de G = GL3(Qp), P = B et au cran w = (2 3) de la filtration. La proposition D.2.4 nous fournit
comme représentants de B~\B~wB la famille N,, = {(é g §) |a,b € Qp}. De plus, la suite d’applications
continues

Ny, < B"wN,, - B~\B wB

montre qu’il suffit de prouver que le support de la restriction a NV, muni de la topologie induite par [V est compact.
On peut écrire
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1 a b 1 a b
w|0O 1 0]=10 0 1
0 0 1 01 0
a 0 0 a”t 1 ba~t
={0 1 0 0 0 1
1 ba~! a~ 1 1 0 0
a 0 0 1 0 0 1 00
=10 1 0 (132) (0 1 ba™t a1 0
1 —ba~ ! —a! 0 0 1 0 0 1

Si vy (a) < —m alors la produit appartient 2 B~ (1 3 2) Ny 3 2)K,. On peut aussi écrire

1 a b 1 a b
w|l0 1 0]=10 0 1
0 0 1 0 1 0
b 0 0 |
=11 =bp1 0 1 a 0
0 0 1 0 1 0
b 0 0 1 a O 1 0 0
=11 b1 0 (123)10 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 b=t ab~! 1

Sivy(a) > —metwv,(b) < —2m alors le produit appartient a B~ (1 2 3)N(; 2 3) K.
De fait, si f € F,, invariante par K,,, on en déduit que f est nulle sur (é ((1; é) des que v,(a) < —m ou
vp(a) > —m et vy(b) < —2m. Le support est compact.

Une fois cette décomposition effectuée, nous allons calculer sur chacun de ces termes ce que fait le foncteur
DY,
A

Calcul pour w # Id

Pour w # 1d, il se trouve que nous voulons trouver {0}, comme le suggere le cas particulier de GL2(Q)) olt
nous avions réussi a nous ramener au premier cran de la filtration. Par le corollaire 2.3.46, il suffit de prouver que
le foncteur de Breuil appliqué aux autres crans de la filtration donne zéro. Mieux, comme ce sont des sous-objets
de C,,(ITp) et que le foncteur de Breuil est exact a droite, il suffit de prouver que le foncteur de Breuil s’annule
sur C,, (T1p).

Lemme 2.4.24. Notons I1% la représentation de w=' P~w ayant le méme espace sous-jacent que 11 p, avec action
de w™pw égale a I’action de p sur I p. Il existe une bijection N-équivariante

Cow(Ilp) = ¢ —Indl 1 pyon (ITR).
De plus, 'action de Ty a gauche se transfert sur le terme de droite en
(t-g)(n) =p(t) (9(t~'nt)).

Les actions de N a gauche et a droite étant lisses, cette bijection peut s’interpréter comme un isomorphisme
de A[Nn o]]-modules qui est T -équivariant.

Démonstration. L'idée vient de ce que P~ wB = P~ wN donc qu’il suffit pour connaitre une fonction de C,, (I1p)
de la connaitre sur wNN. Pour étre précis, fixons

r i Cou(llp) = ¢ — Ind) i po oy (I1B),  f = (n = (f(wn))).

Montrons d’abord qu’elle est bien définie. Pour f 4 la source et w™!p~w € w='P~w N N, calculons
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= (w™'p~w)(f(wn))
= (w™'p~w)(r(f)(n))

De plus, le fait que f soit & support compact modulo P~ dit exactement que r(f) est & support compact et la
continuité ne pose aucun probleéme.

L’injectivité provient de ce que wNN est un systéme de représentants de P—\P~wN. La surjectivité est
plus subtile. Prenons g dans le but. On voudrait définir f(p~wn) = IIp(p~)(g(n)) mais cette définition est
a priori ambigué. Néanmoins, si p~wn = ¢~ wm alors w—!(¢~) " !p~w appartient 2 N ce qui entraine que
g(m) =1Ip((g~)"'p~)(9(n)) : autrement dit, les deux définitions de f coincident. Maintenant que f est correc-

tement définie, elle a pour support dans P—\ P~ wN I’image du support de g, et si g est invariante par ’action de
multiplication a droite d’un voisinage N’ de 0 dans N, alors f également. Autrement dit, la fonction f est bien
dans C,,(IIp), d’image g par r.

Cette bijection est /N-équivariante puisque 1’action est la multiplication a droite des deux cOtés.

Pour I’action de 771, calculons le transfert de 1’action le long de I’isomorphisme 7 :

r(t- f)(n) = f(wnt)
= f(wtw 'wt " 'nt)
= Ip(wtw™ ") (f(wt™"'nt))
— 1) () (¢ )

Lemme 2.4.25. [l existe un isomorphisme

v v N, w\\ V1
D¢ (Cw(Ilp)) = D¢ ((Indw‘llp,meo (HP)) )
ol nous rappelons que nous avons étendu Dg aux A[X]-modules avec action semi-linéaire de T

Démonstration. Commengons par prouver que si M est un sous-A[X][F]-module de type fini du module (¢ —
Indg_l P-wAN (Hjé’,) )Nt alors il existe un entier n tel que tous les éléments de F M sont a support dans Ny. En

. . . . n < _ No w)\N1
particulier, on.pourra identifier F™ M a un sous-module de (In Wl P wANo (H P)) .
Pour ce faire, posons

Nk: — é—(p)—kNOé-(p)k _ ((1) p_k(];l—i)ZP) -

Tout compact de N est contenu dans 1’un des Ny. Pour améliorer la lisibilité, posons également M, = (Indg P wn Ni (H%) )N

qui peut étre vu comme le sous-A[X]-module de (¢ — IndY_1 p_ N (I15))™* des fonctions a support dans
(w™!P=wNN)Ng. Ces sous-modules forment une filtration croissante et exhaustive. Il se trouve que F'(Mj 1) C
M. En effet, si le support de f est contenu dans (w~!P~w N N) Ny, et que F(f)(n) # 0, on sait que

F(f)(n) = > (u€(p) - f)(n).

uER(N1/E(p)N1&(p)~1)

Il existe par conséquent au moins un représentant u tel que &(p) ~nué(p) € (W LP~w N N)Njy1.

&(p) " tnué(p) € (W PTw N N)Nyyr & nu € (w™ P~w N N)E(p) N1 &(p) ™
S nu€ (w P wN N)Ny
ene(w P wn N)Ng
La filtration étant exhaustive pour tout élément f dans M, il existe n tel que F™(f) appartient & My. Ce qui

précede montre également que My est stable par F'. Ainsi, si un systéme générateur de M sur A[X][F] est envoyé
par F'" dans My, c’est vrai pour M tout entier.
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Soit alors M = (c — IndY

N e wnn TENN /M. Ce que I'on vient de prouver montre que tout élément de

M e M(]\Aj ) vérifie F"(M) = {0} pour un certain entier n (prendre un module de type fini le relevant et
appliquer ce qui précede). De fait, par I’analogue dans le cas de Breuil du théoreme 2.3.15, le Frobenius étale sur

MY[X "] estnul, donc MY[X '] = {0}. On en déduit que D/ (M) = {0}. La suite exacte

0— My — (c—IndY_s po oy (TTE) Y = M

et I’exactitude a droite du foncteur DEv concluent. ]

Cherchons maintenant a mieux comprendre le double quotient qui contient toute 1’information d’une fonction
de la derniére induite (¢ — Indgﬁlp,umNo (I1%8))™, ie. le double quotient (w=*P~w N No)\No/Nj.

Lemme 2.4.26. Si w # Id, alors w™ (@~ \®5) N A # 0.

Démonstration. Comme w # Id, il existe un entier ¢ avec w (i + 1) < w(i). Alors, w((¢ < i + 1)) est la racine
t— tw(i)t;(liﬂ) qui appartient & ¢~ De plus, comme w est un représentant de Kostant, on a w™!(®5) C &~

dotw HP)NA=w 1P \Pp)NA O
Lemme 2.4.27. Si w # 1d, le double quotient (uflP*w N NO)\N()/N1 est trivial.

Démonstration. Prenons o € w=(®~) N A donnée par le lemme précédent. On a N, o C w™ ' P~w puisque
w(«v) est une racine négative. Donc Ny o C w™' P~ wNNy. Il suffit donc de regarder N, o\No/N; = (N, 0)\Zp
qui est trivial. 0

Proposition 2.4.28. Le module DY (C.,(Ilp)) est trivial si w # 1d.

Démonstration. Le lemme précédent prouve que I’injection entre A-modules donnée par la restriction

(ma, o ([18) ™ = COR((w™ Np-w 0 No)\No/Ny ), ILE)

a pour but les fonctions continues sur un ensemble a un élément. Disons que 1’on choisit ’identité comme re-
présentant. Calculons I’action de (1 + X)) a la source via cette injection. Il se trouve que ((1 + X)f)(Id) vaut
f(nq) pour n’importe quelle racine simple «. Prenons o € w™*(®~\®5) N A comme au lemme 2.4.26 ce
qui entraine qu’il existe 5 € @\ P tel que n, = w™ngw qui agit trivialement sur IT1%. 1l en découle que
(1+X)f)(Id) = (w™'ngw) - f(Id) = f(Id). La multiplication par X est nulle a la source. Aprés qu’on a passé
au dual et inversé X, le module DY (C,,(ITp)) est nul. O

Calcul pour l'identité

Pour I’identité, le lemme 2.4.24 fonctionne encore et fournit un isomorphisme de A[Na o]-modules qui est
T -équivariant entre Crq(ITp) et ¢ — Indp -y (Ilp) = ¢ — Ind%LP (ITp). La subtilité derriere cet isomorphisme
reste de calculer explicitement 1’action de 7', obtenue sur I’induite par transfert de structure.

De plus, la démonstration du lemme 2.4.25 s’adapte au foncteur de Zdbréddi en remplagant I’ par [[,c o Fas
on se ramene au calcul de DX((Ind]X,‘iPWO (ILp))H0). A nouveau, la subtilité reste de comprendre I’actionde

Hecke obtenur sur (Ind%‘i . (H p) yH2.0, Les deux lemmes suivants suivent la transformation de I’action de 7T, .
P

Lemme 2.4.29. L’action issue de Ciq(Ilp) devient, sur son sous-espace Ind%‘g . (H p) Paction de T’y définie
P>
par

(- f)(n) = 3 ut - f(t u it

WER(NLp,0/tNL 0t 1)

) o 0 sin ¢ NprotNotil
| ut- f(nog) si n = utngt !

ou dans la premiére somme au plus un terme est non nul et la fonction f est étendue par 0 en-dehors de Ny.
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Démonstration. Soit g € Ciq(Ilp) a support dans N, Ny et U I’isomorphisme, et n € Ny. On sait que U (¢ -
g)(n) = g(nt) qui est donc non nul si et seulement si

nt € NLpNO <~ t_lnt S NLpNO
& 3(ny,no) € N, x No, t™ nt = nyng
< 3(np,ng) € Np,, Xx Ny, n = tnpt_ltnot_l
< I(u,ng) € Np, x Ng, n = utngt™*
< 3(u,n0) € Nppo X No, n= utnot
Ce qui régle déja le premier cas. Et si n = utngt™!, on peut écrire g(nt) = g(utng) = ut - g(ng) =
ut - W(g)(t~tu~nt) ce qui montre le deuxieme cas.
Pour trouver la somme, remarquons que si u et v’ vérifient que t~'u"'nt € Ny, alors v~ v/ € tNyt™!
donc on peut écrire v’ = utvt~! avec v € N, »,0- Réciproquement avec une telle relation, t~lu~Int € Ny siet

seulement si ¢’est vrai pour «’. Enfin, si f € Ind]]g‘; . (H p), alors
P

u't- ft T nt) = utv - flom T T nt) = ut - f(t T nt)

Le lemme précédent nous fournit les clés pour calculer les Frobenius sur I’espace des invariants.

Proposition 2.4.30. Sur (Ind%ip ) (H p))HA*", pour t € T, I’action de Hecke peut-étre défini en fonction de

. Hap,
action de Hecke sur 11" """ par

E(Hm = 3 ) v F(f(t" 0 nut))

UWER(HA 0/tHp ot™1) VER(NLp,0/tNL , 0t ' Ha o)
ou au plus I'un des termes est non nuls

Démonstration. Par définition,

Fi(f)(n) = > (ut - f)(n)

UER(HA0/tHp ot~1)

- Y D

UER(HA 0/tHp ot~1)

= Z Z mt - f(t~ m ™ nut)

uER(Ha,0/tHA ot =) MER(NLp,0/tNf, , ot~ 1)

ou la derniere égalité provient du lemme précédent.

Si tous les termes ne sont pas nuls, alors n € N, .t Not "' Hna o. Sin = mtnet~u~
w'u™t € tHa ot ™!, De fait & m fixé il existe au plus un u qui donne un terme non nul.

De plus, si n = mitngt~'u = m/tnjt~ v’ alors en utilisant que Ha o est distingué on obtient que m'~'m
appartient a tNot’lHA70 etmémeatNy, 70t*1HA70 puisque c’estdans Ny, o. En écrivant donc m = m’tnpf1 h
alors n = m/tnyn{t~'hu et donc ' = hu (on a montré qu’a m fixé un seul u pouvait convenir). La volonté de
faire apparaitre des Frobenius sur Il p, aiguillée par le groupement tout neuf des m pour lesquels un terme est non
nul, nous invite a décomposer le deuxieéme quotient en

b= mitnit—tu/~1, alors

NLP’O/tNLP,olf*1 = (HAP’O/L‘HAP,ofl) X (NLPvO/tNLP,oleAP,O)

et donc

F(f)(n) = Z Z Z vwt - f(t  w™ v nut).

VER(NLp,0/tN, ot " HA p o) WER(HAp,0/tHa, ot ™) UER(HA0/tHp ot 1)

Ce qui précede montre qu’il existe au plus un v tel que la somme suivante possede des termes non nuls.
Pour un tel v, si n = vtngt " tu"! et que w € Ha, o, il existe h € Ha g tel que wtngt~! = tngt~1h et donc
n = vwitngt " *h~lu!. Ainsi, le représentant v’ de la classe de uh est I’'unique terme non nul pour m = vw et

ft o nut) = f(  (vw) " tnuht) = f(E (vw) T Inat)
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ol la derniere égalité vient de ce que uht € w'tHa . On appelle u(v,w) 1'unique u, s’il existe, pour lequel
t~lw= v~ nut € Ny (et en choisissant arbitrairement sinon). On tombe sur

Fi(f)(n) = Z Z vwt - f(t o™ o tnu(v, w)t)

VER(NLp,0/tNL, 0t " HAp,0) WER(HApR.0/tHA L 0t ™)

= Z Z vwt - f(t v (v, 1d))t)

VER(NLp,0/tNL ot ™ Hap 0) WER(HAp,0/tHA , ot™1)

= Z vwt - Fy(f(t™ v nu(v,1d))t))

’UGR(NLPeO/tNLP,OtilHAP,O)

= Z Z vwt - Fy(f(t™ o™ nut))

UER(Ha0/tHA ot~ 1) VER(NLpP,0/tNL , 0t Hap 0)

ol dans la derniere égalité on a rajouté de maniere factice des termes nuls.
On a en particulier prouvé au passage qu’au plus un terme de la derniere somme était non nul, puisque dans la
premiere égalité, au plus un v donne une somme non nulle. O

Calculons 2 présent DX((Ind%ip ,(Ip))Hao),

Lemme 2.4.31. Soient Sy, Sa deux groupes profinis. Soient également My un A[S1]-module et My un A[Ss]-
module de torsion (i.e. muni d’une action de Ss lisse pour la topologie discrete sur Ms). Alors le produit tensoriel
M; ® 4 My est naturellement muni d’une structure de A[S1 X Sa]-module.

Démonstration. Le module M; ® 4 Mo est naturellement muni d’une structure de A[S1] ® 4 A[S2]-module. De
plus, pour tout élément m de My ® 4 Mo, la lissite de My affirme que 1’action de A[S1] ® 4 A[S2] se factorise
par un quotient A[S1] ® 4 A[S] avec S} un quotient fini de S. Sur cet élément, la surjection A[S;]® 4 A[S2] —
A[S1]® 4 A[S5)] fournit une action du produit tensoriel complété qui ne dépend pas du choix de .S%. Par conséquent,
le groupe M7 ® 4 M5 obtient le galon de A[[Sl]]@) AA[S2]-module. Pour conclure, on utilise le lemme B.3.1. [

,0

Lemme 2.4.32. Le A[Na o]-module (Ind%‘zp (ILp)) a0 est isomorphe a LC(Zp /257, A) ® 4 HgAP’O.
A droite, la structure de A[Na o]-module est obtenue grace au lemme précédent (le A[Na, o]-module

H . N > . . . ~J
HPAP’0 est lisse) et a I'identification de groupes profinis de Na o = Z3' /257 X Nap 0.

Démonstration. Une fonction f dans (Ind%‘z ) (H p))HA’D est définie par son image sur des représentants de
P>

N, 0\No/H - De plus, via I’isomorphisme
l: N()/HAO — Zﬁ
I’image de Ny, o est exactement Zﬁp d’oli une identification
lp NLP,O\NO/HA,O = Zﬁ/zfp

Remarquons d’ailleurs que les Ha¢ Ap Na,o forment un systeme de représentants. On identifie alors une fonction
f de (Ind%‘z . (H))HA*’ 4 une fonction depuis 23 /z.'* vers I1p via ces représentants. La continuité au départ
P>

garantit méme que I’on peut identifier f 2 une fonction dans LC(z /z>'F, I1p). De plus, sin € Ny et que h €
HAa, o, on calcule de deux maniéres f(h~'nh). D’un c6té :

f(h7'nh) = f(nn~'h~1nh)
= f(n)

car (n"'h~!n)h appartient & Hx o. De I’autre, puisque h~! appartient 2 Nz, o, on obtient
f(h™'nh) = f(nh) = Tp(h)~'(f(n))
ce qui prouve que la fonction localement constante a laquelle f s’identifie est en réalité a valeurs dans H;IA’P °,
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. Ha s N 1°

Inversement, pour une telle fonction g dans LC(25 /57, I1p,°7°), on pose f(n) = Ip(np)(g(no)) ol 'on
a écrit n = npngh avec ng € Hagmp Noo, np € Npp,o et h € Hp . La premiere question est celle de
I’ambiguité de cette définition. Si npnoh = npnyh’, on sait déja que ny = ny car HaéAP N0 sont des
représentants. De plus, la matrice n's 'np appartient 2 Ha o, et méme a Ha . o, ce qui donne Ip(n/s)(g(ng)) =
IIp(np)(g(no)); on a levé I'ambiguité de la définition. Reste a vérifier la lissité de I’action sur f. Puisque Ny
est compact, il suffit de vérifier que pour tout n il existe k avec f(nNg) = f(n), ot ’on rappelle que Ny =
&(p)No&(p) . Posons n = npngh comme dans la décomposition précédente. Par continuité de g, on sait qu’il
existe k& pour lequel g est contante sur [],;x , ta(c(no) + p*7Z,). Quitte & prendre k assez grand, on peut
également supposer que N, i laisse fixe g(ng). Alors, pour tout ny dans Ny, que 1’on écrit np ng ; avec npy
dans Ny, j et ng j dans Hagmp uq (p*7Z,), on peut écrire

—1 /
nny = npnohnprnor = np(nonprng - )nono,kh

avec le produit des deux premiers termes dans Ny que 1’on peut donc écrire n},’ kn{)’ - Il en sort que nny, appartient
a Ni [l.¢n, tala(no) + p"Zpy). La fonction f appartient de fait a la premiére induite.

Pour transformer LC(Z2 /257, HgAP ) en produit tensoriel, il suffit de remarquer que I’image d’une telle
fonction est finie, puisque Z; /z,'F est compact.

Soit f dans la premiére induite, g son image dans les fonctions localement constantes et n’ = npn la dé-
composition d’un élément de HQGAP Ny X HangP Ny 0. Limage de n’ - f associe a n dans Hangp Nao
Iélément ITp(np)(g(nn)) (on utilise la commutativité des N, o). Autrement dit, la bijection précédente est un
isomorphisme de A[Na o]-modules. O

1l faut maintenant voir comment se transfere les Frobenius sur LC(Z;' /2,7, A) @411 PAP " via I'isomorphisme
du lemme 2.4.32.

Lemme 2.4.33. Soit M' un A[X,, | « € A\Ap]-module avec un Frobenius p,-semi-linéaire Fy et M un A[Na, o]-
module de torsion avec un Frobenius @-semi-linéaire F;, alors le produit tensoriel F| ® F; est semi-linéaire sur
M’ @4 M muni de la structure de A[Na o]-module du lemme 2.4.31.

Démonstration. Limpide une fois que I’on a établi que ¢; sur A[Na o] est le produit tensoriel complété des ¢,
sur A[ X, | o € A\Ap] et A[Na, o]. Pour ce dernier fait, voir la proposition B.3.2. O

Définition 2.4.34. L’action de 7"} provenant de LC(Z?, A) ne laisse pas stable LC(z; /z>7, A). On munit ce
dernier d’une action par 1’action de conjugaison de ¢ via I’isomorphisme que nous avions établi entre Z;' /z;'F et
[Togar Na,o- On note Fy lesdits Frobenius.

I est aussi possible d’interpréter cette action comme 1’action comme provenant de LC(Z?7 A : Taction de
{t € Ty |Va € Ap, a(t) = 1} laisse effectivement stable LC(z; /z; 7, A). 1l devient alors possible de définir
I’action de (., )y comme la restriction de celle de t(ziA\AP (a>) sur LC(Zﬁ7 A).

Proposition 2.4.35. Les Frobenius obtenus par transfert de structure le long de I’isomorphisme du lemme 2.4.32
H . . . , . L.

sur LC(25 jz57 , A) @ 4 1,7 est U'action produit tensorielle que I’on vient de décrire.

Démonstration. Par semi-linéairité des deux Frobenius possible, il suffit de le vérifier sur un tenseur pur g =

f ® m. Dans la suite du calcul, on imaginera plutdt que g est la fonction dans 1’induite dont f @ m provient.

Pour ¢t € Ty, la somme dans le lemme 2.4.30 n’a qu’un terme et donc Fy(g)(n) = F;(g(t~nt)) ce qui se
traduit par

F(f@m)(Ta)agap, = Fr(g(t™ H Ua(7a)t))

Ao (3))
= (F/(f) ® F,(m))(Za)aga,

Pour 8 € Ap, la conjugaison par tg est I’identité sur HQ¢AP Nq 0. Autrement dit, la terme de la somme
(toujours celle du lemme 2.4.30) associé a u = v = Id est non nul, et ce doit a fortiori &tre le seul. On a donc
Fg(f @m) = f ® Fg(m) = F(f) ® Fg(m). Pour la derniere égalité, on remarque que F est la restriction de
I’endomorphisme Fiq de LC(Z2, A).

Pour 3 ¢ Apetn € [[,¢a, Na,o, on sait que n appartient & thotgl si et seulement si u;l(n) € pZy,.
Or, ugl se factorise par [p (voir la définition au lemme 2.4.32) qui est invariant par multiplication a gauche
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N . . . . < -1 . . . N
par Np, o et a droite par Ha o. De fait, la matrice n appartient a {gNot 5~ si et seulement si elle appartient a

n e NLP70t/3N0tE]'HA70. Le seul terme qui peut étre non nul est u = v = Id et il est non nul si et seulement si
xp € pZy. Cela finit de prouver que le Frobenius transféré est le Frobenius usuel sur LC(Zp /z;' 7, A). Dans les
deux cas, c’est bien le produit tensoriel des Frobenius. O

Il nous faut une forme plus agréable a manipuler que ce produit tensoriel des structures de modules.

Lemme 2.4.36. Soit M un A[Na o]-module de type fini. On a

M =1im |A[Naol/((1 4 X,)P" = 1)| ®apna.o M-
k

—

Démonstration. Puisque M est de type fini, si on le munit de la topologie (X')-adique, il posseéde une surjection
continue depuis un module A[Na o] qui est complet pour cette topologie. Il est donc complet, ce qui est exacte-
ment ce qu’exprime le lemme, les toplogies (X )-adique et celle engendrée par les ouvertes ((1 + X, )P" — 1)M
étant identiques. O

Proposition 2.4.37. Pour tout M' € M, (HgAP‘O) le sous-module M' = LC (22 /227, A) @ 4 M’ appartient

a Ma (LC(2p [z57, A) @4 HgAP’O). De plus, il y a une identification de A[Na o]-modules avec action semi-
linéaire de T'y entre

/\-/\/ _ ~ _
M (X' = A((Nao)) @a(Nap.on MV [X5,)]

out le Frobenius a droite est donné par le produit tensoriel des Frobenius.

Démonstration. Comme le montre la proposition B.2.2, le module LC(23 /2,7, A) est de type fini sur A[ X, |« ¢
Ap][F) |a ¢ Ap] o les F), sont les Frobenius précédemment définis. Par hypothese, le module M’ est de type
fini sur A[Na, o][Fa | @ € Ap]. Or, pour tout couple I’éléménet (o, 8) € Ap x A\Ap, il se trouve qu’il existe
t €T, tel que F} = F é sur le terme de gauche du produit tensoriel et que F; = F|, sur le terme de droite. En
posant I la fonction constante égale a 1 qui engendre LC(Z7 /z, 7, A) et (m;) une famille génératrice de M, tout

élément de M’ s*écrit
Z UiF[;,iI & viFaimji = Z ’UJZ‘UZ‘F% (I ® mji)

ol ; est obtenu comme on vient de le souligner. Le module M est donc de type fini sur A((Nay))[Fa|a € A

M’ est évidemment stable par Tj.
Pour I’admissibilité,

TV _ Hom s (Tim (LCy (25 /287, 4) @4 M), A)

lim
—
h
= limHom 4 (LCy (25 /257, A) @4 M', A)
—

= lim Hom 4 (LC, (25 /z57, A), M"Y)
—

= lim Hom 4 (LCy, (25 /257, A), A) ® 4 M"Y
«—

= 1i<£n {A[[Xa o e A\Apﬂ/((l + Xa)ph' _ 1)] Qa4 MY

T h \
= hin |:A[[NA,O]]/((1 + X, )P — 1)Q¢AP:| ®@A[Na o] M’

On utilise le lemme précédent avec M’V et A p pour obtenir

Y = im <|:A[[NA,OH/((1 LX) - 1)(@,3] ® AN o] (l%n [AUNAPvOH/((l +Xp)" — 1)} ®AHNAP,011MN>>

Comme les termes de gauche sont libres sur A[Na ., o], on peut intervertir la limite sur k et le produit tensoriel.
De plus, pour un systeme indexé par N2, la limite peut étre faite d’abord sur les lignes et ensuite sur les colonnes,
ou sur tout le diagramme d’un coup. Ainsi,
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g

<!

l

g
A/~

_A[[NA,O]}/((l + X )P - 1)Q¢AP] ®A[NA o] <[AHNAP,OH/((1 + XB)?”}c - 1)} QA[NAp 0] MN))

>
E

I
2

(Aﬂmﬂ/«l + Xo )" = Dagap + (1 + Xg)P" — 1)B€AP} ®A[Nap ol M’V>

ZIE

I
=

I

<_A[[NA,OH/((1 + Xo)”" = Vagap + (1+ Xg)P" — 1)3@4 ®a[Na o] (AINAO] ® AN, o] MN))

>
E

)

Les termes pour i = k sont cofinaux. Et on se retrouve a appliquer le lemme précédent a A[Na o] ® apn ap ol MY
qui est de type fini sur A[Na o], d’ou

~V
M = A[[NA)O]] ®A[[NAP,0H MY

et la condition d’admissibilité découle donc de celle sur M.

Le diagramme suivant étant commutatif

A[[NAPJ)]] — A((NAPQ))

l l

A[Nao] — A((Nay))
on peut identifier
—~V _ _
M’ [X3' = A((Nao)) @agna ol (AINA0] @apna, .00 MY) = A((Nao)) ®aqva, o) MV IX5L]-
Pour le transfert des Frobenius, le plus simple reste de suivre la 1)-action le long des isomorphismes, c’est a
dire le dual des Frobenius sur M’ et M. [

Proposition 2.4.38. Les modules précédents sont cofinaux dans M (LC(Z3 /237, A) ® 4 HI;AP ).

Démonstration. Soit M € Ma (LC(Z3 /257, A) @4 HgAP’O). On pose M, = {f(0)| f € M} ouI’on a identifié

le produit tensoriel aux fonctions localement constantes vers 11 PAP‘O. Comme M est un A[Na o]-sous-module

etque ( I ua(:ca)-f>(0)=( 11 “a(“)> SO

a€EAp

il se trouve que M, estun A[Na, o]-sous-module. Soit o € A. On a démontré en proposition 2.4.35 que F, agit
sur le produit tensoriel comme I’identité sur le premier terme ( puisque F, = F{;) et comme F, sur le deuxiéme.
Donc F,,(f(0)) = (Fo f)(0). Ainsi, M, estun A[Na, o][Fa | @ € Ap]-sous-module.

Montrons qu’il est de type fini. Soit (f;) un systeéme générateur fini de M et soit Uy I’ensemble des images des
fi» qui est fini. Par locale admissibilité de I1p, on sait que I’ensemble U = Ha ¢Ap tﬁ Uy est encore fini. Montrons
qu’il engenre M, comme A[Na, o][Fa|a € Ap]-module. Puisque tout élément de M s’écrit comme somme
finie des n - Fy(f;), il suffit de montrer que pour n € Ny et t € [], . t4, alors (n - Fy(f;))(0) est dans le module
qu’ils engendrent. Si I’on écrit ¢ = ¢1t5 avec t; € HaEAP tLoetty € I, Ap tZ. La proposition 2.4.35 nous a
montré que (n- F;(f))(0) = ny(Fi(f)(n2)) s’écrit ny F1(f(ns)) lorsqu’elle n’est pas nulle (voir 2.4.30) o 1’on a
posé ny € HaeAP Ua(Zp), na € HaeAP ua(Zp) tels que nying = n et oll ng dépend de t et de ng. Sur HgAP’O,
ona Fy = Fy Fy, = F}, otg puisque Fy, agit par I’action de 2. Donc

(n- Fi(f))(0) = niFy, (t2 - f(n3)) € A[Nap o] [Fa |a € Ap](U).

Reste I’admissibilité de M.. Prenons pour chaque m € U une fonction f,,, € M telle que f,,,(0) = m. Comme
elles sont en nombre fini, il existe un sous-groupe compact ouvert N, de Ha¢ Ap Ua (Z,) par lequel toutes les f,,
sont invariantes. Comme F, aussi pour « € Ap commutent 2 N, (vu leur description comme une somme, et la

commutation de Nap o et [[,ca, tZ a N,), toute fonction de

My =" A[Na,ollFa|a € Ap)fm
meU
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est également invariant par V.. On va prouver que M, est admissible en utilisant la caractérisation de I’admissi-
bilité par les invariants prouvée dans [Vig07]. Pour tout sous-groupe Np , compact ouvert de Na o, 0n a

Np,«
My C MNP XN

qui est fini par hypothese d’admissibilité sur M. Ainsi, le module M est admissible comme représentation de
A[Na, o] Par choix des f,, le module M, en est un quotient, encore admissible.
La stabilité par Tj est limpide puisque pour to € Tp, on a to(f(z4)) = (to - f)(zaa(to)).

Pour conclure a la cofinalité, remarquons que M C M, puisque ces dernieres sont les fonctions dont I’image
est contenu dans I'union des images des éléments de M. Ce module appartenant ./\/lA(LC(Zﬁ/ZfP,A) XA

HgAP’O), on a fini. O

Nous avons maintenant toutes les clés pour conclure quant au calcul pour w = Id.
Théoreme 2.4.39. Il existe un isomorphisme naturel
DX (Cra(Ilp)) = A((Na0))@A((Na, o) DA, (Tp).

Démonstration. Nous venons de démontrer que les modules apparaissant dans la proposition 2.4.37 sont cofinaux
N,
dans /\/lA((Ind]\,‘;P)0 (I1p))H4) et donc que

—~ v
DX (Cra(Ilp)) = lim M XL
M’GMAP(HgAP’O)"p
= lim A((Na0)) @a(Napony MV [X5,)]

M’e/\/tAP(nffAP'O)°p
= A((N2,0))®a((Nap o) DA, (Tp)

ol la derniére égalité vient en remarquant que parmi les quotients de type fini du terme de droite, les M’V [X ;1 ]
P
sont cofinaux. O

2.4.3 Fin de preuve et conséquence

Théoréme 2.4.40 (Voir théoréme 2.4.12). Supposons Ilp est localement admissible pour les (ta)qc A\ap (Le
I’image de tout vecteur par || aEA\Ap t2) est finie, alors on a un isomorphisme de Ty-modules pro-étales sur
A((Na))

DX (Ind%- (Ilp)) = A((N20))Ba(Nap o) DA, (Tp).
Démonstration. Le calcul pour w # Id et I’exactitude a droite permettent de dire que DV s’annule sur les gradués
de la filtration sur Indgf (H p) , sauf le premier. Par exactitude a droite, on peut descendre récursivement jusqu’a

D) (Ind%- (Tp)) = DX (Cia(11p))
et le théoreme 2.4.39 conclut. O
11 a déja été remarqué que ce théoréeme permet de calculer le foncteur de Zabradi plus facilement pour I’induite

d’un produit tensoriel de représentations sur chacun des blocs de L p. Prenons le cas le plus simple pour finir :
celui de P = B et donc de IIp valant un produit de caractere x.

Corollaire 2.4.41. Pour x un caractére du tore, le module DX (Ind$_ (x)) est isomorphe & A((Na,)) ®a
A(x).

Démonstration. 11 faut calculer le foncteur de Zdbradi sur x pour n = 1. L’espace x tout entier est de type fini

et admissible. De plus, on a pour ¢ € T, identité (1 ® F})V = (x(¢))Y = x(¢) et son inverse est simplement
-1

X (). 0
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Annexe A

Des propriétés plus catégoriques

Cette annexe est consacrées aux différentes propositions d’aspect plutdt catégorique, voire cohomologique,
dont nous avons relégué les démonstrations a plus tard pour ne pas accidenter le déroulement des principales
preuves.

Tout d’abord citons le résultat et donnons une référence pour les suites spectrales associées a un double com-
plexe :

Théoréme A.0.1 (Corollaire 2.3 dans [FS]). Pour un double complexe CP*9 cohomologique limité dans N?, les
deux suites spectrales de premiére page CP4 et C9P convergent vers la cohomologie du complexe total Tot™ =
@iﬂ-:nCi’j.

Intéressons-nous ensuite a la description de la cohomologie continue. Prenons toujours L une extension finie
de Q. Pour un groupe profini G, 1a cohomologie continue d’un Or,-module de torsion discret avec action continue
de G est définie comme le foncteur dérivé des invariants dans la catégorie des Or,-modules de torsion discrets avec
action continue de G.

Proposition A.0.2. Soient F, G deux d-foncteurs depuis une catégorie de modules vers une autre. On suppose
que la catégorie de départ de F posséde assez de F-acycliques. Pour toute transformation naturelle T° de F° &
GO, il existe une unique transformation naturelle de S-foncteurs de F a G qui coincide avec T en degré 0.

Si de plus T° est un isomorphisme sur chaque objet et qu’il y a assez de F,G-acycliques, alors T est un
isomorphisme de foncteurs.

Démonstration. Sil’on a construit la transformation naturelle jusqu’au degré n. Pour tout objet V', on écrit une
suite exacte
0=V —-IT—-V -0

avec I qui est F-acyclique. On obtient un diagramme commutatif aux lignes exactes données par les suites exactes
longues associées a F' et G :

Fr(I) —— FY(V') —— F™* (V) —— 0

T (I)J Tn(V/)J/

G"(I) —— G"(V') —— G (V)

Par exactitude des lignes, il existe un unique morphisme T"*1 (V') qui compléte le diagramme commutatif : il
consiste a envoyer tout x € F™ (V) sur 'image d’un relevé dans I (V') (ce qui ne dépend pas du relevé).
Pour montrer qu’il ne dépend pas du choix de I, comme on a assez de F'-acycliques, il suffit de le prouver pour
I — Ij. On obtient alors un diagramme commutatif aux lignes exactes dont la derniere fleche est obtenue par la
méme technique que précédemment

0 1% I v 0
|
0 1% I 1% 0

ce qui donne, par naturalit¢ de T™ et par fonctorialité de F' et G sur les suites exactes courtes, un diagramme
commutatif aux lignes "brisées" exactes
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Fri (V) —— 0
F (V') %
lT"W’) lT"(Vo’)
G (V') —— G™(Vy)

\\)

GTL+1 (V)

d’ou le fait que les deux fleches F (V) — G™ (V) que I’on peut déduire coincident.
Pour le caractere fonctoriel des suites exactes longues, considérons une suite exacte courte 0 — V3 — Vo —

V3 — 0. Par lemme du fer a cheval, on sait que 1’on peut choisir des injectifs 1, I2 et I3 tel que le diagramme
suivant soit commutatif, avec lignes et colonnnes exactes :

0 0 0
|

0 v I v/ 0
|

0 v, I Vi 0
|

0 V3 I3 %4 0
|
0 0 0

Les trois premiéres fleches de la suite exacte longue associée sont bien fonctorielles parce que T? est une trans-
formation naturelles. Ecrivons la preuve pour transmettre la fonctorialité dans un cas particulier, i.e. montrer que
le diagramme commutatif pour toute suite exacte V;

F"(Vy) —— F"(V3)

| |

Gn(v’l) N Gn(‘/Q)

entraine la commutativité du méme diagramme pour la suite exacte V; et pour n 4+ 1. On écrit le diagramme
tridimensionnel

0 0
G"'H(Vl) Gn+1 (Vz)
Fr (1) ‘ Fr(va)
G (Vi) G"(V3)
/ /
(V) £ (V)

ol toutes les faces sont commutatives, sauf celle du haut, dont on déduit la commutativité par chasse au dia-
gramme.
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Dans le cas ott T est constituée d’isomorphismes en degré zéro, on conclut 4 I’isomorphisme par récurrence,
en choisissant un F, G-acyclique I tel que 0 — v — I — V' — 0 est exacte. Le diagramme commutatif
suivant aux lignes exactes prouve que T"*1(V) est un isomorphisme grace au lemme des cinq et a I’hypothése
de récurrence :

Fr(l) — F(V') —— F""Y(V) —— 0

T"(I)l T"(v’)l J{T"*’l(v) J{

G"(I) — G"(V') —— G"*Y(V) —— 0
[

Proposition A.0.3. Soit G un groupe profini et H un sous-groupe fermé. Les invariants de Rep?éigG des Op-
modules de torsion discrets munis d’une action continue de G, vers Repf(ﬁgG/H a un adjoint a gauche qui est

exact a gauche. En particulier, [Proe] nous dit que la prise d’invariants transforme les injectifs en injectifs.

Démonstration. 1”adjoint en question est simplement I’oubli de Repl*°G / i vers Repl*G qui est évidemment

exact. O

Théoreme A.0.4. Soit G un groupe profini et G la catégorie des sous-groupes ouverts distingués de G dont les
morphismes sont les inclusions. Il existe une transformation naturelle de §-foncteur constituée d’isomorphismes

3 i / G'/
de Or-modules entre H?, (G, ") et ( lim H'(%/c,- ))
G'eger i>0
Démonstration. D’apres la proposition A.0.2, il suffit de prouver I’existence d’une transformation naturelle en
degré zéro et d’assez d’acycliques simultanés.

En degré zéro, le deuxiéme J-foncteur fournit pour un Or-module V' de torsion discret avec action continue
de GG le Op-module

lim H(G/c, V)= lim (V&)
— —
G/egop G/ egup
= lim V¢
—
G'egeP
= V¢
Pour les acycliques, considérer un injectif / de Rep‘ti(i)iZG . Il est par construction acyclique pour le d-foncteur
dérivé. De plus, pour tout G’ € G la proposition A.0.3 démontre que V" est injectif dans Rep*G/c’ qui
est exactement la catégorie Rep,,,,C/G’ par finitude de ce dernier quotient, a fortiori acyclique pour la &/c’-
cohomologie. Finalement, pour i > 1, tous les H'(G/c’, V') sont nuls et V est acyclique pour le deuxiéme
d-foncteur. O

La suite de ces considérations reprend sans preuves les résultats des sections 2.5 et 2.6 de [Ser63].

Proposition A.0.5. La cohomologie continue d’un objet V de Repgci)igG pour un groupe profini G se calcule

comme la cohomologie du complexe C°(G*, V') ol les différentielles sont données par

n

@ f)(g1,- - gns1) = 91 f(g2,- s gn1) + Z(*l)if(gl, co s GiGitts - Ont1) + (D) (g1, gn)
=1

Proposition A.0.6. Soit G un groupe profini et H un sous-groupe distingué fermé. Soit V' un objet de Rep%igG.
Le groupe G agit sur C°(H®*, V) via (g - f)(hi) = g- f(9g" hig).

Cette action passe a la cohomologie et se factorise par H en une structure d’objet de Rep
termes de HS. . (H,V).

cont

disc ¢y

o G/H sur les

Théoreme A.0.7. La suite spectrale de Hochschild-Serre est une suite spectrale convergeant vers HS. (G, V)
dont la deuxieme page est donnée par

Hgont (G/H7 Hgont (H7 V))

en utilisant la proposition précédente pour définit la cohomologie des HZ . (H, V).

Théoréme A.0.8.
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Annexe B

Les anneaux de I'analyse p-adique

B.1 Transformée d’Amice

Définition B.1.1. Fixons G un groupe profini et gardons dans notre cadre la notation A = ©r/z™0, (c’est
le cadre ou I’anneau des coefficients est un anneau topologique discret). On note G la catégorie filtrante de ses
sous-groupes ouverts distingués ayant pour morphismes les inclusions. L’ algebre de Iwasawa associée est

A[G] = lim A[G/¢’]
G'eg
ol les quotients sont finis discret et ou A[G/c’] est I’algebre de groupe associée.

Proposition B.1.2. L’algébre d’Iwasawa A[Na o] est isomorphe a A[ X, | o € A] via X, — [no] — 1. L’action
de T par conjugaison donne pour Frobenius les uniques morphismes de A-algeébres continues pour la topologie
(X)-adique qui vérifient ¢, (Xg) = (1 + X/g)’f’éa’ﬁ -1

Démonstration. Le morphisme ¢ étant surjectif, le produit Z;_l est isomorphe au conoyau Na ¢ via (zq) +—
[ ¢a(zq). De plus, sous-groupes [ [, c o p*7Z,, étant cofinaux dans la catégorie associée a Zg_l, I’algebre d’Iwa-
sawa se calcule comme

A[Na o] = L%mA[ el lo € A/ (fna)" —1) = tim ALXe o€ AL/ ((1+ Xap" —1).

Ces derniers polyndmes convergeant vers 0 pour la topologie (w, X, )-adique sur A[X, |« € A], qui est com-
plet pour cette topologie, I’isomorphisme en découle. Par construction, c’est un homéomorphisme si 1I’on munit
I’algebre d’Iwasawa de la topologie de limite projective et ’algebre de polyndmes de la topologie (X )-adique.

Pour les Frobenius, I’action de T';. étant continue pour la topologie de limite projective et les (X 3)gea engen-

To—

drant topologiquement I’anneau de polyndme, prouver les identités suffit. La traduction de t,ngt, ! = ng ’ via
I’isomorphisme conclut. O

Notre deuxieme outil est la transformée d’ Amice, qui va nous permettre de dualiser des anneaux de fonctions
p-adiques. On trouvera une preuve plus théorique, dans un cadre plus propice a I’émergence de 1’analyse p-adique
dans [Col].

Proposition B.1.3. Le dual des fonctions localement constantes (i.e. continues) de Zﬁ dans A est isomorphe a
AlXy | € A

Démonstration. Ecrivons LC(Zﬁ, A) pour ’anneau des fonctions localement constantes, et LCh(Zﬁ, A) I'an-
neau des fonctions constantes sur chaque = + pth dont I’union croissante couvre 1’ensemble des fonctions
localement constantes.

11 se trouve qu’en tant que modules LCy, (Z2', A)Y = Az} /p"z2] ot [Z] & droite est 1’évaluation en z A gauche.
En passant a la limite inductive sur les fonctions, donc a la limite projective, grace a I’isomorphisme particulier
que I’on vient de citer, on tombe effectivement sur 1’algebre d’ Iwasawa de Zﬁ. O

Définition B.1.4. On généralise la construction de I’algebre d’Iwasawa a Or,, en effectuant la limite

OL[G] = lim OL[G/q]
G'eg

dans la catégorie des O -algebres topologiques.
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Proposition B.1.5. Pour une variable, on a I’identification de Oy -algébres topologiques

OLH(}) Zf)ﬂ ~ 0.

Démonstration. Le groupe que I’on considere est isomorphe a Z,, pour lequel les sous-groupes P Z,, sont cofinaux
dans la catégorie associée a Z,. On peut donc calculer :

OL[Z,] = lim Or [%o/p 2, ]/ (17" — o]
k
= lim OL[X]/ (1 + x)" 1)
= 1211(9;/((1 + X)Pk —1)

Ces derniers polyndmes convergeant vers 0 pour la topologie (w, X )-adique sur (’)zf qui est complet pour cette
topologie, on conclut. U

B.2 Les Frobenius

Définition B.2.1. L’espace LC(Zﬁ‘, A) est muni d’une action de N g = Zﬁ par translation donc d’une structure
de A[Na o]-module.
De plus, pour ¢ € Ty, on définit une action par

(t- f)(wa) = 1na<t>zp<xa>f( (j{;)).

Proposition B.2.2. 1) L’action précédente est semi-linéaire.

2) Le A[Nao][Fa | € Al-module LC(Z?, A) est engendré par la fonction constante égale a 1 notée I,
admissible et son dual tensorisé est isomorphe a A((Na0)) est muni des Frobenius usuels qui le rendent étale.

Démonstration. 1) Par continuité, on peut se contenter de vérifier la semi-linéarité pour y = (yo) € Na .

t-(yf) =1, 0 0z, (yf)(@)

4 a(t)ya
= ]11—[(1eA a(t)pr(O(j((t))y>

I, a(t)zpf<o@)]

= (t-y)t-f)

= (a(t)ya)

2) Pour tout entier n et toute famille x = (z,) € Zﬁ‘, la fonction (a: 11 tZ)I est la fonction a support exac-
tement [] . (wa + p"Z,) qui vaut 1 sur son support. Ces fonctions engendrant LC(ZPA, A) comme A-module,
cela prouve la premiere assertion.

La proposition B.1.3 montre que son dual est isomorphe comme A[Na o]-module & A[Na o] ce qui prouve
I’admissibilité. Reste a prouver que le morphisme est 7' -équivariant. Pour tg € Ty et A = [ oA (1 4+ Xo)% la
forme linéaire qui donne la valeur en (z,, ), on sait que la 1-action sur I’image du dual dans le localisé correspond

N

a

A (55 A D) = 11, vz (20)1 (275 )

ce qui s’identifie & 1y ([ cn (1 + Xa)™). .
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B.3 Produits tensoriels

Nous prouvons dans cette section les lemmes utiles aux constructions de produits tensoriels dans la section
2.4,

Proposition B.3.1. Soient S, et S5 deux groupes profinis. Le produit tensoriel complété au-dessus de A des
algébres d’Iwasawa de Sq et Sy s’identifie naturellement a [’algeébre d’Iwasawa associée a S1 X Ss.

Démonstration. Si S’ est dans la catégorie S associée a S1 x Sa, les sous-groupes S! = S'N.S; x {1} s’identifient
a des objets des S;. Le sous-groupe S X S5 est un objet de S avec un morphisme vers S’. Les objets 5] x S}
pour S; objet de S; sont donc cofinaux dans S.

AHSI X SQ]] = 1(&1’1 A[Sl X SQ/S’]
S'es
=l Al 04 A[S/5)
(1.53)e8; %54

= A[S1]®aA[S:]
O

Proposition B.3.2. Pour t € T, munissons A[X, |a ¢ Ap] de I’endomorphisme @ obtenu par p,(Xg) =
(1 + X4)t — 1 et de méme sur A[Nn, o] Alors, le produit tensoriel complété de ces Frobenius s’identifie au
@y usuel sur leur produit tensoriel complété A[Na o] (la forme du produit tensoriel complété est prouvé dans la
proposition précédente).

Démonstration. L’identification est évidente sur chaque quotient
AlNaol/(1 4+ x,)r" — 1= AlXs |8 € APl/(1 + Xp)P" — 1 @4 AlNARol/(1 + X, )7 — 1

et I’on passe a la limite projective. O
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Annexe C

Lemmes techniques

C.1 Lapplication d est une distance

Nous reléguons ici la preuve que d définie sur G/K z est une distance.
Lemme C.1.1. La fonction d vérifie I’inégalité triangulaire.

Démonstration. Puisque la définition de d est invariante par transformation des deux réseaux par une méme ma-
trice inversible, on a d(g, hg) = d(Id, h). Prenons donc g, h des sommets de I’arbre, pour lesquels on choisit des
représentants g = (% ¢) eth = (7, ). On cherche a montrer que

d(Id, h) < d(1d,g) + d(g, h).

— 7\ T31 1 —1 N -1 _ b -n _ =N _ m-—n p . m—n
Or, ona d(g, h) = d(Id, hg~1) ot hg™" = (" 1)(p0 v ) - (p e a)
Soient k et [ sont associés a n et m par le lemme 1.5.17. Plusieurs sitations se présentent :
Cas 1:sin — ketm — [ sont les valuations de a et b et que k& # [. Alors le s que 1’on obtient pour hg~

exactement max(k, ) — n. Le calcul donne donc

L est

E+n—Fkl+s+|m—-—n—s/=|n—kl—(n—k)+max(k,l)+ |m — max(k,)|
> max(k,l) + |m — max(k, )|
>4 |m—1|

car la fonction x — x + |m — x| est croissante.
Cas 2 : on suppose toujours que n — k et m — [ sont les valuations de a et b, mais cette fois-ci on suppose que
m — [ n’est pas la valuation de b — p”*~"a, donc que [ = k. Dans ce cas,

k+n—kl+s+m—-—n—s|>l+|n—1+|m—n|
>4+ |m—|
Cas 3 : dans les cas qui nous restent k£ ou [ vaut 0. Si [ vaut 0 c’est limpide en utilisant trois inégalités triangu-
laires.
Cas 4 : dans le cas contraire prenons k£ = 0. On aurait pu voir des le début que [ = (m — v,(b))+. Ici, la
condition & = 0 nous permet de choisir = 0 et d’écrire de fait s = (m — n — vp(b))4+. Sin < Oalors s > et

de maniére évidente [n| + s+ |m —n —s| > s+ |m — s| > I + |m — [|. De cas restant correspond an > O et a
I > s. 1l est alors possible d’écrire

Im—I—|m—-n—s/<|n+(s=1)|=n+(s—1)

car les deux termes sont négatifs. L’inégalité désirée s’obtient en passant tous les termes du bon coté. O
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C.2 Lesidéaux de k((Nay))

Nous prouvons le lemme technique 2.3.16 annoncé dans la deuxieme partie.
Lemme C.2.1(2.3.16). Les seuls idéaux de x((Na o)) stables par I’action de Ty sont {0} et k((Na o)) lui-méme.

Le raisonnement se fait par récurrence sur |A|. Pour |A| = 1, ’anneau considéré est le corps des fractions
rationnelles, donc le lemme est évident. Prenons I un idéal non nul stable par T. On pose J = I N k[Na o] et on
se fixe un o € A arbitraire. Nous voudrions enlever la variable X, et par conséquent, écrivons la décomposition
d’un élément ;1 € J comme

=2 niXa

J=0

avec chaque p; dans K[ Na\{a},0]. On pose également
Jaﬂ‘ = {/\ S K[[NA\{Q}’O]] | HM S J, Wi = /\}

Notre candidat a la restriction de J & [A| — 1 variables serait construit a partir des .J,, ;. En effet, ce sont des
idéaux de £[Na\{a},0] puisque (u + v); = p; + v4, que J est stable par multiplication par A € K[Na\(a},0] et
que (Ap); = Am;. De plus, puisque J est stable par multiplication par X, et que (Xqpt)i+1 = f4, la suite (Jo,;)
est croissante.

Lemme C.2.2. Tout idéal de k[ Na o] est fermé pour la topologie engendrée par I’idéal maximal.

Démonstration. L’anneau k[Na o] est compact puisque la topologie (X, )-adique est la topologie faible sur les
coefficients.

Tous ses idéaux sont de type fini, puisqu’il est noethérien ([Mat09, Théoreme 3.3]) donc sont des quotient
par une application continue d’un module compact. Ils sont donc compacts pour la topologie induite, a fortiori
fermés. O

Lemme C.2.3. Iy a égalité des J, ;.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que J, o € J,,; avec ¢ minimal pour cette propriété. Prenons 1 qui
souligne cette inégalité stricte, i.e p1; & Ju,0. Prenons j > 0 minimal tel que p; # 0 et que p; € Jo . Par
définition on peut trouver v € .J tel que vy = p; et si Pon considére 1/ = pu — XZv, on obtient plusieurs
propriétés. Tout d’abord, il n’existe aucun indice 0 < j* < j tel que u, € Jq,0\{0}. Ensuite, I'élément p1' est
encore dans J. Et enfin, nous avons encore p ¢ J, 0. Sij > ¢ c’est évident car pu = p; et sinon p, = p; + v;—;
avec ¢ > 4 — j donc par minimalité de i on av;_; € J, 0.

En construisant ainsi récursivement, on peut trouver une suite 1(*) dans J telle que la suite des plus petits en-
tiers j(k) > 0 avec ug.](gli) € Ja,0\{0} soit strictement croissante, que ugk) = y; etque pu® = ¢+ mod X24HF).
Par le lemme précédent, la suite converge donc vers un élément 1° das J tel que pour tout j ona p; = 0 ou
122 ¢ Joz,O-

Nous prenons [ > 0 tel que pf® # 0, de valuation p-adique minimale, et minimal parmi ceux de valuations
p-adique minimale. On note [ = p"l’" avec ged(p,!’) = 1. Nous voulons utiliser I’invariance par Ty pour annuler
le terme constant sur lequel nous n’avons pas de prise, puis diviser par une puissance adéquate de X, pour tomber
sur un élément de J de terme constant relié a notre uf° ¢ J, o. Il nous faut donc appliquer une action trés faible

d’ou le calcul de .
> — .

P = =) (14 X)) = 1) — X
j=0

= uFl(Xa + X2+ XE T — XJ]

Jj=1

en utilisant que I’on est en caractéristique p a la derniere ligne. Et donc si ’on écrit j = p®j’ avec p ne divisant
pas j', il se trouve que

(Xo+ X5 + X2 = X4 = (XY + X074 X070 - Xy

dont le premier terme non nuls est j' X gs (@"=DFP4S Nous voulons garantir qu’il n’y ait pas de terme plus petit

que celui associé a j = [. Ainsi, nous voulons que pour tout j # [ > 0 tel que w3 #0,onaitp*(j'—1)+pt + s >
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p"(I" — 1) + p'*". Tous ces j, par définition de [, vérifient s > r ou bien (s = r et j/ > I’). L’inégalité désirée
est évidente si (s = r et j° > I’). Il suffit donc de choisir ¢ suffisamment grand pour que quelque soit s > r on ait
ptts —pttr > pr(pttt —pt) > pr(I' — 1) > p"(I’ — 1) — p*(j’ — 1) qui est donc une condition indépendante de
s>r.

Apres ce petit passage en arithmétique, on trouve donc un élément de J donc le terme de plus petit degré est
l’u;X’Xg' W =Dp"™" Rappelons-nous que J vient d’un idéal de x((Na o)) donc qu’en divisant par la puissance
de X, on trouve un élément de J de terme constant !4 # 0 qui ne peut appartenir a .J,, o par construction de

[t O
On a en particulier prouvé que J, o # {0}.
Par une construction récurrente similaire a la preuve du lemme, siI’on prend A € J, o et 1) € J qui souligne
cette appartenance, on écrit p (1) = (0 — 4 (D.0X7 oy uél)’o = /LZ@ € Jao 0. Autrement dit, on enléve grice au
lemme précédent les termes non constants. Par fermeture de J, on en déduit que J,,o C J. En particulier, on peut

appliquer notre hypothese de récurrence a J,, o [TA_\l{a}] C I qui est un idéal de % ((Na\{a},0)) stable par Ty, non
nul. II contient 1, donc I aussi.
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Annexe D

Décomposition de Bruhat

D.1 Décomposition

On fait ici une preuve de la décomposition de Bruhat pour un groupe parabolique quelconque P de GL,,(Q,).

Proposition D.1.1. Le groupe de Weyl W de GL,,(Q,), définit comme Nev, ) (T)/T est isomorphe a &,, avec
pour représentants les matrices de permutations.

Le groupe de Weyl Wp de P, définit comme Ne(T)/T est constitué des matrices de permutations appartenant
a P, donc de celles dont la décomposition en cycles fixe le drapeau définissant P.

Démonstration. Prenons w dans le normalisateur et fixons ¢ € T dont toutes les valeurs propres sont distinctes.
La matrice wtw ™! est réguliere de vecteurs propres les we; o (e;) est la base canonique. Or, cette matrice doit
rester dans 7T : les (we;) sont & scalaires prés une permutation des (e; ). Cela nous dit exactement que w s’écrit to
avec o matrice de permutation.

La version pour P en découle en remarquant que le normalisateur dans P est I’intersection du normalisateur
avec P. O

On fixe ensuite W (P) les représentants de Kostant de W, \W tels que w=1(®%) C ®*. Dans notre cas, cela
veut dire que si i est tel que e; et ;1 apparaisse dans le méme bloc du drapeau, alors w=1(i) < w™1(i + 1) (il
s’agit juste de réordonner 4 gauche w~! par croissance des images).

Théoreme D.1.2 (Décomposition de Bruhat). Pour tout parabolique P, on a

weW (P)

Démonstration. Sil’on pose w,, le produit des (kn — k) alors w, P~wB = Pw,wB. Comme P~wDB ne dépend
pas du représentant dans W\ W, on se retreint 2 montrer que

GL.(Q) = || PuB.

weW (P)

L’union fait fait GL,,(Q)) : siw € W, on note w’ € W (P) le représentant associé et BwB C Pw’B. Ainsi,
il suffit de prouver que ’union est GL2(Q,,) dans le cas de B.

Soit g € GL,,(Q,), on définit récursivement o (1) = max{i|g;1 # 0} I'indice du plus grand coefficient non
nul de la premiére colonne. Il existe b; € B tel que g() = byg a un seul coefficient non nul sur la premiére
colonne. Supposons (o(1),...,0(k)) et g*¥) = byg définis avec g(¥) ayant sur sa j¢ colonne seulement les
coefficients o(1),...,o(j) non nuls (pour j < k). Soit alors o(k + 1) = max{i ¢ {o(1),... o(k)} |91(]2 # 0}.
Il existe une matrice b1 qui convient. 7

De fait, il existe b € Bet o € G,, tels que la j° colonne de bg n’ait que les coefficients (o (k))x<; non nuls.
Ainsi, 0~ 1bg € B ce qui conclut.

Caractere disjoint pour B : prenons wy, w1 tels que BwoB N Bw; B # (. En particulier, il existe by, b; € B

tels que wflbowo = by.
La premiere colonne du premier terme est un réordonnement par w; de la wy(1)¢ colonne de b;. De fait,
cette wp(1)¢ colonne a un seul terme non nul a la w§ ligne qui doit étre réordonné sur la premiere ligne, i.e.
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De la méme maniére, la j¢ colonne du premier terme est un réordonnement par wy de la wg(j)¢ colonne de
b. De fait, cette wo(j)¢ colonne a au plus j termes non nuls aux lignes wy (1), ..., w(j) (grice a I’hypothese de
récurrence), i.e. wy (1) = wo(1).

Caractere disjoint pour P : de la méme maniére, on prend une relation p = w;bw, ! Et notons ny,...,ny le
type de P.
Les n; premiéres colonnes de p sont un réarrangemnt des colonnes wg *(1), ..., wy ' (n1) de b. Disons que

Ion se fixe w?) € Wp telle que (wy ' (w)(i)))i<n, sont dans le bon ordre, alors la wy * (w™)(i))¢ colonne de
b ne peut avoir que ¢ coefficients non nuls, sinon le total des colonnes wg 1(4) aurait plus de n; lignes avec des
coefficients non nuls, incohérent avec le fait qu’un réordonnement soit dans P. On en déduit en particulier que
pw™ a un premier bloc triangulaire supérieur.
En appliquant le méme raisonnement aux blocs suivants, on trouve w € Wp telle que pw € B. Quitte a
changer wg en wwy, on s’est donc ramené au cas de B et w; = wwy.
O

D.2 Représentants dans la décomposition de Bruhat

Nous donnons un systeme agréable de représentants de P~\P~wB

Définition D.2.1. On note «; la permutation (¢ ¢ + 1), et I’on garde cette notation pour la matrice de permutation
associée, et pour la racine simple correspondante.

Pour w dans le groupe de Weyl, ’ensemble N,, est la notation pour le sous-groupe de N donné par N N
wNw = N N (wow) LN~ (wow).

Lemme D.2.2. Pour tout w dans le groupe de Weyl, on a N = N0y Noy.

Démonstration. Pour une démonstration dans un cadre de groupe algébrique assez général, voir [Car85, Proposi-
tion 2.5.13].

Nous allons également donner une démonstration calculatoire dans le cas de GL,, (K) (le corps n’importe pas
pour la preuve ; nous le prendrons quelconque). Explicitons I’ensemble N,,,. Pour toute matrice n = (n,; ;) dans
No qui vérifie n;; = 1 etn; ; = 0sij <1, on obtient

w lnw = (nw(i)’w(j)).

Les éléments de N,, sont les w™'nw qui appartiennent également 3 N, autrement dit les matrices m de N qui
vérifient que m,; ; = 0 dés que w(j) < w(¢). Pour les mémes raisons, le sous-groupe Ny, est celui des matrices
m de N telles que m; ; = 0 des que wow(i) < wow(j). L’élément wy étant la permutation avec toutes les
inversions, on a wow (i) < wow(j) si et seulement si w(i) > w(j).

1l nous faut seulement prouver que N C N, Ny Soit n = ((1) "4 ) dans N. On veut trouver a = ((1) @i )
ethb = ((1) bil‘j ) telles que a appartient a Ny, b appartient a N,, et que ab = n. Déterminons par récurrence sur
|7 — ] les coefficients a; ; et b; ; qui donnent les trois conditions a la position (4, j) (autrement dit on "remonte les
diagonales"). Le cas |j — ¢| = 0 correspondant a la diagonale nous fournit une initialisation aisée. Supposons que
les coefficients sont déterminés pour |k — I| < |j — |, le produit matriciel donne

Nig = Y ikbr; = ai;+big+ Y aigbi.

i<k<j i<k<j

Tous les termes de la somme a droite sont déja fixés par 1’hypothese de récurrence ce qui entraine que la somme
a; j + b; j est uniquement déterminée si I’on veut vérifier cette égalité. De plus, exactement I’une des conditions
w(i) < w(j) et w(i) > w(j) est vérifiée ce qui implique que ’on doit imposer la nullité de a; ; ou de b; ; mais
pas des deux pour respecter a € Ny, €t b € Ny, I’autre paramétre étant libre pour que la somme a; ; + b; ; ait
la bonne valeur. La récurrence conclut que N = Ny Ny ]

Lemme D.2.3. Le systéme wN,, est un systéme de représentants de B~\B~wB.

Démonstration. Ecrivons pour le faire qu’il contient un systeme de représentants
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B wB = B wN
= BT wNyqw Ny
= Bf(wNwawfl)wNw
= B~ (wNow ™' N Ny )wiN,,
= B wN,

De plus, si n; et ny appartiennent a N, et que leurs multiplication par w sont dans la méme classe, il existe
b~ € B~ tel que b~ wn; = wnso. On en tire que b~ = w(nlngl)w_l € wN,w™' C N. Il en découle que
b~ € B~ NN = {Id} puix que ny = na.

O

Proposition D.2.4. Pour w dans Wp, le systeme N, est un systeme de représentatns de P~ \P~wB.

Démonstration. Le lemme précédent nous fournit déja que P~wB = P~ B~wB = P~ B~ wN,, = P"wN,,.
Reste 2 montrer I’unicité. Si I’on suppose que p~wn = p'~wn’ sont deux écritures, I'élément m = (p'~)~1p~ =
wn'n~ 1w~ appartientd P~ NwN,w~! = P~ NNNwNw~!. Puisque m appartient 2 P~ N N, prouver qu’il est
trivial revient a prouver que pour toute racine (i < j) € @}, le coefficient m; ; est nul. Le choix des représentants
Wp impose que w~((i < j)) est positive, autrement dit que w~*(7) < w~'(4). L’appartenance de m a wNw !
force alors la nullité. O
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