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Correction du TD n°2 : groupes et groupes cycliques

1 Échau�ement sur les groupes

Exercice 1. Existence automatique d'inverses

1. Soit (M,⋆) un monoïde �ni où tout élément est régulier. Démontrer que (M,⋆) est un groupe.

2. Soit (G, ⋆) un groupe et H un sous-ensemble �ni non vide de G stable par ⋆. Démontrer que H est
un sous-groupe de G.

3. L'hypothèse de �nitude est-elle nécessaire dans les deux questions précédentes ?

4. Soit (M,⋆) un monoïde tel que tout élément possède un inverse à gauche. Démontrer que (M,⋆) est
un groupe.

Correction de l'exercice 1

Les deux premières questions reposent essentiellement sur le fait qu'une application injective d'un en-
semble �ni dans lui-même est bijective.

1. Soit m ∈M . Puisque m est régulier à gauche, l'application

m ⋆− : M →M, x 7→ m ⋆ x

est injective. L'ensemble M étant �ni, elle est donc bijective et il en découle qu'il existe un élément
envoyé sur le neutre. Nous venons de prouver l'existence d'un inverse à droite m′ de m. La régularité
à droite de m fournit par un argument similaire l'existence d'un inverse à gauche m′′ de m. En�n,
l'associativité permet d'écrire

m′ = (m′′ ⋆ m) ⋆ m′ = m′′ ⋆ (m ⋆m′) = m′

ce qui conclut quant à l'existence d'inverses.

Remarque : en combinant ceci à la question 4, nous aurions pu remplacer "régulier" par "régulier à droite"

dans cette question.

2. Prenons un élément h de H. Puisque G est un groupe, l'application h⋆− de source G est injective, et
c'est encore le cas de sa restriction à H. Puisque H est stable par ⋆, l'application h ⋆− se restreint-
corestreint en une application injective de H dans H. Elle est bijective puisque H est �ni. Nous en
tirons qu'il existe un élément eh ∈ H tel que h ⋆ eh = h. La régularité de h dans G en déduit que
eh = eG ; le neutre appartient donc à H. Il existe alors un élément h′ ∈ H tel que h ⋆ h′ = eG.
Toujours par régularité dans G, nous en déduisons que h′ = h−1 ; le sous-ensemble H est stable par
prise d'inverse.

3. Le monoïde (N,+), ou le sous-ensemble N du groupe Z fournissent des contre-exemples pour des deux
questions précédentes, si l'on ôtait l'hypothèse de �nitude.

4. Soit m ∈M . Nous posons successivement un inverse à gauche m1 de m, puis un inverse à gauche m2

de m1. L'associativité de ⋆ permet d'écrire

m2 = m2 ⋆ (m1 ⋆ m) = (m2 ⋆ m1) ⋆ m = m.

En particulier, l'élément m1 est également un inverse à droite de m. Nous avons démontré que tout
inverse à gauche était également inverse à droite. Il en découle que deux tels inverses doivent coïnci-
der 1.

1. Attention, nous avions besoin qu'ils soient tous inverses à gauche et à droite pour conclure à l'unicité des inverses.
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Exercice 2. Vrai/Faux, première édition

Pour chaque a�rmation qui suit, démontrer sa véracité ou trouver un contre-exemple :

1. Le groupe Z est produit de deux groupes non triviaux.

2. Soit G un groupe. Si G a un nombre �ni de sous-groupes, alors G est �ni.

Correstion de l'exercice 2

1. Faux.
L'intersection de deux sous-groupes non triviaux de Z est non trivial. Supposons que

Z ∼−→
ι
G×H.

Les sous-groupes ι−1(G× {e}) et ι−1({e} ×H) sont d'intersection triviale. Il en découle que l'un des
deux est trivial, i.e. que G ou H est trivial.

2. Vrai.
Soit G un groupe avec un nombre �ni de sous-groupes. Un élément d'ordre in�ni de G corres-

pond à un sous-groupe isomorphe à Z. Le groupe G admettrait alors une in�nité de sous-groupes,
correspondant aux nZ pour n ≥ 1. Nous avons démontré que tout élément de G est d'ordre �ni. Les
sous-groupes ⟨g⟩ pour g ∈ G sont donc �nis, en nombre �ni 2. Puisque ces sous-groupes recouvrent G,
le groupe G est �ni.

2 Morphismes de groupes

Exercice 5. Autour de HK

Soient G un groupe, et H,K deux sous-groupes de G. Pour toute la suite, nous considérons l'application

f : H ×K → G, (h, k) 7→ hk.

1. Démontrer que f est injective si, et seulement si, on a H ∩K = {e}.
2. Démontrer que HK = Im(f) est un sous-groupe de G si, et seulement si, on a HK = KH.

3. Démontrer que f est un morphisme de groupes si, et seulement si, on a

∀(h, k) ∈ H ×K, hk = kh.

4. En déduire une condition nécessaire et su�sante portant sur H et K pour que f soit un isomorphisme
de groupes.

Correction de l'exercice 5

1. Si H ∩K = {e}, supposons que f(h, k) = f(h′, k′). Cela se réécrit :

hk = h′k′

puis
h′−1h = k′k−1.

2. Mais à ce stade, rien ne garantit qu'il n'y ai pas des redondances in�nies.
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Cet élément appartient alors à H ∩K, d'où

h′−1h = k′k−1 = e

ce qui se réécrit
h = h′ et k = k′

et démontre l'injectivité 3.

Si en revanche g ∈ H ∩K, nous avons alors f(g, e) = f(e, g) ce qui contredit l'injectivité.

2. L'ensemble des inverses d'un groupe est le groupe lui-même. Supposons que HK est un groupe. Nous
obtenons la suite d'égalité suivante :

HK = (HK)−1 = K−1H−1 = KH.

Réciproquement, supposons que KH = HK. Alors, pour tous couples (h, k), (h′, k′) ∈ H × K,
nous pouvons trouver (k1, h1) ∈ K ×H tels que kh′ = h1k1. Ceci permet d'écrire

(hk)(h′k′) = h(kh′)k′ = h(h1k1)k
′ = (hh1)(k1k

′)

et de démontrer que HK est stable par produits. Il contient le neutre car e = f(e, e). En�n, pour
tout couple (h, k) ∈ H ×K, l'hypothèse permet d'écrire hk = k2h2 avec (k2, h2) ∈ K ×H puis

(hk)−1 = (k2h2)
−1 = h−1

2 k−1
2 ∈ HK.

3. Si f est un morphisme de groupes, alors

kh = f(e, k)f(h, e)

= f((e, k)(h, e))

= f(h, k)

= hk

où nous avons utilisé l'hypothèse pour passer à la deuxième ligne.

Réciproquement, supposons la formule véri�ée. Pour tous couples (h, k), (h′, k′) ∈ H × K, nous
pouvons écrire

f((h, k)(h′, k′)) = f((hh′, kk′))

= hh′kk′

= (hk)(h′k′)

= f(h, k)f(h′, k′)

où nous avons utilisé l'hypothèse pour passer à la troisième ligne.

4. L'application f est un isomorphisme de groupes si et seulement si c'est un morphisme de groupes
injectif et surjectif. Les deux premières conditions se réécrivent au regard des questions 1 et 3. La
surjectivité signi�e exactement que HK = G. Ainsi, l'application f est un isomorphisme de groupes
si et seulement si

H ∩K = {e}, HK = G et ∀(h, k) ∈ H ×K, hk = kh.

3. Attention, l'application f n'est pas un morphisme de groupes en général. Il ne su�t donc pas de regarder la préimage du

neutre.
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Exercice 11. Ordre de certaines puissances p-ièmes

Soient G un groupe, H l'un de ses sous-groupes et p un nombre premier. On pose a ∈ G\H tel que
ap ∈ H. Montrer que ord(a) = p ord(ap).

Correction de l'exercice 11

Si a est d'ordre in�ni, alors aucun (ap)n ne peut être trivial donc ap aussi. Si a est d'ordre �ni, alors
(ap)ord(a) = e donc ap est d'ordre �ni et nous avons que

ord(ap) =
ord(a)

pgcd(ord, p)
.

Si le PGCD vaut 1, les éléments a et ap ont même ordre. L'inclusion des sous-groupes ⟨ap⟩ ⊆ ⟨a⟩ ainsi que
l'égalité de leur cardinaux entraîne que ⟨a⟩ = ⟨ap⟩ ⊂ H. Ceci est impossible. Ainsi, pgcd(ord(a), p) = p et
l'on obtient l'identité souhaitée.

On propose aussi une preuve plus conceptuelle. Rappelons que l'ordre de a a été dé�ni a partir du noyau
du morphisme

φa : Z → G, n 7→ an.

Puisque e ∈ H, le noyau de φa est contenu dans φ−1
a (H). Les hypothèses donnent des informations sur le

sous-groupe φ−1
a (H) de Z. Puisque a /∈ H, ce sous-groupe ne contient pas 1 et puisque ap ∈ H, ce sous-groupe

contient p. Il s'agit donc de pZ.
Le diagramme suivant est commutatif :

Z G

Z

φa

p×−
φap

et puisque Ker(φa) ⊆ pZ, l'inclusion pKer(φag ) ⊆ Ker(φa) est une égalité. L'identité sur les ordres s'en
déduit.

Exercice 12. Endomorphismes de certains produits

1. Soit G et G′ deux groupes �nis d'ordres premiers entre eux. Exhiber un isomorphisme de monoïdes

End(G)× End(G′) ∼= End(G×G′)

qui se restreint-corestreint en un isomorphisme si l'on remplace "endomorphisme" par "automor-
phisme".

Remarque : vous pouvez généraliser à une famille (Gi)i∈I de groupes d'exposants �nis et deux à deux

premiers entre eux et obtenir un isomorphisme

∏
i∈I

End(Gi) ∼= End

(∏
i∈I

Gi

)

qui se restreint-corestreint pareillement.

2. Trouver un contre-exemple lorsque les ordres ne sont pas premiers entre eux.

Page 4



Algèbre 1 ENS, année 2023-2024

Correction de l'exercice 12

1. Nous construisons d'abord l'application suivante :

End(G)× End(G′) → End(G×G′), (φ,ψ) 7→ [(g, g′) 7→ (φ(g), ψ(g′))]

dont nous véri�ons qu'elle est bien dé�nie et fournit un morphisme de monoïdes injectif 4.
Il reste à démontrer sa surjectivité. Prenons un endomorphisme f de G × G′. Si f est image de

(φ,ψ), alors nous devrions avoir f(G × {e}) ⊂ G × {e} et l'analogue pour {e} × G′. Démontrons
d'abord ces inclusions. Nous dé�nissons le morphisme de groupes composé

f̃ : G′ ↪→ G×G′ f−→ G×G′ p1−→ G

où la première �èche est l'inclusion canonique et la dernière la projection sur le premier facteur. Soit
g′ ∈ G′. L'ordre de son image divise l'ordre de g′ donc |G′|. Puisqu'elle appartient à G, son ordre
doit également diviser |G| ce qui implique que son ordre est 1. Ainsi, notre composée est triviale. À
présent, il est possible d'écrire pour tout (g, g′) ∈ G×G′ :

(p1 ◦ f)(g, g′) = f(g, e)f(e, g′)

= f(g, e)f̃(g′)

= (p1 ◦ f)(g, e)

Nous dé�nissons alors par φ = (p1 ◦ f)(−, e) un endomorphisme de G. Symétriquement, nous dé�nis-
sons par ψ = (p2 ◦ f)(e,−) un endomorphisme de G′. Il se trouve que

f(g, g′) = ((p1 ◦ f)(g, g′), (p2 ◦ f)(g, g′))
= ((p1 ◦ f)(g, e), (p2 ◦ f)(e, g′))
= (φ(g), ψ(g′))

où l'égalité de la première ligne est tautologique, le passage à le première ligne provient du calcul
précédent, et celui à la dernière de la dé�nition de φ et ψ.

Nous appelons dans la suite φ × ψ l'image de (φ,ψ). Pour démontrer la restriction-corestriction,
véri�er les deux identités

Im(φ× ψ) = Im(φ)× Im(ψ)

Ker(φ× ψ) = Ker(φ)×Ker(ψ).

2. Pour trouver un contre-exemple, considérer que G = G′ = Z/2Z. Le groupe d'automorphismes de Z/2Z

est trivial. En revanche, celui de (Z/2Z)
2 ne l'est pas puisqu'il contient l'inversion des coordonnées

(x, y) 7→ (y, x).

Correction de la remarque : la remarque est plus subtile que le cas d'un produit de deux groupes. En e�et,
il n'est pas possible de décomposer tout élément de

∏
I Gi comme produit �ni d'éléments avec une seule

coordonnée non triviale. Pour conclure, nous considérons pour j ∈ I la composée

f̃ :
∏
i ̸=j

Gi →
∏
I

Gi
f−→
∏
I

Gi
pj−→ Gj .

Soit nj l'exposant de Gj . Puisqu'il est premier à tous les exposants de Gi, la puissance nj-ième est une
bijection de

∏
i ̸=j Gi. Soit u dans ce dernier produit, que nous écrivons vnj . Nous avons

f̃(u) = f̃(v)nj = e

car Gj est d'exposant nj . Le reste est identique.

4. N'hésitez pas à demander si vous souhaitez que je rédige les détails.
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Exercice 17. Le groupe (Z/nZ)×

Le but de cet exercice est de déterminer, pour tout entier n, la structure du groupe des inversibles (Z/nZ)×.
Nous commençons par essayer de dévisser le problème.

1. Soient A,B deux anneaux dont on notera + et × les lois. On appelle morphisme d'anneaux une
application de A dans B qui est un morphisme de groupes additifs et de monoïdes multiplicatifs. Ceci
équivaut aux trois formules

∀a, a′ ∈ A, f(a+ a′) = f(a) + f(a′), f(aa′) = f(a)f(a′) et f(1) = 1.

Démontrer l'égalité suivante entre les sous-ensembles de A×B :

(A×B)
×
= A× ×B×.

2. Remarquer que l'isomorphisme du théorème des restes choinois est un morphisme d'anneaux. En
déduire que pour pgcd(n,m) = 1, le groupe (Z/nmZ)× est isomorphe à (Z/nZ)× × (Z/mZ)×.

3. Retrouver ce résultat en utilisant l'exercice 12.

La question précédente permet de se ramener au cas n = pk. Nous allons démontrer que pour tout nombre
premier impair p, nous avons (Z/pkZ)× ∼= Z/pk−1(p− 1)Z
puis que

∀k ≥ 2,
(Z/2kZ)× ∼= Z/2Z× Z/2k−2Z.

4. Démontrer que (Z/pkZ)× contient un élément d'ordre p− 1.

5. Démontrer pour tout entier r ≥ 1,

∀(a, b) ∈ Z2, a ≡ b mod pr =⇒ ap ≡ bp mod pr+1.

En déduire pour tout premier p l'ordre de 1 + p dans (Z/pkZ)×.

6. Conclure si p ̸= 2.

7. Traiter le cas p = 2.

8. En guise d'application, déterminer les entiers naturels n ≥ 1 tels que (Z/nZ)× est cyclique.

Correction de l'exercice 17

1. Nous écrivons la suite d'équivalence formelle qui démontre cette égalité de sous-ensembles de A×B :

(a, b) ∈ (A×B)× ⇔ ∃(a′, b′) ∈ (A×B), (a, b)(a′, b′) = (1, 1)

⇔ ∃(a′, b′) ∈ (A×B), aa′ = 1 et bb′ = 1

⇔ (∃a′ ∈ A, aa′ = 1) et (∃b′ ∈ B, bb′ = 1)

⇔ (a, b) ∈ A× ×B×

2. L'isomorphisme de groupes des restes chinois est donné par

Z/nmZ
∼−→
(Z/nZ)× (Z/mZ

)
, kmodnm 7→ (kmodn, kmodm)

et dire qu'il s'agit d'un morphisme d'anneaux équivaut à dire que

∀(k, l) ∈ Z2, (klmodn) = (kmodn)(modn)

ainsi que son analogue pour m. En appliquant la première question à cette isomorphisme d'anneaux,
on conclut.
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3. On se souvient (cf. le corollaire 3.7 du polycopié) que le morphisme de groupes(Z/nZ)× → Aut
(Z/nZ) , x 7→ [k 7→ xk]

est un isomorphisme, dont l'inverse s'écrit φ 7→ φ(1). Dans le cas où pgcd(n,m) = 1, nous pouvons
appliquer l'exercice 12 pour obtenir l'isomorphisme de groupes

Aut
(Z/nZ)×Aut

(Z/mZ
) ∼−→ Aut

(Z/nmZ
)

qui s'interprète ensuite comme l'isomorphisme désiré.

4. Le groupe (Z/pZ)× étant cyclique d'ordre p−1, nous choisissons un élément a de Z/pkZ tel que (amod p)
est d'ordre p− 1. Soit n ≥ 1 tel que an = 1. Ceci implique que

(amod p)n = 1.

Puisque (amod p) est d'ordre p−1, il en découle que p−1|n. Ceci étant vrai pour tout entier n tel que
an = 1, nous en déduisons que p−1 divise l'ordre de a. En dé�nissant l'entierm par ord(a) = (p−1)m,
l'élément am qui est d'ordre (p − 1)m/pgcd((p − 1)m,m) = p− 1.

5. Soit r ≥ 1 et (a, b) ∈ Z2 tels que a ≡ bmod pr. Nous réécrivons ap en utilisant le binôme de Newton
comme

ap = (b+ (a− b))p

= bp +

p−1∑
k=1

(
k

p

)
(a− b)kbp−k + (a− b)p

Chaque terme de la somme est divisible par pr+1 puisque pr|(a − b) et que p divise le coe�cient
binomial. Le dernier terme est divisible par (pr)2, donc par pr+1 puisque r ≥ 1 et p ≥ 2. Nous
obtenons bien la congruence ap ≡ bp mod pr+1.

Par conséquent, puisque 1 + p ≡ 1mod p, une application récursive de l'implication précédente
démontre que (1 + p)p

k−1 ≡ 1mod pk. L'ordre de 1 + p divise ainsi pk−1 ; pour conclure qu'il s'agit
e�ectivement de pk−1, il va cependant falloir être plus �ns.

Ra�nons le calcul précédent en supposant que b est premier à p, que pr+1 ne divise pas a− b.

ap − bp = p(a− b)bp−1 + (a− b)2

(
p−1∑
k=2

(
k

p

)
(a− b)k−2bp−k

)
+ (a− b)p

Le premier terme est divisible par pr+1 mais pas par pr+2. Dans la somme, chaque coe�cient binomial
est divisible par p ce qui implique que la somme est divisible par p2r+1 et en particulier par pr+2. Le
dernier terme est divisible par prp : lorsque p est impair ou que r ≥ 2, nous avons rp ≥ r + 2 ce qui
implique que le terme est divisible par pr+2. Toutes ces informations ensemble démontrent que ap−bp
est divisible par pr+1 mais pas par pr+2.

Puisque 1+p est congru à 1 modulo p mais pas modulo p2, une application récursive du ra�nement
précédent a�rme que (1+ p)p

k−2

n'est pas congru à 1 modulo pk. L'ordre de 1 + p ne divise donc pas
pk−2, ce qui conclut :

ord(1 + p) = pk−1.

Lorsque p = 2, nous voyons en revanche que (1 + 2)2 est congru à 1 modulo 23 mais pas 24.
Nous pouvons ensuite appliquer récursivement le premier calcul et son ra�nement pour démontrer
que (1 + 2)2

k−2

est congru à 1 modulo 2k mais pas (1 + 2)2
k−3

. L'ordre de 3 dans (Z/2kZ)× est 2k−2.

6. Lorsque p ̸= 2, nous avons trouvé un élément a d'ordre p − 1 et l'élément (1 + p) d'ordre pk−1.
Les sous-groupes multiplicatifs ⟨1⟩ et ⟨1 + p⟩ sont d'intersection triviales puisque les ordres de leurs
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éléments sont premiers entre eux. Puisqu'ils sont dans un groupe abélien, ils véri�ent les hypothèses
des questions 1) et 3) de l'exercice 5. Ceci fournit un morphisme de groupes injectif

Z/(p− 1)Z× Z/pk−1Z ∼= ⟨a⟩ × ⟨1 + p⟩ ↪→
(Z/pkZ)× .

Par cardinalité, ce morphisme est surjectif ; c'est un isomorphisme de groupes. Le théorème des restes
chinois a�rme en�n que la source est isomorphe à Z/pk−1(p − 1)Z ce qui conclut.

7. Le cas k = 2 étant évident, nous supposons k ≥ 3. La question 5) nous a permis de démontré en
particulier que pour tout entier l ≥ 2, nous avons 32

l ≡ 1mod 8. Ceci vaut en particulier pour 32
k−3

qui est l'unique élément d'ordre 2 dans ⟨3⟩. Cet élément ne vaut donc pas −1. Les sous-groupes ⟨−1⟩ et
⟨3⟩ véri�ent les hypothèses des questions 1) et 3) de l'exercice 5 ; nous dé�nissons ainis un morphisme
de groupes injectif

Z/2Z× Z/2k−2Z →
(Z/2kZ)×

qui est un isomorphisme pour des raisons de cardinalité.

Remarque : vous verrez bientôt que la structure des groupes abéliens de type �ni nous permettait d'éviter

d'exhiber −1, en nous contentant de démontrer que (Z/2kZ)
×

n'est pas cyclique. Vous pouvez ré�échir à une

manière de démontrer de manière élémentaire qu'un groupe abélien d'ordre 2l non cyclique avec un élément

d'ordre 2l−1 est isomorphe à Z/2Z × Z/2l−1Z.

8. Rappelons deux faits : tout sous-groupe d'un groupe cyclique est cyclique ; le produit de deux groupes
cycliques est cyclique si et seulement si leurs ordres sont premiers entre eux. Si l'on écrit n = 2v

∏
I p

vi
i

avec les pi distincts et les vi ≥ 1, nous avons un isomorphisme(Z/nZ)× ∼=
(Z/2vZ)× ×

∏
I

(
Z/pvi−1

i (pi − 1)Z
)

Si v = 0, 1 le premier facteur est trivial. Ainsi, il faut et su�t que les pvi−1
i (pi − 1) soient premier

entre eux, ce qui se réécrit en disant que les (pi){i | vi≥2} et les (pi − 1)i∈I sont premiers entre eux. Si
I est de cardinal supérieur à 2, ceci est impossible puisque les pi − 1 sont pairs.

Si v ≥ 2, le premier facteur contient une copie de Z/2Z. Puisque chaque pi − 1 est pair, il faut que
I soit vide pour que (Z/nZ)

× soit cyclique. De plus, pour v ≥ 3, le groupe n'est pas cyclique (cf. sa
description en question 7)).

Finalement, les entiers n qui conviennent sont les puissances de premiers impairs, leur doubles et
les cas particuliers 1,2 et 4.
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