Algebre 1 ENS, année 2023-2024

TD n°4 : Quotients et groupes usuels
13 et 17/10/2023

1 Groupes abéliens

Exercice 1. Echauffement ?
Quelques questions avec des nombres précis pour pratiquer la structure des groupes abéliens de type fini.
1. Trouver tous les groupes abéliens d’ordre 8 & isomorphisme prés, puis d’ordre 500.

3 - . At A ~ 2 A . . 212 7 . X
2. Donner les facteurs invariants du groupe abélien (%/392z)" .

Correction de ’exercice 1 :

1. Cela correspond aux suites d’entiers se divisant mutuellement, de produit 8 (resp. 500). Nous listons
en commencant par le plus grand facteur invariant possible. La liste des groupes abéliens d’ordre 8 a
isomorphisme prés est donc

Z/37,
Z)47,x L]og,

(Z/27)°

De méme, la liste des groupes abéliens d’ordre 500 & isomorphisme prés est

Z/500z

Z/2507 x Z/27,

Z/100z x Z/57.

Z/50z x Z/10Z

2

Z/20z % (Z/57)

2
(Z/10z)" x Z/57,
Remarque : avec ’exercice 2, nous pouvons réécrire cette liste en distinguant les parties 2-primaires et
5-primaires, ce qui classe les groupes par leurs diviseurs élémentaires.
L1257, % L/47,
Z/1257, % (Z/27)"

L/257, x L/57, % L]47,
2

Z/257. x L[57, % (Z/27)

3
(Z/52)" x Z/47,
2
(Z2/52))° > (Z/2z)
2. Décomposons en facteurs premiers 392 = 72 x 23. Nous utilisons I’exercice 17 du TD n°2 pour écrire

(Z/3927)" = (Z/197) x (Z/37)” =Z/427, % (Z/27)".
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Exercice 2. Sous-groupes des groupes abéliens finis
Soit, G un groupe abélien fini.

1. Démontrer qu’il existe une unique famille (n, ;)pep, x>1 d’entiers presque tous nuls tels que

G = H H (Z//)"'%Vﬂ'/"

pelP [ k>1

2. Soit d un entier divisant |G|. Démontrer qu’il existe un sous-groupe d’ordre d dans G.

Correction de ’exercice 2 :

1. L’existence est un conséquence du théoréme de structure des groupes abéliens finis, version facteurs
invariants, et du théoréme des restes chinois. Explicitement, soient a1]...|a, les facteurs invariants
de G. Nous écrivons pour chaque entier 7 :

a; = H pre.

peP

En posant n, , = |{i|kp,; = k}|, nous obtenons

G=1[%/az
=1

[I11Z/pz

i=1peP

II @)™

peEP, k>1

1

1%

Pour l'unicité, nous proposons deux méthodes. La premiére consiste & recomposer les facteurs
invariants & partir d’une décomposition par les (n, ). Pour garantir la divisibilité, nous recomposons
par lemme chinois les plus gros facteurs pour chaque premier, puis les plus gros restants, etc. For-
malisons. Pour tout entier p, nous construisons une suite k, 1 > k, 2 > ... d’entiers décroissante qui
contienne exactement n, j fois ’entiers k. Prenons n maximal tel que I'un des k,, est non nul puis
a; = HPGP prrn-i+1 Puisque chaque suite (k, ;);>1 est croissante, les a; se divisent les uns les autres.
Nous obtenons

G= [ (@)™

pEP, k>1

[I11%/pz

j=z1peP

j=1

I

et on identifie donc chaque £, ; par unicité des facteurs invariants de G.
Une autre méthode consisterait a constater que pour Gy, associé a (n, 1), nous avons l’égalité

Glal= 11 (@z) )™

peP, k>1
o H (Z/qkz)nq,k % H <qk—jZ/qu)nq,k
k<j k>j
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Il en découle que

Gl¢’)| = an,qu (an,k)qj

k<j k>j
ce qui permet d’identifier les n4 j, comme invariants de la classe d’isomorphisme de G, par récurrence
sur k.
Les p* comptés avec multiplicité nk,p s'appellent diviseurs élémentaires de G.

. Pour tout premier p, soit p*» la puissance de p qui apparait dans la décomposition en facteurs premiers

de |G|. La premiére question démontre qu’il existe un sous-groupe de G d’ordre p». En décomposant
également d en facteurs premiers, on peut se ramener au cas ou G =[], (Z/p*z)""* et ou d = p¥ avec
v < >, kny . Nous prenons des facteurs tant que le cardinal du produit reste inférieur a p ce qui
nous raméne & démontrer le résultat pour le diviseur élémentaire suivant. Explicitement, considérons le
couple (K, N) minimal pour I'ordre lexicographique tel que N < ny, x et que Y, . knp .+ KN < v.
En faisant ceci, on se raméne & prouver que le facteurs suivant, isomorphe a Z/pXz ou Z/pX+1z, contient
un sous-groupe d’ordre p¥~2k<x Bk =KN o ]y puissance est inférieure a K ou K + 1. Autrement
dit, on s’est ramené au cas ou G = Z/p*z auquel cas le résultat est évident.

Soit G un groupe abélien de type fini. Les affirmations suivantes examinent ce que donnent les notions de
famille libre et de famille génératrice. Pour chacune des affirmations suivantes, démontrer qu’elle est vraie
ou trouver un contre-exemple.

1.

2

3.

S

=]

Une famille génératrice minimale est libre.

Si G est sans torsion, une famille génératrice minimale est libre.

Si G est sans torsion, il existe une famille génératrice et libre.

Une famille libre maximale est génératrice.

Le cardinal des familles génératrices minimales est borné par une constante indépendante de la famille.

Le cardinal des familles libres est borné par une constante indépendante de la famille.

Correction de ’exercice 5 :

1.

FAUX. Prenons la famille (2,3) dans Z. Nous avons effectivement (2,3) = 2Z + 3Z = Z sans que 2 ni
3 n’engendre Z. Le méme exemple fonctionne méme dans le groupe fin Z/6z.

2. FAUX. La méme famille dans Z n’est pas libre puisque 3 *2 — 2% 3 = 0.

VRAL Si G est sans torsion, abélien et de type fini, le théoréme de structure des groupes abéliens de
type fini affirme que G est isomorphe & Z™ pour un certain n. Les éléments correspondants a la base
canonique de Z™ fournissent une famille génératrice et libre.

. FAUX. Regardons la famille (2) dans Z. Elle est libre, maximale puisque pour tout entier n, la relation

n 2 — 2xn = 0 fournit une relation de liaison sur (2,n). C’est encore moins vrai dans un groupe fini
non trivial, ou une famille libre est vide.

FAUX. Toujours dans Z, soit (pi,...,pn) les premiers nombres premiers. La famille (Hj# pj)i est
génératrice puisque ses éléments sont globalement premiers entre eux. Mais dés que nous enlevons
le i-iéme terme, le sous-groupe engendré est contenu dans p;Z. Ceci exhibe des familles génératrices
minimales de tout cardinal.

VRAI Une famille libre de cardinal n équivaut & une injection de groupes Z" < G. Puisque son
image intersecte trivialement la partie de torsion de G, nous en déduisons une injection

Zn — G/Gtors = ZT

pour un certain entier r ne dépendant que de G. Nous pouvons ensuite utiliser la derniére question de
I’exercice 4 du présent TD pour conclure que n > r. Un argument plus simple est possible : injectons
7" dans Q™. Une relation sur Q entre les images de la base canonique de Z" fournit, quitte a la
multiplier par un entier assez grand, une relation sur la base canonique. Par contraposée, la base
canonique de Z" est envoyée sur une famille Q-libre ; elle est de cardinal inférieur & r.
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2 Caractéres

Exercice 7. Prolongement des caractéres

Soit H < G un sous-groupe d’un groupe abélien G noté additivement. Soit D un groupe abélien divisible !
et f : H — D un morphisme de groupes.

1. Démontrer qu’il existe un morphisme de groupes f : G — D tel que fjg = f.

2. Appliquer la question précédente pour en retrouver que pour tout groupe abélien fini GG, nous avons

Vg € G\{0}, Iy caractere de G, x(g) # 1.

Correction de ’exercice 7 :

1. Le groupe G étant possiblement énorme, nous nous trouvons typiquement dans le cas ot le lemme de
Zorn sera utile et il faut considérer le bon ensemble de "constructions a faire grossir". Posons

E={(K,j)|H<K<G, j: K— D tel que jjg = f}

muni de Pordre tel que (K,j) < (K',j') si K C K’ et jl’K = j. Il est non vide puisqu’il contient
(H, f). Toute chaine admet un majorant en considérant I’'union des sous-groupes et le morphisme vers
D correctement défini par la famille des morphismes. Soit (X, j) un élément tel que K est sous-groupe
strict de G et soit g € G\K. L’idée est de prolonger j & g en tenant compte des puissances de g qui
tombent dans K. L’ensemble {n € Z|ng € K} est un sous-groupe de Z; il s’écrit donc mZ. Soit d
tel que md = j(mg). Montrons que j'(ng + k) = nd + j(k) est correctement définie sur (g, K). Si
n1g—+ k1 = nog+ ke alors (no —mnq1)g = k1 — ko € K. Nous écrivons alors ny = ny +ml et il en découle

nad + j(k2) = nid + mld + j(ke)
=n1d + 1j(mg) + j(k2)
=nid + j(lmg + k2)
=nid + j(k1)

Le couple ({g, K),j’) prouve alors que (H,j) n’est pas maximal. Puisque le lemme de Zorn affirme
que £ posséde un élément maximal, ce doit étre une extension a G.

2. Utiliser la premiére question avec H = (g) et n’importe quel isomorphisme avec les racines ord(g)-
iémes de 'unité
<g> = Z/ordg = Uord(g) - U.

1. Ceci signifique que tout élément posséde une racine n-iéme, pour tout n > 1.
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