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1 Motivations

Dans cette note, nous nous intéresserons a formaliser en quoi la théorie de la descente fide-
lement plate (resp. la descente pro-étale dans le cadre perfectoide) fournissent des énoncés de
type descente galoisienne pour les modules. Il s’agira majoritairement de reformuler proprement
la donnée de descente, vue comme isomorphisme vérifiant une relation de cocycle, en termes
d’action galoisienne, en utilisant des outils purement algébriques. Bien que nous puissions prou-
ver une preuve de loin plus concise dans [stacks_descent_galois], la preuve algébrique du cas
d’une extension finie se généralisera sans effort théorique au cas d’une extension quelconque.
Nous considererons ensuite des cas précis, qui m’ont servis dans d’autres écrits.

La descente fidelement plate quasi-compacte (qui répondra par la suite au sobriquet de des-
cente fpqc) correspond classiquement a 1’énoncé que nous introduisons a présent, dont on peut
trouver une version dans [stacks_descent_general].

Définition 1.1. Soit f : Y — X un morphisme de schémas. Appelons p; et ps les deux
projections Y Xx Y — Y données par la définition catégorique du produit fibré. Appelons
également 7o, o3 et T3 les trois projections Y X x Y X x Y — Y X x Y données par les trois
visions possibles du triple produit fibré comme produit fibré de Y x x Y et Y au-dessus de X.
En particulier, la composition des 7;; avec p; donne la projection sur la i-ieme copie de Y et
celle par py sur la j-ieme copie de Y depuis le triple produit fibré que nous appellerons 71, 7o
et ms

Soit F un Oy -module quasi-cohérent. Une donnée de descente sur F le long de f est la
donnée d’un isomorphisme de Oy « , y-modules

p:piF = psF

vérifiant la condition de cocycle suivante traduite par le diagramme commutatif suivant :

*
T13P

mF —— 7i3(piF) Ti3(p3F) —— 3 F

N e

12 (piF) 753 (p5F)
1o (p3F) w35 (P1F)
w5 F

ol le premier isomorphisme horizontal provient par exemple de
mi3(P1F) = (p1oms)"F = niF.

Nous notons Qcoh(Y, f) la catégorie dont les objets sont les Oy -modules quasi-cohérents
munis d’une donnée de descente le long de f et dont les morphismes sont les morphismes g de
Oy -modules compatibles aux données de descentes, i.e. rendant commutatif le diagramme qui
suit.

piF % pig

bl

psF 2% p3G



Définition 1.2. 11 existe un foncteur Qcoh(X) — Qcoh(Y, f) qui & un Ox-module quasi-
cohérent F associe f*JF muni de I’isomorphisme canonique

pi(f*F) = (fop)'F = (fopa) F=py(f*F)

ou I’égalité f o p; = f o py provient de la définition du morphisme structural du produit fibré
Y xx Y. A un morphisme g : F — G, il associe le morphisme f*g qui est compatible aux
données de descente exactement grice a I’égalité f o p; = f o pa.

Théoreme 1.3 (35.5.2 dans [stacks_descent_general] version affaiblie). Soit Y — X un mor-
phisme de schémas fpqc. Le foncteur précédent Qcoh(X) — Qcoh(Y, f) est une équivalence
de catégories.

En réalité, le théoréme précédent se généralise a un recouvrement fpqc de X avec une no-
tions adaptée de donnée de descente. Notre but final étant d’expliciter le cas galoisien, il est
possible de se contenter d’un recouvrement formé d’un unique morphisme.

2 Descente galosienne (classique)

2.1 Reformulation dans le cas affine

Commencons par reformuler le concept de donnée de descente dans le cas d’un morphisme
affine. Posons pour cette section Y = Spec(B), X = Spec(A) et f : A — B le morphisme
d’anneaux fpqc qui donne Spec(f) : Y — X. Par la suite, nous écrirons les morphismes
schématiques comme Spec(-) pour simplifier au maximum la notation des morphismes dans
Ann. Dans ce cadre de schémas affines, tout O x-module quasi-cohérent (resp. Oy -module
quasi-cohérent) s’écrit M pour un certain A-module M (resp. B-modules M).

Le schéma Y X x Y correspond par construction & Spec(B ® 4 B) ou les deux projections
Spec(p1) et Spec(pa) correspondent respectivement aux morphismes d’anneaux

pr: B—>B®sB, b—b®1

et
P2 B=+B®sB, b—1®b.

Pour les mémes raisons, le schéma Y X x Y X x Y correspond par construction & Spec(B ® 4
B ®4 B) et les projections correspondent a

T2 : BRIA B—->B®RaB®R4B, b®c—=>bQc®1
o3 : BRAB B, B4 B, b®c—>110bQ¢

T3 : BRAB—>BRaB®R4 B, b®c—=>bx1Qc¢

Puisque M — M est une équivalence de catégories de A — Mod vers Qcoh(X) (resp. de

B — Mod vers Qcoh(Y), etc), une donnée de descente de M le long de Spec(f) correspond a
un isomorphisme de B ® 4 B-modules

p:(B®aB)®y 5M = (B®sB)®p, 5 M
tel que 73 = T3P © Tiop.

Par le méme dictionnaire, le foncteur correspondant A — Mod — B — Modjy correspond a
M — B ® 4 M muni de I’isomorphisme

p: (B®aB)®y,p(BoaM)=(BoaB)®aM=(B®aB)®y,p(B®aM).



Proposition 2.1 (Proposition 35.3.9 dans [stacks_descent_affine]). Si f : A — B est un mor-
phisme d’anneaux fpqc, le foncteur A — Mod — B — Mod est une équivalence de catégories.
1l est possible d’expliciter un quasi-inverse en associant a un B-module M avec donnée de des-
cente p le A-module N = {m € M |p(m ® 1) = 1 ® m} on tout morphisme h : My — M,
de B-modules compatible a la donnée de descente se restreint-corestreint @ N1 — Nbo.

La preuve du théoréme 1.3 repose d’abord sur la démonstration de la proposition 2.1. Puis-
qu’il ne s’agit dans cette note que de reformulation d’une donnée de descente, et que un énoncé
de descente général concerne des schémas, nous nous sommes permis d’introduire d’abord le
langage géométrique, a contre-courant chronologique.

2.2 Expression d’'une donnée de descente pour une extension finie ga-
loisienne

Dans cette section, nous fixons un corps commutatif K et L|K une extension galosienne
finie de groupe de Galois GG. Pensant déja a la section suivante qui traite le cas d’une extension
quelconque, nous voyons GG comme un groupe topologique avec la topologie discrete. Un lecteur
ne s’intéressant pas au cas quelconque pourra oublier purement et simplement les conditions
de continuité qui apparaitront dans nos notations, et qui sont automatiques dans le cas d’une
extension finie.

Bien que nous pourrions rédiger le cas galoisien quelconque ex nihilo, nous préférons rédi-
ger la preuve complete de ce cas plus simple pour écrire tous les détails dans le cas simple et
utiliser ensuite cet énoncé pour le cas quelconque. Un lecteur cherchant une preuve uniquement
du cas galoisien quelconque lira a minima la premiere section : de nombreux arguments seront
décalqués dessus par la suite (voire des résultats précis utilisés) sans étre réitérés. Un lecteur
cherchant une preuve dans un cas fini pourra se contenter de cette section pour davantage de
lisibilité.

Lemme 2.2. Munissons C°(G, L) de la structure de K-algébre terme & terme sur les images.
Le morphisme suivant est alors bien défini

t: Log L —CYG,L), N®p+s [0+ Ao(p)]

et fournit un isomorphisme de K-algébres.

La structure de L-algeébre induite par 1 o py sur C°(G, L) étend la structure de K -algébre
et vérifie (A1 f)(o) = \f(0o).

La structure de L-espace vectoriel induite par v o py sur C°(G, L) étend la structure de
K-algeébre et vérifie (X -2 f)(o) = a(N) f(o).

Démonstration. Tout élément o de G étant un morphisme de K-algebres, on en déduit des

morphismes de K-algebres L @ i L 1d%9, 1. Enles rassemblant, nous obtenons un morphisme
de K-algebres L& L — [], . L oule but s’identifie 2 C°(G, L) comme K -algebre. Via cette
identification, nous obtenons exactement ¢. Les K -dimensions de la source et du but de ¢ étant
identiques, il suffit de prouver sa surjectivité. Nous utilisons ici une preuve peu conceptuelle :
les caracteres o étant distincts, ils sont L-libres dans £ (L). En particulier, si (y;) est une K-
base de L, la matrice carré des (o(u;))s,: est inversible. Il en découle que pour toute famille
(vo), il existe une famille ()\;) telle que (v5) = (0(;))s,i(Ai), autrement dit telle que [0 +—
Vol = 132 A @ q).

La structure multiplicative d’anneau a droite étant donnée par la multiplication image par
image, il suffit de prouver que (t o p1)(A\) = [0 — A :

(top)(A) =v(A®1)
=[o— Al



La structure multiplicative d’anneau a droite étant donnée par la multiplication image par
image, il suffit de prouver que (¢t o p2)(A\) = [0 — o(N\)] :

(Lop2)(N) = (1@ N)
— [0 o()]

O

Lemme 2.3. Soit M un L-espace vectoriel.

L’application C°(G,L) x M — C°(G, M), (f,m) s [0+ f(o)m)] est une application
L-bilinéaire si I’on munit C°(G, L) de la premiére structure de L-module et C°(G, M) de la
structure de L-module donnée par I’addition terme a terme et (A - f)(o) = Af(o). Elle se
factorise en un isomorphisme de L-modules

CY(G,L) @yop,. . M ki> (G, M).

Le transfert de structure munit C°(G, M) d’une structure de C°(G, L)-module via (f -1 g)(c) =
F(0)9(0).

L’application C°(G, L) x M — C°(G, M), (f,m) — [0+ o~ (f(c))m] est une appli-
cation L-bilinéaire si I’on munit C°(G, L) de la deuxieme structure de L-module et C°(G, M)
de la méme structure de L-module donnée par I’addition terme a terme et (X - f)(o) = Af (o).
Elle se factorise en un isomorphisme de L-modules

CYG, L) ®iopy. 1. M ki> (G, M).

Le transfert de structure munit C°(G, M) d’une structure de C°(G, L)-module via (f -2 g)(c) =

o= (f(0)g(0)-

Démonstration. Nous laissons de coté la preuve de la bilinéarité. Pour le caractére isomor-
phique, en revanche, nous explicitons un inverse comme application via

C*(G, M) = C%(G, L) ®uop,.. M, f1= > iy ® f(0),
ceG

puis il reste a vérifier la L-linéarité et le caractere inverse par évaluation sur les tenseurs purs.
Pour ce qui est du transfert de structure, il suffit de vérifier que la structure induite sur I’image
des tenseurs purs est la bonne. Ainsi, pour toutes f, g € C°(G, L) et tout m € M, nous avons

ki(f-(g@m)) =ki(fg®@m)
= [0 (fg)(o)m]
= lo— f(o)ki(g ® m)(o)]
= f1ki(g@m)

ce qui conclut.
Pour k9, le méme raisonnement tient. Détaillons I’expression de 1’inverse et le calcul pour
le transfert de structure. L’inverse est donné par

CoG, M) = C*(G, L) ®popy.. M, f > 15y @ f(0)
oelG

et le calcul du transfert :



ko(f-(g@m)) = ka(fg@m

= [o = o ((f9)(o))m]

= [o = o7 (f(0))k2(g @ m)(0)]
= [ 2 k2(g®@m)

O

Proposition 2.4. Soit M un L-espace vectoriel. Se donner un isomorphisme p : pi M = p5M
revient a se donner une famille de bijections o-semi-linéaires (py)occ de M.

Démonstration. Un isomorphisme p, via le tiré en arriere par I’isomorphisme ¢, équivaut a un
isomorphisme de C°(G, L)-modules

CY'(G, L) ®opy. . M =5 CYG, L) @,0py.. M

En composant par les isomorphismes du lemme précédent, cela revient a un isomorphisme p
de C°(G, L)-modules de C°(G, M) vers C°(G, M) ou les structures de C°(G, L)-modules sont
respectivement données par -1 et -5.

La clé consiste a remarquer que pour ces deux structures de modules, la multiplication par
chaque 1,y coincide (en appliquant le formulaire du lemme précédent). Prenons p un tel iso-

morphisme et posons p,(m) = (ﬁ(]l (o1 }m)> (0~1). Montrons tout d’abord que p, est o-

semi-lin€aire. Puisque m +— 1,-1,m est additive de M dans C%(G, M) et que p I'est égale-
ment, nous obtenons bien que p, est addtive. De surcroit,

pem) = (8102, ) ) 7
- <ﬁ((>\]1{01}) 1 (ﬂ{al}m)> (™)
- ((An{gl}) 5 5(11{01}m>> (™)

= o(M{g-13(c7 ")) (ﬁ(ﬂ{al}m)) G
= 0(N)po(m)

De plus, les p, déterminent entierement p. Nous avons en effet

P =20 Loy 1 Loy f(0) = Y Loy 2 (i} f(0)) = Y Lioypo1(f(0))
oelG ceG ceG
Ainsi, p peut s’exprimer comme f — [0 — p,-1(f(0))]. Réciproquement, on vérifie sans
difficulté que la formule précédente pour des p, semi-linéaires fournit un isomorphisme p. [

Il nous reste a traduire la condition de cocycle sur les p,.

Lemme 2.5. Munissons C°(G x G, L) de la structure de K-algébre terme a terme. Le mor-
phisme suivant est alors bien défini

it LOg LR L —CYG xG,L), A\@uav = [(o,7) — Aa(u)(o7)(v)]

et fournit un isomorphisme de K-algébres.



La structure de C°(G, L)-algebre induite par i o 12 0 1 =% sur CO(G x G, L) correspond
I’addition et la multiplication terme a terme et a (f -12 9)(o,7) = f(0)g(o, 7). En particulier,
Pimage de 11,y est 15y xa-

La structure de C°(G, L)-algebre induite par i o a3 0 1= sur C°(G x G, L) correspond a
I’addition et la multiplication terme a terme et & (f-23g) (o, 7) = o(f(7))g(o, 7). En particulier,
Pimage de 144y est 1gx fo)-

La structure de C°(G, L)-algébre induite par i o w13 0 1=t sur C°(G x G, L) correspond
I’addition et la multiplication terme a terme et a (f 13 g)(0,7) = f(o7)g(o, 7). En particulier,
I’image de ]1{0} est ]l{(.,.ﬂ}) | Tv=0}-

Démonstration. Suivons la stratégie de preuve du lemme 2.2. Tout élément o de G étant un mor-

phisme de K -algebres, on en déduit des morphismes de K -algebres L& LR i L M L.
En les rassemblant, nous obtenons un morphisme de K -algebres L @ L — H(U,T)EGX o Lot
le but s’identifie 3 C°(G'x G, L) comme K -algebre. Via cette identification, nous obtenons exac-
tement ¢. Les K -dimensions de la source et du but de ¢ étant identiques, il suffit de prouver sa
surjectivité. Nous avions prouvé dans le cadre du lemme 2.2 que la matrice carré des (o(u;))s,i
est inversible. Son produit tensoriel double avec elle-méme (o (4s)7 (45)) (o,r),(i,5) €St €gale-
ment inversible. En permutant les lignes, on en déduit que la matrice (o (4;)(07)(145)) (0,7), (i)
est inversible. Il en découle que pour toute famille (v, ;)), il existe une famille (A, ;)) telle
que (V7)) = (0(a)(oT)(15)) (0,7),(6,5) (NG 5))» autrement dit telle que [0 +— V(] =
U ,) Aling) © M ® ).

La structure multiplicative d’anneau a droite étant donnée par la multiplication image par
image, il suffit de prouver que (i o 12 0t =) (f) = [(0,7) = f(0)]. Posons f = t(3° N\; @ ;)
de telle sorte que pour tout o, ona y_ Ao (u;) = f(o)

(iomaou™ )(f) = (ioma)(D_ A @)
iY Mool
[(0,7) = D Ao (ua)]
= [(o,7) = f(0)]

L’image de 1,y ne pose aucun probleéme.

La structure multiplicative d’anneau a droite étant donnée par la multiplication image par
image, il suffit de prouver que (iomazot™1)(f) = [(o,7) = o (f(7))]. Posons f = ¢(>_ \i®u;)
de telle sorte que pour tout o, ona y_ Ao (u;) = f(o)

(iomas o™ )(f) = (iom2)(D_ N ® )
= i( Zl@/\i@ﬂi)
= [(o,7) HZ 1))

[07 — o Z)\T ]
= [(o,7) = o (f(7))]

L’image de 1,y ne pose aucun probleéme.
La structure multiplicative d’anneau a droite étant donnée par la multiplication image par
image, il suffit de prouver que (i o m13 00~ )(f) = [(0,7) = f(o)]. Posons f = t(>_ \i @ ;)



de telle sorte que pour tout o, ona y_ Ajo(u;) = f(o)

(iomsor™)(f) = (ioms)(D A @ )
i(z Ai @ 1@ ;)

[(0,7) = > Xi(o7) ()]
[(o,7) = f(oT)]

L’image de 1,y ne pose aucun probleéme. O

Lemme 2.6. Soit M un L-espace vectoriel.

L’application C°(G x G,L) x M — C°(G x G, M), (f,m) s [(o,7) — f(o,7)m] est
une application L-bilinéaire si I’on munit C°(G x G, L) de la premiére structure de L-module
et C°(G x G, M) de la structure de L-module donnée terme & terme par celle sur M. Elle se
factorise en un isomorphisme de L-modules

C%G x G, L) ®jor, . M = C°(G, M).
J1

L’application C°(G x G, L) x M — C°(G x G, M), (f,m)w [(o,7) — o= 1(f(o,7))m]
est une application L-bilinéaire si I'on munit C°(G x G, L) de la deuxiéme structure de L-
module et C°(G x G, M) de la structure de L-module donnée terme a terme par celle sur M.
Elle se factorise en un isomorphisme de L-modules

C%(G x G, L) ®jony,. M =5 C°(G, M).
J2

L’application C°(GxG, L)x M — C°(GxG, M), (f,m)w [(o,7) > (o7)"(f(o,7))m]
est une application L-bilinéaire si ’on munit C°(G x G, L) de la deuxiéme structure de L-
module et C°(G x G, M) de la structure de L-module donnée terme a terme par celle sur M.
Elle se factorise en un isomorphisme de L-modules

C%G x G, L) ®jors.. M = C*(G, M).
J3

Démonstration. Puisque la multiplication sur C°(G x G, L) se fait terme a terme, expliciter sa
premiére structure de L-algebre revient a calculer I'image de A € L par ¢ o ;. Or, nous avons

(iom)(N) =iA®1®1) =[(o,7) — Al.

Nous laissons la calcul de bilinéarité de cté et nous contentons d’expliciter un inverse incarné
par I’application

CO(G x G, M) = C*(G X G, L) iom, . M, [ D> Lyor)y @ fo,7).
(o,7)EGXG

Il reste a vérifier la L-linéarité et le caractere inverse par évaluation sur les tenseurs purs.
Puisque la multiplication sur C°(G x G, L) se fait terme 2 terme, expliciter sa deuxiéme
structure de L-algebre revient a calculer I’'image de A € L par ¢ o 75. Or, nous avons

(iom)(N)=1(1®@A®1)=[(o,7) — a(N)].

Nous laissons la calcul de bilinéarité de coté et nous contentons d’expliciter un inverse incarné
par ’application

COG x G, M) = C*(G x G, L) ®iomar. M, f> > (o) @ flo,7).
(o,71)EGXG



Il reste a vérifier la L-linéarité et le caractere inverse par évaluation sur les tenseurs purs.
Puisque la multiplication sur C°(G' x G, L) se fait terme a terme, expliciter sa premiére
structure de L-algebre revient a calculer I’'image de A € L par ¢ o 7r3. Or, nous avons

(iom)N) =i(1®1®A) =[(0,7) = (o7)(N)].

Nous laissons la calcul de bilinéarité de coté et nous contentons d’expliciter un inverse incarné
par I’application

CO(GX G7M) %CO(GX GvL) Riors, L Mv f'_> Z ]l{(o,r)}®f(aa7)'
(o0,71)EGXG

Il reste a vérifier la L-linéarité et le caractere inverse par évaluation sur les tenseurs purs. O

Proposition 2.7. Soit p et (py)oc associé comme en proposition 2.4. L’application p vérifie la
condition de cocycle d’une donnée de descente si et seulement si les p, fournissent une action
semi-linéaire de G sur le L-espace vectoriel M, i.e. Si por = po © pr-

En particulier, la catégorie des L-espaces vectoriels avec donnée de descente le long de
K — L est équivalente a la catégorie des L-espaces vectoriels avec action semi-linéaire de G.

Démonstration. Soit p une donnée de descente. Considérons la composée suivante p; :
COG x G, M) 25 C%(G x G, L) ®ion,.. M

— CO(G X G7 L) ®io7-rlgoL*1,C0(G,L) (CO(Ga L) ®LO])1,L M)

Loma I VL 00(G % G, L) @jomygont co(n) (CO<G, L) @ropa. M)
— CY(G x G, L) ®iony. 1. M
22, 0%(G x G, M)

qui est un isomorphisme puisque toutes les fleches qui la composent le sont. De méme, consi-
dérons la composée pa3

CO(G x G, M) 225 C°(G x G, L) @jory. . M

— CO(G x G, L) ®i07’r23OL_1,CO(G}L) <CO(G, L) Ryopy,L M)

Mﬁl} CO(G X Gv L) ®io7r230L*1,CO(G,L) <CO(Ga L) ®LOp2,L M)
— C%G x G, L) @iony.1. M
5, 006G x G, M)

et la composée pi3
CO(G x G, M) 25 C°(G % G, L) Qion,... M
— CO(G X G7 L) ®io7r130L*1,CO(G,L) (CO(Ga L) ®LOp1,L M)

jomis)*[(¢~1)*
Lomal TP 006 x G, L) ®jomygon-1.c0(G.1) <C°(G, L) ®rops.L M)

— CY(G x G, L) ®iong. . M
55, 0%G x G, M)



La condition 7j3p = m35p © T]9p (OU nous n’oublions pas les isomorphismes sous-entendus
pour donner du sens a la composée), puisque les ji sont des bijections, équivaut a la condition
P13 = P23 © P12.

Gréce a la description en proposition 2.4, nous connaissons 1’expression de (¢~1)* p comme
étant ) 1oy @ My = Y. o lisy @ py-1(mg). Nous pouvons alors expliciter p12 en
suivant le chemin de f :

fe Y ey ® flo,7) = Y. (M) lgem] @ flo.7)
(o,7)EGXG (o,7)EGXG

= > () 121y ® fo,7)
(o,7)EGXG

-y 1{(077)}®{1{0}f(‘7a7)]

(o,7)EGXG
DY 1{<a,r>}®[ﬂ{a}pa1(f(U,T))]
(o,71)EGXG

> [My) 12 L] @por(flo,7))

(o,7)EGXG

= [(U’ T) = Po—1 (f(07 T))}

et on calcule de méme pour pa3

fre 3 ey @ f() = Y [Moxe)liomy] ® flo.7)
(o,7)EGXG (o,7)EGXG
= Y [(gry) 28 Lgeny] @ flo.7)
(o, 7)EGXG

2D 1{<m>}®{1{ﬂf(077)}

(o,7)EGXG

= Z ]l{(U,T)} ® |:]l{‘r}p'rl(f(o'7 T)):l

(o,7)EGXG

> ) 28 lomy] @ pei(f(0,7))

(o,7)EGXG

= [(07 T) = P-,——l(f(a, T))]

et pour pi3
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f = Z ]l{(a',T)} ® f(o—v T) = Z [(]l{(v,)() | ’UXZO'T})]]'{(O',T)}] ® f(o—v T)

(o,7)EGXG (o,7)EGXG

= Z [(1{07}) ‘13 ]1{(0,7)}] X f(O', T)

(o,7)EGXG

— Z 1{(0’,7’)} & |:]]-{<77'}f(07 T):|

(o0,7)EGXG

= Z ]l{(o,f)}®{]l{af}ﬂ(w)1(f(077))}

(o,7)EGXG

Yo (e 13 Lgmy] ® plom-1 (F(0.7)
(o,7)EGXG
= [(Uv 7-) = p(a'r)*l (f(aa T))]

Tous ces calculs effectués, nous en concluons que la condition de cocycle sur p équivaut a
la propriété suivante :

Vfe CO(G x G,M),¥(o,7) € G xG, p(m’)*l(f(av 7)) = pr-1(po-1(f(0,7)).

En inversant o et 7 et en considérant que les f(o,7) parcourent M quand (f, o, 7) parcourt
C°(G x G, M) x G x G, cette condition équivaut a

V(o,7) € G X G, prg =propo.
O

Théoreme 2.8. La catégorie des L-espaces vectoriels avec donnée de descente le long de K —
L est équivalente a la catégorie des L-espaces vectoriels avec action semi-linéaire de G. Via
cette équivalence de catégorie, le quasi-inverse au théoréme 2.1 correspond a M — MC.

Démonstration. Pour un morphisme (M, ppr) ER (N, pn) de L-espaces vectoriels avec donnée
de descente, les isomorphismes du lemme 2.3 étant naturels en M, le diagramme de commuta-
tion associé aux données de descente devient un diagramme commutatif

co(G, M) Y eoa,
2 PN
co(a, M) P eo(a,

ce qui permet ensuite d’affirmer que f est G-équivariant de (M, ps,») vers (N, pn,»). En com-
binant les propositons 2.4 et 2.7, nous avons prouvé que (M, p) — (M, p,) est une équivalence
de catégorie entre les L-espaces vectoriels avec donnée de descente le long de K — L est
équivalente a la catégorie des L-espaces vectoriels avec action semi-linéaire de G.

Puisque le K -module associé a (M, p) correspond a {m € M |p(1 ® m) = 1 ® m}. En
transformant p en p cela devient {m € M | p(1gm) = Lgm} et grace a I’expression de p, cela
devient

{meM|[o— py-1(m)] = Lgm} = MC.
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Les notations de cette preuve sont lourdes. Identifions bien que I’essentielle de la surprise se
dévoile a la proposition 2.4 en voyant qu’un isomorphisme p se "décompose" coordonnée par
coordonnée. L’ étude de la condition de cocycle, n’est quant a elle, pas plus surprenante que le
travail harassant de traduction qu’elle suppose.

2.3 Expression d’'une donnée de descente pour une extension galoi-
sienne

Dans cette section, nous conservons le corps commutatif K et fixons L| K une extension ga-
loisienne dont nous n’imposons plus la finitude. Son groupe de Galois G sera vu comme groupe
topologique avec la topologie profini dont un systéme de voisinages de ’identité est donné par
les Gal(L|L’) pour toute extension finie galoisienne L|L’| K. Ces groupes sont d’indice fini.

L’introduction de la notation C°(G, L) dans la section précédente pouvait sembler étrange
dans le cadre d’un groupe fini avec la topologie discrete; dans le cadre d’un groupe de Galois
profini, la notation est plus intéressante : puisqu’il est compact, il existera une extension finie
galoisienne L|L'|K telle que I'image d’une fonction f € C°(G, L) ne dépende que de la classe
de o dans Gal(L'|K).

Lemme 2.9. Munissons C°(G, L) de la structure de K-algébre terme & terme sur les images.
Le morphisme suivant est alors bien défini

t: Log L —CYG,L), N®p+s [0 Ao(p)]

et fournit un isomorphisme de K-algébres.

La structure de L-algebre induite par 1 o py sur C°(G, L) étend la structure de K-algébre
et vérifie (A -1 f)(o) = \f (o).

La structure de L-espace vectoriel induite par v o py sur C°(G, L) étend la structure de

K-algeébre et vérifie (A -2 )(o) = o(N) f(o).

Démonstration. L extension L est la colimite des extensions finies galoisiennes L'| K contenues
en elle. Pour L”|L'|K une tour de telles extensions, les isomorphismes du lemme 2.2 font
commuter le diagramme suivant

L' @k L' —2— C%(Gal(L/|K), L")

J |

L' @k L' £ ¢O(Gal(L"|K), L")

ol les fleches verticales sont obtenues via I’inclusion L' C L” et la projection Gal(L"”|K) —
Gal(L/|K). En prenant la colimite des isomorphismes ¢y, nous obtenons un isomorphisme.
11 a pour source la colimite des I’ ® g L’ qui s’identifie 8 L ® ¢ L puisque L est la colimite
des extensions L’. Il a pour but C°(G, L) : toute fonction continue se factorise par un certain
G — Gal(L'|K) comme nous ’avons dit précédemment, et son image étant finie, elle est
également contenue dans une extension finie L”. En prenant L'” contenant L’ et L”, ladite
fonction appartient bien a C°(Gal(L"’|K), L""). Tres précisément, on démontre ainsi que le
morphisme de K -algebres

lim CoGal(L'|K),L") = C°(G,L), feC’Gall'|K),L") [0+ f(o)]
L'|K finie galoisienne

est un isomorphisme, qui se trouve étre exactement 1’isomorphisme ¢ annoncé.
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La structure multiplicative d’anneau a droite étant donnée par la multiplication image par
image, il suffit de prouver que (t o p1)(A\) = [0 — A :

(top)(A) =v(A®1)
=[o— Al

La structure multiplicative d’anneau a droite étant donnée par la multiplication image par
image, il suffit de prouver que (¢t o p2)(A) = [o — o(N)] :

(cop)(N) = (1® )
= [ o)

Remarquons au passage que puisque L est union d’extensions finies, la fonction o — o(\) est
effectivement continue (nous 1’avons utilisé sans I’expliciter au cours de la preuve). O

Lemme 2.10. Soit M un L-espace vectoriel.

L’application C°(G, L) x M — C%(G, M), (f,m) s [0+ f(o)m] est une application
L-bilinéaire si I’'on munit C°(G, L) de la premiére structure de L-espace vectoriel et C°(G, M)
de la structure de L-espace vectoriel donnée par par sa structure sur M, i.e. (A-f)(o) = Af(o).
Elle se factorise en un isomorphisme de L-modules

CYG, L) @yop,. 1. M kl> (G, M).

Le transfert de structure munit C°(G, M) d’une structure de C°(G, L)-module via (f -1 g)(c) =
flo)g(o).

L’application C°(G,L) x M — C°(G, M), (f,m) — [0 + o~ 1(f(o))m] est une ap-
plication L-bilinéaire si I’on munit C°(G, L) de la deuxiéme structure de L-espace vectoriel et
C%(G, M) de sa structure de L-espace vectoriel donnée par celle sur M. Elle se factorise en un
isomorphisme de L-modules

CY(G, L) @yopy. 1. M kl> (G, M).

Le transfert de structure munit C°(G, M) d’une structure de C°(G, L)-module via (f -2 g)(c) =

o= (f(o))g(o).

Démonstration. La bilinéarité ne pose aucun probleme.

Pour toute fonction f de C°(G, M), il existe une extension finie L|L'|K telle que f est
constante sur {o ||z, = 7} pour tout 7 € Gal(L'|K). Il est ainsi possible de définir des
injections compatibles de L-espaces vectoriels C°(Gal(L'|K), M) < C°(G, M) qui passent a
la limite en une identification

Cc’(G, M) = lim C°(Gal(L'|K), M).

L' finie galoisienne
Les isomorphismes de L’-espaces vectoriels

ki 2 CO(Gal(L'|K), L") @,0p,. 10 M =5 C°(Gal(L'|K), M)

donnés par le lemme 2.3 sont en réalité des isomorphismes de L-espaces vectoriels pour les
structures données respectivement par la structure de L-module a droite sur M pour le produit
tensoriel, et pour celle terme a terme sur M pour le but. De surcroit, si L|L”|L'| K, le diagramme
suivant commute :
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CO(Gal(L'|K), L") ®yopy.r M —E CO(Gal(L/|K), M)

| |

CO(Gal(L"|K), L") @opy.1rr M —2 CO(Gal(L"|K), M)
ce qui fournit un isomorphisme de L-espace vectoriel
. k1
lim Co(Gal(L'|K), M) ®0p,,1 M == C°(G, M)
L’ finie galoisienne

Puisque le diagramme suivant commute

L2 c0(Gal(L/|K), L)

| |

L —22 %G, L)

nous obtenons une application C°(Gal(L'|K), L") ®,0p,, 10 M — C°(G, L) ®,0p, 1, M. De plus,
cette application se loge dans un diagramme commutatif

CO(Gal(L'|K), L") ®uopy.1r M L1 CO(Gal(L'|K), M)

| /

CYUG, L) @popy. M —— 5 €Y(G, M)

ce qui prouve I’injectivité de 1’application précédente. De plus, pour toutes extensions finies
galoisiennes L|L"|L'| K, le diagramme suivant commute :

CO(Gal(L'|K), L") ®uopy..r M —E CO(Gal(L/'|K), M)

! [

CO(Gal(L"|K), L") @opy.1r M —2 CO(Gal(L"|K), M)

En effet, si f est constante sur chaque classe de Gal(L”|K)/cal(r”|L’), nous pouvons donner
un sens a f(7, L) pour 7 € Gal(L'|K). Appelons également 1, 1/ = l{,cq|s,, =7} pPOUr
simplifier les notations. Alors, f est I’image par la version pour L” de k; de

Y Lpefnl)= Y > Iy @ f(7)

reGal(L"|K) veGal(L'|K) 7€Gal(L"|K), 7 1=v

> > L f(v)

vEGal(L/|K) r€Gal(L"|K), 7=

> ( > ]l{r}) ® f(v, L)

veGal(L'|K) “TeGal(L|K), 7,1=v

= Z ﬂu,L’ ®f(y’ L/)

veGal(L'|K)

qui est envoyé dans C°(Gal(L"|K), L") ®,0p, 1.~ M sur I'antécédent de f par la version pour
L' de k1. Ainsi, nous pouvons passer les injections 2 la limite en une injection

lim CY(Gal(L'|K), M) ®,0p,..0 M = C*(G, L) @,0p,.1. M.

L’ finie galoisienne
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La surjectivité découle de I’expression des éléments du produit tensoriel comme somme finie de
tenseurs purs. Tout est réuni pour prouver le premier isomorphisme.

Le reste provient du cas fini en passant par ’'un des termes de la limite inductive.

Nous laissons a nouveau la vérification de la bilinéarité et la preuve qu’il s’agit un inverse
de coté. Tout le reste se décalque sur le cas fini. O

Proposition 2.11. Soit M un L-espace vectoriel. Se donner un isomorphisme p : piM —
psM revient a se donner une famille de bijections o-semi-linéaires (py)scc de M telle que
pour tout m € M, Uapplication G — M déduite via o — p,(m) soit continue pour la
topologie discréte au but.

Démonstration. Un isomorphisme p, via le tiré en arriere par I’isomorphisme ¢, équivaut a un
isomorphisme de C°(G, L)-modules

CYG, L) @yopy. M =5 C*(G, L) @yop,. . M

En composant par les isomorphismes du lemme précédent, cela revient & un isomorphisme p
de C°(G, L)-modules de C°(G, M) vers C°(G, M) ou les structures de C°(G, L)-modules sont
respectivement données par -1 et -o.

Il est a présent impossible de multiplier par 1,y qui n’est pas un €lément de C°(G,L). En
revanche, nous pouvons multiplier par des indicatrices du type 1, 7, pour une extension finie
galoisienne L'| K et 7 € Gal(L'|K). Il est ainsi possible de considérer pour o € G, m € M et
L'|K finie galoisienne 1’élément

posom) = (e m) ) ).

Commencgons par montrer que p,—1 z+(m) ne dépend pas de I’extension L’ choisie. Comme
précédemment, il suffit de le montrer pour une inclusion d’extensions L' C L”. Calculons

prsas(m) = (L) ) 0
_ (nm,w 2 ﬁ(]lgL,,L'm>> ()
- <5(]1UL,,,L~ 1 (LlL,,um))) (o)
= (At om0

= pa_l,L” (m)
Nous appelerons alors p,—1 I’application déduite.
Prenons L'| K quelconque, I’application m — ]1071/ 1, est additive et que p I’est également,

|L
nous obtenons que p, est additive. Pour la semi-linéarité, choisissons encore L’ quelconque

pa) = (701, 1 ) )07

= )\]l 71 L/ ‘1 (]lai’L,m)> (071)

(7 :

(/\]l ~1 p Qp(]l 71 L/m)> (0-*1)
= (Mo p)(0” ))pa(m)
:U(A)Pa( )
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4N

Vérifions également la condition "de lissité" sur la famille p,. Prenons 0 € G et m € M.
Fixons L'|K finie galoisienne et prenons L” contenant L’ telle que p(1_-: ;,m) se factorise
‘L, ’

-1
- O"L//

-1

L }, nous avons alors

par G/Gal(L"|K). Pour tout élément de {7 | 7,

pr(m) = 51,1, m)(r )

|L’

= (1,1 pm)(r7Y)

(T‘L,,

= (1,1 m)(e )

O"L,,
= po(m)

ol le passage de la premiére a la deuxiéme est obtenu grace a L' C L” (donc o L% = le}) etle
passage a la ligne suivante par construction méme de L”.

De plus, les p, déterminent entierement p. Prenons L’|K finie telle que f se factorise pas
G/cal(L'|K) et que pour tout élément m de I'image de f, o — p,(m) se factorise également.
Alors,

iNE@ =5 X oL fn L))

r€Gal(L'|K)
= Y [t )] )
r€Gal(L'|K)
= [0 28 (Lo,y 00 (00, 1) | ()
= 0. (£(0))

Ainsi, p peut s’exprimer comme f +— [0 — p,(f(0))]. Réciproquement, on vérifie sans diffi-
culté que la formule précédente pour des p, semi-linéaires et "donnant une action lisse" fournit
un isomorphisme p. La "lissité" sert a assurer que la définition que nous donnons fournit bien
une fonction continue. O

Il nous reste a traduire la condition de cocycle sur les p,.

Lemme 2.12. Fixons nous un isomorphisme p. Soit M, la catégorie dont les objets sont les
couples (N, L") avec L' |K finie galoisienne et N un sous-L’-espace vectoriel de M stable par
les p, et formé d’éléments invariants par Gal(L|L'). Un morphisme (N1,L") — (Na, L")
correspond a deux inclusions L' C L" et Ny C No.
Pour tout objet (N, L") de M. L’isomorphisme p se restreint-corestreint en un isomor-
phisme
CY(Gal(L'|K), L") @,0py.10 N = CY(Gal(L'|K), L") ®@yopp..0 N

ou nous avons sous-entendue l’injection de la source et du but dans leurs analogues pour M et
L, qui se construit comme dans la démonstration du lemme précédent.

De plus, on peut identifier la limite du premier terme a C°(G,L) ®,op, 1. M (resp. du
deuxieme terme a C°(G, L) @,op, 1, M ). Par construction, leur limite s’identifie ainsi a p.

Démonstration. L'inclusion C°(Gal(L'|K), L") ®,0p,,10 N < C*(G, L) ®,0p, 1. M correspond
via 71 (et j2) a I’inclusion

C%(Gal(L'|K),N) = CUG, M), fr [0 flop)

Par construction de la catégorie M, il est alors évident que p, décrit comme f +— [0 —
0o (f(0))] se restreint-corestreint en un isomorphisme.
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Comme au lemme précédent, les injections passent a la limite en une injection. Il suffit de
démontrer la surjectivité. Or, pour toute fonction f € C°(G, L), son image est finie. Puisque
chaque o — p,(m) est localement constante, il existe L'|K finie galoisienne telle que tous
les éléments de I'image de f sont invariants par Gal(L|L’). Puisque L’|K est galoisienne, ce
dernier sous-groupe est distingué et le sous-L'-espace vectoriel N de M stable par les p, et
engendré par I'image de f est constitué d’éléments fixes sous Gal(L|L’). A fortiori, la fonction
[ appartient & I'image de C°(Gal(L'|K ), L") ®,0p,.1.0 N. O

Proposition 2.13. Soit p et (p, ) e associé comme en proposition 2.11. L’application p vérifie
la condition de cocycle d’une donnée de descente si et seulement si les p, fournissent une action
semi-linéaire de G sur le L-espace vectoriel M, i.e. Si pyr = po © Pr.

En particulier, la catégorie des L-espaces vectoriels avec donnée de descente le long de
K — L est équivalente a la catégorie des L-espaces vectoriels avec action semi-linéaire de G,
telle que ’action sur tout vecteur est localement constante.

Démonstration. Pour (N, L") un objet de M, le morphisme suivant existe et est injectif :
CO (Gal(L/|K)2a L/) ®Lo7r120L*1,CU(GaI(L’\K),L/) (CO(Gal(L/|K)a L/) ®LOP1,L' N)
— CO(G X Gv L) ®Low120L*1,CO(G,L) (CO(G7 L) ®LOp1,L M)

La bonne définition provient de la naturalité en I’extension des morphismes ¢ et ¢. Pour I’injec-
tivité, il faut simplement regarder celle de

C%(Gal(L'|K)?, L) ®iomy,1r N = C*(G X G, L) ®iop, .. M

etelle provientde si ) . f; ®n; est alasource, elle est nulle ssi V(71,72), >, fi(o1,02)n; =0
ce qui se voit de maniere équivalence dans M, donc sur I’image.

De maniére similaire, nous pouvons voir cette famille d’injection comme indexées par la
catégorie M, et alors

CO(G X Ga L) ®Lo7r120L*1,CO(G,L) (CO(G; L) ®L0p17L M)

= lim  CYGal(L'|K)%, L") ®sompoi-1 co(Gal(L/[K),L7) (CO(Gal(L’IK)»L’)®Lom,yN)
(N,L"YeM,

En appliquant ce raisonnement a 715 et T3, cela prouve que la relation de cocyle pour p peut
se voir comme la limite des relations de cocycle pour I’action restreinte 2 N grice au lemme
précédent, dans le cas de L'| K finie déja traité. De la méme maniere, le caractére d’action des
po s€ voit sur chaque N. O

Théoreme 2.14. La catégorie des L-espaces vectoriels avec donnée de descente le long de
K — L est équivalente a la catégorie des L-espaces vectoriels M avec action semi-linéaire
de G telle que G x M — M est continue pour les topologies profinie sur le groupe et discréte
sur les espaces vectoriels. Via cette équivalence de catégorie, le quasi-inverse au théoréeme 2.1
correspond a M — MG,

Démonstration. Exactement comme dans le cas fini. O
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3 Descentes galoisiennes étendues

3.1 Construction tensorielle et descente galoisienne

Le cadre de cette section sera moralement celui d’un produit tensoriel d’extension. Pour
faciliter le lecteur qui viendra depuis la démonstration ayant motivé I’écriture de cette note, nous
gardons les notations de ladite démonstrations. Prenons (F,,).ea une famille de corps indexée
par un ensemble fini A. Fixons également F,,|F,, une famille d’extensions galoisiennes et Ea
un anneau commutatif muni de structures de E,-algebre pour tout élément a.

Définition 3.1. Appelons Fa le produit tensoriel

Fal ®Eal (FQQ ®E0<2 < o FO‘M‘ ®E°‘IA\ EA))

ol la structure de F,-algebre sur le produit tensoriel jusqu’au cran « est transmise depuis Fa.

Remarque 3.2. De mani¢re générale, si A est une B-algebre et une C-algébre, que D est une
B-algebre et que E' est une C-algebre, il existe un isomorphisme naturel de D-algebre et de
E-algebre

D®p (E®cA) 2 E®c (D®gp A)

ce qui prouve récursivement que F'a avec ses structures de F,-algebre ne dépend pas du choix
de la numérotation de A, a isomorphisme prés.

Chaque E, — F, étant fidelement plat et le morphisme A — Fa étant la composée de
changement de base des précédents morphismes, la Fa-algebre Fa est fidelement plate. Nous
pouvons donc examiner ce que signifie une donnée de descente de Fa a En.

Définition 3.3. L’action de Gal(F,|E,) sur F, est E,-linéaire, ce qui permet de 1’étendre
en une action Fa-linéaire sur Fa (en décrétant que 1’action est triviale sur les autres termes
du produit tensoriel). Ces actions commutant, nous obtenons une action Ea-linéaire de G =

[Toca Gal(FolEy).

Lemme 3.4. Munissons C°(G, Fa) de la structure de Ex-algébre terme a terme sur les images.
Le morphisme suivant est alors bien défini

L FA®p, Fa — CYG,Fa), A@pu s [0 = \o(u)]

et fournit un isomorphisme de Ea-algébres.

La structure de Fa-algebre induite par v o py sur CO(G, FA) étend la structure de Ea-
algebre et vérifie (A1 f)(a) = Af (o).

La structure de Fa-algébres induite par v o py sur CO(G, FA) étend la structure de En-
algebre et vérifie (A -2 f)(o) = a(A) f(o).

Démonstration. Etablissons le résultat par récurrence sur |A|.
Pour |A| = 1, nous avons la suite d’isomorphismes de Fa-algébres suivants

FA®pa FA = (F,l R, EA) ®EA (Fa QE, EA)
~ (F, ®p, Fa) ®p, Ea
>~ CY(Gal(F,|Ey), Fo) @5, Ea
>~ CO(Gal(F,|Ey), Fo ®p, Ea)
= C%(Gal(F,|E,), Fa)

ou nous détaillons les différents arguments. Le passage a la deuxieme ligne est simplement
une identité entre produits tensoriels. Le passage a la troisiéme s’obtient grace a la propositon
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2.2, celui a la quatrieme parce que 1I’image de toute fonction est finie. En suivant I’image d’un
élément, nous avons

AQpu= (M ® ) ® (11 ® p2)
= (A1 ® p) ® (Aap2)
= [0 Ao ()] @ (Aape)
= o= (Mo(pn) ® (A2pz)]
=[o = (M @A) (0(p1) ® p2)] = [0 = Ao(p)]

qui correspond exactement a 1’application annoncée.

L’hérédite se démontre grice a la suite d’isomorphismes suivants, oit F'A partiel correspond
au produit tensoriel a droit du premier produit dans la définition de Fa,i.e telque FaA = F,®g,,
FA partiel. L'hypothese de récurrence s’applique & Fa partiel, A et A\{0} pour fournir la suite
d’isomorphismes de Ea-algebres suivante :

Fa QEa Fa = (Fa QF, FA,partiel) QEa (Fa QF, FA,partiel)

= (FA,partiel ®EA FA,partiel) ®Eu (Foc ®Ea Fa)

= CO([[ Gal(Fs|Es), Fapartict) @5, C°(Gal(Fa| Eq), Fa)
B#a

= CO([[ Gal(Fs|Es),CO(Gal(FolEa), Fa) @k, Fapartiel)
Ba

= CO( H Gal(Fﬂ|E5)7 CO(Gal(Fa|Ea)a F, QFB, FA,partiel))
BF#a

=C%G, Fa)

et en suivant I’image d’un élément c’est encore le morphisme annoncé. Le passage a la deuxieme
ligne nécessite encore une identité entre produit tensoriel. Nous donnons une remarque juste

ensuite pour les expliciter.
Les calculs des structures de Fa-algebres sont tout a fait semblables au cas fini. O

Remarque 3.5. Donnons un énoncé précis des identités entre produits tensoriels utilisées dans

le lemme précédent.
Soient B et C' et D trois A-algebres. Il existe un isomorphisme naturel de B-algebres

(BeaC)@p (B®aD)=2B®s (C®aD)

Plus généralement, soit B une A-algebre, soient C' et D des A-algebres et soient F et F' des
B-algebres, ce que I’on peut résumer dans le diagramme suivant :

1l existe alors un isomorphisme naturelle de B-algebres

(E®@aC)@p (FoaD)= (EopF)®a(C®aD)
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Théoreme 3.6. La catégorie des Fa-modules avec donnée de descente le long de En — Fa
est équivalente a la catégorie des Fa-modules M avec action semi-linéaire de G, localement
constante au sens oit G x M — M est continue. Via cette équivalence de catégorie, le quasi-
inverse au théoréme 2.1 correspond a M +— M.

Démonstration. La démonstration se décalque ad verbatim du cas galoisien en passant par le
cas galoisien fini a partir de la. Seul autre changement, la preuve de 1’analogue du lemme 2.5
qui s’établit de maniere analogue au lemme que nous venons de prouver. Les analogues pré-
cis reviennent a remplacer ’indexation des limites par L'| K finie galoisienne par les familles
E!|E,, finie galoisienne et de remplacer les coefficients L’ par des coefficients dans le module
E’, obtenu comme F a partir de la famille E/, | E,.

On remarquera un point pour adapter la preuve : par commutation du produit tensoriel aux
colimites, F'a est la colimite des E’A sur les familles d’extensions finies galoisiennes. 1’action
de G sur Fa est localement constante puisqu’elle I’est sur chaque Ey . O

4 Aparté géométrique sur le cas galoisien fini

Pour les adeptes de 1’aspect géométrique, et aussi pour se donner une démonstration plus
expéditive dans le cas galoisien fini, nous adaptons ici la preuve a un langage plus géométrique.

Commencons par prouver de nouveau le lemme 2.2 avec de 1’algébre commutative plus
poussée.

Lemme 4.1. Le morphisme de K-algébres

Lok L— [[L x@p— (Ao(n)
ceG

est surjectif.

Démonstration. Munissons L @ L de sa structure de L-algebre via p;. Puisque L est une K-
algebre étale, nous obtenons par changement de base le caractere étale de L Qg L sur L. Par
étude des algebres étales sur un corps, la L-algebre L ® g L est isomorphe au produit de ses
localisés en des idéaux maximaux.

Pour tout o, le morphisme Id ® o est un morphisme surjectif de L-algebres de L ® i L dans
L qui fournit donc un idéal maximal m, de L ®x L. Les idéaux sont distincts : en effet les
morphismes considérés sont des morphismes de L-algebres distincts. Si en un élément x nous
avons (Id ® o1)(z) # (Id ® o2)(x) alors  — (Id ® o1)(x) appartient au noyau du premier
morphisme mais pas du deuxiéme. Il en découle un morphisme surjectif (L ® g L)y, — L.
Ainsi, la composée suivante est surjective :

meSpm(L®k L) oeG oeG

qui coincide avec le morphisme recherché. O

D’un point de vue géométrique, le lemme précédent se traduit par

Spec(L) Xgpec(i) Spec(L) = Spec(L @k L) %) |_| Spec(L)
¢ ceG

avec

prot: |_| Spec(L) — Spec(L)
oeG
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qui vaut UTdgpeq(r) €t p2 0 ¢ qui vaut Lo. Ainsi, en appliquant c*, I’'isomorphisme pi 7 — p5F

correspond exactement a un isomorphisme de O ry-module

oeaSpec(

Ll F—[]oF

ceG oeG

ce qui correspond exactement a une famille (p,)scc d’isomorphismes de Ogpec(r)-modules
entre F et 0*F. Au niveau des L-espaces vectoriels sous-jacents, ce sont simplement des endo-
morphismes additifs et semi-linéaires.

Resterait a traduire grace a la géométrie la condition de cocycle.

Lorsque L n’est plus une extension finie, en revanche, le produit fibré cesse d’étre une union
disjointe : son espace topologique sous-jacent sera Gal(L|K') muni de la topologie profini. Nous
retrouvons effectivement les actions en regardant ce que donne I’isomorphisme sur les fibres,
mais nous aurions dans tous les cas besoin de détails aussi lourds que les détails algébriques.
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