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Soit T' = 0D(0,1). Rappelons que LP(T) est I’ensemble des fonction continues com-
plexes f: R — C qui sont 2m-périodiques, intégrables, et telles que la norme ||f ||p =

- 1
<% S 1f@)) dt) * est finie. Pour f € LYT), les coefficients de Fourier de f sont

f(n) = % /_7T f@®e ™dt (n € 7).

Les séries de Fourier de f sont les séries >, f(n)ei”t. Le théoréme de Parseval dit que
pour f,g € L*(T), on a

Exercice 1

Soit f(z) = D ,50an2" une série entiére avec rayon de convergence R > 1. Montrer

que pour tout r €]0, 1[, on a 5 OZW ‘f(reie)|2 o =350 lan|” 2.
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Exercice 2

Soit m € Z>y. Soient fi,..., f,, des fonctions sommes de séries entiéres convergentes
sur le disque unité ouvert D(0, 1). On suppose que la fonction | f1|*+- - -+ fm|* : D(0,1) —
R est constante. Que peut-on dire de fi,..., f, 7

Exercice 3

Soit U un ouvert connexe dans C et f une fonction analytique sur U telle que pour
tout z € U, un des coefficients du développement en série entiére de f s’annule. Montrer
que f est un polynome.

Exercice 4

Démontrer le théoréme de Liouville en appliquant le théoréme des résidus a l'intégrale



Exercice 5

1. En appliquant la formule de Cauchy a la fonction z +— ez’# sur le bord d’un demi-
anneau {z € C | € < |z] < R,¥(z) > 0} contenu dans le demi-plan {z € C : Sz > 0},
calculer la valeur de l'intégrale f0+°° Snl=tde.

2. En intégrant z — e~ sur le bord d’un secteur angulaire d’angle délimité par les seg-

ments [0, R] et [0, Re’? | calculer la valeur des intégrales [[™ sin (22) dz et [, cos (22) d.

Exercice 6

Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage U de 0 telle que f (0) = 0. On pose
A = f"(0) et on suppose que 0 < |A| < 1.
1. Montrer que si € > 0 est suffisamment petit alors la suite de fonctions holomorphes

formées par les ¢, : 2z — %Ef) pour n € N converge vers une fonction holomorphe

uniformément sur D (0, €).

2. En déduire qu’il existe des voisinages V' et W de 0 dans C et un biholomorphisme
YV > Wtelsquesize Valors f(z) eVetyof(z)=A1(z).

Exercice 7

1. Soit U un ouvert connexe de C. Soit A une partie localement finie de U. Pour
tout aw € A, on se donne un entier m, et des nombres complexes by, ..., b, . En
utilisant le théoréme de Mittag-Leffler ci-dessous, montrer qu’il existe une fonction
holomorphe f sur U telle que pour o € A et k € {0,...,mq} on ait f* (a) = by.

2. Soient f et g des fonctions holomorphes sur U. On suppose que g n’est pas identi-
quement nulle et que f et g n’ont pas de zéro en commun. Montrer qu’il existe des
fonctions holomorphes h; et hy sur U telles que f + hig = e"2.

3. En déduire que O (U) est un anneau de Bézout : si hy, ..., h, € O (U) alors il existe
he OU) tel que hO (U) + -+ + h,O (U) = hO (U) .

Théoréme (Mittag-Leffler). Soit U un ouvert de C. Soit A C U une partie localement
fini. Pour tout o € A, on se donne un entier m, et des nombres complexes ay, ..., ap,,.
Il existe une fonction méromorphe f sur U telle que f~ ({c0}) C A et pour tout a € A,

f(z) = ian (z—a) " +0(1).

Exercice 8

Soit A = Zw; + Zw, C C un réseau. Supposons que 6: C — C est une fonction entiére
telle qu’ils existent aq, as € C tels que

O(z+w) =a160(z) et O(z+wy) =axf(z) quel quesoit zeC.

Montrer qu’il existent b, ¢ € C tels que 0(z) = be®® quel que soit z € C.
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